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I.Ishchi dastur
KIRISh

Dastur O’zbekiston Respublikasining 2020 yil 23 sentyabrda tasdiglangan
“Ta’lim to‘g‘risida”gi Qonuni, O’zbekiston Respublikasi Prezidentining 2017 vyil7
fevraldagi “O’zbekiston Respublikasini yanada rivojlantirish bo‘yicha Harakatlar
strategiyasi to‘g‘risida”gi PF-4947-son, 2019 vyil 27 avgustdagi “Oliy ta’lim
muassasalari rahbar va pedagog kadrlarining uzluksiz malakasini oshirish tizimini joriy
etish to“g‘risida”gi PF-5789-s0n,2019 yil 8 oktyabrdagi “O’zbekiston Respublikasi oliy
ta’lim tizimini 2030 yilgacha rivojlantirish konsepsiyasini tasdiglash to‘g‘risida”giPF-
5847-sonli Farmonlari hamda O’zbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasining 2019
yil 23 sentyabrdagi “Oliy ta’lim muassasalari rahbar va pedagog kadrlarining
malakasini oshirish tizimini yanada takomillashtirish bo‘yicha qo‘shimcha chora-
tadbirlar to‘g‘risida™gi 797-sonli Qarorlarida belgilangan ustuvor vazifalar mazmunidan
kelib chiggan holda tuzilgan bo‘lib, u oliy ta’lim muassasalari pedagog kadrlarining
kasb mahorati hamdainnovatsion kompetentligini rivojlantirish, sohaga oid ilg‘or
xorijiy tajribalar, yangi bilim va malakalarni o‘zlashtirish, shuningdekamaliyotga joriy
etish ko‘nikmalarini takomillashtirishni magsad qgiladi.

Mazkur dastur zamonaviy talablar va rivojlangan xorijiy davlatlarning oliy ta’lim
sohasida erishgan yutuglar hamda orttirilgan tajribalar asosida «Matematika» qayta
tayyorlash va malaka oshirish yo‘nalishi uchun tayyorlangan namunaviy o‘quv reja
hamda dastur mazmunidan kelib chiggan holda tuzilgan bo‘lib, u gayta tayyorlash va
malaka oshirish jarayonlarining mazmunini takomillashtirish hamda oliy ta’lim
muassasalari pedagog kadrlarining kasbiy kompetentligini muntazam oshirib borishda
xizmat giladi.

Modulning maqgsadi vavazifalari
“Zamonaviy geometriya” modulining maqgsadi: pedagog kadrlarni innovatsion
yondoshuvlar asosida o‘quv-tarbiyaviy jarayonlarni yuksak ilmiy-metodik darajada
loyihalashtirish, sohadagi ilg°or tajribalar, zamonaviy bilim va malakalarni o°zlashtirish
va amaliyotga joriy etishlari uchun zarur bo‘ladigan kasbiy bilim, ko‘nikma va
malakalarini takomillashtirish, shuningdek ularning ijodiy faolligini rivojlantirishdan
iborat.

“Zamonaviy geometriya” modulining vazifalariga quyidagilar kiradi:

- “Matematika” yo‘nalishida pedagog kadrlarning kasbiy bilim, ko‘nikma,
malakalarini takomillashtirish va rivojlantirish;

-pedagoglarning ijodiy-innovatsion faollik darajasini oshirish;

-mutaxassislik fanlarini o‘qitish jarayoniga zamonaviy axborot-kommunikatsiya
texnologiyalari va xorijiy tillarni samarali tatbiq etilishini ta’minlash;

- mutaxassislik fanlari sohasidagi o‘qitishning innovatsion texnologiyalari vailg‘or
xorijiy tajribalarini o‘zlashtirish;

“Matematika” yo‘nalishida gayta tayyorlash va malaka oshirish jarayonlarini fan va
ishlab chigarishdagi innovatsiyalar bilan o‘zaro integratsiyasini ta’minlash.

Modul yakunida tinglovchilarning bilim, ko‘nikma va malakalari hamda
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kompetensiyalariga qo‘yiladigan talablar:

Matematika fanlari bo“yicha tinglovchilar quyidagi yangi bilim, ko‘nikma, malaka
hamda kompetensiyalarga ega bo‘lishlari talab etiladi:

Tinglovchi:

- integral va o‘Ichov tushunchalarini;

- geometriyaning chiziqli fazo va chizigli akslantirishlar yordamida bayon
etilishi, vektor algebrasidan foydalanishni;

- matematik masalalarni  matematik tizimlarda yechishni va standart
funksiyalardan foydalanishni;

- matematikani o‘qitishda uning tatbiglari bilan tushuntirishni, hayotiy va sohaga
oid misollarnt;

- matematik fanlarni o‘qitishning zamonaviy usullarini bilishi kerak.

Tinglovchi:

- o‘lchovlar nazariyasidan matematika, fizika va biologiya masalalarida keng
foydalanish;

- matematik analizning biomatematika, mexanika, ommaviy Xizmat nazariyasi,
iqtisodiy sohalar va boshqga sohalarda keng qo‘llash,;

- matematik fanlarni o‘qitishda innovatsion ta’lim metodlari va vositalarini
amaliyotda qo‘llash;

- talabaning o‘zlashtirish darajasini nazorat gilish va baholashning nazariy asoslari
hamda innovatsion yondashuv uslublarini to‘g‘ri qo‘llay olish ko ‘nikmalariga ega
bo‘lishi lozim.

Tinglovchi:

- o‘Ichovlar nazariyasi va uning tatbiqini turli fazolarda qo‘llay olish;

- geometriyaning chizigli fazo va chizigli akslantirishlar yordamida bayon etilishi,
vektor algebrasidan foydalanish;

- matematikani  o‘qitish  innovatsion  jarayonini  loyihalashtirish  va
tashkillashtirishning zamonaviy usullarini qo‘llash malakalariga ega bo‘lishi lozim.

Tinglovchi:

- matematikani o‘qitishda foydalaniladigan zamonaviy (matlab, mathcad, maple,
GeoGebra va boshqalar) matematik paketlarini o‘quv jarayoniga tatbiq etish;

-matematikaning xorij va respublika miqyosidagi dolzarb muammolari,
yechimlari, tendensiyalari asosida o‘quv jarayonini tashkil etish;

- matematikani turli sohalarga tatbiq etish;

- oliy ta’lim tizimida matematik fanlar mazmunining uzviyligi va
uzluksizliginitahlil gila olish kompetensiyalariga ega bo‘lishi lozim.

Modulning oliy ta’limdagi o‘rni
Modulni o‘zlashtirish orgali tinglovchilar ilg‘or xorijiy mamlakatlarda biologiya
o‘qitishni tashkil qilishning xorijiy tajribalarni o‘rganish, amalda qo‘llash va
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baholashga doir kasbiy kompetentlikka ega bo‘ladilar. So‘nggi yillarda matematika
sohasidagi yutuglar va istigbollar oliy o‘quv yurtlaridagi ta’lim jarayonining
mazmunini boyitishga xizmat giladi.

“Zamonaviy geometriya” modulining soatlar bo‘yicha tagsimoti

Tinglovchining o‘quyv
yuklamasi, soat
Auditoriya o‘quv
yuklamasi -
i @ jumladan | § 3
Ne Modul mavzulari é jumiadan _ E=
E| E > > % :) :%‘
© = — — o @
L - = g"a.o e g
© =
pa < g
=
1. | Chiziqgli fazo. 4 4 2 2
2. | Yevklid fazosi. 4 4 2 2
3. | Psevdoyevklid fazo. 4 4 2 2
4. | Giperbolik fazo. 4 4 2 2
5 Ikkinchi tartibli sirtlar. Ikkinchi tartibli 5 5 5
sirt invariantlari.
Ko‘pxilliklar. Ko‘pxillik turlari.
6. - S 2 2 2
Ko‘pxillik geometriyasi.
Jami: 20 | 20 8 12 0

NAZARIY MAShG’ULOT MATYeRIALLARI

1-Mavzu: Chiziqli fazo.
1. Chizigli fazo o‘lchami. Affin fazo.
2. Affin koordinatalar sistemasi.
3. Affin almashtirishlar va tekisliklari. Bichizigli forma.

2-Mavzu:Yevklid fazosi.
1. Yevklid fazosida chiziq va sirtlar.
2. Sirt differensial geometriyasi.
3. Sirt ichki geometriyasi. Sirt tashqi geometriyasi.

3-Mavzu: Psevdoyevklid fazo.

=

Sferik fazo.
2. Riman geometriyasi.



4-Mavzu:Giperbolik fazo.
1. Yarim Yevklid fazolar.
2. Yarim giperbolik fazolar.

AMALIY MAShG’ULOTLAR

1-Amaliy mashg‘ulot.Chizigli fazo.
2-Amaliy mashg‘ulot. Yevklid fazosi.
3-Amaliy mashg‘ulot. Psevdoyevklid fazo.
4-Amaliy mashg‘ulot. Giperbolik fazo.

5-Amaliy mashg‘ulot.lkkinchi tartibli sirtlar. Ikkinchi tartibli sirt invariantlari.
6-Amaliy mashg‘ulot. Ko pxilliklar. Ko*pxillik turlari. Ko‘pxillik geometriyasi.



11.MODULNI O’QITIShDA FOYDALANILADIGAN INTERFAOL TA’LIM METODLARI

Davra stolining tuzilmasi.

Yozma davra suhbatida stol-stullar aylana shaklida joylashtirilib, har bir ta’lim
oluvchiga konvert qog‘ozi beriladi. Har bir ta’lim oluvchi konvert ustiga ma’lum bir
mavzu bo‘yicha o‘z savolini beradi va “Javob varagasi’ning biriga o‘z javobini yozib,
konvert ichiga solib qo‘yadi. Shundan so‘ng konvertni soat yo‘nalishi bo‘yicha
yonidagi ta’lim oluvchiga uzatadi. Konvertni olgan ta’lim oluvchi o‘z javobini
“Javoblar varagasi”ning biriga yozib, konvert ichiga solib qo‘yadi va yonidagi ta’lim
oluvchiga uzatadi. Barcha konvertlar aylana bo‘ylab harakatlanadi. Yakuniy gismda
barcha konvertlar yig‘ib olinib, tahlil gilinadi. Quyida “Davra suhbati” metodining

tuzilmasi keltirilgan

Cyx0aTHM yTKa3HMII IAPTJIAPH OMJIaH
TAHUIUTHPHUII
|

I

Kounseprap Ba “/Kaso0saap

BapakaJapu’”’Hu TApKATHIL
|

I

Kongseptiiapra caBosuiap €3uun

l

KonBepTHH éHHAArH YKYBUYMIa y3aTHII

'

CaBoJsiapra xaBo0 é3uin

l

BaxoJam Ba TaXJIMJ1 KHJIUII




“Davra suhbati” metodining afzalliklari:

e o‘tilgan materialining yaxshi esda golishiga yordam beradi;
e barcha ta’lim oluvchilar ishtirok etadilar;
e har bir ta’lim oluvchi o°zining baholanishi mas’uliyatini his etadi;
o‘z fikrini erkin ifoda etish uchun imkoniyat yaratiladi“Keys-stadi” metodi

«Keys-stadi» - inglizcha so‘z bo‘lib, («case» — aniq vaziyat, hodisa, «stadi» —
o‘rganmogq, tahlil gilmoq) aniq vaziyatlarni o‘rganish, tahlil gilish asosida o‘qitishni
amalga oshirishga garatilgan metod hisoblanadi. Mazkur metod dastlab 1921 vyil
Garvard universitetida amaliy vaziyatlardan iqtisodiy boshgaruv fanlarini o‘rganishda
foydalanish tartibida qo‘llanilgan. Keysda ochiq axborotlardan yoki aniq vogea-
hodisadan vaziyat sifatida tahlil uchun foydalanish mumkin. Keys harakatlari o‘z ichiga
quyidagilarni gamrab oladi: Kim (Who), Qachon (When), Qayerda (Where), Nima
uchun (Why), Qanday/ Qanaga (How), Nima-natija (What).

“Keys metodi” ni amalga oshirish bosqgichlari.

Ish Faoliyat shakli
bosqgichlari va mazmuni
v’ yakka tartibdagi audio-vizual ish;
v" keys bilan tanishish(matnli, audio yoki media
1-bosqich: Keys va uning axborot shaklda);
ta’minoti bilan tanishtirish v axborotni umumlashtirish;
v axborot tahlili;
v muammolarni aniglash
2-bosqgich: Keysni aniglashtirish va individual va_guruhda |_sh_lash, L .
. e e . v" muammolarni dolzarblik iyerarxiyasini aniglash;
o‘quv topshirig‘ni belgilash v . T .
asosiy muammoli vaziyatni belgilash
3-bosgich: Kevsdadi asosi v" individual va guruhda ishlash;
gich- teysdagl asosty v" mugqobil yechim yo‘llarini ishlab chiqish;
muammoni tahlil etish orgali o‘quv ; L2 . . . .
Ce e A v har bir yechimning imkoniyatlari va to‘siglarni
topshirig‘ining yechimini izlash, hal tahlil gilish:
etish yo‘llarini ishlab chigish v mugobil yechimlami tanlash
v’ yakka va guruhda ishlash;
v" muqobil variantlarni amalda qo‘llash
4-bosqich: Keys yechimini imkoniyatlarini asoslash;
shakllantirish va asoslash, tagdimot. | v* ijodiy-loyiha tagdimotini tayyorlash;
v yakuniy xulosa va vaziyat yechimining amaliy

aspektlarini yoritish
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“Assesment” metodi.

Metodning magsadi: mazkur metod ta’lim oluvchilarning bilim darajasini
baholash, nazorat qilish, o‘zlashtirish ko‘rsatkichi va amaliy ko‘nikmalarini
tekshirishga yo‘naltirilgan. Mazkur texnika orgali ta’lim oluvchilarning bilish faoliyati
turli yo‘nalishlar (test, amaliy ko‘nikmalar, muammoli vaziyatlar mashqi, giyosiy tahlil,
simptomlarni aniglash) bo‘yicha tashhis gilinadi va baholanadi.

Metodni amalga oshirish tartibi:

“Assesment”lardan ma’ruza mashg‘ulotlarida talabalarning yoKi
gatnashchilarning mavjud bilim darajasini o‘rganishda, yangi ma’lumotlarni bayon
gilishda, seminar, amaliy mashg‘ulotlarda esa mavzu yoki ma’lumotlarni o‘zlashtirish
darajasini baholash, shuningdek, o‘z-o‘zini baholash maqgsadida individual shaklda
foydalanish tavsiya etiladi. Shuningdek, o‘qituvchining ijodiy yondashuvi hamda o‘quv

magsadlaridan kelib chigib, assesmentga qo‘shimcha topshiriglarni Kiritish mumkin.
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I11. NAZARIY MAShG’ULOT MATERIALLARI

1-MAVZU:CHIZIQLI FAZO

REJA:
1. Chiziqli fazo o’lchami. Afin fazo.
2. Afin koordinatalar sistemasi.
3. Afin almashtirishlar va tekisliklari. Bichizigli forma.

Tayanch iboralar:Chiziqli fazo, o‘Ichami, afin fazo, afin koordinatalar sistemasi, afin
almashtirishlar va tekisliklari,bichizigli forma.
Chizigli fazo o‘lchami. Afin fazo.

Ko‘p hollarda shunday obektlar bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladiki, bunda ularni
qo‘shish va biror songa ko‘paytirish amallarini bajarish lozim bo‘lib qoladi. Bir necha misol
keltiramiz.

Geometriyada bunday ob’ektlar uch o‘lchamli fazodagi vektorlar, ya’ni yo‘nalishli
kesmalardir. Agar yo‘nalishli ikki kesmani parallel ko‘chirish yo‘li bilan ustma-ust tushirish mumkin
bo‘lsa, ular ayni bir vektorni aniglaydi deb hisoblanadi. Shuning uchun bu kesmalarning hammasini
bir nugtadan boshlab chigarish qulay. Bu nuqgtani biz koordinatalar boshi deb ataymiz. Ma’lumki,
vektorlarni qo‘shish amali quyidagichadir: x va u vektorlarning yig‘indisi deb, tomonlari x va u
bo‘lgan parallelogrammning diogonali hisoblanadi. Vektorni songa ko‘paytirish amali ham ma’lum
usul bilankiritiladi.

1. Algebrada biz n fta sondan iborat x=£1e1 +&Je2 +...+&nen

ko‘rinishdagi sistemalar (masalan: matritsaning yo‘llari, chizigli forma koeffitsiyentlari, to‘plami va
h.k.) bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Bunday sistemalarni qo‘shish va songa qo‘paytirish amallari

odatda quyidagichakiritiladi: x=(&1,&2,...,4n) va y=(n1,m72,..,1p ) Sistemalar yig‘indisi deb, x

+y = (& +m &2 +12 ,....én +1mn ) sistemaga aytiladi.x=(&1,69,...,&n) Sistema bilan  Asonning
ko‘paytmasi deb, 4 x = (1&1 ,482 ,...,4&, ) sistemaga aytiladi. Analizda funksiyalarni qo‘shish va

ularni songa ko‘paytirish amallari to‘g‘risida  tta’rif beriladi. Aniglik uchun bundan so‘ng
[a,b] segmentdaberilgan hamma uzluksiz funksiyalarto‘plamini tekshiramiz.

Keltirilgan misollarda qo‘shish va songa ko‘paytirishdan iborat xuddi bir xil amallar mutlago
har xil ob’ektlar ustida bajariladi. Bunday misollarning hammasini bir nuqtai nazar bilan o‘rganish
uchun, biz chizigli, ya’ni affin fazo tushunchasini kiritamiz.

1-ta’rif. Agar quyidagi shartlar bajarilsa, x,u,z,... elementlarning V to‘plami chizigli (afin)
12



fazo deyiladi:
a) xar ikki x va u elementlarga x va u elementlar yig‘indisi deb ataladigan z element mos
qgilib qo‘yilgan; x va u elementlarning yig‘indisi X+u bilan belgilanadi;
b) biror maydonning har bir x elementi va har bir Ason bilan x element ko‘paytmasi deb
atalgan A x element mos gilib qo‘yilgan.
Bu amallar quyidagi talablarni (aksiomalarni) ganoatlantirishi kerak. 1°%x+u=u+x
(kommutativlik), 2°.(x+u)+z=x+(u+z)(assotsiativlik), 3°Xar ganday x uchun shunday 0

element mavjudki, x+0=x bo‘ladi. 0 element nol element deyiladi.

4O Xar gandayx uchun—x  bilan belgilanadigan shunday element mavjudki, X+(-
X)=0 bo‘ladi.

19 1xx=x,

2° a(BX) =aA(X).

3 (a+P)x =ax +/,

40 X +y) =ax +ax.

Biz qo‘shish hamda songa ko‘paytirish amallarini ganday ta’riflanishi hagida gapirmaganimiz
bejiz emas. Biz bu amallarni fagat yuqorida ta’riflangan aksiomalarga buysunishlarini talab
gilamiz holos. Shuning uchunhar gachon yugorida gayd gilingan shartlarni ganoatlantiruvchi
amallar bilan ish ko‘rar ekanmiz, biz ularni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari deb, elementlari
ustida bu amallar bajarilgan to‘plamni esa chizigli fazo deb xisoblashga haglimiz. Yugorida
keltirilgan 1-3 misollar bu aksiomalargabo‘ysunadi.

Yana bir misol ko‘rib chigaylik;

1. Darajasi natural n sondan oshmaydigan va odatdagicha qo‘shish va biror songa ko‘paytirish

amallari bajariladigan hamma ko‘pxadlar to‘plami chizigli fazo hosil giladi.

Yolg‘iz n-darajali ko‘pxadlar to‘plami chizigli fazo tashkil gilmaydi, chunki n-darajali ikki
ko‘pxad yig‘indisi n dan pastrog bo‘lib chigishi ham mumkin; masalan, (t "+t) + (—t"+t) = 2t .

Chizigli fazo elementlarini biz vektorlar deb ataymiz. Bu so‘zning ko‘pincha tor ma’noda
(1-misoldagi kabi) ishlatishi bizni chalg‘itmasligi kerak. Bu chiziq bilan bog‘lik bo‘lgan geometrik
tasavvurlar bir gancha natijalarni oydinlashtirishga, ba’zi hollarda esa bu natijalarni oldindan ko‘ra
bilishga yordam beradi.

Agar chizigli fazo ta’rifida gatnashayotgan A,u,... sonlar xaqgiqiy bo‘lsa, u

holda fazo xaqiqiy chizigli fazo deyiladi.

Biz A,u,... larni ixtiyoriy F maydon elementlari  deb umumiyroq
faraz etishimiz mumkin. Bu holda V fazo F maydondagi chizigli fazo deyiladi. Quyida bayon

etiladigan tushuncha va teoremalarning ko‘pchiligi ixtiyoriy maydondagi chizigli fazalar uchun
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ham bevosita to‘g‘ri bo‘ladi.
2. Afin koordinatalar sistemasi.
Bundan keyin vektorlarning chizigli bog‘ligligi va chizigli erkliligi degan tushunchalar muhim
ahamiyatga ega bo‘ladi.
2-ta’rif. V—chizigli fazo bo‘lsin. Agar kamida bittasi noldan farq giladigan «, £,5,...,6 sonlar
mavjud bo‘lib, ax+py+yz+..+=0 (1) tenglik o‘rinli bo‘lsa, bu holda x,y,z,...,v vektorlar
chizigli bog‘liq vektorlar deyiladi.

Chizigli bog‘liq bo‘lmagan vektorlar chizigli erkli vektorlar deyiladi. Boshgacha qilib
aytganda, ax +py +yz2 + ... +& = 0 tenglik a=f=y=...=6=0 bo‘lgan holdagina o‘rinli bo‘lsa, x,y,z, ...,v
vektorlar chizigli erkli vektorlar deyiladi. x,y,z...,v vektorlar chizigli bog‘liq, ya'ni ular (1)
munosabat bilan bog‘langan bo‘lsin va undagi koeffitsiyentlardan kamida bittasi, masalan, « noldan

fargli deb faraz gilaylik. Bu holda ax =—py —yz — ... —6v bo‘ladi. Buni endi « ga bo‘lib va deb faraz

%
qilib, —’Qzﬁ, a—l/=,u,...,—_=g a a tenglikni hosil gilamiz. x=Ay+uz+...+cv Agar x vektor y,z,...,v

vektorlar orgali (2) ko‘rinishdagi tenglik bilan ifoda etilsa, u holda biz x vektor y,z,...,v vektorlarning
chizigli kombinatsiyasi deb ataymiz.

Shunday qilib, agar x,y,z,...,v vektorlar chizigli bog‘liq bo‘lsa, u holda ulardan kamida bittasi
golganlarining chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Teskarisini, ya’ni bittasi golganlarining
chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lganvektorlar chizigli bog‘lik vektorlar bo‘lishining ham
to‘griligini ko‘rsatish mumkin.

Endi fazoning o‘Ichamlar soni (o‘lchamligi) tushunchasini kiritishga o‘tamiz.

To‘g‘ri chizigdagi vektorlar to‘plamida har ganday ikkita vektor proporsional, ya’ni
chizigli bog‘liqdir. Tekislikda ikkita chizigli erkli vektorni topish mumkin, ammo undagi har
ganday uchta vektor chizigli bog‘ligdir.

Agar V — uch o‘lchamli fazodagi vektorlar to‘plami bo‘lsa, u holda V da uchta chizigli erkli
vektorni topish mumkin, ammo bundagi har ganday to‘rtta vektor chizigli bog‘liq bo‘ladi.

Biz ko‘ramizki, to‘g‘ri chiziq, tekislik va uch o‘lchamli fazodagi chizigli erkli vektorlarning
maksimal soni geometriyadagi to‘g‘ri chiziq, tekislik hamda fazoning o‘lchami soniga to‘g‘ri

keladi. Shuning uchun quyidagi umumiy ta’rifni gabul gilishimiz tabiiy.
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2-MAVZU: EVKLID FAZOSI.

REJA:
1. Evklid fazosida chiziq va sirtlar.

2. Sirt differentsial geometriyasi.
3. Sirt ichki geometriyasi. Sirt tashgi geometriyasi.

Tayanch iboralar: Yevklid fazosi,Ortogonal va ortonormal sistemalar.
Ye-hagiqiy sonlar ustida vektor fazo bo‘lib, unda gandaydir gonun yoki qoida bo‘yicha V 2
vektorning skalyar ko‘paytirish deb ataluvchi (x,u) son aniglangan bo‘lib, bu 4 ta
1. VX, Y € E uchun (x,y)=(y,x)
2.Vx,y,2zeE uchun (x+y,z)=(x,2)+(y,2)
3.VxeE, VAeR, (AX,y)=A(X,Y)
4. Vx20 (x-X)>0 (x,X)=0 <=x=6
shartlarni ganoatlantirsa, u holda bunday vektor fazoni Yevklid fazosi deyiladi.
Masalan: E =R3; x= (X1, X2,%X3), Y=(Y1,Y2,Y3)
(X, Y)=(Xg - Y1 + X5 - Yo + X3+ ¥3) 1)
) xy=0x)
2) (X+Y,2)=(Xg + Y1) 23 + (Xg + ¥2) - 2o + (X3 + ¥3) - 23 =
= (X121 + XpZp + X3Z3) + (Y121 + Y225 + Y3Z3) = (X, 2) + (Y, 2)

()
3) (AX,Y) = A Yy + XY, + AXgY3 = A(Xy Yy + XY, + X3Y3) = A(X, Y)

4) (X, X) = XZ + X5 +x2 >0
Teorema: Yevlid fazosida quyidagi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o‘rinli.
X ¥)? < (% X)(Y, ) (2)
Isbot. VAeR, VXx-yeE, UIX-y,AX—Yy)>0
(AX-y, AX)+( Ax-y,-y)>0
(A%, ) +(-y, AX)+( Ax-y)+(-y1-y) >0

2(%,X)- A(Y,X)- A(xy)+(y1y)>0
ﬂZ(X,X)-Zﬂ(X,y)+(y,y)20
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A - nisbatan kvadratik uchxad (x,x)=0 bo‘lgani uchun

bZ—aCSO a:(X’X) b:_(X’y)’ C:(y’y)

(X, ¥)* < (X% X)(Y, )

n
(X, Y) =X Yq + oo+ XY = D Xg Vi
k=1

n 2 n 2 n 2
(ZXkij <D X 2 Vi
k=1 k=1

k=1

| (%, V) (X, %) (Y, Y) ©)

Ta’rif 4/(X, X) skalyar ko‘paytmadan chiggan x ni || X |=+/(X, X)
| X|| =X elementning normasi.

1. x[=0
2| AL ANIEXT I Ax D= (A%, A%) = 22 (6 %) =] A 1+/06 %) = A ] x|
3 x+yl< xI+1 vl

| X+ YP=(X+ Y, X+Y)=(X+Y,X) +(X+Y,y) =

=(X%X)+ (Y, X) + (Y, )+ (Y, )= X) +2(X, ) + (¥, ¥) =

IXUZ +20 -1y I +1y 1= xi+1yD?

I x+yl2<dxi+1yl?

| x||= \/xlz +....+ X2 x - element (vektori)

Ta’rif. Norma aniglangan Ye fazoni normallashgan fazo deyiladi.
(E,|l ] - normalashgan.

Ta’rif. (x,y)=0 bo‘lsa, ortogonal deyiladi, ya’ni x_Ly

| ],
(X, ) [< /(X X) J(y,y):”X“'”y”s |

(X, Y)

Ta’rif. COS@ = .
I -1yl

Vs T
Teorema: Agar (x,y)=0 bo‘lsa, @ = E bo‘ladi va aksincha E bo‘lsa (x,y)=0.

Ta’rif. Ushbu e1,ey, ...,en vektorlar sistemasi berilgan . Agar (ei,ej)=0 i+ bo‘lsa berilgan
sistemani artogonal vektorlar sistemasi deyiladi.
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Ta’rif. e1,e,...,en vektorlar sistemasi ortogonal sistemani tashkil etadi,agar uzunliklari 1 ga

0 ixi
(ei,ej):{1 iljjj

teng bo‘lsa, ortogonal bo‘lsa

Teorema: ei,...en o‘rta normal sistema chizigli bog‘lanmagan A,e; +...+ A,e, =0,
M =A=.=4,=0

(eksAe; +...+ 1,e,)=(e,0)=0

Ay (&, 81) + Ax (8, €2) + ...+ A (6, 8,) =0

A (e )=0 A4, =0 k=10

Teorema: Ye" fazoda ey, ...,en o‘rta normal bazisni tashkil etsa =(X,y)=Xwy1+... +Xnyn bo‘ladi

hagigatdan ham

X:Xlel +...+Xnen y:ylel +...+ynen
n n n n
(X, ¥) =| 2 Xi€;, Zyjej =szjyj(ei,ej)=
i-1 j=1 i=1 j=1

n
=D X Yi =X Yq ot X Vi
i=1

Agar Ye da o‘rta normal bazis bo‘lsa, €1, ...,en  (X,ex)=X«k.
Teorema. Agar Ye" da fy, ...,fnV bazis bo‘lsa
n n
(x,¥)= 2%y (fi, f)=<(f;, f)) =a; >= D a;XY;
i,j=1 i j=1
bo‘ladi.

Aytaylik Ye Yevklid fazo bo‘lib, fy,...,fn (1) undagi V bazis bo‘lsin. bizning magsadimiz Ye da
aniglangan (1) ni ortogonal bazis so‘ngra esa ortonormal bazisga aylantirish mumkinligini ko‘rib
chigamiz. Ushbu jarayonni algebra va sonlar nazariyasida ortogonallash jarayoni deyiladi.

U kuyidagicha
fy

V(f1, T2)

f
n=2 f f,; eg=—+ = f, 2 if e, =0
1 o 1 (.. 1) d. 2 1 (dr.€; =0)
d, (f, ;)
62:— (fz +ﬂ.f1,el)=0 ﬂ,:—f
V(4107) (1)
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(foe) +(f8)=0
Farazqilaylik. by, ...,bn(1)  bi,.....,bm, Cm+1,...,cn (2)
(B2, b;) = 0(4) (i=1m)

(Cppg + 4By + .o+ Ayby;bi ) =0 (i=1,m)

(Cmi1 b)) + A (0, 0) +.o+ 43 (0, 1) + ... + A (B, ;) =0
(Crnsa:05) + 4 (b, b)) =0 by =0 (b;,b;)#0

A= — (Cm410i) )
(b, b;)
(5) bajarilsa, = (4) tenglik o‘rinli bo‘ladi va natijada b1,b, ..., 5m,bm+1
m+1=n bo‘lsa ortogonallash jarayoni tugaydi.
Agarda m+1<n bo‘lsa, muloxazani takrorlaymiz.
Brnsz =Cmp + Aby + oo Amy1bri (6)
kabi ajratib, (bm+2, b)=0 (8) j=1,m.

(C ’ b i )
A=_ m+2:Mj )
(bj,bj)
Shunday qilib, by, ...,bm,...,bm+1, bm+2 (7) ortogonal teoremani quramiz. m+2=n.
Shunday qilib Ye faraz ortogonal jarayon ketma-ket qo‘llab by, ...,bn (8) ortogonal bazisga ega

bo‘lamiz.
b1 bn
e =——..6,=—— 9)
Yl TN by
b b (b.b) O i=]j .
(ei’ej):( ’ J: :{ =] (B,,0;) = (b;)
b [ Ib;[) Ib/[-[b] (1 1=]

1-teorema. En o‘Ichovli fazo bo‘lib, (8) ortogonal chizigli bog‘lanmagan vektorlar sistemasi
chiziqgli erkli

X=XE€ +...+XE€,

Ae +.+4e =0 A =0 i=14n

e(l<k<n) (e; Ae,+4e +..+4e)=(e,0)=0
Ae.,e)+A(e,e)+..+4(e.e)+...+4(e,e)=0
Ae.e)=0 (e.,e)=1 A =0 k=1Ln
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2-teorema: Ye o‘lchovli Yevklid fazosi (e,,...,€ ) ortogonal bazis bo‘lsin. = X, = (X€,)
(x,e)=(xe +..+xe,e)=x(ee)+..+x(e,e)+..+

+X (e,e)=x1(e.,e)=X -1=X

Ta’rif. Yefazo R < E, R, cE bo‘lsin R, ={y:V¥xeR; (y,x)=0}

Teorema: Ry,E aniglangan skalyar ko‘paytmaga nisbatan gism fazo bo‘ladi.

vyy,eR, Yy, —-VY,eR,
vxeR (y,X)=0 (y,,x)=0
(Y, = ¥2: %) = (¥, X) = (¥,:X) =0-0=0
=Y. €R,
2) VAeR, VyeR, (xy,x)=4 (y,X)=4, 0=0 AyeR,
Ta’rif. Ro-E ning gism fazosini R1 gism fazoga ortogonal gism fazo deyiladi.
E=R(H+) R, dim E=n dimR =k dim R,=n-k
e..e () = bundagibazisni (q,...,q, ) (2) bilan belgilaylik.
Ortogonallash jarayoniga ko‘ra (2) bilan (1) ni ortogonal bazisga keltirish mumkin.

X=X€ +..+X€ +..+X€ —

X'(e)x"
X'=Xe +..+Xe =R
X"=(kx+1)-x_.e +..+Xe =R

k+1~n 2

Masalan:
1 x x2(1)
A1+ 4, -x+ A, -x*=0=0+0x+ 0x*
4=0, 4,=0, 4,=0 ¢q=1 q,=q,+4Xx (q,0)=0
q,=1+(-2)x=1-2x q,=x*+A40q, + 4,0,

QA+ AxD)= j(1+ Ax)dx =0

2
(X+L%Jh=0 1+%@:0 A =-2

q, =1+ (-2)x=1-2x

q,=x"+40,+409, (0,q)=(X+4+40-2x)-1)=0
(X*+ A4 +2,(1-2x)-1-2x)=0

(x%,0) + (4,1 + 4,(1—-2x,1) =0
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a—ZQT

szdx+jdx+ A j(l— 2x)dx=x—3i+ ﬂixi—ﬁ
0 0 2o 30 0 2 2 0

Bundan A4, :—% topamiz:
2 L
(x ,l—2x)+(—§, 1—2x)+/12(1—2x,2x):0

[x*@- 2x)dx—%j(1— 2X)dX + A, j(l— 2X)dx =0

31 4 1 29 _ 1
Xh X L 2xs A @-298
3o 40 3 0 320 2 3 0
1 1 1 1
—=+2=0 4L == 0,=X-=4+=(1-2X)=X*—X+=
6 2 2 q3 3 2( )

1 ) )
L1-2x; X —x+ 5 ortogonal vektorlar sistemasi

B 1-2x

€ €, y 6= :
Ja-2x)-2x) \/(X . X*éj(xz it

L ) 1 (1-2x)7°: 1
1-2x,1-2x) = [(1— 2x)%dx = —= ==
-2x1-20=[@-20'de=—3 S|

ezzl_fxzﬁ(l—ZX)
3

1
e, =+/180 (Xz - X+ Ej €.,€,,€, — ortogonal bazis.



3-MAVZU: PSEVDOEVKLID FAZO.

REJA:

1. Cdepuxk da3o.
2. Puman reomerpusicu.

Tayanch iboralar: Psevdoyevklid fazo, Psevdoyevklid fazoda masofa
Ma’lumki, Yevklid fazosida koordinatalar boshidan ixtiyoriy M nugtagacha bo‘lgan masofa
OM2=x?+u2+7? (1)
formula bilan aniglanar edi. Endi shu formulani ozgartirib, masofani OM?=x?+u?-z2

bo‘yicha topishni ko‘rib chigaylik.

OM masofa x?+u?>z? bo‘lganda hagigiy musbat son, x?+u?<z? bo‘lganda esa mavxum sonni
aniglaydi. x2+u?=z2 bo‘lganda esa masofa Oga teng bo‘ladi (M nugta 0 bilan ustma-ust tushmasa xam).

Bu formulani koordinatalar ko‘rinishda quyidagicha yozish mumkin:

M1M2=(X2—X1)+(Uz—U1)?—(z2-21)?

OM: va OM; kesmalar orasidagi burchakni esa
X1 Xo +Y1¥Yo — 412,
2 2 2 [2 )
\/Xl tY1—74 \/Xz tY: — 17

Uzunlik va burchaklar shu formulalar asosida aniglangan fazolar psevdoyevklid fazolar deb

S0SQ=

ataladi. Bu fazoda Yevklid fazosining ko‘pgina aksioma va xossalari saglanishi bilan bir gatorda
ayrim munosabatlar keskin farq giladi.

Psevdoyevklid fazoda masofani yugoridagicha aniglanishidan ko‘rinadiki, unda uch xil to‘g‘ri chiziglar bo‘lishi
mumekin: barcha kesmalari musbat haqiqiy uzunlikka ega to‘g‘ri chiziglar; mavxum uzunlikdagi kesmalarga ega bo‘lgan

to‘g‘ri chiziglar va barcha kesmalari 0 uzunlikka ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar. Bu to‘g‘ri chiziglarni fazoviy o‘xshash,

vaqtli o‘xshash va izotrop to‘g‘ri chiziglar deb yuritiladi.

Psevdoyevklid fazodagi bu tipdagi to‘g‘ri chiziglarni chizmadagi ko‘rinishi quyidagicha
bo‘ladi:
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Yugoridagi formuladan OM=0 shartni ganoatlantiradigan barcha M nugtalar x>+u’-z?=0
tenglama bilan aniglanadigan tekislikda yotadi.

Bu esa uchi 0 nugtada joylashgan konus sirtni ifodalaydi.

Ko‘rinib turibdiki, hagiqiy uzunlikdagi to‘g‘ri chiziglar konusdan tashgarida, mavxumlari ichida va

==
N
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4-MAVZzU: GIPERBOLIK FAZO

REJA:
1. Yarim Evklid fazolar.
2. Yarim giperbolik fazolar.

Tayanch iboralar: elliptik fazo, giperbolik fazo

n o‘lchovli elliptik fazo deb, Rn+1 fazoning sferasidagi diametrial garama-garshi bo‘lgan nuqtalar

to‘plamiga aytiladi (izometrik juft).

Bu fazoni Sn bilan belgilanadi.

Sn fazoni noyevklid Riman fazo deb ham ataladi.

Rn+1 fazo sferalariga urinmalar R, fazoni tashkil etganligidan, cheksiz kichik orliglarda Sp
geometriyasi Rp fazo geometriyasiga yaqin bo‘ladi.

Sp fazoning m o‘Ichovli tekisligi Sm fazoni tashkil etadi.

Elliptik fazoda masofa masalasi ganday o‘rnatilgan?

Agar Sp fazoning X nuqtasini ifodalovchi vektorlardan biri X, ikkinchisi ham X bo‘lsa, u

‘olda bu vektorlar X = p munosabat bilan bolangan bo‘ladi.

x bilan aniglangan Sy fazoning X nuqgtasini X( x ) bilan bog‘lanadi.

Bunda, S—Snortonfazodagi X( x ) va U() nugtalar orasidagi masofa, r esa egrilik radiusidir.

Sp fazo koordinatalari sifatida Rn+1 fazoning X vektorining x? koordinatalarini garash mumkin.

Endi giperbolik fazoning vektor aksiomasi asosida qurilishini ko‘rib chigaylik

Giperbolik fazoni ta’riflash uchun Yepafin fazoning I+IV gruppa aksiomalaridan

tashqari quyidagi V gruppa aksiomalari bajarilishi kerak:

V.10, Har ikkita @ va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb ataluvchi K=z Yeb son mos
quyilgan bo‘lsin.

V.2°, Skalyar ko‘paytma kommutativ, yaoni avYeb=bYea

V.30, Skalyar ko‘paytma vektorlarni qo‘shishga nishatan distributiv ya’nia Ye(l? tc)=aYe
b+aYec

V.4°, Haqigiy ko‘paytuvchini skalyar ko‘paytma tashgarisiga chigarish mumkin:(ka)El;:ka

m
S

V.5%. Shunday @ i ko‘rinishdagi i ta vektorlar mavjudki, ular uchun
(7aECTa>O (aSI)
GnE@n<0  (u>l), @ED j, i#j

Bunday shartlar asosida qurilgan | indeksli psevdoyevklid fazoni Rn ko‘rinishda belgilaymiz.

1. Bizga ma’lumki F(x,y)=0 tenglama tekislikda biror to‘g‘ri chizigni aniglaydi, ya’ni OXU
tekislikdagi koordinatalari x va u bo‘lgan barcha nugtalar to‘plami bu tenglamani ganoatlantiradi.
Shuningdek, fazoda xam F(x,y,z)=0 (@D

Tenglama OXUZ da biror sirtni, yaoni koordinatalari X,y,z bo‘lgan va (1) tenglamani

ganoatlantiradigan nugtalar to‘plamini aniglaydi. (1) tenglama sirtning tenglamasi, x,y,z lar esa uning

o‘zgaruvchi koordinatalari deyiladi.
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Ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi quyidagi ko rinishda yoziladi:
a1+x2+a22y2+a3322+2azxy+2a13xz+2a23yz +2a14X+2a24y+28a342+a44=0

bu tenglamadagi ai,a2»,as3,a2,a13,a23 koeffitsiyentlarning kamida bittasi noldan fargli bo‘lishi kerak.
Ayrim hollarda sirt tenglamasi bilan emas, balki u yoki bu xossaga ega bo‘lgan nugtalarning
geometrik o‘rni bilan berilishi mumkin. bu holda sirtning geometrik xossalaridan foydalanib uning
tenglamasi tuziladi.

13°%. Sferaning OXUZ to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasini

tuzamiz.

Markazi 0'(a,b,c) nugtada va radiusi R bo‘lgan sfera berilgan bo‘lsin. Agar u(X,y,z) nugta
sferaning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsa, u holda 0'(a,b,c) va u(x,y,z) nuqtalar orasidagi masofani toipsh
formulasidan foydalansak, sfera tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

(x-a)*+(y—b)*+(z—¢)*=R? 1)
(13)-markazi 0'(a,b,c) bo‘lgan nugtada yotuvchi va radiusi R ga teng bo‘lgan sfera tenglamasi
deyiladi. Agar (13) da a=b=c=0 bo‘lsa, markazi koordinatalar boshida yotuvchi va radiusi R ga teng
bo‘lgan sfera tenglamasiga ega bo‘lamiz:
X2+y?+7%=R? (2)
(13) ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
X2+y?*+z2-2ax-2by-2cz+a?+h*+c?>-R*=0  (3)

Sferatenglamasiikkinchitartiblisirtbo‘lishiniko‘rsataylik. Buning uchun sirtning (2) tenglamasida a;=aiz=a»s=0 va
ai=ax=ass deb olinsa, (2) tenglama sferaning tenglamasi ekanini tekshiramiz. Buning uchun a;0 deb (4) ning hamma
hadlarini a; ga bo‘lamiz va quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

2ay, 2a,, 2a3

a
,B= ,C = ,D=—"%
ay ay; ap aa,

A=
Natijada

X2+y?+7,+Ax+By+Cz+D=0

ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglamani ushbu ko‘rinishda yozib olamiz

2 2 2
M y+§ o2+ C :l(A2+BZ+C2—4D)
2 2 2 4
2 2 2 2
voi [x+ 4| + y+§ B e N N e Sy (5)
2 2 2 2

(5) tenglamadan ko‘rinadiki, A%+B?+C2-4D>0 bo‘lganda (4) tenglama maonoga ega bo‘ladi. Demak, A%+B?+C2-4D>0

bo‘lsa, (5) tenglama markazi
_4_B_C
27 27 2

R:%\/Az +B>+C? 4D

nugtada va radiusi

bo‘lgan sferani ifodalaydi. Agar A?+B2+C2-4D=0 bo‘lsa, (5) tenglama
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A\ BY’ cY
(x+—j +(y+—j +(z+—) =0
2 2 2

. 4 B C . .
ko‘rinishda bo‘lib, u fagat bitta | — 5 ,— E ,— E nugtani ifodalaydi.

2°. Biror P tekislikda yotuvchi L chizigning har bir nugtasidan o‘tuvchi va berilgan | to‘g‘ri chizigga parallel
bo‘lgan barcha to‘g‘ri chiziglardan tashkil topgan sirt silindrik sirt deyiladi. bunda L chiziq silindrik sirtning
yo‘naltiruvchisi, | to‘gri chiziqga parallel va L chizigni kesuvchi chiziglar uning yasovchisi deyiladi (1-chizma).
Yo‘naltiruvchilari koordinata tekisliklaridan birida yotuvchi

yasovchilari esa shu tekislikka perpendikulyar bo‘lib,
—~ koordinatalar o‘qiga parallel bo‘lgan silindrik sirtlarni ko‘raylik.
~ // OX tekislikda tenglamasi F(x,y)=0 (6)

bo‘lgan L chiziq va yasovchilari OZ o‘qqa parallel bo‘lgan
silindrik sirtni yasaymiz (2—chizma). (6) tenglama OXYZ

L koordinatalar sistemasida silindrik sirt ekanini ko‘rsataylik.

M(x,y,z) —silindrik sirtning ixtiyoriy tayinlangan
A nugtasi bo‘lsin. M nugta orgali o‘tuvchi yasovchining L
yo‘naltiruvchisi bilan kesishgan nugtasini N bilan
N ¥ belgilaymiz. N nugta M nugtaning OXU tekisligidagi
N L LT proyeksiyasidir. Shuning uchun M va N nugtalar bitta x
absissa va bitta u ordinataga ega. N nugta L chizigda yotgani
uchun u egri chizigning (6) tenglamasini ganoatlantiradi.

v

Demak, bu tenglamani M(x,y,z) nugtaning koordinatalari ham ganoatlantiradi. OXYZ fazoda L yo‘naltiruvchi quyidagi
ikkita tenglama sistemasi bilan aniglanadi:

F (x, y) =0
Z=0
Xuddi shunga o‘xshash
F(x,z)=0 (F(y,z)=0

va

y=0 x=0

tenglamalar silindrik sirtlarning L yo‘naltiruvchi chiziglarini mos ravishda OXZ va OUZ tekislikdagi holatini aniglashni
ko‘rsatish mumkin.

Xususiy hollarda silindrik sirtlarning yo‘naltiruvchilari ellips, giperbola, parabola, ikkita kesishuvchi to‘g‘ri
chizig, ikkita o‘zaro parallel (ustma-ust tushmagan) to‘g‘ri chiziglardan iborat bo‘lishi mumkin. Bunday sirtlarni mos
ravishda elliptik silindr, parabolik silindr, giperbolik silindr, ikkita kesishuvchi tekislik, ikkita parallel tekislik deb
yuritiladi va ularning tenglamalari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
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Elliptik silindr:

Giperbolik silindr:

Parabolik silindr:

Ikki kesishuvchi tekislik:

Ikki parallel tekislik:

4
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y_
=l
2
v
b
2
Y~
b

/\

(3-chizma)

(4-chizma)

(5-chizma)

(6-chizma)

(7-chizma)

A
A

VAN

v

ANIAN

v

2

s

v
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19, Biror Q tekislikda L ikkinchi tartibli chizig va bo* tekislikka tegishli bo‘lmagan Mo nugta berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Fazodagi Mo nugtadan o‘tib, L ni Kesib o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami ikkinchi tartibli konus sirt
(yoki konus) deyiladi. Mo nugta konus uchi, L chizig konus yo‘naltiruvchisi, konusni hosil giluvchi chiziglar esa uning
yasovchilari deyiladi.

Konus yasovchilari bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar markazi konus ichida bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar bog‘lamiga tegishli
bo‘ladi. konus tenglamasini keltirib chigaraylik. Q tekislik va undagi L chizig OXU tekislikda yotgan bo‘Isin. Mo(Xo,Y0,20)
nugta esa OXU tekislikdagi yotmagan ixtiyoriy nugta bo‘lsin. konusning ixtiyoriy M(X,y,z) nugtasini olaylik, u holda
MoM to‘g‘ri chiziq konusning yasovchisi bo‘lib, L chizig bilan M(x1,y1,21) nugtada kesishadi. Mo,M1,M nugtalar bir to‘g‘ri

chiziqda yotgani uchun M (M| = AM (M tenglik o‘rinli.
Bu tenglikdan
X1—Xo=A(X—X0) => X1=Xo+A(Xo—Xo)
Ur—Uo=A(u-Ug) = U1=Ug+A(Uo—Uo)
21-20=A(z-20) = 21=20+ AZ0—20)
Oxirgi tenglikdan A ni topib, oldingi ikki tenglikka qo‘yamiz:
X=X, zZ—2z2,
X1=Xo+ —— Zj, iU+ — 2 @)
Zg—Z Zg—Z
MieL = F(X1,y1)=0
yoki

F(—Zo,Uo+—Zo)=O (8)
(8) ifoda konus tenglamasi deyiladi. Ikkinchi tenglama konusning Dekart koordinatalar sistemasidagi eng sodda

tenglamasi

\S]

2
z

2
C

2
X

2
a

+ =0

%=

2 2 2
X y zv
— b_2+c_2_0 9

N



X2 y2 Z2
——2+—2+—2:O
b

a

)

ko‘rinishda bo‘ladi.
20, Q tekislikda biror L chiziq va | to‘g‘ri chizig berilgan bo‘lsin.
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[11.Amaliy mashg‘ulot materiallari

1-AMALIY MASHG’ULOT MAVZUSI:CHIZIQLI FAZO

1-ta’rif. Agar quyidagi shartlar bajarilsa, x,u,z,... elementlarning V to‘plami
chiziqli (afin) fazo deyiladi:

a) xar ikki x va u elementlarga x va u elementlar yig‘indisi deb ataladigan z
element mos qilib go‘yilgan; x va u elementlarning yig‘indisi x+u bilan belgilanadi;

b) biror maydonning har bir x elementi va har bir Ason bilan x element
ko‘paytmasi deb atalgan A x element mos gilib qo‘yilgan.

Bu amallar quyidagi talablarni (aksiomalarni) ganoatlantirishi kerak.

1% x+u=u+x (kommutativlik),

20.(x+u)+z=x+(u+z)(assotsiativlik),

3%.Xar ganday x uchun shunday 0 element mavjudki, x+0=x bo‘ladi. 0 element

nol element deyiladi.

40.Xar gandayx uchun —x bilan  belgilanadigan shunday
element mavjudki, x+(-x)=0 bo‘ladi.
19 .1xx=X,
2° a(X) =af(X).
3% (a+-P)x =ax +pX,

4% a(x +Yy) =ax +ox.
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Biz qo‘shish hamda songa ko‘paytirish amallarini ganday ta’riflanishi haqgida
gapirmaganimiz bejiz emas. Biz bu amallarni fagat yuqorida ta’riflangan
aksiomalarga buysunishlarini talab gilamiz holos. Shuning uchunhar gachon yugorida
gayd gilingan shartlarni ganoatlantiruvchi amallar bilan ish ko‘rar ekanmiz, biz ularni
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari deb, elementlari ustida bu amallar bajarilgan
to‘plamni esa chizigli fazo deb xisoblashga haglimiz. Yuqorida keltirilgan 1-3
misollar bu aksiomalargabo‘ysunadi.

Yana bir misol ko‘rib chigaylik;

1.Darajasi natural n sondan oshmaydigan va odatdagicha qo‘shish va biror

songa ko‘paytirish amallari bajariladigan hamma ko‘pxadlar to‘plami chizigli

fazo hosil giladi.

Yolg‘iz n-darajali ko‘pxadlar to‘plami chizigli fazo tashkil gilmaydi, chunki n-
darajali ikki ko‘pxad yig‘indisi n dan pastroq bo‘lib chigishi ham mumkin;masalan,

(t"+t) + (—t"+t) = 2t .

Chizigli fazo elementlarini biz vektorlar deb ataymiz. Bu so‘zning ko‘pincha
tor ma’noda (1-misoldagi kabi) ishlatishi bizni chalg‘itmasligi kerak. Bu chizig bilan
bog‘lik bo‘lgan geometrik tasavvurlar bir gancha natijalarni oydinlashtirishga, ba’zi
hollarda esa bu natijalarni oldindan ko‘ra bilishga yordam beradi.

Agar chizigli fazo  ta’rifida gatnashayotgan  A,,...sonlar
xagiqgiy bo‘lsa, u holda fazo xaqiqiy chizigli fazo deyiladi. BizA,,... larni ixtiyoriy

F maydon elementlari deb umumiyroq faraz etishimiz mumkin. Bu
holda V fazo F maydondagi chizigli fazo deyiladi. Quyida bayon etiladigan tushuncha
va teoremalarning ko‘pchiligi ixtiyoriy maydondagi chizigli fazalar uchun ham
bevosita to‘g‘ri bo‘ladi.

2. Afin koordinatalar sistemasi.
Bundan keyin vektorlarning chizigli bog‘ligligi va chizigli erkliligi degan
tushunchalar muhim ahamiyatga ega bo‘ladi.

2-ta’rif. V—chizigli fazo bo‘lsin. Agar kamida bittasi noldan
farg giladigan «, £,7...,6 sonlar mavjud bo‘lib, ax+py+yz+..+&=0 (1) tenglik o‘rinli

bo‘lsa, bu holda x,y,z,...,v vektorlar chizigli bog‘liq vektorlar deyiladi.
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Chizigli bog‘liq bo‘lmagan vektorlar chizigli erkli vektorlar deyiladi. Boshqgacha qilib
aytganda, ax +py +yz + ... +& = 0 tenglik a=f=y=...=6=0 bo‘lgan holdagina o‘rinli
bo‘lsa, x,y,z, ...,v vektorlar chizigli erkli vektorlar deyiladi.

x,1,z,...,v Vektorlar chizigli bog‘liq, ya’ni ular (1) munosabat bilan bog‘langan
bo‘lsin va undagi koeffitsiyentlardan kamida bittasi, masalan, « noldan fargli deb
faraz qgilaylik. Bu holda
X == —yZ—..-&N

bo‘ladi. Buni endi « ga bo‘lib va deb faraz qilib, —‘Q:i,a—l/:y,...,——gzg
(04 (04
tenglikni hosil gilamiz. Xx=Ay+uz+...4+¢v
Agar x vektor y,z,...,v vektorlar orgali (2) ko‘rinishdagi tenglik bilan ifoda etilsa,
u holda biz x vektor y,z,...,v vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi deb ataymiz.
Shunday qilib, agar x.,y,z,...,v vektorlar chizigli bog‘liq bo‘lsa, u holda ulardan
kamida bittasi qolganlarining chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Teskarisini,
ya’ni bittasi qolganlarining chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lganvektorlar
chizigli bog‘lik vektorlar bo‘lishining ham to‘g‘riligini ko‘rsatish mumkin.

Endi fazoning o‘lchamlar soni (o‘lchamligi) tushunchasini Kiritishga o‘tamiz.

To‘g‘ri chiziqdagi vektorlar to‘plamida har ganday ikkita vektor proporsional,
ya’ni chizigli bog‘liqdir. Tekislikda ikkita chizigli erkli vektorni topish mumkin,
ammo undagi har ganday uchta vektor chiziglibog‘liqdir.

Agar V — uch o‘Ichamli fazodagi vektorlar to‘plami bo‘lsa, u holda V da uchta
chizigli erkli vektorni topish mumkin, ammo bundagi har ganday to‘rtta vektor
chizigli bog‘liq bo‘ladi.

Biz ko‘ramizki, to‘g‘ri chiziq, tekislik va uch o‘lchamli fazodagi chizigli erkli
vektorlarning maksimal soni geometriyadagi to‘g‘ri chiziq, tekislik hamda fazoning
o‘lchami soniga to‘g‘ri  keladi. Shuning uchun quyidagi umumiy ta’rifni gabul
gilishimiz tabiiy.

3-ta’rif. Agar V chizigli fazoda n ta chizigli erkli vektor mavjud bo‘lib, bundan
ortiq chizigli erkli vektorlar bo‘lmasa, V fazo n o‘lchamli fazo deyiladi va dimV deb
belgilanadi.

Agar V fazoda cheksiz ko‘p chizigli erkli vektorlar topish mumkin bo‘lsa, u
holda V fazo cheksiz o ‘Ichamli fazo deyiladi.

Cheksiz o‘lchamli fazolar matematikaning maxsus bo‘limlarida tekshiriladi.
Biz bu kursda fagat chekli o‘lchamli fazolar bilan shug‘ullanamiz.

2-AMALIY MASHG’ULOT MAVZUSI: EVKLID FAZO.

Ye-hagiqiy sonlar ustida vektor fazo bo‘lib, unda gandaydir gonun yoki goida bo‘yicha V 2
vektorning skalyar ko‘paytirish deb ataluvchi (x,u) son aniglangan bo‘lib, bu 4 ta
1. VX, Yy € E uchun (x,y)=(y,x)

2.Vx,y,2zeE uchun (x+y,z)=(x,2)+(y,2)

3.VxeE, VAeR, (AX,y)=A(X,y)
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4. Vx20 (X-x)>0 (x,X)=0 <x=06
shartlarni ganoatlantirsa, u holda bunday vektor fazoni Yevklid fazosi deyiladi.
Masalan: E =R%; X =(X1,Xz,X3), ¥ =(¥1,Y2,Y3)
(% Y)=(X - Y1 + X5 - Yo + X3+ Y3) 1)
3)  (xy)=(x
4) (X+Y,2)=(X + Y1) 21+ (Xg + ¥2) -2 + (X3 + Y3) - 23 =
= (X12y + X2y + X3Z3) + (Y12 + Y225 + Y3Z3) = (X, 2) + (Y, 2)
@
3) (AX,Y) = Y1 + Xy Yp + AXgYg = A(X Y1 + Xo Yo + X3Y3) = A(X,Y)
4) (X, X) = XZ + X5 +x2 >0
Teorema: Yevlid fazosida quyidagi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o‘rinli.
(% )2 < (% X)(Y, ) )
Isbot. VAeR, VXx-yeE, UX-y,AX—Yy)>0
(Ax-y, AX)+( Ax-y,-y)>0
(A%, AX)+(-y, AX)+( Ax1-y)+(-y1-y)=20
Z2XX)- Ay X)- Axy)+(yy)>0
AZ(X’X)'ZA“(va)_F(y!y)zO
A - nisbatan kvadratik uchxad (x,x)=0 bo‘lgani uchun

b2—ac<0 a=(x,x) b=—(x,y), c=(y,y)
(X, ) < (X, %)Y, )

n
(X, Y) =X Y1 + et X0 Y = D Xk Vi
k=1

| (%, V) (%, %) (Y, Y) ©)

Ta’rif \/(X, X) skalyar ko‘paytmadan chiggan x ni || X [|=+/(X, X)
| X|| =X elementning normasi.

1. x[=0
2 A= ANIEXT I Ax D= (A%, A%) = 2% (%) =] A1+ %) = Al x|
3 x+yl< xI+I vl

| X+ YP=(X+ Y, X+Y)=(X+Y,X) +(X+Y,y) =

=X, %)+ (Y, X)+ (Y, )+ (Y, V) =(%X) + 2(x, y) + (¥, ¥) =

IXUZ +20 -1y I+ y 2=+ y D2
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I x+yl2<dxi+1yl?

| x||= \/xlz +....+ X2 x - element (vektori)

Ta’rif. Norma aniglangan Ye fazoni normallashgan fazo deyiladi.

(E,||-]) - normalashgan.
Ta’rif. (x,y)=0 bo‘lsa, ortogonal deyiladi, ya’ni x_Ly

| ],
(X, ) [< /(X X) J(y,y):”X“'”y”s |

(X, )

Ta’rif. COS@ = .
TIxIy

Vs T
Teorema: Agar (x,y)=0 bo‘lsa, @ = E bo‘ladi va aksincha E bo‘lsa (x,y)=0.

Ta’rif. Ushbu ey,ey, ...,en vektorlar sistemasi berilgan . Agar (ei,e))=0 i bo‘lsa berilgan
sistemani artogonal vektorlar sistemasi deyiladi.

Ta’rif. es,e,...,en vektorlar sistemasi ortogonal sistemani tashkil etadi,agar uzunliklari 1 ga
teng bo‘lsa, ortogonal bo‘lsa

0 ixi
(ei,ej):{1 il:fjl

Teorema: ei,...en o‘rta normal sistema chizigli bog‘lanmagan A.e; +...+ 4,€e, =0,
Mh=4=.=4,=0

(ekyAe; +...+ 1,€,) =(e,,0) =0

(e .e)+ A (e, 85)+...+ A,(e,e,)=0

/'tlk(ekek)=0 lkzo k:].,

Teorema: Ye" fazoda ey, ...,en o‘rta normal bazisni tashkil etsa =(X,y)=X1y1+... +xnyn bo‘ladi

hagigatdan ham

n n n n
(oY) =| 2 xigi 2 Y8y =22 %Y (8ie;) =
i=1 j=1 i=1j=1
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n
=D X Yi =X+t Xn Yy
i=1

Agar Ye da o‘rta normal bazis bo‘lsa, €1,...,en  (X,€x)=X«.

Teorema. Agar Ye" da fy, ...,fnV bazis bo‘lsa

n n
(x,¥)= 2%y (fi, f)=<(fi, fj)=a; >= 2 a;xy;
i, j=1 i,j=1

bo‘ladi.

Aytaylik Ye Yevklid fazo bo‘lib, fi,...,fa (1) undagi Vv bazis bo‘lsin. bizning magsadimiz Ye da
aniglangan (1) ni ortogonal bazis so‘ngra esa ortonormal bazisga aylantirish mumkinligini ko‘rib
chigamiz. Ushbu jarayonni algebra va sonlar nazariyasida ortogonallash jarayoni deyiladi.

U kuyidagicha
f1

\/(fl’ f2)

n:]., fl fl ¢0 el:

f1
= Q=T 74 (4r.& =0)
V(f1, f3)

n:2 fl f2, el:

d, (fo 1))
62=— (f2 +ﬂ,f1,el):0 ﬂ/:—f
V(4107) (i)

(fae1) +(f18,)=0
Farazqilaylik. by, ...,bn(1) b1, .....,Hm, Cm+,...,cn (2)
(b, b)=04)  (i=1m)
(Crag + A4y +..+ A0 s0) =0 (i=1,m)
(Craa 0i) + 4 (b, 0) +...+ 4, (b, ) + ...+ A,,, (b, , ;) =0
(Crnsa:05) + 4 (b, b)) =0 by =0 (b;,b;) =0

/li __ (Cm+1bi) )
(bi, b;)
(5) bajarilsa, = 4) tengliko‘rinlibo‘ladivanatijadabi,by, ..., 5m,bm+1 (6)
m+1=nbo‘lsaortogonallashjarayonitugaydi.
Agarda m+1<n bo‘lsa, muloxazani takrorlaymiz.
Binsz2 =Crmoz + 4By + oo+ Aniabinig (6)

kabi ajratib, (bm+2, bj)=0 (8) j=1,m.
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2 _(Cm+2’bj)

=——— (7)
(bj,bj)
Shunday qilib, by, ...,bm,...,bm+1, bm+2 (7) ortogonal teoremani quramiz. m+2=n.

Shunday qilib Ye faraz ortogonal jarayon ketma-ket qo‘llab by, ...,bn (8) ortogonal bazisga ega
bo‘lamiz.

e—ﬂl—e-—b (9)
Yk by |

b b (b,b) (0 i%]j
Le)=| -, — =0 07 T () =(b)
e.e) [lb.| lij b 1] {1 i Gb)=0)

1-teorema. En o‘lchovli fazo bo‘lib, (8) ortogonal chizigli bog‘lanmagan vektorlar sistemasi
chizigli erkli

X=XE€ +..+XE€,

Ae +.+1e =0 A =0 i=14n

e (l<k<n) (e; Ae, +4e +..+4¢e)=(e,0)=0

Ae.e)+A(k,e)+..+4(e.,e)+..+4(e,e)=0
Ae.e)=0 (e.,e)=1 A =0 k=1n
2-teorema: Ye o‘Ichovli Yevklid fazosi (e,,...,€ ) ortogonal bazis bo‘lsin. = X, = (X€,)
(x,e)=(xe +..+xe.e)=x(ee)+..+x(e.e)+..+
+X (e,e)=x1(e.,e)=X -1=X

Ta’rif. Yefazo R < E, R, cE bo'lsin R, ={y:V¥xeR; (y,x)=0}

Teorema: Ry,E aniglangan skalyar ko‘paytmaga nisbatan gqism fazo bo‘ladi.
Vyy,eR, Yy, —-V,eR,
VXeR  (¥.X)=0 (y,.X)=0
(Y, = ¥2: %) = (¥, X) = (¥,:X) =0-0=0
=Y. €R,
2) VAeR, VyeR, (xy,x)=4 (y,X)=4, 0=0 AyeR,
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Ta’rif. Ro-E ning gism fazosini Ry gism fazoga ortogonal gism fazo deyiladi.
E=R(H) R, dim E=n dimR =k dim R,=n-k
e..6, (1) = bundagibazisni (q,...,q, ,) (2) bilan belgilaylik.
Ortogonallash jarayoniga ko‘ra (2) bilan (1) ni ortogonal bazisga keltirish mumkin.

X=X€ +..+ X6 +..+X€ —

X'(e)x"
X'=Xe +..+Xe =R
X"=(kx+1)-x_.e +..+Xe =R

k+1~n 2

Masalan:
2 x x2(1)
A1+ 2, -x+ A, -x*=0=0+0x + 0x°
4=0, 4,=0, 4,=0 ¢q,=1 q,=q,+4Xx (q,0)=0
q,=1+(-2)x=1-2x q,=x*+ A0, + 4,0,

Q@+ AxD= j(1+ Ax)dx =0

X 1
X+A4,— =0 1+=4=0 A=-2

q, =1+ (-2)x=1-2x

q,=x"+40,+409, (0,q)=(X+4+40-2x)-1)=0
X+ A4 +2,(1-2x)-1-2x)=0

(x2,0) + (4,1 + 4,(1-2x,1) =0

szdx+jdx+/lzj(l_zx)dxzxghﬂixi_% (1_22X)T

Bundan A4, 2—% topamiz:
) 1
(x ,1—2x)+(—§; 1—2x)+/12(1—2x,2x):0

[x@- 2x)dx—%j(1— 2X)dX + A, j(l— 2X)dx =0

X3

3
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__+ﬁ:@ A== q3:><2—1+£(1—2x):x2—x+l
3 2 3 2 6

1 ) .
L1-2x; x> — X+ g ortogonal vektorlar sistemasi

3 1-2x

e=1 ¢e= , €= 6
Ja-2x-2x) J(XZ_H EJ(XZ_H éj

1 ) 1 (1-2x¢: 1
1-2x1-2x)=[(1—2x)7dx=—+ d=2¥°7_1
A-2x1-20=[@-297dx=—5 === ]=3

122X Ba-2x)

€, JI
3

1
, =180 (XZ — X+ gj €,,€,,€, — ortogonal bazis.

3- AMALIY MASHG’ULOT MAVZUSI: PSEVDOEVKLID FAZO.

Ma’lumki, Yevklid fazosida koordinatalar boshidan ixtiyoriy M nugtagacha bo‘lgan masofa
OMZ=x?+u2+7° (1)
formula bilan aniglanar edi. Endi shu formulani o‘zgartirib, masofani OM?=x?+u?-z?
bo‘yicha topishni ko‘rib chigaylik.

OM masofa x?+u?>z? bo‘lganda hagigiy musbat son, x?+u?<z? bo‘lganda esa mavxum sonni
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aniglaydi. x2+u?=z2 bo‘lganda esa masofa Oga teng bo‘ladi (M nugta 0 bilan ustma-ust tushmasa xam).
Bu formulani koordinatalar ko‘rinishda quyidagicha yozish mumkin:
M1M%=(Xo—X1)?+(Uz—U1)*—(22-21)?
OM: va OM; kesmalar orasidagi burchakni esa
X1 Xo +Y1¥Yo — 412,
W +y: -2 X +yE -2

Uzunlik va burchaklar shu formulalar asosida aniglangan fazolar psevdoyevklid fazolar deb

S0SQ=

ataladi. Bu fazoda Yevklid fazosining ko‘pgina aksioma va xossalari saglanishi bilan bir gatorda

ayrim munosabatlar keskin farqg giladi.

Psevdoyevklid fazoda masofani yugoridagicha aniglanishidan ko‘rinadiki, unda uch xil to‘g‘ri chiziglar bo‘lishi
mumkin: barcha kesmalari musbat hagigiy uzunlikka ega to‘g‘ri chiziglar; mavxum uzunlikdagi kesmalarga ega bo‘lgan
to‘g‘ri chiziglar va barcha kesmalari 0 uzunlikka ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar. Bu to‘g‘ri chiziglarni fazoviy o‘xshash,

vagtli o‘xshash va izotrop to‘g‘ri chiziglar deb yuritiladi.

a)

oy

o {/ V(5 2)e+(-8) |2,
Z
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4- AMALIY MASHG’ULOT MAVZUSI: GIPERBOLIK FAZO.

n o‘lchovli elliptik fazo deb, Rn+1 fazoning sferasidagi diametrial garama-garshi bo‘lgan nuqtalar

to‘plamiga aytiladi (izometrik juft).

Bu fazoni Sy bilan belgilanadi.

Sn fazoni noyevklid Riman fazo deb ham ataladi.

Rn+1 fazo sferalariga urinmalar R, fazoni tashkil etganligidan, cheksiz kichik orliglarda Sp
geometriyasi Rp fazo geometriyasiga yaqin bo‘ladi.

Sp fazoning m o‘Ichovli tekisligi Sm fazoni tashkil etadi.

Elliptik fazoda masofa masalasi ganday o‘rnatilgan?

Agar Sp fazoning X nugtasini ifodalovchi vektorlardan biri x, ikkinchisi ham X bo‘lsa, u

‘olda bu vektorlar X? = P munosabat bilan bolangan bo‘ladi.

x bilan aniglangan Sy fazoning X nugtasini X(x ) bilan bog*lanadi.

Bunda, S—Snortonfazodagi X( x ) va U() nugtalar orasidagi masofa, r esa egrilik radiusidir.

Sp fazo koordinatalari sifatida Rn+1 fazoning X vektorining x? koordinatalarini garash mumkin.

Endi giperbolik fazoning vektor aksiomasi asosida qurilishini ko‘rib chigaylik

Giperbolik fazoni ta’riflash uchun Yep, afin fazoning I+I1V gruppa aksiomalaridan

tashqari quyidagi V gruppa aksiomalari bajarilishi kerak:

V.10, Har ikkita @ va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb ataluvchi K=a Yeb son mos
quyilgan bo‘lsin.

V.2°, Skalyar ko‘paytma kommutativ, yaoni @ Yeb =b Yea

V.30, Skalyar ko‘paytma vektorlarni qo‘shishga nisbatan distributiv ya’ni EYe(l; tc)=aYe
b+aYec

V.4% Hagiqgiy ko‘paytuvchini skalyar ko*‘paytma tashqarisiga chigarish mumkin:(kE)El;:ch

m
S
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V.5°, Shunday @ i ko‘rinishdagi i ta vektorlar mavjudki, ular uchun
aEa.>0 (a1)
anEan<0  (u>l), @iED |, i#

Bunday shartlar asosida qurilgan | indeksli psevdoyevklid fazoni Ry ko‘rinishda belgilaymiz.

1. Bizga ma’lumki F(X,y)=0 tenglama tekislikda biror to‘g‘ri chizigni aniglaydi, ya’ni OXU
tekislikdagi koordinatalari X va u bo‘lgan barcha nuqgtalar to‘plami bu tenglamani ganoatlantiradi.
Shuningdek, fazoda xam

F(x,y,2)=0 (1)
Tenglama OXUZ da biror sirtni, yaoni koordinatalari X,y,z bo‘lgan va (1) tenglamani
ganoatlantiradigan nugtalar to‘plamini aniglaydi. (1) tenglama sirtning tenglamasi, x,y,z lar esa uning
o‘zgaruvchi koordinatalari deyiladi.

Ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

a1 +X2+any?+azsz?+2a,Xy+2a13X2+2a23yZ +2a14X+2824y+28342+244=0
bu tenglamadagi ai,a2.,a33,a2,a13,a23 koeffitsiyentlarning kamida bittasi noldan fargli bo‘lishi kerak.
Ayrim hollarda sirt tenglamasi bilan emas, balki u yoki bu xossaga ega bo‘lgan nugtalarning
geometrik o‘rni bilan berilishi mumkin. bu holda sirtning geometrik xossalaridan foydalanib uning
tenglamasi tuziladi.

13°. Sferaning OXUZ to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasini
tuzamiz.

Markazi 0'(a,b,c) nugtada va radiusi R bo‘lgan sfera berilgan bo‘lsin. Agar p(x,y,z) nugta
sferaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, u holda 0'(a,b,c) va u(x,y,z) nugtalar orasidagi masofani toipsh
formulasidan foydalansak, sfera tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

(x-a)*+(y-b)*+(z—¢)*=R? 1)
(13)-markazi 0'(a,b,c) bo‘lgan nuqtada yotuvchi va radiusi R ga teng bo‘lgan sfera tenglamasi
deyiladi. Agar (13) da a=b=c=0 bo‘lsa, markazi koordinatalar boshida yotuvchi va radiusi R ga teng
bo‘lgan sfera tenglamasiga ega bo‘lamiz:
x2+y?+7%=R? (2)
(13) ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
X?+y2+72-2ax—2by-2cz+a’+b%*+c>-R?=0  (3)
Sferatenglamasiikkinchitartiblisirtbo‘lishiniko‘rsataylik. Buning uchun sirtning (2) tenglamasida a;=aiz=a»=0 va

ai=az=asz deb olinsa, (2) tenglama sferaning tenglamasi ekanini tekshiramiz. Buning uchun a0 deb (4) ning hamma

hadlarini a; ga bo‘lamiz va quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

2ay, 2ay, 2as,

a
B==—2.C=—".D=—"
ap ay ay aa,

A=

Natijada x?+y>+z,+Ax+By+Cz+D=0 ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglamani ushbu ko‘rinishda yozib
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olamiz

2 2 2
(x+§j +(y+§) +(z+£j :i(A2+BZ+C2—4D)

2 2 2 2
(x+é) +(y+§j +(z+g) :(l\/A2+Bz+C2—4D) (5)
2 2 2 2

(5) tenglamadan ko‘rinadiki, A?+B?+C?>-4D>0 bo‘lganda (4) tenglama maonoga ega bo‘ladi. Demak, A%+B%+C?-4D>0

yoki

bo‘lsa, (5) tenglama markazi

1
nugtada va radiusi RZE\/Az +B*>+C?—-4D

bo‘lgan sferani ifodalaydi. Agar A>+B?+C2-4D=0 bo‘lsa, (5) tenglama

A% BY cY
(x+—j +(y+—j +(z+—j =0
2 2 2

_ A B C . _
ko‘rinishda bo‘lib, u fagat bitta | — 5 — E s E nugtani ifodalaydi.

2°. Biror P tekislikda yotuvchi L chizigning har bir nugtasidan o‘tuvchi va berilgan | to‘g‘ri chiziqga parallel
bo‘lgan barcha to‘g‘ri chiziglardan tashkil topgan sirt silindrik sirt deyiladi. bunda L chiziq silindrik sirtning
yo‘naltiruvchisi, | to‘g‘ri chizigga parallel va L chizigni kesuvchi chiziglar uning yasovchisi deyiladi (1-chizma).
Yo‘naltiruvchilari koordinata tekisliklaridan birida yotuvchi

yasovchilari esa shu tekislikka perpendikulyar bo‘lib,

/A koordinatalar o‘qiga parallel bo‘lgan silindrik sirtlarni ko‘raylik.

~~—___A1] OX tekislikda tenglamasi
F(x,y)=0 (6)
bo‘lgan L chiziq va yasovchilari 0OZ
Pa
L
\\\_///
0°qqa| parallel bo‘lgan silindrik sirtni yasaymiz (2—chizma). (6) tenglama OXYZ koordinatalar sistemasida silindrik sirt

ekanini ko‘rsataylik.

M(x,y,z) —silindrik sirtning ixtiyoriy tayinlangan

i nugtasi bo‘lsin. M nugta orgali o‘tuvchi yasovchining L
N M yo‘naltiruvchisi bilan kesishgan nugtasini N bilan
N+ belgilaymiz. N nugta M nugtaning OXU tekisligidagi
N-H proyeksiyasidir. Shuning uchun M va N nugtalar bitta x
absissa va bitta u ordinataga ega. N nugta L chizigda
yotgani uchun u egri chizigning (6) tenglamasini
- > 41
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ganoatlantiradi.

Demak, bu tenglamani M(x,y,z) nugtaning koordinatalari ham ganoatlantiradi. OXYZ fazoda L yo‘naltiruvchi quyidagi

ikkita tenglama sistemasi bilan aniglanadi:
F(ny)zO
Z=0
Xuddi shunga o“xshash
F(x,z)=0 (F(y,z)=0

va

y=0 x=0

tenglamalar silindrik sirtlarning L yo‘naltiruvchi chiziglarini mos ravishda OXZ va OUZ tekislikdagi holatini aniglashni
ko‘rsatish mumkin.

Xususiy hollarda silindrik sirtlarning yo‘naltiruvchilari ellips, giperbola, parabola, ikkita kesishuvchi to‘g‘ri
chiziq, ikkita o‘zaro parallel (ustma-ust tushmagan) to‘g‘ri chiziglardan iborat bo‘lishi mumkin. Bunday sirtlarni mos
ravishda elliptik silindr, parabolik silindr, giperbolik silindr, ikkita kesishuvchi tekislik, ikkita parallel tekislik deb

yuritiladi va ularning tenglamalari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2
x2 y
Elliptik silindr: — +—=1 (3-chizma)
a b
2
X2 y
Giperbolik silindr: -—5———3—:1 (4-chizma)
a- b
Parabolik silindr: y?=-2rx (5-chizma)
2
x2 y
Ikki kesishuvchi tekislik: — T3 =0 (6-chizma)
a b
Ikki parallel tekislik: x>-a?=0 (a=0) (7-chizma)

/\

d u///

pd P4

1>
L

v
v
v




v

3.1% Biror Q tekislikda L ikkinchi tartibli chizig va bo°
tekislikka tegishli bo‘lmagan Mo nugta berilgan bo‘Isin.

Ta’rif. Fazodagi Mo nugtadan o‘tib, L ni kesib o‘tuvchi
barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami ikkinchi tartibli konus sirt (yoki
konus) deyiladi. Mg nugta konus uchi, L chizig konus
yo‘naltiruvchisi, konusni hosil giluvchi chiziglar esa uning

yasovchilari deyiladi.

/AR >

Konus yasovchilari bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar markazi konus ichida bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar bog‘lamiga tegishli bo‘ladi.
konus tenglamasini keltirib chigaraylik. Q tekislik va undagi L chiziqg OXU tekislikda yotgan bo‘lsin. Mo(Xo,Y0,20) Nugta
esa OXU tekislikdagi yotmagan ixtiyoriy nugta bo‘lsin. konusning ixtiyoriy M(X,y,z) nugtasini olaylik, u holda MoM
to‘g‘ri chiziq konusning yasovchisi bo‘lib, L chiziq bilan M(x1,y1,z1) nugtada kesishadi. Mo,M1,M nugtalar bir to‘g‘ri

chizigda yotgani uchun MOM1 = ﬂ,MOM tenglik o‘rinli. Bu tenglikdan
X1—Xo=A(X—Xg) = X1=Xo+A(Xo—X0)
Us—Uo=A(U—Uo) = U1=Uo+A(Uo—Uo)
21-20=AM(Z-20) = 21=2o+A\(Z0—20)

Oxirgi tenglikdan A ni topib, oldingi ikki tenglikka qo‘yamiz:
X1=Xot —— Z, 1=t —— Z ()

M]_EL = F(xl,y1)=0
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yoki
F(——— Z(. Ugt ——— Z)=0 ®)

(8) ifoda konus tenglamasi deyiladi. Ikkinchi tenglama konusning Dekart koordinatalar sistemasidagi eng sodda

tenglamasi
X2 y2 72
St 5 2=0
a b c
2 yz 72
Z gt ©
a b c
2 yz 22
——2+—2+—2:0
a b c

ko‘rinishda bo‘ladi.
20, Q tekislikda biror L chiziq va | to‘g‘ri chizig berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. L chizigning | to‘g‘ri chiziq atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan F figura aylanma sirt deyiladi. bunda L
aylanma sirtning meridiani, | aylanish o‘qi deyiladi.

Aylanma sirtning tenglamasini keltirib chigaraylik.

Dekart koordinatalar sistemasini shunday tanlaymizki, bunda Q—-(0YZ) tekislik, I-(OZ) o‘q hamda L:F(x,z)=0
bo‘lsin.

L chizigning (OZ) o‘q atrofida aylanishidan gandaydir F sirt hosil

»
»

bo‘lsin (9-chizma). M(X,y,z) shu sirtga tegishli ixtiyoriy nugta
bo‘lsin. M nugtadan OZ o‘qqa perpendikulyar o‘tkazsak, kesimda
markazi 0e(0OZ) nugtada bo‘lgan biror aylana hosil gilinadiki, u
aylana L chiziq bilan M1(0,y1,z1) nugtada kesishsin. Kesim
aylanadan iborat bo‘lgani uchun:

p(0,M)=p(0,M) (10)

v

Bu masofalar ikki nugta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi:

pome (e =0 + (= 0)7 + (=2 =" 47

pOM= (0 —0)" + (3, —0) +(z—2)° = [y} =|n|.

Bu giymatlarni (10) tenglikka qo‘yamiz:;
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‘y1‘= x? +y2 =) =i\/x2 +y2
F(iwlxz +y2,z):0 (11)

(11) tenglama L chizigni 0Z o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirtning tenglamasidir.

MeL bo‘lgani uchun:

Agar L chizig mos ravishda 0X va 0U o‘qlar atrofida aylantirsak, hosil bo‘lgan sirtlarning tenglamalari mos

ravishda

F(x, iw/yz + 22 ):Ova F(y, +x? + 22 ):O (12)

ko‘rinishlarda bo‘ladi.
Torshiriq

1.Giperbolik fazolarga misollar keltiring

5- AMALIY MASHG’ULOT MAVZUSI: IKKINCHI TARTIBLI
SIRTLAR. IKKINCHI TARTIBLI SIRT INVARIANTLARI.

1.Sirtlar nazariyasi. Yo‘nalish bo‘yicha egriliklar.
Tekislikdagi ochiq doiraga gomeomorf to‘plamni elementar soha deb ataymiz.
1-ta’rif. Fazodagi O to‘plam elementar sohaning topologik akslantirishdagi obrazi bo‘Isa, u
elementar sirt deb ataladi.

Demak, O to‘plam elementar sirt bo‘lsa, f:G —O - topologik akslantirish mavjud bo‘lishi
kerak. Bu yerda G — R?elementar soha, O esa R*® dan keltirilgan topologiya yordamida topologik
fazoga aylantirilgan. Agar O elementar sirt bo‘lsa, (f,G) juftlikO sirtni parametrlash usuli
deyiladi.

Albatta G, boshqa elementar soha bo‘lsa, G va G, sohalar o‘zaro gomeomorf bo‘ladi va agar
g:G, > G gomeomorfizm berilgan bo‘lsa, f-g:G, —»O gomeomorfizmO sirtni parametrlashning

boshga usulidir.

Demak, elementar sirt uchun cheksiz ko‘p parametrlash usullari mavjuddir. Birorta
to‘plamning elementar sirt ekanligini ko‘rsatish uchun, uning uchun birorta parametrlash usulini
ko‘rsatish kerak.

Agar Osirt (f,G) parametrlash usuli bilan berilib, (u,v)eGuchun f(u,v) nugtaning
koordinatalari x(u;Vv), y(u;v), z(u; v) ko‘rinishda belgilsak
X =X(u,v)
y=yuv) (@)
z=12(u,v)
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sistema O sirtning parametrik tenglamalari sistemasi deyiladi.
2-ta’rif. Fazodagi bog‘lanishli O to‘plam o‘ziga tegishli har bir nugtaning birorta atrofida
elementar sirtga aylansa, O soda sirt deyiladi.

Ikkinchi ta’rifga izoh beramiz. Demak, O soda sirt bo‘lshi uchun unga tegishli har bir pe®
nugta uchun shundayU (p) atrof ( R®*fazoda) mavjud bo‘lib, kesishmaU (p) nO elementar sirt bo‘lishi
kerak.

Keyinchalik kurs davomida sirt deganda elementar yoki sodda sirtni tushunamiz.

Misollar.

1) Har ganday tekislik elementar sirtdir, chunkitekislikdoiragagomeomorfdir.

Agar M (X,, Y, Z,)tekisliknugtasi, @vab vektorlartekislikkaparallelbo‘lsa, uni
F=F+au+bv, —oo<u<+00,—00<V<w

ko‘rinishidaparametrlashmumkin. Bu yerda ;= {XO, Yo, Zo} Vvektor M nugtaning radius vektoridir.

2) elementar G sohadaaniglangan z = f (x, y) —uzluksiz funksiyaning grafigi elementar sirtdir.
Sababi, (x,y, f(x,y)) — (x,y)—akslantirish (proyektsiya) gomeomorfizmdir.

JF:

z=fix,y)

4“ 2

Chizma-1

7

X

3) Ikkio‘lchamlisfera  S”elementarbo‘lmagansodasirtdir.  Radiusi R ga tengS?
sferaningmarkazigakoordinatalarboshinijoylashtirsak, uniS® ={(x,y,2) eR®:x* +y* +2° =R*}

to‘plamsifatidaqarashimizmumkin.

Busferaningsirtekanliginiisbotlashuchunungategishlibirorta P nugtaniolaylik. BuP
nugtadanfargli S nugtanijanubiyqutbsifatida, ungadiametrikgarama-qarshibo‘Igan N
nugtanishimoliyqutbhisoblab, z o‘qini koordinata boshidan N nuqtaorqalio‘tkazamiz, Oxy tekisligiesa

O nugtadano‘tuvchiva ON ga perpendikulyar tekislikdir. Butekislikva sfera
kesishishidanhosilbo‘lganaylanani ekvatordebataymiz. Endi u BilanOQ nurva Ox

o‘qiorasidagiburchakni, v bilan OP vaOQ nurlarorasidagiburchaknibelgilaymiz. Buyerda Q nugta NPS
meridianning ekvator Bilankesishishnugtasidir, 0<u<2r, —% <v< % . Shunda S?sferaning NS

meridian chiqgaribtashlangangismi¢: P — (u,V) akslantirishyordamida[O; 27r] X {—% ; %}
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lementarsohagagomeomorfakslantiriladiva x = Rcosucosv, y = Rsinucosv, z =sinv
tenglamalaryordamidaparametrlanadi.

S

Chizma-2

x=Rcosu, y=Rsinu, z=v tenglamalar sistemasi yordamida

4) Doiraviy silindrni
parametrlash mumkin. Buyerda—owo <uU <+ , —0 <V <+ . Albattasilindrhamelementarsirtemas (3 -

chizma).

rd
}u

[

W

W\

{
\

JL

\i
|

3 -chizma

Agar bizr(u,v) ={x(u;v); y(u;v);z(u;v)}vektor funksiyani kiritsak (1) tenglamalar sistemasini
bitta
r=r(u;v), (uv)eG (2)
vektor tenglama yordamida yoza olamiz. ButenglamaO sirtningvektor ko‘rinishdagi tenglamasi
deyiladi. Tabiiyki, O sirt elementar sirt bo‘lmasa, (1) va (2) tenglamalar uni birorta nuqta atrofida
aniglaydi. AgarO elementar sirt bo‘lsa, uni to‘lig (1) yoki (2) tenglamalar yordamida aniglash

mumkin.
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2. Sirtning oshkormas ko‘rinishda berilishi.
Bizga G < R® ochiq to‘plam va G da aniglangan silliq F(x;y;z) funksiya berilgan bo‘Isin.
Shunda O ={(x;y;z) eG:F(x;y;z) =0} to‘plam F funksiyaning sath to‘plami yoki sirti
deyiladi. Agar gradF =0 bo‘lsa, O hagigatdan ham sodda sirt bo‘ladi. Hagigatdan, agar
p=(x0;y0;zo)e(§ nugtada F, #0 bo‘lsa, oshkormas funksiya hagidagi teoremaga ko‘ra, shunday

5>0,&>0 sonlari va G, ={(x; y):|x0—x|<5,|y—y0|<5} sohada aniglangan z= f(x;y) funksiya
mavjud bo‘lib, (X;y) €G, bo‘lganda F(x;y, f(x;y))=0 tenglik va z, = f(X;;y,). |z, — f(X;y)|<e
munosabatlar bajarilib,

T ={(xyiz):[%—X|< 8|y, — Y| <5.|z,— 2] < &}

Parallelipipedning® Bilankesishmasiz = f (x; y) funksiyaninggrafigidaniboratdir. Demak, 0

o‘zigategishlihargandaynuqtaningetarlikichikatrofidaelementarsirtbo‘ladi.
Bizningkursimizdaasosiy metod matematik analiz bo‘lganligiuchun,
bizsirtlardanqo‘shimchashartlarnitalabgilamiz.

Ta’rif. Berilgan O sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy nugta atrofida ( f,G) parametrlash usuli

mavjud bolib, bunda x(u;v), y(u;v), z(u;v)funksiyalar uzluksiz xususiy hosilalarga ega va

X Y %

esa regulyar parametrlash deyiladi.

X z A
[ v o ”j matritsaning rangi ikkiga teng bo ‘Isa, O sirt regulyar sirt deyiladi, parametrlash usuli

Sirtning  regulyarlik  shartini [ru,rv}zﬁko‘rinishda ham  yozishimiz ~ mumkin.

Bizkursimizdaasosanregulyarsirtlarnio‘rganamiz.
Endisirtlarningberilishusullarihagidaquyidagiteoremalarniisbotlaylik.

Teorema-1.Bizga G sohada aniglangan silliq x(u;V), y(u;v), z(u;Vv) funksiyalar berilib, har bir

X z
nugtada rang [ v o ”j=2tengliko‘rinli bo ‘Isa,
XV yV ZV
X = Xx(u;V)
y=y(u;v) (u;v) eG
z=12(u;v)

sistema regulyarsirtnianiqlaydi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun
F={(x%y;2):x=x(u;v),y = y(u;v), z = z(u;V), (u;v) € G}

to‘plamning soda sirt ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun esa 0 to‘plamga tegishli ixtiyoriy
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Po = (X(Ug; Vo), Y(Uy: Vo), Z(Ug; V) ) nUqtaning  yetarli  kichik  atrofida O elementar sirt ekanligini
ko‘rsatamiz. Birorta &>0va Gg={(u;v)eG:(uO—u)2+(v0—v)2<g}ochiq doira  uchun

f:(u;v) > (x(u;v), y(u;v), z(u;v)) qoida  Bilan aniglangan f:G, — f(G,) akslantirishni qgaraymiz.
Berilgan x(u;Vv), y(u;Vv), z(u;Vv) funksiyalar uzluksiz bo‘lganligi uchun f ham uzluksiz akslantirishdir.
Agar f o‘zaro bir giymatli bo‘lsa, uning teskarisi f ‘mavjud va uzluksiz boladi ( f ‘uzluksizligi
ham x(u;v), y(u;v)va z(u;v) funksiyalar uzluksizligi va teorema shartidan kelib chigadi), demak O
ning p, nugtani o‘z ichiga oluvchi f(G,) gismi elementar sirt bo‘ladi.

Shuning uchun birorta & >0uchun f akslantirishning o‘zaro bir giymatli akslantirish
ekanligini isbotlaymiz.

1 2

Faraz qilaylik, ¢ >0,& —0,i=123,...va Gg doiraga tegishli (u';v’)va (u?;v?)har xil

nugtalar uchun f(u’;v')= f(u?;v?)tenglik o‘rinli bo‘lsin. Umumiylikni chegaralamasdan aniglik

uchun u <u?va v; <v? deb faraz gilaylik. Shunda,
X(U VD) -X(UFvE) =0, YUl - y(urivg) =0, 2(uivy) - 2(u;v?) =0

tengliklardan va Lagranj teoremasidan

X, (P VD(UF —Up) + %, (U7, )% =) =0

Yo (PF VDM —u) + Y, (uf, a7 ) ) =0

z, (7 VU7 —u) +2, (U7, 67)( —v) =0
tengliklarni olamiz.Bu yerda p?, p?, p} e [uf,uf], g, g2, o € [vil,vf] ,u?—u! va vZ—v' sonlari bir
vagtda nolga aylana olmaydi.

Shuning uchun yugoridagi tengliklardan

ACAD IR ACHI AR
xuZa) y,uha)  z,u’a)

Munosabatni olamiz. Bumunosabatda X, X,, Y,, Y, vaz,, z, funksiyalar uzluksizligidan
foydalanib, i — o limitgao‘tsak,

Xu(UO’VO) — yu(UO’VO) — Zu(UO’VO)
X, (Ug Vo) ¥ (UgiVo) 2, (Ug, Vo)

Munosabatni olamiz. Bumunosabatesa teorema shartigazidbo‘lgan,

(XU yU Zu J
rang <2
Yo B

Tengsizlikka tengkuchlidir. Demak, farazimiznoto‘g‘ri, va ¢>0 yetarli kichik bo‘lganda
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f:G, > f(G,) akslantirish topologik akslantirishdir. Bundanesa, O  to‘plamning p, nugtani o‘z
ichiga oluvchi f (G,) gismi elementar sirt ekanligi kelib chigadi.
Teorema-2.Regulyar O sirt unga tegishli p(u,,V,) nugta atrofida,

X =x(Uu,Vv)
y=y,v), (uv)eG
z=12(u,v)

XY

\

Parametrik tenglamalar yordamida berilib, p nugtada determinant noldan fargli bo ‘Isa,

shunday silliq f(x,y) funksiya mavjudki p nuqtaning atrofida O sirt z= f(x,y) funksiyaning
grafigidan iboratdir.
Izoh. Biz regulyar sirtlarning parametrlash usulini tanlaganimizda har doim X, X,, Y,, Y,
z,,z,hosilalar mavjud va uzluksiz bo‘lishini talab gilamiz.
Isbot. Teoremani isbotlash uchun,
X=x(U;v)  X(Ug,V,) =X,
{y= y(u;v) " Y (g, Vo) = Yo
sistemaga matematik analiz kursidagi teskari funksiyalar hagidagi teoremani qo‘llaymiz. Bu

teoremaga asosan shunday & >0 soni va IT; = {(X, y):| X, —X|< &, ¥, — Y [< &}
Sohada aniglangan shunday differensiallanuvchi u=u(x;y), v =v(x;y) funksiyalar mavjudki, ular x(

u(x;y), v(x;y) ) =X y(u(xy), v(x;y)) =y tengliklarniganoatlantiradiva u(x,; ¥,) = Uy, V(Xy; ¥o) = Vo,
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Demak, pnuqgta atrofidaO sirtz=z(u(x;y), v(x;y)) = f (x;y)
funksiyaning grafigidan iboratdir.
3. Sirt ustida yotuvchi egri chiziglar.
Regulyar O sirtning p<® nuqta atrofida regulyar (f,G) parametrlash usuli
r=r(u,v) Q)
tenglama yordamida berilgan, sirt ustida M nugtadan o‘tuvchi 7 egri chiziqg berilgan bo‘lib, u
p=p(t), a<t<b. (2)
tenglama yordamida parametrlangan va y < f (G) bo‘lsin.

Aniglik uchun, M sirt nugtasi sifatida (u,;v,) koordinatalarga, egri chiziq nuqtasi sifatida t
parametrning t, qiymatiga mos kelsin. Tabiiyki, har bir te(a;b) uchun shunday (u(t),v(t))eG
nugta mavjud bo‘lib,

At) =), vt) 3)

tenglik o°rinli  bo‘ladi. Agarysilliq egri chizig bo‘lsa, u(t),v(t) funksiyalar ham

differensiallanuvchi funksiyalar bo‘ladi. Bunii shotlashuchun O sirtning regulyar sirt ekanligidan
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A X z
foydalanamiz. O regulyar sirt bo‘lganligi uchun rang (X” ;:” Z“j =2tenglik o‘rinli. Aniglik
X Yy . Lo x=Exuy) : :
uchun # 0 bo‘lsin deb faraz qilib, sistemani garaymiz.
XY y=y(u;v)

Agarysillig egrichizig bo‘lsa, p(t) vektor funksiyaning koordinatalari x(t), y(t), z(t)
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘ladi. Birortat” € (a;b)uchun x* =x(t*), y" = y(t"), 2" = z(t").va
U =ut), v = v(t) belgilashlarkiritib,{x =X(U:v)

y=y(u;v)

sistemani
{x(u*,v*) =X
y(u,v)=y’
Nazorat savollari va topshiriqglar:

1. Yo‘naltiruvchi chizig‘i p= p(u) tenglama bilan berilgan, yasovchilari € vektorga parallel
bo‘lgan silindrning parametrik tenglamalari tuzilsin.

2.  Fazoda x:ach(gj, y=0, z=u tenglamalar bilan berilgan chizigning Oz o‘qi

atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtning (katenoid) tenglamalarini yozing.
3. Giperbolik paraboloid

X2 y2

—2 —F = 22

kanonik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning shunday parametrik tenglamalarini yozingki, koordinata

chiziglari yasovchilardan iborat bo‘Isin.
4. SferaXx=acosucosv, Yy=asinucosv, z=asinv

parametriktenglamalaribilanberilganbo‘lsa, uningbirinchi kvadratik formasinitoping.
2

Elliptik  paraboloid X= \/BV cosu, y= \/avsin u, z= V? tenglamalarbilanberilgan,

o)}

uningbirinchi kvadratik formasinitoping.
5. Birinchi kvadratik formasi | =du® + (u* +a*)dv? ko‘rinishdabo‘lgansirtda

u :%av , u =—%av2, v =1chiziglarhosilgilganuchburchakningperimetrinivaburchaklarinitoping.

6.  Birinchi kvadratik forma 6-masaladagi ko‘rinishdabo‘lgansirtdau=av,u=-av,v=1

chiziglarbilanchegaralanganuchburchakningyuzinihisoblang.
7. Birinchi kvadratik forma 6-masaladagi ko‘rinishdabo‘lgansirtdau+v=0,u—-v=0

chiziglarorasidagiburchaknitoping.
8.  Birpallali giperboloid x =achucosv, y=achusinv, z=cchu

tenglamalarbilanberilganbo‘lsa, uningikkinchi kvadratik formasinitoping.
9.  Doiraviy silindr x=Rcosv, y = Rsinv, z = u tenglamalarbilanberilganbo‘lsa, uningikkinchi

kvadratik formasinitoping.
10. SirtF(x,y,z) =0tenglamabilanberilgan. Uning Gauss egriliginitoping.
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11.  Sirtdifferensiallanuvchi z = f (x, y) funksiyaninggrafigidaniboratbo‘lsa, uning Gauss va
o‘rta egriliginihisoblang.
12. Sfera x’+y’+2z°=169 tenglama bilan berilgan. Uning M (3,4,12) nuqtadan o‘tuvchi

urinma tekisligi va normal tenglamalari tuzilsin.
13.  Gelikoid x =ucosv, y =usinv, z = av tenglamalarbilanberilgan. Uningo‘rtaegriliginitoping.
14. Sirtxyz =1tenglamabilanberilgan.Uning x+y+z—-3=0

tekislikkaparallelurinmatekisliklarinitoping.
15.  Gelikoid uchungeodezikchiziglarningtenglamalariniyozing

16. Sirtx=u’+V?,y =u®—Vv?,z =uv tenglamalarbilanberilgan. Uning P (u=1v=1)
nugtasidagi v = u®chiziq yo*nalishibo‘yichanormalegriliginitoping.
17. Sirtz=2x* +g y> tenglama bilan  berilgan.Uning M (0,0,0) nugtasidagi  Dyupen

indikatrisasi tenglamasini tuzing.

6- AMALIY MASHG’ULOT MAVZUSI: KO’PXILLIKLAR. KO’PXILLIKLAR
TURLARI.
KO’PXILLIK GEOMETRIYASI.

1. Riman geometriyasi elementlari.
Silligq K -o‘lchamli N ko ‘pxillikni ~ silliq n-o‘Ichamli ko ‘pxillikka uzluksiz akslantirish
& N —> M sillig deyiladi, agar ixtiyoriy p € N nugtaning atrofida N va M dagi biror
kartada silliq funksiyalar bilan berilsa, ya'ni g¢gh™ funksiya m da sillig funksiya bo Isa (2-rasm).

Eslatib o ‘tamiz, bunda N, M ko ‘pxillikiarning o ‘Ichamlari K , N ixtiyoriy bo ‘lishi mumkin.

N M
Q@

goh™

2-rasm.
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Ikki sillig ko‘pxillikni o‘zaro bir giymatli ikki tomonlama sillig akslantirish diffeomorfizm,
bunday akslantirish o‘rnatish mumkin bo‘lgan ko‘pxilliklar esa diffeomorf deyiladi.

M da sillig yol deb - : [a,b]—> M silliq akslantirishga aytamiz. Lokal
koordinatalarda yo‘l nugtalarining har bir X' o7 koordinatasi sillig funksiya bo‘ladi. 2 (@) va
727 () nugtalar yo‘Ining boshi va oxiri deyiladi.

Teorema 3. @ - N —> M -sillig ko‘pxilliklarni silliq akslantirish va Yge M @
akslantirishning regulyar nugtasi bo‘lsin. U holda P nugtaning to‘la proobrazi B :¢)_1(CI)N da
olchami dim B =dim N —dim M = K — n bo‘lgan silliq gism ko‘pxillik
bo‘ladi.

Isbot. Bzgo’l(q) gatlamning ko‘pxillik ekanini isbotlash uchun, har bir p € B nugtaning

atrofida oshkormas funksiya hagidagi teoremani qo‘llash yetarli. Natijada har bir p € B nugtaning
R“™™ vyevklid fazosidagi sohaga gomeomorf peU atrofga ega bo‘ladi. u atrofda lokal

koordinitalar sifatida N ko‘pxillikning , nuqtasi atrofidagi (x,,...,x, ) lokal koordinatalardan biror

(n—m) tasini olish mumkin. Agar bu koordinatalar (Xil""’ X ) bo‘lsa, u holda golgan (x, )

lokal koordinatalar (Xil peres Xinfm) orgali sillig funksiyalar bilan ifodalanadi. Bundan B = ¢*(q)

ning silliq ko‘pxillik ekanligi kelib chigadi. (yl,..., yn)N ko‘pxillikning P nuqtasi atrofidagi boshqga

koordinata sistemasi bo‘lsin. (yh,..., y,-n_m) sistema B da lokal koordinatalar sistemasini tashkil
etadi. U holda
Y, =Y, (%X )=y, 0006 X X, (XX, )

Sillig funksiya bo‘ladi. Teorema isbotlandi.
Bu esa oshkormas funksiya hagidagi teoremadan kelib chigadi.

Akslantirish differensiali.
@ :N — M —sillig v ko‘pxillikni sillig m ko‘pxillikka sillig akslantirish bo‘lsin. N dagi

har bir 7 yo‘lga M da @ © » yo‘l mos keladi.

M da biror @ (r) nugta atrofida berilgan har bir f funksiyalarga, N da biror r nugta atrofida
berilgan T o ¢ funksiya mos keladi.

Sillig ¢ akslantirishning , nuqtadagi differensiali dp¢ deb dp,:ToN—T_ M akslantirishga
aytiladi, u har bir ue TyN vektorga dp, (U)e T, ,, M vektorni mos qo‘yadi, m da ixtiyoriy f sillig

funksiyaga quyidagi qoida bo‘yicha ta’sir etadi:
(Ao (UDf=u(fop).
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Agar u vektor } yo‘lning r = , (t) nugtada tezlik vektori bo‘lsa, u holda dp,(u) vektor
@ © ¥ yo‘lning t da tezlik vektori bo‘ladi (3-rasm),

dop (7')=(2 = 27 )().

Yugoridagi formulalardan ko‘rinadiki, ixtiyoriy u, Ve TpN, aeR da
do(u+v)=de(u)+de(v), dp(au)=adp(u), yani @:N-M silliq akslantirishning
differensiali dp ¢ chizigli akslantirish va shuning uchun, xususiy hollarda sillig akslantirish bo‘ladji,

oy TN — T M

Tabily goida bo ‘yicha aniglangan dp, (p, u)= (@ (r), dp, (u)) urinma gatlamalarni akslantirish
a,-TN—TM ni garaymiz. Bu akslantirish umuman olganda chizigli emas, balki gatlamda chizigli.

Botirish, joylashtirish, submersiya.

Agar har bir peN nugtada dp,, chizigli akslantirish yadrosi fagat noldan iborat bo ‘Isa, ya'ni dp

o TpN fazoni T M ning gism fazosiga chizigli izomorf akslantirsa, u holda @ akslantirish N

(»
ko ‘pxillikni M ga (sillik) botirish deyiladi. Tabiiyki, bunda k=dimN < dimM=n bo ‘lishizarur.

N da r nugtani o z ichiga oluvchi (V, g) kartaning lokal koordinatalari x*, ..., x va M da ,, (p)
nugtani oz ichiga oluvchi (U, h) kartaning u' , ..., u" lokal koordinatalarida ,akslantirish sillig
funksiyalar bilan beriladi

y' =y (X}, x°); i=1..,n

@ akslantirish botirish bo ‘lishi uchun k& < n bo ‘lib, har bir peN nugtada Yakobi matritsasi

(Syj j ning rangi k ga teng bo ‘lishi, ya 'ni maksimal bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
X i=1,..n; j=1

Yakobi matritsasining rangi lokal koordinatalarni ganday tanlashga bog‘lig emas va @
akslantirishning r nugtadagi differensiali d ¢ ning rangi deyiladi.
Agar @ : N — M akslantirishda N o zining obraziga diffeomorf bo ‘Isa, u holda ¢ akslantirish

(silliq) joylashtirish deyiladi. Bu botirishning xususiy holidir.
Ixtiyoriy botirish lokal joylashtirish bo ‘ladi.
Agar k>n da Yakobi matritsasining rangi har bir nugtada maksimal bo ‘Isa, ya’ni n ga teng

bo ‘Isa, u holda @ akslantirish submersiya deyiladi.
Misollar. 1. Silliq akslantirishz :TM *" —M "proyeksiyalash TM dagi har bir (p,u)
(bunda peM,ueT M) vektorga uning nugtasini ﬂ(p,u): p mos go ‘yadi. Bu akslantirishning

har bir nugtada rangi maksimal, ya’ni N ga teng bo ‘Igani uchun submersiya bo ‘ladi.
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2.0:R* — R* akslantirish quyidagi goida bo yicha aniglanadi: o(x,y)= X, uning rangi 1 ga
®» P\X Y

teng submersiya bo ‘ladi. Uning ¢*(c)=0 qatlamlari to ‘g 7i chiziglar bo ‘ladi.
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V1. KEYSLAR BANKI

1-masala. xOz tekisligida Oz o‘qini kesmaydigan x=¢(u), z=w(u) chiziq
berilgan. Bu chizigni Oz o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Umumiylikka ziyon yetkazmasdan berilgan x=¢(u), z=w(u) chiziq

uchun ¢(u)>0 shart o‘rinli deb faraz gilamiz. Egri chizigli koordinatalar sifatida
ZXOP =v Dburchakni va berilgan chizigning u parametrini olamiz (16-rasm). Chiziq

A7

x=0p(u)
z=y(u)
\ ¢(UA o)
| r : M
Ew(u)
of R
v v P
N
X 16-rasm

ustidagi har bir L(u) nugta markazi Oz o‘gida yotgan va radiusi x=¢(u) ga teng bo‘lgan
aylanani chizadi: MA=0P =g(u).

Koordinat chiziglari: u=const—parallellar (aylanalar), v=const—meridianlar
bo‘ladi. Sirtning vektor tenglamasi:

F = o(u)cosvi +¢(u)sinvj +y(u)k,
Koordinat ko‘rinishdagi tenglamalari esa:
x = p(u)cosv, y = g(u)sinv, z=w(u).

Berilgan chizig bilan aylanma sirtning uchinchi koordinatasi bir xildir, chunki

chiziq Oz o‘q atrofida aylanmoqda.
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2-masala.Oz o‘qqa perpendikular AB to‘g‘ri chizigning shu o‘q atrofida
aylanishidan va shuningdek, aylanish burchagiga proporsional tezlik bilan Oz bo‘ylab
siljishidan hosil bo‘lgan sirt to‘g‘ri gelikoid deyiladi. To‘g‘ri gelikoid tenglamasini
tuzing.

N
AN -
\
\
N

]
1
'
'
v
<

[ S ——

X 17-rasm

Yechish. Koordinatalarni quyidagcha tanlaymiz (17-rasm):
MA=u, £XOP =v
Shartga ko‘ra OA =av, bunda a=const. Koordinata chiziglari: u = const -vint
chiziglar, v = const —yasovchilar (harakatlanuvchi to‘g‘ri chiziglar)dan iborat bo‘ladi.
1-masaladan foydalb gelikoidning vektor tenglamasi
F =ucosvi +usinvj + avk,
parametrik tenglamalari esa
X=UCO0sV, y =usinv, z=av
ko‘rinishda bo‘lishini hosil gilamiz.
2-keys
1. Quyidagi sfera markazining koordinatalari va radiusi aniglansin.
1) x>+y?+72-12x+4y-62=0,
2) X2+y>+72+8x=0,
3) X2+y?+72-2x+4y-62-22=0,
4) x2+y?+72-62-7=0.
2. Quyidagi aylana markazining koordinatalari va radiusi aniglansin.
X2 +y?+72-12x+4y-62+24=0, 2x+2y+z+1=0.

3. Quyidagi aylananing markazi aniglansin.
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X2+y2+72=R?, Ax+By+Cz+D=0

4. A(3;0;4), B(3;5;0),C(3;4;4),D(5;4;6) nugtalarning

(X-1)*+(y+2)*+(z-1)*=49

sferaga nisbatan vaziyati aniglansin.

5. Quyidagi tekistliklarning ushbu

(x-1)*+(y-2)*+(z-4)°=25

sferaga nisbatan vaziyati aniglansin.

1) 2x+2y+z+2=0,

2) 2x+2y+z+5=0,

3) 2x+2y+z+11=0.

6. (x-a)+(y-b)?+(z-c)*=R?

sferaning ushbu

X=Xo+lt, y=yo+mt, z=zo+nt

to‘g‘ri chizigga qo‘shma bo‘lgan diametrial tekisligining tenglamasi tuzilsin.

7. Ushbu

(X-1)*+(y-4) >+(z+1)>=25

Sferaning M(3,5,1 )nugtada teng ikkiga bo‘linadigan vatarlarining geometrik o‘rni
topilsin.

8. X°+y?+72-R?>=0

sferaningS(Xo Yo Zo) nugtadan o‘tuvchi vatarlari o‘rtalarining geometrik o‘rni
topilsin.

9. X2+y2+72-R?>=0

sferaning(-R,0,0) nugtadan o‘tuvchi vatarlari o‘rtalarining geometrik o‘rni topilsin.

10. (x-a)?+(y-b)?*+(z-c)*=R?

sferaningMo(XoYoZo) nuqgtadan o‘tuvchi va tarlari o‘rtalarining geometrik o‘rni
topilsin.

11. S(Xo Yo Zo) hugtadan x*+y?+7z?=R? sferaga o‘tkazilgan urin matekislikka
tushirilgan perpendikular asoslarinig geometrik o‘rni topilsin.

12. (x-1)*+(y+3)?+(z-2)>=49sferagaM (7, -1, 5) nugtada o‘tkazilgan urin
matekislik tenglamasi tuzilsin.

13. (x-a)*+(y-b)?+(z-c)>=R3%sferagaMy (X0 VYo Z0) nugtada o‘tkazilgan urin
matekislik tenglamasi tuzilsin.

14. x*+y*+72=R%sferagaMo (Xo Yo Zo) huqtada o‘tkazilgan urin matekislik
tenglamasi tuzilsin.

15. x*+y?=9, z=0 va x?+y?=25, z=2 aylanalardan o‘tuvchi sfera tenglamasi
tuzilsin.

16. Koordinatalar boshidan va (x+1)2+(y-2)?+(z+2)?=49, 2x+2y-z+4=0

aylanadan o‘tadigan sfera tenglamasi tuzilsin.

17. (1, -2, 0 )nuqgtadan va (x+1)2+(y-2)?+(z-2)?>=49, 2x+2y-z+4=0 aylanadan
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o‘tuvchi sfera tenglamasi tuzilsin.

3-keys

18.To‘g‘ri chiziglarning bog‘lami S; va bu bog‘lamdagi to‘g‘ri chiziglarg
aperpendikular bo‘lgan tekisliklar bog‘lami S, berilgan. S; bog‘lamining to‘g‘ri
chiziglari va S, bog‘lamning tekisliklari kesishadi. Kesish nugtalarining geometrik
o‘rni topilsin. S; bog‘lam tekisliklari bilan S; bog‘lamning shu tekisliklarga
perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziglarning kesishgan nugtalaridan hosil bo‘lgan
geometrik o‘rni avvalgi geometrik o‘rnining o‘zidan iboratligi isbotlansin.

19.
QandayzaruriyvayetarlishartbajarilgandaAx+By+Cz+D=0tekislikx?+y?+z>=R?sferagau

rinadi? Bushartbajarilgandeburinishnugtasiningkoordinatalaritopilsin.

20. O’qlarikoordinatao‘qlaribilanustma-usttushuvchi,

- . . X 2 z 2 y 2 z 2
OxzvaOyztekisliklarnimosravishday=0, —+-—=1, x=0 —+—
25 16 9 16

=1chiziqglarbo‘ylabkesibo ‘tuvchiellipsoidtenglamasituzilsin.

4-keys
2 2
21. O’glarikoordinatao‘qlaridaniborat, z=0, %+i—6=1ellipsvaM(l, 2, J23)

nuqtaorqalio‘tuvchiellipsoidtenglamasituzilsin.
220’ glarikoordinatao‘glaridaniboratbo‘lganva X2+y?+72=9, Z=X

aylanadanhamdaM (3, 1,1)nuqtadano‘tganellipsoidtenglamasituzilsin.

2 2 2
23. 5_4nl_+5_
27 12 75
=1lellipsoidningM(3,2,5)nuqtasidagiurinmatekisligitenglamasituzilsin.
2 2
+Z_ =1

2
24.Ax+By+Cz+D=0tekisIikning%+y .

b?
ellipsoidgaurinishiuchunzaruriyvayetarlisharttopilsin.
2
25. Ax+By+Cz+D=Otekiinkning:—2+ y

ellipsoidbilankesishishiuchungandayshartningbajarilishizarurvayetarli?

26.

m|><
N
o

N
o

N
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ellipsoidningmarkazidanuningurinmatekisligigatushurilganperpendikularlarasoslarining

geometriko ‘rnitopilsin.

2 2 2
27. oy 4z

2 2

QD

O
[N}

(o]

ellipsoidningAx+By+Cz+D=0tekislikbilankesishishchizig‘iningmarkazitopilsin.
XZ y2 7 2 . . .
28. ?+b_2+c_2=1 ellipsoidningM(x;, Y1,

Z;)nuqtadatengikkigabo‘linadiganvatarlarininggeometriko ‘rnitopilsin.
29. XY 42 o ellipsoidninga(2,1,2)vektorgaparallel,

vatarlarinitengikkigabo‘luvchidiametraltekisliginingtenglamasituzilsin.

X2 y2 Z2 . . .
30. a_2+ o +C__1 ellipsoidningP (o, Yo,

Zo)nuqtadano‘tuvchivatario‘rtalarininggeometriko ‘rnianiglansin.

2 2
31. XLy

2 b2 :1

a3}
O|N
N N

ellipsoidbilanx2+y2+z2=R?sferaurinmatekisliklariningkesishishidanhosilgilinganellipsm
arkazlarininggeometriko‘rnianiqlansin.

5-keys

2 2 2
32. O’qglarikoordinatao‘qlarigaparallel, :—+g +Z— =1

c’
ell ipsoidbi lanAx+By+Cz+D=0tekislikningkesishishchizig‘idano‘tuvchiellipsoidtengla

7°

masi > + E)/_Z — =1+ A (Ax+By+Cz+D)ko rinishdabolishiisbotlansin.
a’ c

2

<

72
2

2
33. X,

2

+2 1-2

D

O
[

(@]

(Ax+By+Cz+D)=0tenglamabilananiqlanganellipsoidlarmarkazlarininggeometriko ‘rnito

pilsin (A — ixtiyoriyqiymatlarniqabo‘lgiladi).

. X2 y2 ZZ _ XZ y2 ZZ
34. Ikkltab_2+a_2+c_2_1’ ?+b_2+c_2
=1(a>b)ellipsoidqandaychizigbo‘ylabkesishadi?
2 2 2
35. %+g—2+é—2=1, (a>b>c)



ellipsoidniaylanalarbo‘yichakesibo‘tadiganhammatekisliklartenglamasituzilsin.

2 2 2
36. St el

QD
(o
(]

ellipsoidningmarkazidanbarchanugqtalaridaungao‘tkazilganurinmatekisliklargachabo‘lga

nmasofalardgatengbo‘ladigannuqtalarninggeometriko ‘rnitopilsin.

2 2 2
37. 36-masalani >+ +% =1 ellipsoiduchuneching.
25 16 9

2 2
38. L e

Z2
2

D
(on
()]

(a>b>c)ellipsoiddoiraviykesimlarimarkazlaridantuzilgannuqtalarninggeometriko ‘rnitop
ilsin.
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GLOSSARIY

Termin

O’zbek tilidagi sharhi

Ingliz tilidagi sharhi

analitik geometriya

ikkinchi tartibli chiziglar va

sirtlarni o‘rganuvchi fan

the subject which studies second
order lines and second order

surfaces

ikkinchi tartibli

chizigning markazi

ikkinchi tartibli chizigning

simmetriya markazi

symmetry center of the second

order line

ikkinchi tartibli

chizigning diametri

parallel vatarlar o‘rtalaridan

o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

The line which through centers of
parallel hords

konus kesimlar

konusni tekislik bilan kesish
natijasida hosil bo‘lgan ikkinchi

tartibli chiziglar

Second order lines which are

intersection of the cone and plane

differensial geometriya

differensiallanuvchi funksiyalar
yordamida parametrlangan
chiziglar va sirtlarni o‘rganuvchi

fandir

the subject which studies curves
and surfaces, parametrized by

differentsiable functions

elementar egri chiziq

ochiq intervalning topologik
(gomeomorf) akslantirishdagi

obrazi

The image of open segment

under topological (gomeomorf)

mapping

sodda egri chiziq

o‘ziga tegishli har ganday
nugtaning birorta atrofida
elementar egri chiziq bo‘ladigan

bog‘lanishli to‘plam

Connected set which is a
elementary curve in some

neighborhood of any point

Topologiya

geometrk ob’ektlarning topologik

xossalarini o‘rganuvchi fandir

the subject which studies
topological properties of

geometric objects

Geodezik chiziq

sirtlarda yevklid
geometriyasidagi to‘g‘ri

chiziglarning analogidir

It is analog of strigth line of

Euclidean geometry

Topologik xossalar

geometrik figuralarning
gomeomorf akslantirishda
caglanuvchi xossalaridir

Properties of geometric figures
which is preserved under
homeomorf mappings

sirtning qalbi (soul)

sirtning absolyut gavariq
kompakt gism to‘plamidir

absolute convex compact subset
of a surface

62




sirtning yo‘nalish

bo‘yicha normal egriligi

berilgan yo‘nalishga parallel va
sirtni tik kesuvchi tekislik bilan
kesish yordamida hosil bo‘lgan

chizigning egriligi

The curvature of a curve which is

normal section

puankare gipotezasi

kompakt chegarasiz bir
bog‘lanishli uch o‘lchamli sirt
uch o‘Ichamli sferaga

gomeomorfdir

simply connected compact three-
dimensional manifold without
boundary is homeomaorphic to the

three-dimensional sphere

G.Ya.Perelman

Puankare gipotezasini hal gilgan
Sankt-Peterburglik matematik

Mathematician from Saint
Petersburg who solved Puankare

hypothesis

Gromol-Chiger gipotezasi

har ganday nomanfiy egrilikli
to‘liq nokompakt sirt o‘z
galbining normal gatlamasiga

diffeomorfdir

complete non-compact surface of
negative curvature is
diffeomorphic to the normal

bundle of its soul
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JKCIIEPTHOE 3AK/JTIOYEHHE

00 y1e0HO-MeTOIHTECKHAX KOMILIeKCAX M0 HANPABJIeHAKW «MaTeMaTHKA»,
KOTOpble NpoHAYT B Mae 2022 roaa B PernoHaJIbHOM MeHTPe NepenoJroTOBKH
H NOBBINIeHAS KBAJH(PHKANHEA OeJarora1ecKAX KaJpos OpH
CaMapKaHICKOM rocyJapcTBeHHOM YHABePCHTeTe

B anpene 2022 roga PerHoHaIBHBIH MEHTP MEPENOATOTOBKH H MOBBIINEHHA
KBaTH(HKAIIHH MeJarorHYecKHX KaapoB npH CaMapKaHICKOM IoCyJapcTBEHHOM
VHHBEPCHTETE NPOBENET KypC MEPEMOATOTOBKH H TOBBIMEHHA KBATHOHKAIHH
npenojaBaTelel BEICIIHX yUeOHBIX 3aBeJeHHH 0 HampaBleHHIO «MaTeMaTHKa».
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