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I. ISHCHI DASTUR

KIRISH
Dastur O‘zbekiston Respublikasining 2020 yil 23 sentabrda tasdiglangan “Ta’lim

to‘g‘risida”gi  Qonuni, O‘zbekiston Respublikasi Prezidentining 2017 vyil 7 fevraldagi
“O‘zbekiston Respublikasini yanada rivojlantirish  bo‘yicha Harakatlar strategiyasi
to‘g risida”gi PF-4947-son, 2019 yil 27 avgustdagi “Oliy ta’lim muassasalari rahbar va pedagog
kadrlarining uzluksiz malakasini oshirish tizimini joriy etish to‘g‘risida”gi PF-5789-son, 2019
yil 8 oktabrdagi “O‘zbekiston Respublikasi oliy ta’lim tizimini 2030 yilgacha rivojlantirish
konsepsiyasini tasdiglash to‘g‘risida”gi  PF-5847-sonli Farmonlari hamda O‘zbekiston
Respublikasi Vazirlar Mahkamasining 2019 yil 23 sentabrdagi “Oliy ta’lim muassasalari rahbar
va pedagog kadrlarining malakasini oshirish tizimini yanada takomillashtirish bo‘yicha
qo‘shimcha chora-tadbirlar to‘grisidagi 797-sonli Qarorlarida belgilangan ustuvor vazifalar
mazmunidan kelib chiggan holda tuzilgan bo‘lib, u oliy ta’lim muassasalari pedagog
kadrlarining kasb mahorati hamda innovatsion kompetentligini rivojlantirish, sohaga oid ilg‘or
xorijiy tajribalar, yangi bilim va malakalarni o‘zlashtirish, shuningdek amaliyotga joriy etish
ko‘nikmalarini takomillashtirishni magsad qiladi.

Dastur doirasida berilayotgan mavzular ta’lim sohasi bo‘yicha pedagog kadrlarni gayta
tayyorlash va malakasini oshirish mazmuni, sifati va ularning tayyorgarligiga qo‘yiladigan
umumiy malaka talablari va o‘quv rejalari asosida shakllantirilgan bo‘lib, uning mazmuni kredit
modul tizimi va o‘quv jarayonini tashkil etish, ilmiy va innovatsion faoliyatni rivojlantirish,
pedagogning kasbiy professionalligini oshirish, ta’lim jarayoniga ragamli texnologiyalarni
joriy etish, maxsus magsadlarga yo‘naltirilgan ingliz tili, mutaxassislik fanlar negizida ilmiy
va amaliy tadgigotlar, o‘quv jarayonini tashkil etishning zamonaviy uslublari bo‘yicha
so‘nggi yutuglar, pedagogning kreativ kompetentligini rivojlantirish, ta’lim jarayonlarini
ragamli texnologiyalar asosida individuallashtirish, masofaviy ta’lim xizmatlarini rivojlantirish,
vebinar, onlayn, «blended learning», «flipped classroom» texnologiyalarini amaliyotga keng
qo‘llash bo‘yicha tegishli bilim, ko‘nikma, malaka va kompetensiyalarni rivojlantirishga
yo‘naltirilgan.

Qayta tayyorlash va malaka oshirish yo‘nalishining o‘ziga x0s xususiyatlari hamda
dolzarb masalalaridan kelib chiggan holda dasturda tinglovchilarning mutaxassislik fanlar
doirasidagi bilim, ko‘nikma, malaka hamda kompetensiyalariga qo‘yiladigan talablar
takomillashtirilishi mumkin.

Modulning magsadi va vazifalari

Modulining magqgsadi: Chekli ayirmali sxemalar o‘quv modulining magsadi pedagog
kadrlarni innovatsion yondoshuvlar asosida o‘quv-tarbiyaviy jarayonlarni yuksak ilmiy-metodik
darajada loyihalashtirish, sohadagi ilg‘or tajribalar, zamonaviy bilim va malakalarni
o‘zlashtirish va amaliyotga joriy etishlari uchun zarur bo‘ladigan kasbiy bilim, ko‘nikma va
malakalarini takomillashtirish, shuningdek ularning ijodiy faolligini rivojlantirishdan iborat.

Modulning vazifalari:

- “Amaliy matematika” yo‘nalishida pedagog kadrlarning kasbiy bilim, ko‘nikma va

malakalarini takomillashtirish va rivojlantirish;
- pedagoglarning ijodiy-innovatsion faollik darajasini oshirish;




- mutaxassislik fanlarini o‘qitish jarayoniga zamonaviy axborot-kommunikatsiya
texnologiyalari va xorijiy tillarni samarali tatbiq etilishini ta’minlash;

- mutaxassislik fanlar sohasidagi o‘qitishning innovatsion texnologiyalari va ilg‘or xorijiy
tajribalarini o‘zlashtirish;

- tabiiy va aniqg hodisalarning matematik modelini ishlab chiqish;

- matematik modelni sonli yechish usullarini ishlab chigish;

- “Amaliy matematika” yo‘nalishida gayta tayyorlash va malaka oshirish jarayonlarini fan
va ishlab chigarishdagi innovatsiyalar bilan o°zaro integratsiyasini ta’minlash.

Modul bo‘yicha tinglovchilarning bilimi, ke‘nikmasi, malakasi va
kompetensiyalariga qo‘yiladigan talablar

Modulni o‘zlashtirish jarayonida amalga oshiriladigan masalalar doirasida:

Tinglovchi:

— sonli differensiallashni, approksimatsiya va uning tartibi, chegaraviy shartlarni
approksimatsiyalashni, matematik paketlarning joriy holati va istigboldagi vazifalarini, amaliy
dasturlar paketida dasturlash elementlarini, ilmiy tadgiqot yo‘nalishida foydalaniladigan
zamonaviy amaliy dasturlar paketlarining imkoniyatlarini, tabily va aniq fanlarda
foydalaniladigan zamonaviy amaliy dasturlar majmualarini bilishi kerak.

— tabiiy va aniq fanlarini o‘qitish bo‘yicha yangi texnologiyalarni amaliyotda qo‘llash,
axborot texnologiyalarining zamonaviy vositalaridan foydalanib ilmiy-tadgigotlarni o‘tkazish,
eksperimental tadqiqgotlar natijalariga ishlov berish, ularni tahlil gilish va aks ettirish, xulosalar
chigarish, ilmiy maqolalar tayyorlash, tavsiyalarini ishlab chigish, innovatsion faoliyatni tashkil
etish, ilg‘or tajribalardan foydalanish, o‘z ustida ishlab, fanning yangi tadgigotlarini o‘qitish
tizimini qo‘llash, chekli ayirmali sxemalar bo‘yicha ma’ruza, amaliy mashg‘ulot va nazorat
ishlarini tashkil etish, pedagogik jarayonda mulogot uslublarini to‘g‘ri qo‘llay olish
ko ‘nikmalariga ega bo‘lishi lozim.

— sonli yechish usullari, chekli ayirmali sxemalarni qo‘llash, matematik paketlar fanlarining
zamonaviy yo‘nalishlarini ishlab chigish va ommalashtirish, axborot-kommunikatsion
texnologiyalari va ularni qo‘llashning ilmiy-nazariy va amaliy ahamiyatini bilish, tabiiy va aniq
fanlarni turli sohalarga tatbiq qilish, tabiiy va aniq fanlarni dasturlar paketi yordamida
yechishning zamonaviy usullarini qo‘llash malakalariga ega bo‘lishi lozim.

— nochizigli masalalarni yechishda zamonaviy texnologiyalar va usullardan foydalana
olish, tabiiy va aniq fanlarning dasturlar paketini o‘quv jarayoniga tatbiq etish, tabiiy va aniq
fanlarni dasturlar paketi yordamida yechishning zamonaviy masalalarini tahlil gila olish, ilg‘or
axborot texnologiyalarida ishlash, videodarslarni tayyorlash; chekli ayirmali sxemalar
modulining dolzarb masalalariga oid zamonaviy manbalardan foydalana olish
kompetensiyalariga ega bo‘lishi lozim.

Modulni tashkil etish va o‘tkazish bo‘yicha tavsiyalar
Modulni o‘qitish ma’ruza va amaliy mashg‘ulotlar shaklida olib boriladi.
Modulni o‘qgitish jarayonida ta’limning zamonaviy metodlari, pedagogik texnologiyalar
va axborot-kommunikatsiya texnologiyalari qo‘llanilishi nazarda tutilgan:
-ma’ruza darslarida zamonaviy kompyuter texnologiyalari yordamida prezentatsion va
elektron-didaktik texnologiyalardan;




-o‘tkaziladigan amaliy mashg‘ulotlarda texnik vositalardan, ekspress-so‘rovlar, test
so‘rovlari, aqliy hujum, guruhli fikrlash, kichik guruhlar bilan ishlash, kollokvium o‘tkazish, va
boshqa interaktiv ta’lim usullarini qo‘llash nazarda tutiladi.

Modulning o‘quv rejadagi boshga modullar bilan bog‘ligligi va uzviyligi

“Chekli ayirmali sxemalar” moduli mazmuni o‘quv rejadagi “Ta’lim jarayoniga
ragamli texnologiyalarni joriy etish”, “Matematik modellashtirish asoslari, “Sonli usullar”,
“Matematik tizimlar” o‘quv modullari bilan uzviy bog‘langan holda pedagoglarning ta’lim
jarayonida bulutli hisoblash, katta ma’lumotlar va virtual reallik tizimlaridan foydalanish
bo‘yicha kasbiy pedagogik tayyorgarlik darajasini oshirishga xizmat giladi.

Modulning oliy ta’limdagi o‘rni

Modulni o‘zlashtirish orgali tinglovchilar ta’lim jarayonida amaliyotda uchraydigan

masalalarni tagribiy yechish, tabiiy fanlar hamda texnika fanlarida uchraydigan ko‘pgina

“Chekli ayirmali sxemalar” moduli bo‘yicha soatlar tagsimoti

Auditoriya
o‘quv yuklamasi
Modul mavzulari jumiadan
N
g <
1. Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli 5 9
chekli ayirmali usullar, ularning yaginlashish va turg‘unligi.
2. Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni
yechishning sonli usullari. Differensial haydash usuli. To‘r| 2 2
usuli.
3. Xususiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani 5 9
yechishning sonli usullari.
4, Giperbolik va parabolik turdagi tenglamalarni to‘r usuli bilan 9 9
yechish.
5. Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli
chekli ayirmali usullar, ularning yaginlashish va turg‘unligiga | 2 2
misollar.
6. Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni
yechishning sonli usullar yordamida yechish. Haydash usuli, | 2 2
differensial haydash usuli.
7. Xususiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani
yechishda sonli usullardan foydalanish. Elliptik turdagi 5 9
differensial tenglamalarni ayirmali tenglamalar  bilan
approksimatsiya qilish.
8. Chegaraviy shartlarni  approksimatsiya qilish. To‘r
tenglamalar sistemasini yechish. To‘r tenglamalar sistemasini | 2 2
yechishda iteratsion usullar.
9. Giperbolik va parabolik turdagi tenglamalarni to‘r usuli bilan 5 9
yechish. Oshkor va oshkormas ayirmali sxemalar.
10.|  Absolyut va shartli turg‘un ayirmali sxemalar. 2 2
Jami: 20 8 12
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NAZARIY MASHG‘ULOTLAR MAZMUNI
1-mavzu. Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p qadamli chekli ayirmali

usullar, ularning yaginlashish va turg‘unligi.

1.1. Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli chekli ayirmali usullar,
ularning yaginlashish va turg‘unligi. Eyler usuli.

1.2.  Eyler-Koshi usuli.

1.3.  Runge-Kutta usuli.

2-mavzu. Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni yechishning

sonli usullari. Differensial haydash usuli. To‘r usuli.

2.1. Oddiy differensiallarni approksimatsiya qilish.

2.2. Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalar uchun chekli ayirmali
sxemalar yaratish.

2.3.  Haydash usuli, turg‘unligi va uning variantlari. Differensial haydash usuli. To‘r usuli.

3-mavzu. Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani
yechishning sonli usullari.

3.1. Elliptik turdagi differensial tenglamalarni ayirmali tenglamalar bilan approksimatsiya
gilish. Approksimatsiya va yaginlashish masalasi va ularning bog‘ligligi.

3.2.  Chegaraviy shartlarni approksimatsiya etish. To‘r tenglamalar sistemasini yechish.

3.3.  Maksimum prinsipi. To‘r tenglamalar sistemasini yechishda iteratsion usullar.
4-mavzu. Giperbolik va parabolik turdagi tenglamalarni to‘r usuli bilan yechish.

4.1.  Oshkor va oshkormas ayirmali sxemalar.

4.2.  Oshkormas sxemalarning turg‘unligi.

4.3.  Absolyut va shartli turg‘un ayirmali sxemalar. Parametrli va uch gatlamli sxemalar.

AMALIY MASHG‘ULOTLAR MAZMUNI
1-amaliy mashg‘ulot. Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli chekli

ayirmali usullar, ularning yaginlashish va turg‘unligiga misollar (2 soat).

2-amaliy mashg‘ulot. Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni

yechishning sonli usullar yordamida yechish. Haydash usuli, differensial haydash usuli (2
soat).

3-amaliy mashg‘ulot. Xususiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani
yechishda sonli usullardan foydalanish. Elliptik turdagi differensial tenglamalarni ayirmali
tenglamalar bilan approksimatsiya gilish (2 soat).

4-amaliy mashg‘ulot. Chegaraviy shartlarni approksimatsiya gilish. To‘r tenglamalar
sistemasini yechish. To‘r tenglamalar sistemasini yechishda iteratsion usullar (2 soat).

5-amaliy mashg‘ulot. Giperbolik va parabolik turdagi tenglamalarni to‘r usuli bilan
yechish. Oshkor va oshkor emas ayirmali sxemalar (2 soat).

6-amaliy mashg‘ulot. Absolyut va shartli turg‘un ayirmali sxemalar (2 soat).

Amaliy mashg‘ulotlarni tashkil etish bo‘yicha ko‘rsatma va tavsiyalar




Amaliy mashg‘ulotlarda tinglovchilar o‘quv modullari doirasidagi ijodiy topshiriglar,
keyslar, o‘quv loyihalari, texnologik jarayonlar bilan bog‘liq vaziyatli masalalar asosida amaliy
ishlarni bajaradilar.

Amaliy mashg‘ulotlar zamonaviy ta’lim uslublari va innovatsion texnologiyalarga
asoslangan holda o‘tkaziladi. Bundan tashqari, mustaqil holda o‘quv va ilmiy adabiyotlardan,
elektron resurslardan, targatma materiallardan foydalanish tavsiya etiladi.

Mustagil malaka oshirishni tashkil etish bo‘yicha ko‘rsatma va tavsiyalar

Mustaqil malaka oshirish quyidagi shakllarni o‘z ichiga oladi: ochiq o‘quv mashg‘ulotlari
va mahorat darslarini tashkil etish; iqgtidorli vaiste’dodli talabalar bilan ishlash; ilmiy
konferensiyalarda ma’ruza bilan gatnashish; ilmiy jurnallarda magolalar chop etish; ko‘rgazma
va tanlovlarda ishtirok etish; ilmiy loyihalarda ishtirok etish; xalgaro (impakt-faktorli)
nashrlarda maqolalar ¢’lon qilish; ixtiro (patent), ratsionalizatorlik takliflari, innovatsion
ishlanmalarga mualliflik qilish; monografiya, mualliflik ijodiy ishlar katalogini tayyorlash
va nashrdan chiqarish; o‘quv adabiyotlari (darslik, o‘quv qo‘llanma, metodik qo‘llanma)ni
tayyorlash va nashrdan chiqarish; falsafa doktori (PhD) darajasini olish uchun himoya gilingan
dissertatsiyaga ilmiy rahbarlik gilish.

Pedagog kadrlarning mustagil malaka oshirish natijalari elektron portfolio tizimida o‘z
aksini topadi.

Mustagil malaka oshirish davrida pedagoglar asosiy ish joyi bo‘yicha pedagogik
amaliyotdan o‘tadilar. Pedagogik amaliyot davrida pedagog asosiy ish joyi bo‘yicha kafedraning
yetakchi professor-o‘qituvchilarini 2 ta darsini kuzatadilar va tahlil giladilar hamda kafedra
a’zolari ishtirokida talabalar guruhi uchun 1 ta ochiq dars o‘tkazadilar. Ochiq dars tahlili hamda
pedagog tomonidan kuzatilgan darslar xulosalari kafedraning yig‘ilishida muhokama etiladi va
tegishli kafedraning bayonnomasi bilan rasmiylashtiriladi.

Shuningdek, mustaqgil malaka oshirish jarayonida tinglovchi qo‘yidagi bilim va
ko‘nikmalarini rivojlantirishi lozim:

- ta’lim, fan wva ishlab chigarishni integratsiyalashni tashkil etish, kadrlar
buyurtmachilari va mehnat bozori ehtiyojlarini hisobga olgan holda o‘quv rejalari va fanlar
dasturlarini shakllantirish;

- o‘quv mashg‘ulotlarining har xil turlari (ma’ruzalar, amaliy mashgulotlar,
laboratoriya mashg‘ulotlari, kurs ishlari loyihalari, malaka bo‘yicha amaliy mashg‘ulotlar)ni
tashkillashtirish;

- talabalar o‘rtasida milliy mustagqillik g‘oyalari asosida ma’naviy-axlogiy va tarbiyaviy
ishlarni olib borish, ta’lim jarayoni gatnashchilari bilan o‘zaro munosabatlarda etika normalari
va nutg madaniyati, talabalarning bilim va ko‘nikmalarini nazorat qgilishni tashkil etish va ilmiy-
metodik ta’minlash, iqtidorli talabalarni gidirib topish, tanlash va ular bilan ishlash metodlarini
bilish va amalda qo‘llash,;

- oliy ta’limda menejment va marketing asoslarini bilish va amaliy faoliyatga tatbiq
etish.

mustaqil ta’lim olish yo‘li bilan o‘z bilimlarini takomillashtirish.

O‘QITISH SHAKLLARI
— Mazkur modul bo‘yicha quyidagi o‘qitish shakllaridan foydalaniladi:
— ma’ruzalar, amaliy mashg‘ulotlar (ma’lumotlar va texnologiyalarni anglab olish, aqliy
gizigishni rivojlantirish, nazariy bilimlarni mustahkamlash);

—————————————
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II. MODULNI O‘QITISHDA FOYDALANILADIGAN INTREFAOL TA’LIM
METODLARI

Xulosalash» (Rezyume, Veyer) metodi

Metodning magsadi: Bu metod murakkab, ko‘p tarmoqli, mumkin gadar,
muammoli xarakteridagi mavzularni o‘rganishga qaratilgan. Metodning mohiyati
shundan iboratki, bunda mavzuning turli tarmoglari bo‘yicha bir xil axborot beriladi va
ayni paytda, ularning har biri alohida aspektlarda muhokama etiladi. Masalan, muammo
ijobiy va salbiy tomonlari, afzallik, fazilat va kamchiliklari, foyda va zararlari bo‘yicha
o‘rganiladi. Bu interfaol metod tanqidiy, tahliliy, aniq mantigiy fikrlashni muvaffagiyatli
rivojlantirishga hamda o‘quvchilarning mustaqil g‘oyalari, fikrlarini yozma va og‘zaki
shaklda tizimli bayon etish, himoya gilishga imkoniyat yaratadi. “Xulosalash” metodidan
ma’ruza mashg‘ulotlarida individual va juftliklardagi ish shaklida, amaliy va seminar
mashg‘ulotlarida Kichik guruhlardagi ish shaklida mavzu yuzasidan bilimlarni
mustahkamlash, tahlili gilish va taggoslash magsadida foydalanish mumkin.

MeTtoaHu amaJjira omIMpUII TAPTHOM:

TPEHEP-YKUTYBUYH UINTUPOKIMWIAPHA 5-6 KUIHUIAH HOOPAT KHIUK
rypyxJiapra axparajiu;

TPEHUHT MaKCa/u, MapTIapyu Ba TAPTUON OWJIaH UIITUPOKIMIAPHU
TaHULITHPray, Xap Oup rypyxra yMyMuii MyaMMOHH TaxXJIuJ KWIMHUILIY 3apyp
Oyiran KMCMJIapH TYIIUPWITaH TapKaTMa MaTepuailapHu TapKaTaiu;

xap Oup rypyx y3ura 6epuiiraH MyaMMOHH arpodinda TaxJIui Kuiauo, ¥3
MYJOXa3aJIapuHU TaBCHUS 3TUIIAETraH cxeMa Oyiinya Tapkarmara €3ma 0acH
KWJIaIY;

HaBOargaru 0ockuyaa 6apya rypyxJjap ¥3 TaKIUMOTIAPUHH YTKa3auiiap.
lyHnaH cyHT, TpeHEp TOMOHUIAH TaXIWLIap yMYMIIAIITHPHIAIN, 3apyPHid
ax0opoTiiap OWIaH TYIAUPHUIIAIA Ba MaB3y SKyHJIaHAIH.

Namuna:
Chekli ayirmali sxemalar
Chekli elementlar Chekli ayirmali Chekli hajmlar usuli
usuli sxemalar
afzalligi kamchiligi | afzalligi kamchiligi afzalligi kamchiligi
Xulosa:

“Insert” metodi




Metodning magsadi: Mazkur metod o‘quvchilarda yangi axborotlar tizimini gabul
qgilish va bilimlarni o‘zlashtirilishini yengillashtirish magsadida qo‘llaniladi, shuningdek,
bu metod o‘quvchilar uchun xotira mashqi vazifasini ham o‘taydi.

Metodni amalga oshirish tartibi:

v’ o‘qituvchi mashg‘ulotga gadar mavzuning asosiy tushunchalari mazmuni
yoritilgan input-matnni targatma yoki tagdimot ko‘rinishida tayyorlaydi;

v yangi mavzu mohiyatini yorituvchi matn ta’lim oluvchilarga tarqatiladi yoki
tagdimot ko‘rinishida namoyish etiladi;

v' ta’lim oluvchilar individual tarzda matn bilan tanishib chigib, o‘z shaxsiy
garashlarini maxsus belgilar orgali ifodalaydilar. Matn bilan ishlashda talabalar
yoki gatnashchilarga quyidagi maxsus belgilardan foydalanish tavsiya etiladi:

Belgilar

1-matn 2-matn 3-matn

“V” — tanish ma’lumot.

“”” — mazkur ma’lumotni tushunmadim,
izoh kerak.

“+” bu ma’lumot men uchun yangilik.

“—~ > bu fikr yoki mazkur ma’lumotga
garshiman?

Belgilangan vagt yakunlangach, ta’lim oluvchilar uchun notanish va tushunarsiz
bo‘lgan ma’lumotlar o‘qituvchi tomonidan tahlil gilinib, izohlanadi, ularning mohiyati
to‘liq yoritiladi. Savollarga javob beriladi va mashg‘ulot yakunlanadi.
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IH1.NAZARIY MA’LUMOTLAR MAZMUNI

1-ma’ruza. Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli
chekli ayirmali usullar, ularning yaginlashish va turg‘unligi.
Reja:

Masalaning qo‘yilishi.

Sonli metodlar misollari.

Runge — Kutt metodlari.

Runge — Kutt metodlarning yaginlashishi.

Ko‘p gadamli ayirmali metodlar.

Ko‘p gadamli ayirmali metodlarning aproksimatsiya xatoligi.

ook wnE

Tayanch so‘zlar: to‘r chekli ayirma,gadam,yaginlashish, xatolik, yaqinlashish, tartibi,
approksimatsiya, aproksimatsiya tartibi, sxema, Runge — Kutt metodi, xatolik tenglamasi,
xatolik bahosi, ko‘p gadamli ayirmali metod, turg‘unlik, Adams metodlari.

1. Masalaning qo‘yilishi.
du

a f(t,u), u(0)=u’° (1)

sistema uchun yoki batafsilroq
du(;_t(t): fi(t,ug,up,...up), t>0, i=12..,n (2)
u,(0)= ul.(o), i=12,..,n (3)

Koshi masalasini garaymiz. Agar
f(t.U;, Uy, ), D =t <a,Ju; —u®| <b,i=12,...,n}
yopig sohada uzluksiz bo‘lsalar, unda

fi

<M , i=12,..,n
shart o‘rinli bo‘ladi.

nuqtalar uchun w, argumentlar bo‘yicha, istalgan u' va u" uchun Lipshits shartini
kanoatlantirsa, ya'ni

"fi (t,ui,u'z,...,ur})— fi(t,ui,u;,...,u;} < Lﬂui —ui‘+‘u'2 —u;‘+...+ u —u

bo‘lsa, unda (2) sistemaning u, =u1(t),u2 :uz(t),...,un :un(t)
<1, :min(a,%j va (3) - shartalarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud bo‘lib
birdan - birdir.

Koshi masalasini sonli yechish va uni tadqiq etishda Koshi masalasining yechimi
mavjud va birdan-bir va keraklicha silliq deb faraz gilamiz.

2. Sonli metodlar misollari.
Koshi masalasini yechishning ikki guruh sonli metodlari mavjud:

—————————————
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Ko‘p gadamli ayirmali metodlar va Runge-Kutt metodlari. quyida sonli metodlarning bir
gancha misollarini garab chigamiz va bayon gilamiz.

Soddalik uchun bitta

C(jj—ltj:f(t,u),t>0,u(0):u0 4)
tenglamani garaymiz.
o, =1{t, =ir,i=01.2,..} nugtalar to‘plamini to‘r deb ataymiz.

u(t) (4) - tenglamaning aniq yechimi bo‘lsin. y, = y(t, )(4) - masalaning tagribiy
yechimi bo‘lsin. yj taqribiy yechim to‘r funksiya deb aytiladi, ya'ni fagat »_ to‘rda
aniglangan funksiyadir.

1- misol. Eyler metodi.
(4) - tenglama

Yia — Vi .
a7 f(ty)=0,i=04,...y, =
I (Iyl) I ’1 yO u0 (5)

ayirmali tenglama bilan almashtiriladi. Bu tenglamaning yechimi

Yia =Yi +7f(tivyi):O’i =01....,y, =\,
rekurrent formula yordamida oshkor tarzda topiladi.

Taqribiy metodlar garalganda yaginlashish ularning asosiy xossasi hisoblanadi.
Taqribiy metodlar yaginlashishini turlicha ta’riflash mumkin. Chekli ayirmalar metodida
7 — 0 dagi yaqginlashish tushunchasi ko‘p targalgan. Bu quyidagilardan iborat. t - nuktani
tanlab olib shunday . turlar ketma-ketligini garaymizki

r -0t =iz =t(i > )
bo‘lsin.
(5) metod t- nugtada yaqinlashadi deb aytiladi, agar 7 —>0 |y, —u(t,] > 0. (5)-
metod (O.T] kesmada yaqinlashadi deb aytiladi agar bu metod kesmaning har bir

nugtasida yaginlashsa.
Metodning tartibi r-ga teng deb aytiladi, agar p40 wuchun -0

lvi —u(t)|=0(z") bo‘lsa. Metod xatoligi zj = yj - u(t) ni ganoatlantiradigan
tenglamani xosil gilamiz. yj = zj + uj ni (5) - ga gqo‘yib

Zi —Z; —U.

:f(tﬂui +Zi)_ui+l : (6)
T

tenglamani xosil gilamiz. (6) - ning o‘ng tomonini

Vi W '//i(Z)

i+1

yig‘indi ko‘rinishda yozish mumkin.
Bunda

Wi(]) :_%4_]((29”1') ) Wi(z) zf(tiaui +Zi)_f(ti9ui)

12



w,” funksiya (5) - ayirmali tenglamaning (4) — dastlabki tenglama yechimidagi
approksimatsiya xatoligi deb aytiladi. Approksimatsiya xatoligi (5) - ayirmali tenglama
chap tomoniga (4) - dastlabki tenglama aniq yechimi u(t) go‘yilganda hosil bo‘lgan
fargdan iborat ekanligi ko‘rinib turibdi. yj tagribiy yechim u(tj) - aniq yechimga teng
bo‘lganda xatolik nolga teng bo‘ladi.

Agar 7—>0 , v >0 ayirmali metod dastlabki differensial tenglamani
approksimatsiyalaydi deb aytiladi. Agar " =0(z*) bo‘lsa ayirmali metod dastlabki

tenglamani r- tartib bilan approksimatsiyalaydi deb aytiladi. Keyinroq juda katta umumiy
farazlarda aniqlik tartibining approksimatsiya tartibiga tengligi ko‘rsatiladi.

V/i(Z) - f(tisui +Zi)_f(tiaui)
Agar dastlabki tenglamaning o‘ng tomoni «(z)ga bog‘liq bo‘lmasa bu funksiya
aynan nolga teng bo‘ladi. Umumiy xolda ., z, xatolikka proporsionaldir, chunki

V’i(Z) :ﬂ(tﬂui +0'Zi)'zi>
du

0|<1.

Eyler metodining approksimatsiya tartibini Teylor formulasini qullab topish giyin
emas.
1=y (1) + 0(z)
T

bo‘lganligi uchun (4) ga asosan
p® =—u'(t)+ f (t.u)+0(z)=0(7)
ya’ni, Eyler metodi birinchi tartibli approksimatsiyaga ega. Buni hosil gilishda u"(t) ning
chegaralanganligi faraz qgilindi.
2- misol. Simmetrik sxema.
(4) - tenglama

u,-y, 1 '
%yl_i[f(ti’yi)"‘ f(tis Yin)]= 01 =0 Yo = U, ")

ayirmali sxema bilan almashtiriladi.
Bu metod Eyler metodiga garaganda ancha murakkabdir, chunki y,,, giymat oldin
aniqlangan yj giymat orgali

1
yi+1 _ET ) f(ti+1’ yi+l) = F!

bunda
F =Yy, +%T' f(t,y:)

tenglamani yechish bilan aniglanadi. Shu sababli metod oshkormas deb aytiladi. (7) -
metodning (5)- ga nisbatan afzalligi uning yuqori tartibli anigligidadir.

u.,—-u 1
l//i(l) = _%-}_E[f (tl ’ui)+ f(ti+1’ui+1)]

funksiya uchun
TN (S k- (RS EEUEEATE FRSTR SR )

—————————————
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¢rinlidir, ya’ni v, =0(r)

Shunday qilib, (7) - metod ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. Keltirilgan
misollar ayirmali metodlar deb ataluvchi metodlardan eng soddalaridirlar, ular yana
ayirmali sxemalar ham deb aytiladilar.

Runge- Kutt metodining ayirmali metodlardan fargi shundaki, tenglamalarning
o‘ng tomoni f(t,u) giymatlari nafagat to‘r nuqtalarida, balki oralig nugtalarda ham
hisoblanib topiladi

3- misol. Ikkinchi tartibli Runge-Kutt metodlari.

Faraz gilamiz, dastlabki yj yechim t=tj lahzada aniglangan bo‘lsin. Yi+1 =
y(tj+1) giymatni topish uchun eng avval
yi+l - Vi
0,57 = f(ti’ui) (8)

Eyler sxemasi bo‘yicha y , oralig giymatni topib, undan so‘ng

2

% =/ +0.57.5 1) ¥
2

sxemadan y,,, ni oshkor tarzda topamiz.
Bog'lanishsizlikni tadgiq etish uchun y | =y, +0,57(;,,4,)- ni (9)-ga qo‘yib

Yea 2V _ 40,57, y, + 0,57, f(t,u,) =0 (10)
T
ayirmali tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning bog‘lanishsizligi
pl=—tm =% e 10500+ 0,57, £(t,u,) (11)
.

ko‘rinishda yoziladi.
Teylor formulasiga asosan

. 1 .
u, +ur+—ur’ +0(c’)—uy,
2

Uin — U _ =u;+lu;r+0(2'2)
T T 2
va
f(t +057,u, + O,Sif(ti,u[ )) = f(ti,ul. )) + O,ST% (ti,ul.)+ O,Szf(li,u[)w + 0(2'2):
u

ftu)+ 0,57[%;”1‘) + £t u, )M} +0(c?)= £(t,u,)+ 0,50, +0(c?)

ou
chunki, (4) ga asosan

o (t,u,) o (t,,u,)

U; _T"'f(ti:ui)T'
Bulardan (10) - ning ikkinchi tartibli approksimatsiya xatoligiga ega ekanligi kelib
chigadi, " =0(z*) va (7) - dan fargli oshkor metoddir. (10) - metodni go‘llash ikKi
bosgichdan iborat, shuning uchun bu metod predikator-korrektor deb aytiladi. (10) -

metod boshgacha amalga oshirilishi mumkin.

—————————————
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Eng avval ketma-ket
ki :f(ti’yi) .,k :f(ti +0,57,y, +Oa57kl)
hisoblanadilar, undan keyin y., , (y.,—,)/7=k, tenglamadan topiladi. (10)-
metodning bunday qo‘llanilishi Runge-Kutt metodi deb aytiladi.

Runge - Kutt metodlari.

Metodlarning tavsifi.
?j—l::f(ti,u) , t>0 , u(0)=ug (1)
Koshi masalasini garaymiz.

Runge-Kuttning m-bosqichli oshkor metodi quyidagidan iborat. yj=y(tj) giymat
bo‘Isin. ai,bij, 1I=2,3,....m, j=1,2,...m-1, &, i=1,2,...,m koefitsiyentlar beriladi va

k, =f(t,-,y,-),k2 =f(t[ +a,z,y, +b21T'k1)a
k, :f(t; +a,r,y, +by 7k +b327'k2)’
k,=flt, +a,t,y, +b, vk +b,tky+.tb,, Tk, )

fugksiyalar ketma-ket hisoblanadilar.

Undan so‘ng

Yian = Vi :Zo'zkz (2)
=

T
formuladan yj+1 = y(tj+1) topiladi. aj, bjj, o,, koeffitsiyentlar aniklig shartlaridan
topiladilar. Masalan, (2) - dastlabki (1) - tenglamani approksimatsiya gilishi uchun

iol =1 bo‘lishi zarur. Ba’zi bir metodlarga alohida to‘xtalamiz. m=1 bulsa 1- misolda

kéralgan Eyler sxemasi hosil bo‘ladi. m=2 bo‘lganda
k, zf(ti’yi)’kZ :f(ti Ta4,7,); +b217'k1)>yz'+1 =)t T(U1k1 +02k2) ©)
metodlar majmuasini hosil gilamiz. (3) - metodlar approksimatsiyaning parametrlarini
tadqiq etamiz.
Oxirgi tengliklardan k1 va ko - larni f orgali ifodasini almashtirib

% = Glf(ti’yi)+o_2f(ti +a,t,y; +b217'f(ti=yz')) (4)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Approksimatsiya xatoligi ta’rifiga kura (3) - metodning approksimatsiyasi (4)-dan
yi -ni uj - anik yechimi bilan almashtirishdan xosil bo‘lgan

‘//i(l) = _M + O-lf(ti’ui)+ GZf(ti + aZT’ ui + bZIT : f(ti’ui )) (5)
T

ifodaga aytiladi.
u(t) va f(t,y) funksiyalarni yetarlicha silliq deb garab approksimatsiya tartibini
aniglaymiz. Buning uchun (5) - dagi barcha giymatlarni Teylor formulasi buyicha t; -

nugtada yoyib chigamiz. quyidagilarga ega bo‘lamiz.
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TETRR S

t,u

£t +ay, +byef (6,)) = F(t0)+ @y af(g;“")wﬂraf(é’ )y o,
u

(1) - ga asosan

8f 814 \ 8f 8u
ot 8u  ou 6u

o (t,u,)
ot

shuning uchun

af(;:luz) +O(T2) =

+0,b,T

AN
Ou

‘//il = _u'(ti)_%u"(ti)+O(T2)+Ulf(ti5ui)+62f(ti9u')+62a22-

= flt)+ (0, + 0 £ty + TP Taf(’ )

>\ f(t,u)+0(r")+0,a,r

o (t,,u,) wof (t,,u,)
ou 20u

+0(z%) = —f(t;,u,)+ (0 + 0,) [ (t;,u;) + Tl(0,a, = 0.5) +(0,by, —0,5)af%’”")+]0<r2> =
u

of (t;,u;)
Ot

+0,b,T

:_f(ti’ui)[l_al+O_2]+T[(Tza2—0,5) +(0,b,,0,5)- ( )+]0( 2

Bundan ko‘rinib turibdiki, agaro, + o, =1 q|I|b olinsa, approksimatsiya tartibi birga
teng bo‘ladi. Agar bunga go‘shimcha ravishda o,a,=0,b,,=05 talab qilsak,
approksimatsiya tartibi ikkiga teng bo‘ladi. Shunday qilib, ikki bosgichli approksimatsiya
tartibi ikkiga teng bo‘lgan bir parametrli Runge-Kutt metodi borligi aniglandi.

Bu metodlar oilasini quyidagicha yozish mumkin.

y’“T i (-o)f(t,u)+of (t +ar,y. +ar- f(t,u)) (7)
Bundan o-a =05
Xususiy holda, o =1,a =0,5 bo‘lganda 3-misol kelib chigadi. o =
ikkinchi tartibli

=1bo‘lganda

l\)l»—‘

ki :f(ti’ui)’kZ :f(ti +7,; +Tk1)’yi+l =y, +0,5(k, +k,)
metod hosil bo‘ladi.
Uchinchi tartibli ikki bosgichli metod mavjud emas. Bunga ishonch hosil gilish
uchun u'=u tenglamani garash kifoY.
Approksimatsiya tartibi yugori bo‘lgan Runge-Kutt metodlari misollari bor.
Uchinchi tartibli metod:

kl zf(tiau[)skz :f(t,- +%yi +%Tk1j

k, = f(t, +1,y, —dk, +21k,)
Yin = Vs =é(k1 L4k, k).
Uchinchi tartibli metod:




yH—l y, :l(kl+3k3).
T 4

To‘rtinchi tartibli metod

k, Zf(ti’ui)’kZ :f[ti +£7yi +£k1ja

T T
ky = f(ti +ani +Ek2)a

k, = f(t, +1,y, + 1k, — 21k, +21k,),
Yin y‘:é(k1+4k3+k4).

T

To‘rtinchi tartibli metod
Runge - Kutt metodlardan ikkinchisi:

kl :f(tjsui)akz :f(ti +§’yi +§k1),

T k
ky=flt,+=, vy, +=21,
3 f(z 2 yl 2)
k, :f(ti+z-9yi+k3)5

ymr Vi _ é(k1 + 2k, +2k, +,).

Keltirilgan metodlar Runge - Kutt metodlarining xususiy hollaridir.

Runge - Kutt metodlarining yaqinlashishi.

Runge - Kutt metodlari yaginlashishi tartibi approksimatsiya tartibi bilan bir
xilligini ko‘ramiz. zj = yj - u(tj) xatolikni ganoatlantiradigan tenglamani yozamiz. Runge

- Kutt metodining tenglamasi
S Za,k (») 8)

bunda
/-1
kl(y):f(ti—i_alz-’yi—i_zrblj.kj(y))a i:25'°'9ma (9)
Jj=1

k(y)=1,y)

(8) - tenglamaning chap tomoniga yj - ning uj+zj ifodasini quyib o‘ng tomonga
> ok, (u)
yig‘indini qo‘shib ayiramiz. :
Bu yerda
k(u)=f(t, +ar,u + iszj ki (u),l=23,..,m,

k() = £ (1), (10)
Unda (8) - tenglama
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Sy, (1)
T
bunda
l//i(l) _ M iy Zalk (Z/l) ’ (12)
T
ta’rifga ko‘ra (8), (9) -larni (1) - yechimi u-dagi approk5|mat3|ya xatoligi bo‘lib,
m—ZmMUOkWH (13)

(11) - tenglamani metodning xatollk tenglamasi sifatida garaymiz. U, i=0,1,...,
uchun bajariladi. z, =0, chunki y, =u, =u(0) aniq beriladi. (1) - tenglama chegaralangan
0<t<T vaqt oraligida yechiladi deb faraz gilamiz, shu sababli ixtiyeriy i va r uchun
t, =it <T bajariladi.

Faraz gilamiz, f(t,u) garalayotgan sohada u buyicha L konstantali Lipshits shartini
ganoatlantirsin. Shu faraz bilan avval v® ni, undan so‘ng zj - ni baholaymiz. (9) va (10)
- ifodalardan va farazdan

e, () = @) =1ty + a3+ 3 by k() = £+, + Y gy ()] <

JA=23....m,
k,(¥) =k, (w)| < L-|y,

r =l )~k j=12m
blj‘ , q:L‘yi_ui‘ (14)

-1
< Ly, —u|+ D bk,
=

b= max
2<1<m 1< j<1-1

belgilashdan so‘ng oldingi tengsizlikka asosan

/-1
7 < LbZ‘ﬂ”j +q,0=23,.,m,1 <q,

J=1

yoki
/
o SLbY w;+q,0=0,,..m-1r,=0. (15)
Jj=1
1 - lemma
(15) - tengsizlikdan L-b-7 ¢ 0 bo‘lganda
n<plqi=12,.,m, (16)
tengsizlik hosil bo‘ladi, bunda p =1+ Lbz
Isbot.

I = 1 dagi (16) - baho i = 0 dagi (15) - baho bilan bir xildir. Faraz gilamiz (16) -
tengsizlik i=1,2,....k uchun bajarilgan bulsin. Uning i=k+1 uchun urinli ekanligini
kursatamiz.

(15) dan i=k uchun

k
Ty < bZsz +q

J=1
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tengsizlikka egamiz. Induksiyaning faraziga ko‘ra
r; < pj_lq,j =12,....k,

bundan
k

k J—

i S LB 7 +10g = (Lbr 2= g = g
j=1 P~

Shuni isbot qilish talab gilingan edi.

Endi ® funksiyani baholaymiz. (14) va (16) dan

(2) < j;:

Vi
i-1

m
i1 m—1
oln|<ogd . p” <o-q-m-p",
i=1

bunda
o =max|o;|,p =1+ Lbrbr=L|z;| (17)
1<i<m

Shunday qilib | zj | xatolikning usishi bilan |y?| kattalik xatolikning birinchi
darajasidan tez o‘smasligi ma’lum bo‘ldi. Endi z, = y, —u, Xatolikni baholaymiz. (11) -

tenglamadan
(2)

L=ty + T‘//i(l)’
tenglikka egamiz. Bundan (17) - ni inobatga olib
24| <A+ |z | + oy i=04,..., (18)
bunda
o =a(t)=oLm(1+ LbrB™™ (19)

r—>0,a(r)>olm ekanligi  Kko‘rinib  turibdi. Agar <z, bo‘lsa, unda

o(z) < aLme"™ ™™ ya'ni o(r) ning r buyicha tekis chegaralanganligi ko‘rinib turibdi.
r, Sifatida go‘pol ravishda T ni olish mumkin.
(18) - tengsizlikdan

2, < (1 +az) |z, + Z(;T(l +ar) |y (20)
J=

kelib chigadi. Buni induksiya metodi bilan ko‘rsatish mumkin. (20) — bahoni go‘polroq
baholab z, =0 ekanligini hisobga olib

|2,..|< (i +1)7(1+ ar)' max

o0<j<i

wﬁ”\

o ‘

at;
S g€ max|yy’|s

o<j<i

bunda t, =iz <T bahoni hosil gilamiz.
Shunday qilib quyidagi teoremani isbot gildik.

Teorema. Faraz gilamiz (1) - tenglamaning o‘ng tomonini f(t,u) u buyicha Lipshits
shartini ganoatlantirsin. W_?) (12)-ga muvofiq aniglangan (2) - Runge-Kutt metodining
approksimatsiya xatoligi bo‘lsin. Unda Runge-Kutt metodining i-7 <T bo‘lgandagi
xatoligi uchun
. (21)

|yi —u(t, )| <Te” max ‘l/fﬁ'l)

0<j<i-1

bunda
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a=oclm(l+ LbtH 0= ]rpkax‘ak‘,

b= max ‘bkj‘
2<k<m I<i<k-1
baho o‘rinlidir.
Natija. Agar Runge-Kutt metodi (1)- tenglamani approksimatsiya gilsa unda u,
7 — 0 da yaqginlashadi, undan tashqgari metod xatoligi tartibi approksimatsiya tartibi bilan
bir xil bo‘ladi.
Isboti. (21) - dan va «(r)- ning tekis chegaralanganligidan kelib chigadi.

Oddiy differensial tenglamalar uchun Koshi masalasini yechishning sonli
metodlari. Ko‘p qadamli ayirmali metodlar.

1) Metodlar tavsifi.

du .
a_f(t,u), t>0, u(0)=u (1)

Koshi masalasini yechish uchun doimiy z ¢ 0,  qadamli @, ={t, =i-zi=01,...}
to‘rni aniglaymiz.
Yi = y(ti )’fi = f(ti!yi)
orqali @, to‘rda aniglangan funksiyalarni belgilaymiz.
Chizigli m- gadamli ayirmali metod deb,

Y, +...+a, Yin

=b, - f,+b - f,+..+b, f_ ,i=mm+1,.. (2)
T

ayirmali tenglamalar sistemasiga aytiladi.
(2) - tenglamani y, = y(¢,) yangi giymatni oldin aniglangan y, ,,y,,.... qiymatlar
orgali ifodalangan rekkurent munosabat sifatida garash kerak.
Hisoblash i=m, ya’ni
A Yy T Yoy ALY :bo fm + blf
T

+...+Db, f,,

m-1
tenglamadan boshlanadi.

Bundan ko‘rinadiki, hisoblashni boshlash uchun m- ta y,,y,,...,y, , boshlangich
giymatlarni berish lozim. y, =u, ya’'ni Koshi masalasidan aniglanadi. y,.»,,....»,.,

giymatlar berilgan deb faraz gilamiz. (2) - tenglamadan ko‘rinib turibdiki, ko‘p qadamli
ayirmali metodlarda Runge-Kutt metodlaridan o‘ng tomoni fagat », to‘rning nuqtalarida

hisoblanishi bilan farg giladi.
(2) - metod b, =0 bo‘lganda oshkor deb aytiladi. Bunda y, dastlabki y,,y,,...,y,,

giymatlar orgali oshkor ifodalanadi. b, = 0 bo‘lgan metod oshkormas deb aytiladi. Bunday
xolda y,- topish uchun

a
70 Yi — bo f(ti Yi ) - F[yi—llyi—Z""’yi—m ]’
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bunda
A a
F [yi—liyi—Z""’yi—m ] = Z(bk Yik — 7k Yik),
k=0

chizigsiz tenglamani yechish kerak.

Odatda bu tenglamani Nyuton metodi yordamida yechadilar. Bunda boshlang‘ich
yaqinlashish ,? sifatida y,, giymat olinadi. (2) - tenglamaning koeffitsiyentlari umumiy
ko‘paytuvchi bilan farq giladi. Bu erkinlikdan qutilish uchun

b, =1, ©)

deb talab gilamiz. Bu (2) - ayirmali sxemaning o‘ng tomoni (1) - differensial
tenglamaning o‘ng tomonini appoksimatsiyalaydi demakdir.
Hisoblash amalyotida (2) - metodning xususiy holi bo‘lgan Adams metodi ko‘p
targalgan. Bunda u'(t) hosila ikkita ¢ vaz, , nuqtalar orgali approksimatsiya gilinadi, ya’ni
a,=-a,=la, =0,k=23,..,m,
shunday qilib Adams metodi

= Yoo = zbk fi—k (4)
T k=0

ko‘rinishda bo‘ladi. 5, =0bo‘lganda Adams metodi oshkor, aks holda oshkormas deb
aytiladi. (2) - ayirmali sxemalarni o‘rganishda eng avval «,,b, koeffitsiyentlarning
approksimatsiya xatoligiga ta’sirini tekshiramiz, undan so‘ng bir biriga bog‘lik bo‘lgan
turg‘unlik va yaqginlashishi masalalarini tadqiq etamiz.

2) Ko‘p gadamli ayirmali metodlarning approksimatsiya xatoligi.
(2) - ayirmali sxemaning approksimatsiya xatoligi yoki bog‘lanishsizligi deb,

_Z_ul k +Zb f(tl kUi k) (5)

k=0 T
funksiyaga aytiladi. Bu (2) - tenglamaga (1) - tenglamanlng anig yechimi u(t) ni quyganda
hosil bo‘ladi. Approksimatsiya xatoligi tartibining «,,b,,k=0.1,..m Kkoeffitsiyentlarni
tanlashga bog‘ligligi masasasini o‘rganamiz.
Bunda barcha funksiyalar kerakli tartibli hosilaga ega deb hisoblaymiz
u,_, =u(t, —kr) funksiyalarni ¢ =+ nuqtalar atrofida Teylor gatoriga yoyib

u, :Zp:( - kﬂ'lu(l)(ti) +O(Tp+1)

p-1 7 U]
(ot ) = —ker=S k“(” 0@ ) k=12,

1=0

munosabatlarni hosil gilamiz.
Bu yoyilmalarni (5) - ga quyib,

r'u(') I (I+1) m m
-3 a0 S ST o) =3 S

k=0 T 1=0

(—k)'u'(t,)

_k
T [/

)+




P & — ke u®(t.
+Z(Zbk( I(I))+O(Tp)
o ko (I1-1)!
Oddiy shakl o‘zgartirilganidan so‘ng

m p.m O
Y= [ Z %]'“(ti) + Z Z {(—kT)I_l'(ak'%( + bk)'lu lt: + O<Tp)} (6)
k=0 © I =1 k =0 e

yoyilmaga kelamiz. Bundan ko‘rinadiki, agar

Zak =0 (7)
k=0
> k'ka, +1b,)=0, I=12...p (8)
k=0

shartlar bajarilsa, approksimatsiya tartibi p-ga teng bo‘ladi.
(7) va (8) - shartlar (3) - bilan birgalikda 2(m+1) ta a,a,.a,,..a,, by...b,

noma’lumlarga nisbatan p+2 ta tenglamadan iborat. Chizigli algebraik tenglamalar
sistemasini tashqil etadi. Agar (3) - shartni inobatga olsak

Zm: ka, =-1
k=1

tenglamaga ega bo‘lamiz.
Y k'(kay +1b,)=0, 1=23...p (9)
k=1

sistemani hosil gilamiz.
Bu sistema 2m noma’lumli p-ta tenglamadan ibrat, ag, bg koeffitsiyentlar

a, =—kz_1:ak,b0 =1—kz_1:bk (10)

formulalar orgali hisoblanadi. (9) sistema yechimga ega bo‘lishi uchun p <2m bo‘lishi
kerak. Bu approksimatsiya tartibi p <2m olib keladi. Shunday qilib ko‘p gadamli ayirmali

metodning xatolik tartibi p-ning eng yukorisi 2m ga teng. (4) - Adams metodlari uchun
p-tartibli (9)- approksimatsiya shartlari

1> k'™, =11=23,...p. =1- b, (11)
k=1 k=1

Bundan ko‘rinib to‘ribdiki Adamsning oshkor metodlarining eng yuqori
approksimatsiya tartibi m-ga teng. Oshkormas metodlarning eng yukori approksimatsiya
tartibi m+1 ga teng.

3) Ayirmali metodlar to‘rg‘unligi va yaqinlashishi.
2-Teorema.
Faraz gilamiz

a,q" +aq"" +..+a,,q" =0
xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari birlik doiraning ichida yoki chegarasida
joylashgan bo‘lib, chegarada karrali ildizlari bo‘lmasin. Faraz gilamiz
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If, (tu)<Ltel0,T]
bo‘lsin. Unda

a'O
TSTg-———
2, |L
bo‘lganda
a,z, +a,z. , +...+a,Z i
ofi T iy T+ 8,7, zl//i—m+¢i—m’|:m’m+1’m’
T
bu yerda
a,u. +...+a_ U
Wi = by B U) B (U )
T
va

=00ty — (L U) b (F (i) — F U )) +o+ b, (F (e, Vi) — T (i Uin))

tenglama yechimlari uchun
cr
z|<M,e OgjLaxl‘Z [+ M, Zr\z//k\ i—mm+1,.
bunda

“lal Q. M, = T e =L,

23 (ol +las o)

Okl

baho o‘rinli.
Adams metodi misollari.

F(x)=f(x,u(x)) qilib belgilaymiz. Faraz qilamiz vy.y. ,,....y. . giymatlar allagachon
ma’lum bo‘lsinlar. Unda F(x, )= f(x,,y, ) funksiya giymatlari ham ma’lum bo‘ladilar. Bu
nuqtalar oralig‘ida F(x) funksiyani Nyuton interpolyatsion ko‘phadi bilan almashtirib
tenglamani (x, x,,,) oralig'i bo‘ycha integrallaymiz. Natijada Adams metodi hosil

bo‘ladi.

n+l

Nazorat savollar:

Eyler metodi approksimatsiya xatoligi tartibi nimaga teng?
Runge — Kutt metodiga misollar keltiring.

Aproksimatsiya xatoligi deb nimaga aytiladi?

Yaginlashishga ta’rif bering.

Ko‘p gadamli metod va Runge-Kutt metodi fargi nimadan iborat?

ok wnE

Adabiyotlar :
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A

2 — Ma’ruza. Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy
masalalarni yechishning sonli usullari. Differensial haydash usuli. To‘r
usuli.

Reja:
1. Sistemalarni integrallash.
2. Chegaraviy masalalarni yechish usullari.
3. Otishma metod.
4. Ayirmali metodlar.

Tayanch so‘zlar: sistemani integrallash, otishma metodi, ayirmali metod, progonka
metodi, turg‘unlik, ayirmali yechim.

Runge-Kutt metodlari EHM yordamida hisoblash uchun qulay hisoblanadi. Chunki
bu metodning quyidagi yaxshi xususiyatlari bor.

1) anigliklari yaxshi (birinchi tartiblisidan boshgalarining).

2) ular oshkor metodlardirlar, ya’ni yp+1, oldin aniglangan giymatlar orgali

ma’lum formulalar orgali oshkor ifodalanadi.

3) barcha metodlarda gadamlar o‘zgaruvchi bo‘lishi mumkin: bu, yechim tez
o‘zgaradigan joylarda gadamni kichraytirib, aks holda gqadamni katta qgilib hisoblashga
imkon beradi.

4) dastlabki hisoblashda to‘rni tanlab, y, =4 ni Dberib, hisoblashni oldindan

ma’lum bo‘lgan formulalar yordamida bajarish mumkin.

Bu xossalar Runge-Kutt metodini EHM yordamida hisoblash uchun qulay
ekanligini ko‘rsatdi. Shu sababli bu metod yordamida sistemani yechishni garaymiz.
Umuman aytganda y va f(x,y) larni formal U va F(X,Y) larga almashtirish kifoY'.

Masalan,

u (x) = f(x,u(x),0(x))

—————————————
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9 (x) = q(x,u(x),v(x))
ikkita tenglama uchun u va ¢ larni taqribiy giymatlarini y va z orgali belgilab, Runge-
Kutt metodining to‘rtinchi tartiblisini quyidagicha yozish mumkin:

Vo = h(k +2k, + 2k, +K,)

l
L,y =1, +€ ) h(ql + 2q2 + 2q3 + q4)'

bu yerda
kl = f(zn’yn’zn) ql = g(xn’yn’zn)

k, = f(x, + -h, yn+% hkl,zn+2 ha,)

1 1 1
=g(x. +=-h, —-hk,z. +=-h
d, g(n+2 Yot K, s a,)

1 1 1
K,=f(x,+=-hy +=-hk,,z, +=-h
3 (n 2 yn 2 2 n 2 q2)

= g(X, +1 h,y, + hk2,2n+1 ha,)

K, —f(x +h, yn+hk3, n+hq3)
=9g(x, +h,y, +hk;,z, +hq,)

Ko‘pgina hisoblash programmalari shu formulalarga asoslangan.

Chegaraviy masalalar

1. Masalaning qo ‘yilishi.
Chegaraviy masala - bu

d
e = £ gttt ), 1<k < p,
dxuk(x) Ji Gesuy,u, u,) p 1)

sistemaning [a, b] kesmada bittadan ko‘p nugtasida qo‘shimcha shartlar go‘yilgan
xususiy yechimini topishdan iborat. Chegaraviy masalalarning turli bo‘lishlariga
garamasdan ular asosan birta sonli metod yordamida yechiladilar.

Chegaraviy masalalarni sonli yechishga otishma va ayirmali metodlarni
qullaydilar. Otishma metodi, bu chegaraviy masalani shu sistema uchun Koshi masalasiga
olib kelishdan iborat.

Ayirmali metodda esa chegaraviy masala, tartibi juda katta bo‘lgan algebraik
tenglamalar sistemasiga olib kelinadi (noma’lumlar to‘r nuqtalaridagi yechimning
giymatlaridan iborat).

Masala chiziglimas bo‘lgan holda har ikkala metod ham iteratsion metoddan
iborat.

2. Otishma metodi. Bu chegaraviy masalani xuddi o‘sha sistema uchun Koshi
masalasiga keltirishdan iborat.

Bu metodni chegaraviy shartlari yetarlicha umumiy bo‘lgan ikkita

u'(x) = f(x,u,9),%(x)=q(x,u,9,a<x<b

—————————————
25




p(u(a), 9(a)) =0,y (u(b), 9(b)) =0
differensial tenglamalar sistemasi misolida garaymiz. u(a) = n ixtiyoriy giymatni tanlab
olib ¢(n,%(a)) =0 chap shartni algebraik tenglama sifatida garab uni ganoatlantiradigan
9(a) = £(n) gqiymatni topamiz.
u(@) =n,%a) =< giymatlarni (2) sistemaga Koshi masalasining boshlang‘ich
shartlari sifatida garab, Koshi masalasini istalgan sonli metod yordamida yechamiz. &
giymat shunday tanlanganki topilgan yechim chap chegaraviy shartni ganoatlantiradi.

Ammo bu yechim o‘ng chegaraviy shartni ganoatlantirmaydi, uni o‘ng chegaraviy
shartning chap tomonini » -ning funksiyasi sifatida garasak:

w (1) =y (u(b;n), 3(b;77))
umuman aytganda nolga aylanmaydi. Lekin, agar (;) =0 tenglamani yechsak, unda
giymat aniglanadi. Bu algebraik tenglamani istalgan sonli metod yordamida yechish
mumkin. Lekin y(;) funksiyaning har bir yangi giymatini topish (2)-sistemani sonli
yechishni talab giladi. Shu sababli, () =0 tenglama ildizini tez topadigan metodni
qullash magsadga muvofig.

Ayirmali metod; chizigli masala

Ayirmali metodni, eng sodda ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama uchun
go‘yilgan chegaraviy masala misolida gqaraymiz:
u (x)—p(x)-u(x)= f(x),a<x<b (1)
u(@) =a,u(b) =p. )
[a,b] kesamada a=xg < ¥ <...< xpN =b to‘rni garaymiz. Soddalik uchun bu turni tekis
deb hisoblaymiz. Ikkinchi tartibli hosilani yechimning to‘r nuqtalaridagi up=u(xp)
giymatlari orgali ifodalaymiz; eng sodda

" 1
u (Xn ) = F'(unﬂ - 2un +un71)

approksimatsiyadan foydalanamiz:

Bunday approksimatsiyani har bir xp; n=1,2,...,N-1, ichki nugta uchun yozish
mumkin. Agar buni (1)-tenglamadagi ikkinchi tartibli hosila urniga quysak unda
tenglama taqribiy bo‘lib, uni gidirilayetgan u(x) yechim emas, balki tagribiy y, ~u(x,)
yechim ganoatlantiradi. Bu almashtirishni bajarib, pn=p(Xn), fn=Ff(xn) belgilashlarni
gabul gilsak

y —Q+h*p)y +y  =h’-f1<n<N-1 ‘)

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu N-1 ta algebraik tenglamadan iborat bo‘lgan sistemadir.
Noma’lumlar soni N+1 ta, ya’ni noma’lumlar soni tenglamalar sonidan ko‘pdir. Ikkita
yetmaydigan tenglamani (2) chegaraviy shartlardan hosil gilamiz.

Yo=a, Yy =F (4)

(3) - algebraik sistemani yechib, taqribiy yechimni topamiz.
Bunda uchta savol tug‘iladi:

—————————————
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1) (3) — ko‘rinishdagi sistemaning yechimi mavjudmi?

2) agar yechim mavjud bo‘lsa, uni ganday topish kerak?

3) u(x) yechimga istalgancha yaqin bo‘lgan y(x) tagribiy yechimni topish iloji
bormi?

Eng avval ayirmali yechimning mavjudligini tekshiramiz.

p(x)>0 deb talab gilamiz. (1)-masala chizigli bo‘lganligi uchun, ayirmali
approksimatsiya ham chizigli bo‘ldi. Shuning uchun (3)- sistema chizigli algebraik
tenglamalar sistemasidan iborat bo‘ldi. pn>0 bo‘lganligi uchun, bu sistemaning matritsasi

diagonal elementlari absolyut giymati shu element turgan satrdagi boshga elementlar
absolyut giymatlari yig‘indisidan katta bo‘ladi. Bunday sistemaning yechimi mavjud va
yagona bo‘lishi ma’lum.

Sistemaning matritsasi uch diagonalli bo‘lganligi uchun uni progonka usuli bilan
yechish samarali.

Quyidagi teorema o‘rinli.

Teorema. Agar p(x) va f(x) ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bo‘lsalar unda
ayirmali yechim, aniq yechimga intiladi va xatolik O(h2) kabi bo*ladi.

Isbot. Teoremaning shartlaridan u(x) to‘rtinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega
ekanligi kelib chigadi.

Unda

. 1
F ' (un—l - 2un + un+1) —u (Xn) - E . h2 ' U(4) ) (gn)’xn—l < én < Xn+1

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Bundan, aniq yechim
4

u,,—Q2+0*-p)u, +u,, =h*f, +il—2-u(4)-(.§n),1SnSN—l

ayirmali tenglamani ganoatlantirishi kelib chiqgadi.
Bu tenglamadan (3) -tenglamani ayirib, zn=up-Yyn xatolikni ganoatlantiradigan
4

(2+h2'pn)'zn:Zn—l+Zn+1:+i/l_2'u(4)(§n) s I<n<N-1 (5)
z,=0, z, =0, (6)

tenglamalarni hosil gilamiz.
|lzn| maksimumga erishadigan X, nugtani tanlab olamiz; buning chegaraviy nugta

emasligi ma’lum. pp>0 shartni inobatga olib bu nugtada (5) - tenglikning chap va o‘ng
tomonlarining absalyut giymatlarini taggoslab,

(2407 p, 2|

4
+;_]_2.‘UA.(§”0}

Z,4| va

+

z

Zing) | =|Znp1

Ng+1

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Buning o‘ng tomonidagi larni

z

z

ga

ng+1 Ny

almashtirsak
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(4) .
<—i— ———— < — .Mmax- U—(X)
Pr, p(X)
tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu tengsizlik teorema tasdig‘ini isbot giladi.

Avyirmali metod; chiziglimas masala

Endi umumiyrok xolni garaymiz. Chiziglimas masalalar anchagina giyinchiliklarni
tug‘diradi.
u(x)=fxu) , w@=a , ubd)=p 1)
birinchi jins chegaraviy shartlar bilan berilgan chiziglimas, ikkinchi tartibli differansial
tenglamani garaymiz. f(x,u) ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bo‘lsin degan talabni
go‘yamiz. Unda u(x) funksiyaning to‘rtinchi tartibli hosilasi uzluksiz bo‘ladi.

M, =max-\f,| , M, =max‘u(4)(x)‘

qilib belgilaymiz.

Yuqoridagidek [a,b] kesmada tekis turni aniglab ikkinchi tartibli hosilani chekli
ayirma bilan almashtiramiz.

Unda

Vo =2V, ¥ Vya =h7 - f(x,, 9,1 <n< N -1 2
Yo=Yy =p

chiziglimas algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Ayirmali yechimning anik
yechimga yaginlashishini isbot gilamiz, buning uchun f;>m1>0 deb faraz gilamiz.

Ikkinchi hosilaning approksimatsiyasi uchun
4

u,, —2u, +u, = h? -u"(xn) + %um (&) & e (X Xi)

munosabat o‘rinli bo‘Igani uchun, anig yechim
h4
u,  —2u, +u, = hzf(xn,yn)+ﬁu(4)(§n), 1<n<N-1

Uy =, Uy = o4
ayirmali tenglamalarni ganoatlantiradi.
Bu tenglamalarni (2) - teglamalardan mos ravishda ayirib z =y —u,  xatolik

uchun
4

Z,,4 _(2+h2 ’ fn) Ly + 2,y :z_z.uu)(én) , 1sn<N-1 (3)

z,=0,z, =0

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.
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Bu yerda (f,), = _ S 2) = S5 t) X, »|z,| maksimumga erishadigan nugta

bo‘Isin. Bu nuqtada (3) munosabatni

2
(2 + h ) f;l )n() Zl’l() S Zn()—l Zn0+1

h4
= |u
12

zno_l‘ va |z

|+

tengsizlik shaklida yozamiz. rng tomondagi

h2. u(4)(§n0) h2.M
<
12(f,)  12m,

Mo

ng+1

tengsizlikni yana ham kuchaytirib

[Z00| =[24]lc < (4)
bahoni hosil gilamiz.

Bu baho, # — 0 ayirmali yechimning aniq yechimga ikkinchi tartib bilan tekis
yaqginlashishini bildiradi.

Ayirmali yechimni topish bilan shug‘ullanamiz.

(2) - sistemani iteratsiya metodi yordamida yechish mumkin. Masalan
- 2y£>+y,m h flr.30) L 1<n<N-1 ()
yo =, yN - IB
bu yerda s - iteratsiya nomerini belgilaydi. Iteratsion usulni qo‘llasak iteratsiyaning har
bir gadamida uch diagonalli chizigli tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Bu sistemani
progonka metodi yordamida yechish mumkin. (5) - iteratsiya metodining yaginlashishini
tekshiramiz.

77£ ) = yr(f) -Y,- iteratsiya xatoligi (2) -ni (5) -dan ayirishdan hosil bo‘ladigan
77n 1/ 277n + 77r(1+1 d 1< ns< N 1 (6)
=0, 77N =0

d,’ =h*f (xn,yff-“)—hz F (%0 ¥) =02 F, (%, v, )™
tenglamani ganoatlantiradi.
Bu sistemani progonka metodi yordamida yechamiz. Bu sistema uchun progonka
koeffitsiyentlarini topish rekkurent formulalarini

g =——2 =" gcn<N-2a,=0
2—a, n+1

n

s 1 s
o =@y (B —(d)) =———=-Dk-(d, )V 1<n<N-1

shaklda yozish mumkin.
Progonkaning teskari harakat formulalari

N k-1
(s) _ (s) _ 1 (s)
n =0pqMhn t Ppa =—N- ) -\d
(77 ) Mo + Bont kzzmlk'(k—l) ;p ( p) )

shaklda yoziladi.
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Bular izlanayotgan yechim bo‘ladilar. (6)-sistemaning tenglamalarini o‘ng
tomonlari uchun

(@) =a® @ =n*-m, [, )],
tengsizliklar bajariladi.
Bularni (7) ga quyib
k-1
> p=2-q7-(N-n)ns gl
k= n+1 p=1 2
bahoga ega bo‘lamiz.
Bundan
7, <a it )
bunda
=N M =L hay
q—gN h™-M, S(b a) -M,
hosil bo‘ladi.
Bu baho iteratsiya metodining
—(b a)’*-M, <1, M, = max ddt 9)
u

shart bajarilganda yaginlashishini ko‘rsatadi. Yaqinlashish chizigli ekanligi ko‘rinib
turibdi (¢ ning birinchi darajasi kabi).

(2) sistemani Nyuton metodi yordamida yechish magsadga muvofiqdir.
Tenglamalarning o‘ng tomonlarini chizigli funksiyaga almashtirib quyidagi formulalarni
yozish mumkin:

ys*l) yo A 0o<n<N,

—@+h?h), AT+ AT =0y 2y -y
1sn3N—L&§=&§:0
Bu sistemani ham progonka metodi yordamida yechish mumkin.

Nazorat savollar:
1. Sistemani integrallash deganda nima tushunasiz?
2. Chegaraviy masalani yechishning ganday usullarini bilasiz?
3. Otishma metodining g‘oyasi nimadan iborat ?
4. Ayirmali metodning mohiyati nimadan iborat ?

Adabiyotlar.

=

Samarskiy A.A. GulinA.V. Chislenniye metodi M Nauka 1989 g.
2. Kirilov V.1, Bobkov V.V., Monastirskiy P.l. Vichislitelniye metodi: v 2-x t. M.,
Nauka, 1976-1977.
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3. George A. Anastassiou and luliana F. latan. Intelligent Routines. Solving
Mathematical Analysis with Matlab, Mathcad, Mathematica and Maple. Springer-
Verlag Berlin Heidelberg, 2013- 592r.

4. Brain R. Hunt, Ronald I. Lipsman, Jonatahan M. Rosenberg. A Gulde to
MATLAB for Beginners and Experienced Users. Cambridge University
Press.2008.

5. V.A. Oxorzin Prikladnaya matematika v sisteme MATHCAD: Uchebnoye

posobiye. —SPb.: “Lan”.2008.-352s.
6. V.P Dyakonov. Maple 9.5/10 v matematike, fizike i obrazovanii-M.:SOLON-
Press. 2006.-720s.

7. V.P Dyakonov. Mathematica 5/6/7. Polnoye rukovodstvo. - M.: DMK Press, 2010.
- 624 s.:

8. MATHCAD User's Guide with Reference Manual.MathSoft
Engineering&Education, Inc. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2001.-513p.

9. Maple User Manual. Maplesoft, Waterloo Maple Inc. 2012.-458p.

3 — Ma’ruza. Puasson tenglamasi uchun Dirixle ayirmali masalasining:
turg‘unligi va yaginlashishi.

Reja:

1. Puason tenglamasi uchun Dirixle ayirmali masalasi
2. Chegaraviy shartlarga nisbatan turgunlik

3. O°ng tomonga nisbatan turgunlik.

Tayanch iboralar: Puacson tenglamasi, Dirixle masalasi, ayirmali sxema,
turg‘unlik, korrektlik sxema xatoligi, sxema yaqginlashishi.

1. Chegaraviy shartlarga nisbatan turg‘unlik.
Bundan oldin G chegarali G{(x,x,), 0<x, <l,,0<Xx, <l,} to‘g‘ri to‘rtburchakda
o’u o°u
E"‘%:_f(xl’xz)l X=(X1,X2)EG (1)
Puasson tenglamasi uchun u(x) = x(x), x e T Dirixle masalasini garagan edik.
G sohada @={x, =(x,x}) i=0,1,A ,N,,=0,A ,N, |, bu yerda

x; =ih, x} = j.hz,hlzlll—l,hzzlil—zto‘r qurilib (1)- tenglamani ikkinchi tartib bilan
1 2
aproksimatsiyalaydigan
Yaii T Yaoxpii = fij s X €@
Yi = /U(X1I e )’ Xj €Y
ayirmali sxema qurilgan edi. Bu yerda @, ( to‘rning ichki nugtalari va ¥
to‘rning chegaraviy nuqtalari:

(2)
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o="{10d,x])}i=12,A N, -1,j=12,A ,N, -1}

=bon 2 b b
(2)- ayirmali sxema
Ax)y(x)= D B(x&)y(&)+F(x) xew (3)

gewl'(x)
y(x)=ulx), xey, (4)
bu yerda X=X ;€® tugun nugtalar uchun SH'(X) X, X, nugtalardan iborat x

i+1,j7 7N j+1
nugtaning atrofi

2 2 1 1

A(X) = E + E ) B(X’Xiﬂ,j ) = E ) B(X1Xj¢1): E ) F(X) = f (Xij) (5)
kanonik ko‘rinishda yoziladi.

Avvalgidek

LOO)Y(X) = AX)Y(x) = Y- B(x,£)y(€)

Sew (x)
kabi belgilab (3), (4) masalani
LX) Y(X) = F(X), Xe @, y(X) = u(x), xey (6)

ko‘rinishda yozamiz.
Bu yerda (2) masala yechimining chegaraviy 4 shartlar va f o‘ng tomon orqali

bahosi ko‘rsatiladi. Bu baho yordamida masalaning turg‘unligi ko‘rsatiladi va

h, >0,h, >0

Iy =l ) = mexly(x)-u(x)
normaning nolga intilishi ko‘rsatiladi. Shu bilan ayirmali masalaning yaginlashishi
ko‘rsatiladi. (2) masalani (6) ko‘rinishda yozib, y(x) yechimni y(X)= J(x)+y(x)
yig‘indi shaklida tasvirlaymiz.

Bu yerda Y (x)

Ly(X) =0, X e o, V(X) = ,U(X), Xey (7)
bir jinsli tenglama va bir jinslimas chegaraviy shartli tenglama yechimi, Y (x) esa
Ly(x) = F(x), Xew, y(X) =0,x ey (8)

bir jinslimas tenglama va bir jinsli chegaraviy masala yechimlarini belgilaydilar.
(6)- tenglama uchun maksimum prinsipining barcha shartlari bajariladi. Shu sababli
barcha oldingi natijalardan foydalanish mumkin. Xususiy xolda (7) masalaga 3 natijani
qo‘llab

[¥leia) < el ©)
bu yerda
”y”c(g) = ”X‘fg(w(x)‘ ”'“”c(y) = ”Qg}lﬂ(XX
bahoni hosil gilamiz.

2. O‘ng tomonga nisbatan turg‘unlik.
Fagat oldingi ma’ruzadagi Il gism natijalaridan foydalanib (8) bir jinslimas
tenglama yechimini baholab bo‘lmaydi. Ammo (8)- tenglama yechimi uchun majorantni
tuzib, undan so‘ng tagqoslash teoremasini qo‘llash mumkin. Buning uchun

—————————————
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Y () =K(1Z +12 = X% —x2) (10)
bu yerda K>0, I, va I, G to‘rtburchak tomonlarining uzunligi, funksiyani
garaymiz.
Y(X)=0,xeQ
ekanligi ravshan.
D(x) = A(X)~ > B(x¢)
Seuw (\x)
qilib belgilab
LY (x) = D()Y () + D_B(x,&)(Y () -Y($)
Sew (x)
ifodani (10)-funksiya uchun ixtiyoriy X € @ uchun xisoblaymiz. Qurilganga asosan
LY (x) = -,

W XoXy

ekanligini gayd gilamiz.
Undan tashqgari (10) funksiya uchun

X% =82_Y2=_2K
17 ax
XXy 82Y =-2K
272 ax
tengliklar o‘rinli. Shunday gilib, L(x)Y (x)=4K. Y(x) funksiyani
LY(X)=F(x), xewm, YX) =m(x),xey (11)

Bu yerda F(x)=4K va z(x)>0- (10) funksiyaning xe ¥ dagi giymati, chegaraviy
masalaning yechimi deb garash mumkin.
Agar
K=1|F
-1,

deb olsak (8), (11) masalalar uchun tagqoslash teoremasining barcha shartlari bajariladi.
Taqgoslash teoremasidan

[ < mex Y ()< K2 +1)

Bundan K uchun tanlangan qiymatni xisobga olib

|2
75 (12)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. (9), (12) baholardan va uchburchak tengsizligidan (2) -

tenglama yechimi uchun

1¥leia) =19+ ¥y < 19y + ¥l <

I +12
e Lo A 7/

baho kelib chigadi.
(13) bahodagi konstantalar h, va h, ga bog‘liq bo‘lmaganliklari uchun bu baho

ayirmali sxemaning o‘ng tomon va chegaraviy shartlarga nisbatan turg‘un ekanligini
ko‘rsatadi.

Shuning bilan (2) - masalaning to‘la korrektligini (turg‘unlik va birdan bir
yechimga ega bo‘lishlik) ko‘rsatildi. Endi ayirmali sxema xatoligini baholash va
yaginlashishni tadgiq etishga o‘tamiz.

(13)
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Zii=Yi; —u(xLi ,lej), Y. ; =12,; +U; ; ni(2) tenglamaga go‘yib
XXpi] _lpij' X; €@
2 2_ (14)
Z; = 0, X; €7
tenglamani ganoatlantirishini paygaymiz. Bu yerda  y, =u
masala yechimidagi approksimatsiya xatoligidir.
Agar u(x, X,) yechimning to‘rtinchi tartibli hosilalari chekli bo‘lsa, unda

Z.. . +7Z

X Xy,ij

+ U

% XoXpii T f; (1)

approksimatsiya xatoligi h :(hf + hj)% ga nisbatan ikkinchi tartibli kichik migdor bo‘ladi.
YA’ni h? va h} - ga bog‘liq bo‘lmagan shunday M, mavjudki
”W”c(g) = Ml(h12 + hz?) (15)
tengsizlik bajariladi.
(14) tenglama (2) ayirmali sxemadan fagat o‘ng tomoni bilan va chegaraviy

shartlari bilan farq giladi.
Shu sababli (14) masala yechimi uchun (13)- baho o‘rinli bo‘ladi, ya’ni

- 12 +12
HZHC(Q) <- 4 : HWHC(@)
Bundan va (15) - dan
2oy <M, (7 +13) (16)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu yerda M, =0,25M, (17 +1) - h va h, ga bog‘liq
bo‘lmagan doimiy son. (16)- bahodan (2)- sxemaning yaginlashishi va yaginlashishi
tartibining ikkiga tengligi kelib chigadi.

Nazorat savollar:

1. Puacson tenglamasi uchun Dirixle masalasida 2-tartib bilan
approksimatsiyalaydigan ayirmali sxema quring?

2. Ayirmali sxemaning o‘ng tomonga nisbatan, chegaraviy shartlarga nisbatan

turg“unlik ta’riflarini keltiring?

Ayirmali masala gachon korrekt qoyilgan deyiladi?

Ayirmali sxema xatoligini baholang?

Ayirmali sxema yechimini o‘ng tomon va chegaraviy funksiya orgali

baholang?

o s~ w

Adabiyotlar:

1. Samarskiy A.A, Gulin A.V. Chislenniye metodi M. Nauka 1989

2 .George A. Anastassiou and luliana F. latan. Intelligent Routines. Solving
Mathematical Analysis with Matlab,Mathcad, Mathematica and Maple.
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2013- 592r.

3.Brain R.Hunt, Ronald I.Lipsman, Jonatahan M.Rosenberg. A Gulde to
MATLAB for Beginners and Experienced Users. Cambridge University
Press.2008.
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4 .V.A. Oxorzin Prikladnaya matematika v sisteme MATHCAD: Uchebnoye
posobiye. —SPDb.: “Lan”.2008.-352s.

5. V.P Dyakonov. Maple 9.5/10 v matematike, fizike i obrazovanii-M.:SOLON-
Press. 2006.-720s.

6. V.P Dyakonov. Mathematica 5/6/7. Polnoye rukovodstvo. - M.: DMK Press,
2010. - 624 s.:

7. MATHCAD  User's  Guide  with  Reference  Manual.MathSoft
Engineering&Education,Inc. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2001.-513p.

8 . Maple User Manual. Maplesoft, Waterloo Maple Inc. 2012.-458p.

4 —ma’ruza. Giperbolik va parabolik turdagi tenglamalarini to‘r usuli bilan
yechish.
Reja:

1. Giperbolik turdagi tenglamlarni to‘r usuli bilan yechish
2. Parabolik turdagi tenglamalarini to‘r usuli bilan yechish.

Tayanch so‘zlar: Giperbola, parabola, oshkor sxema, ayirmali sxema, oshkormas
sxemalar

1. Masalaning go‘yilishi.

Quyidagi doimiy koyeffitsentli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalani garaymiz.{ 0<x<1, O<t<T } sohada

ou _ d%u
= ==+ f(x,1) (1)
a ox?
tenglamaning
u(x,0) = u, (x) (2)

boshlang‘ich shartini va
u(0,t) = £, (1), u®,t) = p(t) 3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan yechimlarni topish talab gilinadi. (1)-(3)-
tenglamaning yechimi ba’zi bir silliglik shartlari bajarilganda mavjudligi va yagonaligi
ma’lum. Ayirmali sxemalarni tadgiq etishda yechimning x va t bo‘yicha istalgancha
silliq deb faraz gilamiz.

(1), (3)-tenglama yechimi maksimum prinsipini ganoatlantiradi. Shuning uchun u
boshlang‘ich va chegaraviy shartlariga uzluksiz bog‘liq.

2. Oshkor sxema.
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Ayirmali sxemani qurish uchun, hamma vaqt erkin o‘zgaruvchilar sohasida to‘rni
aniglab shablonni, ya’ni differensial ifodani ayirmali sxemaga almashtirishda
gatnashadigan nuqgtalar to‘plamini belgilab olish kerak. x bo‘yicha h gadam bo‘yicha

w, ={x, =ih,i=0,,..,N,Nh =1},

t o‘zgaruvchi bo‘yicha r kadami bilan

o =t =nt,n=0,1,.,K,K =T}

turlarni aniglaymiz.

(x,,t,),i=0L...N,n=0,,..,K

Nugtalar @, . = @, X @, to‘rning turg‘un nugtalarini tashkil giladilar. (1-shaklga

garang)

t
m |
T
x fa fan x
* 3 1 i
_:ﬁ
0 T h T T X
1-shakl. @, , to‘ri.
l, ={0<x<1t=0},
l, ={x=0,0<t<T},
I, ={x=10<t<T},

W, . to‘rning chegaraviy nuqtalari deb aytiladi.l-shaklda chegaraviy tugun

nuqgtalar chillikchalar bilan ichki nugtalar esa doirachalar bilan belgilanadi.
Vaqt koordinatalari bir-biriga teng bo‘lgan to‘rning tugun nuqtalari katalm deb
aytiladi.
Masalan N -gadam deb (x,,t,), (X.,t, ), (X, t,,)

tugun nugtalar to‘plamiga aytiladi. o,, to‘rda aniglangan y(x, t) funksiya uchun

n+l .,n n n,.n
Yi Y Yiiq1=2Y; +Yi_
yr;:y()(n ’ti)’y{ji:%’ygx_i: 1+1 h2| 1-1 (4)

belgilashlarni gabul gilamiz.
Ayrim hollarda soddalik uchun i va n indekslarni tashlab

Y, =Y Ve = Ve, Delgilarni ishlatamiz.
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Fighur1 T
Rl Tl Ferhn %oty
) 0)
Zp b
Xph »In Tyl
xi-l’rn ‘xi«“tn lxl"' I E-n
x4t
8) 2) 1740-1

2-shakl. Ayirmali sxemalar qoliplari:

a) oshkor sxema
b) sof oshkormas sxema
V) simmetrik sxema
g) uch gatlamli sxema
(1)-tenglamani (x,,1,) nugtada approksimatsiya gilish uchun
(x,,,2,),(x,,t,),(x,,t, ) to‘rtta nuqgtadan iborat 2)-shakl, a) tasvirlangan golipni
2

garaymiz. (x,,z,) nugtada 88—7; hosilani y;; ayirmali ifoda bilan, % ikkinchi ayirmali

hosila y2, bilan almashtiramiz. f(x,t) o‘ng tomonni tagribiy ¢;' bilan almashtiramiz,

@, sifatida quyidagi ifodalardan birini olish mumkin:
Xi+1
2

f(&,g),% If(xig)dx
XL

2

t Xi+E

1 n+l 2
= [dt [f(xt)x|

hr S g

2
natijada

n+1 n n n n
Vi TV _Yira™®Yi YYie1 | n

T h2
ayirmali tenglamani hosil gilamiz.

—————————————
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Agar ¢’ — f(x,,t,),z bo‘yicha birinchi tartibli cheksiz kichik mikdor h
Bo‘yicha ikkinchi tartibli cheksiz kichik mikdorlar bo‘lsa, approksimatsiya tartibi
ham xuddi shunday bo‘ladi, ya’ni r bo‘yicha birinchi hbo‘yicha ikkinchi tartibli kichik
miqgdor bo‘ladi.

Ayirmali sxema deyilganda asosiy diferensial tenglamani ichki nuqgtalarda
approksimatsiya qgiladigan ayirmali tenglamalar oilasiga va chegara nuqtalarda esa
chegaraviy shartlarni approksimatsiya giladigan ayirmali tenglamalar oilasiga aytiladi.

Hozirgi holda ayirmali sxema

n+l .n n n,.n
Vi Yi_Yieam2Yi Vi

T h2
n=01..K-LhN=Lke=T,y; = (t,), ¥y =1, (t,),n=01...K, (6)

y’ =u,(x),i=01,...,N
ko‘rinishda bo‘ladi.

+¢i”,i =1,2,..,N -1,

Bu sxema noma’lumlar soni tenglamalar soniga teng bo‘lag n chizikli algebraik
tenglamalar sistemasidan iborat. Bu sistemani gatlamlar bo‘yicha yechish lozim.

Nol gatlamdagi yechim
yl.O =u,(x,),i =0,1,...., N
boshlang‘ich shart orgali aniglanadi.
Agar vy, i =0,1,A ,N, n-gatlamda allagachon aniglangan bo°lsa,

J/?H,y;m = yln + T(y;x,i + (Dzn)al =12,...,N -1, (7)
oshkor formula yordamida topiladi.

n+l

Yo = /11(1‘;,”r1 ):y]r<1+1 =, (1,,1)
giymatlar chegaraviy shartlar orgali aniglandilar. Shu sababli (6)-sxema oshkor
deb aytiladi.(6)-sxema xatoligi z = y!" —u(x',¢,) ayirma orqali aniglanadi.
(6)-0a y;' =z —u(x;,t,) niqo‘yib xatolik uchun
n+l _n n
A A
T h2
i 21,2,..., N —1,n :O,l,..., K _1,hN :1,kT :T, (8)
z) =25, =0,n=12,..,K,z’=0,i=01,...,N,
bunda ' =-ul, +ug;+¢" (6) -ayirmali sxemaning (1)-(3)-tenglama
yechimidagi approksimatsiya xatoligi, " =0(z +h?). (8)-tenglama yechimi z/' ni y
orgali baholab (6) sxemani z bo‘yicha birinchi tartibli h -bo‘yicha ikkinchi tartibli
yaginlashishini ko‘rsatish mumkin. Buni biz keyinroq amalga oshiramiz.
Bu yerda biz (6)-sxema misolida doimiy koyefitsentli tenglamalar uchun ayirmali
sxemalarni tadqiq etishning keng targalgan metodi bo‘lgan garmonikalar metodi

Z 27047
[ -1 n Win’
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yordamida yaqginlashish va turg‘unlikning zaruriy shartlarini keltirib chigaramiz. (6)-
sxemaning 7 <0,5h? shart bajarilganda go‘llash mumkinligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun

n+1

Vit ZYi _Yia—2Yi+Yia g
r h? ©)
(5)-ga mos bir jinsli tenglamani garaymiz.
(9)-tenglamaning hususiy yechimlarini
Yi(p)=q"N"" (10)
ko‘rinishda gidiramiz.
Bu yerda i-mavhum birlik ¢ -ixtiyoriy hagiqiy son, g aniglash zarur bo‘lgan doimiy
son. (10)-ni (9)-ga qo‘yib va A" -ga gisqartirib
q-1 __ phe _p4p e
T h? (11)
munosobatni hosil gilamiz, bundan
q =1—4ysin2h7"’,y =5
hosil bo‘ladi.
(10)-yechimlarga mos boshlang‘ich shartlar yjo. (@) =N"? chegaralangan.

Agar g modul bo‘yicha 1 dan katta bo‘lsa,unda (10)-yechim » — o usadi. Bu
holda (9)-ayirmali sxema turg‘un emas deb aytiladi, chunki bu holda yechimning
boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘liklik sharti buziladi.

Agar |¢| <1 bo‘lsa, barcha hagiqgiy z-lar uchun, (10)-ko‘rinishli yechimlar ixtiyoriy
n-uchun chegaralangan bo‘ladi. Unda (9)-ayirmali sxema turg‘un deyiladi.

(6)-masala turg‘unmas bo‘lgan holda uning yechimini (7)-formula bo‘yicha topish
mumkin bo‘lmaydi, chunki hisoblashning boshida yo‘l go‘yilgan xatolik (masalan,
yaxlitlash xatoligi) chegarasiz o‘sib boradi.

(9)-tenglama uchun |g/<1 tengsizlik » =05 ulgandagina va fakat shundagina

barcha ¢ - lar uchun bajariladi. Shunday qilib (6)-sxemadan z<0,54° bo‘lganda

foydalanish mumkin bo‘ladi. Vaqt va fazoviy koordinatalar bo‘yicha gadamlar nisbatiga
go‘yiladigan shartlarda turg‘un bo‘lgan sxemalar shartli turg‘un sxema deb aytiladi.

Shuning uchun (6)-sxema shartli turg‘un bo‘lib, turg‘unlik sharti hiz <0,5 ko‘rinishdadir.

Shartli turgun sxemalar parabolik tenglamalar uchun kam go‘yiladi, chunki ular
vaqt bo‘yicha gadamga katta shart qo‘yadilar. Hagigatdan ham, faraz gilamiz, masalan

h=10" bo‘lsin. Unda r<0,5" bo‘lishi kerak. y; hisoblash uchun vagt bo‘yicha

gadamlar soni n=7">2x10* bo‘lishi kerak. Keyingi punktlarda, bu kamchilikdan holi
bo‘lgan oshkormas metodlar hagida so‘z boradi. Ular ixtiyoriy h va z uchun
turg‘undirlar. Bunday sxemalar absolyut turg‘un deb aytiladi.

3.0shkormas sxemalar.

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun sof oshkormas sxema deb,
(Xi ’tn )l(xiil’tnﬂ )!(Xi 'tn+1)
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golipdan foydalanadigan ayirmali sxemaga aytiladi. (2-shakl )

n+1

Yi

n+1 n+1

-y _ yin;i1 -2y T+ Yy
T h?
n+1

yO = lul(tm—l)’ y:rl = 1”2 (tn+1)’ n= 0’1 !!!! K _1! yIO = uO(Xi )l I = Ovl 1111 N (12)

+o"i=12..,N-1,n=01..,K-1

Bundan
@ = f(x,t )+0(z +h?)
bo‘lganda Sxema ¢ bo‘yicha birinchi tartibli h bo‘yicha esa ikkinchi tartibli

approksimatsiyaga ega. (12)-sistema yechimi oshkor sxemadagi kabi n=1 dan boshlab
gatlamma-gatlam topiladi. Ammo oshkor sxemadan fargli ma’lum y orgali y™* topish

uchun
Wi —A+27)y + i =-F"i=12..,N-1,

(13)

y(rJHl = lul(tn+1)’ y:rl = /u2 (tn+1)’
bu yerda y ==, F" =y +z¢, tenglamalar sistemasini yechish kerak.
Bu sistemani progonka metodi yordamida yechish mumkin, chunki progonka
metodining shartlari bajarilgan. (12)-ayirmali sxemaning turg‘unligini tadqiq qilish
uchun

n+l _ \,n n+1 n+1 n+1

yj Yi :yj+l_2yj +yj—1
T h?
ayirmali sxemaning (10) —ko‘rinishdagi hususiy yechimlarni gidiramiz.

q=(1+4 sinzhf)l,yzhiz,

munosabatni hosil gilamiz. Bundan |¢| <1 barcha ¢,h— uchun bajariladi. Shu sababli
(12)-sxema absolyut turg‘un, ekanligi ma’lum bo‘ldi. Absolyut turg‘unlik, oshkormas
sxemalarning asosiy afzalligi hisoblanadi.

To‘rning r va h gadamlar giymati turg‘unlikni ta’minlash uchun emas, balki
aniglik zaruriyatidan kelib chiggan holda aniglanadi.
Olti nugtali simmetrik sxema deb

n+1 n

I oLt i) el (14)
ayirmali sxemaga aytiladi. Bu ayirmali sxemaning boshlang‘ich va chegaraviy shartlari
(12)-sxema kabidir. Agar ¢! = f(x,,z, +0,57)+o(z> + h*) bo‘lsa bu sxema r va h bo‘yicha
ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. Bu sxema absolyut turg‘un va uni progonka
metodi yordamida yechish mumkin.

Yugorida garalgan uchta metodning umumiysi bir parametrli sxemalar oilasidan

iborat.

Ixtiyoriy hagiqiy o uchun

n+l_ _n
% = Oy;;} +(1-0) Yy + o,
i=12,..,N-Ln=04,..K -1, (15)

n+1l

yO = Iul (tn+1)’ leJrl = /u2 (tn+1)! n= 0!1 llll k _1|
y? =Uy(x),i=01..,N
sxemani garaymiz.
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Bundan o=0 bo‘lganda oshkor sxema, o=1 sof oshkormas sxema, o=1
bo‘lganda simmetrik sxema hosil bo‘ladi.

(15)-sxema (1)-(3) masala yechimidagi approksimatsiya xatoligini tadqiq qilamiz.
(15)-masala yechimini y" =u(x,t,)+z" Ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda wu(x,,z,) (1)-(3)-
masalaning anig yechimi. Unda xatolik uchun

n+1
Z:
i _ n+l
=0 Zix,i
T

i=12,..,N-1,n=01..K-1, (16)
gt =23 =0,n=01,..,K-12’=0,i=01,...,N -1,
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. (16)-dagi v to‘r funksiyasi

v, =oug; +(-og, —uf, +¢;, (17)
kabi aniglanadi va (15)-sxemaning (1)-(3)-masala yechimidagi approksimatsiya
xatoligi deb aytiladi.

w!" dagi barcha funksiyalarni (x,,z, +0,57)nuqta atrofida Teylor formulasi bo‘yicha
yoyamiz.

+(1_0')22x,i +y!,

un _ u(xiltm-l)_u(xi ’tn) _
ti - -

_u(x,t, +0,57) +¥x;,t, +0,57)(+0,57) N
T

1&x t +051)i+11%( t +051+0-r)@
2 """ T4 e Y 8

+ —
T

2
u(x,t. +057)—&x. t_ +0,57);r+;k%(i t +o,5f)%

T

3
—é&(i,tn+0,52’+9-r)r

- 8 _ &x;,t. +0,57) +0(z?),
T

. 1 . )
_ U() = 2006 )+ UK, ) _ u(x; )+u (x;)h +u (x,)h

;x,i - h2 h2 +
L on® + L ut(x +0-hht
.6 12 n
hZ
T 1 " 2_1 m 3 i \% 4
u(x;)—u'(x;)h+=u"(x)h u”(x,)h”+—u" (x, +&h)h
4 2 rf; 24 —u' (%) +Zu" (x)+0(h).
bu yerda
. du , diu
u' = u
dt dx?

Bu yoyilmalarni inobatga olsak
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yi = 0'[”” (6.t )+ %“IV (xi’tn+l):| +(1- 0')[”” (.1, )+ %uw (xitn):| -
— .t +0,57)+¢" +O0(c* )+ O(h*)
hosil bo‘ladi.
U (X, t,.,) =u (X, t, +0,57) + &(x, t, +0,52’)%+O(72);

Ut ) =u" (%t +O,51)—%u"(xi t +057)+0(c2)+0(h*)
yoyilmalardan foydalansak

2
y = a{u"(xi X, +057)+ (Xt + 0,51)% +0(z%) + r11_2u VXt )} +

2
+(1—a)[u"(xi t +05z —%l&(xitn +050)+ 0(12)+;‘—2u Vix )} -

— &t +057)+¢" +0(z*)+0(h*)
ya’'ni
p! =(U —&rp") + (0 —05)n& +2—2u V' +0(z* +h?)
tenglikga ega bo‘lamiz.
(1)-tenglama «" -#&=-f va undan kelib chigadigan «” —-& =—f" tengliklarni
inobatga olsak

2 2
w' = {(0—0,5)2'—#:—2}[&—#@” —f(x,t, +0,51—2—2 f'(x,,t, +0,57)+O(z> +h*) (18)

tenglikka ega bo‘lamiz.

Agar
o = f(x,t +0,51)+Ef"(X-,t +0,50)+0(c* +h*),oc =0 :l—h—2
' v 2 U 2 12
bo‘lsa, " =0(z* + h*) bo‘ladi. Bunday sxema yukori tartibli approksimatsiya deb
aytiladi.

Agar o =05 bo‘lib, " = f(x,,1, +0,57)+O(z*> + h*) bo‘lsa, unda (15)-sxema r va

h bo‘yicha ikkinchi tartibli approksimatsiyalaydi. & -ning boshga giymatlarida va

o = f(x,,t,,)+O(r+h*) bo‘lganda (15)-sxema r bo‘yicha birinchi va h bo‘yicha

ikkinchi approksimatsiya tartibiga ega. Agar (15)-tenglamaning ¢’ =0 bo‘lganda (10)-
ko‘rinishdagi yechimlarni gidirsak

_ 1-4y(1-o)sin® "2

1+47/asin2h7‘0 (19)

yega bo‘lamiz.
2
Agar O 2 %— Z—T bo‘lsa, barcha ¢-lar uchun |¢|<1 bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki
o >0,5 bo‘lganda barcha sxemalar absolyut turg‘un bo‘ladilar. Eng yugori tartibli

approksimatsiyaga ega bo‘lgan sxema ham absolyut turg‘undir. =0 bo‘lganda (15)-

ayirmali sxema oshkormas sxema bo‘ladi. ¥ bo‘yicha y/*' ni topish uchun

1
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n+l

oWl —A++20y) -y + oy =-Fi",i=12,...,N,
(20)

n+l n+1

Yo :lu(tnu)’ Yn :,uz(tnu)’

bunda y = hi

2 H

F' =y +(1_O-)Ty¥nx,i +70]
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. (20)-sistema progonka metodi yordamida
yechiladi. o # 0 bo‘lganda progonka metodining turg‘unlik sharti
|1+ 20y| > 2|0'|y
tengsizlikka olib kelinadi. Bu uGZyi bo‘lganda bajariladi. Oxirgi tenglik (19)-dan

(47)
kelib chigadi.

Nazorat savollar:

1. Olti nugtali simmetrik sxema ko‘rinishini yozing?

2. Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun sof oshkormas sxema ganday ayirmali
sxemaga aytiladi?

3. Ayirmali sxemaning o‘ng tomonga nisbatan, chegaraviy shartlarga nisbatan
turg“unlik ta’riflarini Keltiring?

4. Ayirmali masala gachon korrekt quyilgan deyiladi?

5. Oshkormas sxemalar xatoligini baholang?

Adabiyotlar:

1. Samarskiy A.A, Gulin A.V. Chislenniye metodi M. Nauka 1989

2. George A. Anastassiou and luliana F. latan. Intelligent Routines. Solving
Mathematical Analysis with Matlab,Mathcad, Mathematica and Maple. Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, 2013- 592r.

3. Brain R.Hunt, Ronald I.Lipsman, Jonatahan M.Rosenberg. A Gulde to MATLAB
for Beginners and Experienced Users. Cambridge University Press. 2008.

4. V.A. Oxorzin Prikladnaya matematika v sisteme MATHCAD: Uchebnoye
posobiye. —SPb.: “Lan”.2008.-352s.

5. V.P Dyakonov. Maple 9.5/10 v matematike, fizike i obrazovanii-M.:SOLON-
Pressyu2006.-720s.

6. V.P Dyakonov. Mathematica 5/6/7. Polnoye rukovodstvo. - M.: DMK Press,
2010. - 624 s.:

7. MATHCAD User's Guide with Reference Manual.MathSoft
Engineering&Education,Inc. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2001.-513p.

8. Maple User Manual. Maplesoft, Waterloo Maple Inc. 2012.-458p.
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IV. AMALIY MASHG‘ULOTLAR MAZMUNI

1-amaliy mashg‘ulot

Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli chekli ayirmali usullar, ularning
yaginlashish va turg‘unligiga misollar

Ishdan maqgsad: Maple, Mathematica, Mathcad, MatLab tizimlarda Oddiy differensial
tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli chekli ayirmali usullar, ularning yaginlashish va turg‘unligiga
tekshirish.

Masalaning qo‘yilishi: Oddiy differensial tenglamalarni yechishda ko‘p gadamli chekli ayirmali
usullar, ularning yaginlashish va turg‘unligiga tekshirish.

Uchinchi tartibli Runge-Kutta metodi. Soddalik uchun bitta tenglama uchun

d—u = f(t,u),t >0
dt
u(0) = ug
Koshi masalasini garaymiz. Masalan tenglama o‘ng tomoni sifatida

2 —
f(t,u) = t* funksiyani va boshlang‘ich shart sifatida U0 = 1 olishimiz mumkin. Odatda sonli
metod yordamida Koshi masalasini chekli soxada yechishadi. Shu sababli biz ham faraz gilamiz

tenglama O<t<T sohada yechiladi. Soddalik uchun L= 1 deb olamiz. Eyler metodida [0,T] kesmani n

T
T = — .
bo‘lakga bo‘lishadi (masalan N = 115) Natijada N gadamli ! = 0,1..n
tartibga ega bo‘lgan ti= 1 tugun nugtalar olishimiz mumkin. Odatda sonli metod yordamida

Koshi masalasini chekli sohada yechishadi. Shu sababli biz ham faraz gilamiz tenglama shartdan
foydalanib Y0 = U0
topiladi. So‘ngra J = 0-1.-n =1 gep olib

k1(x1,x2) := f(x1,x2)
k2(x1,x2) := f(x1+ 0.5t ,x2+ 0.5-7 -k1(x1,X2))
k3(x1,x2) == f(x1+ 0.5t ,x2 + 0.5t -k2(x1,x2))
k4(x1,x2) == f(xL+ 1 ,x2+ 1 -kL(X1,x2) — 2.1t -k2(x1,X2) + 2t -k3(X1,X2))
kl(tj ,yj) + 4-k3(tj ,yj) + k4(tj ,yj)
6

Yj+1 =Yjt+ -

rekurrent formulalar orgali YL:Y2--Yn g topiladi. Topilgan
grafigi quyidagicha
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t3
v(t) = —+1

Dastlabki Koshi masalasining aniq yechimi 3 bo‘lishini

ko‘rish mumkin. Xatolik funksiyasi esa 4 = Y1 ~ v(t) formula yordamida hisoblanadi. Uning
grafigi quyidagicha bo‘ladi:

‘ N
=]

T

|

15 | |

—1=10"

Approksimatsiya xatoligi i=0,1.n-1

_V(ti+1) —V(ti) . kl(ti,v(ti)) + 4-k3(ti,v(ti)) + k4(ti,v(ti))
T 6
formula yordamida hisoblanib uning grafigi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

Y=

1x10" 4] .
. |
o B -
_3x10” M | '
0 50 100 150
i
Mustaqil bajarish uchun topshiriglar
1 y'=X+y21 y(0)=0’5 16 y’=x2+0,2xy, y(0)=0,6
2 y'=2x+0,1y?, y(0)=0,2 17 y'=3x*+0,1xy, y(0)=0,2
3 y' =2x+Yy? y(0)=0,3 18 y'=x*+3xy, y(0)=0,3

—————————————
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4 y' =x*+xy, y(0)=0,2 19 y' =x*+0,1y?, y(0)=0,7
5 y'=0,2x+Yy?, y(0)=0,1 20 y' =2x*+3y?, y(0)=0,2
6 y'=x*+y, y(0)=0,4 21 y'=0,2x>+y?, y(0)=0,8
7 y' =x>+2y, y(0)=0,1 22 y'=0,3x*+0,1y*, y(0)=0,3
8 y' =xy+Vy* y(0)=0,6 23 y'=xy+0,1y?, y(0)=0,5
9 y' =x*+y?, y(0)=0,7 24 y'=0,2xy+y?, y(0)=0,4
10 y' =x*+0,2y% y(0)=0,2 25 y'=0,1xy +0,3y?, y(0)=0,2
11 y'=0,3x+Yy?% y(0)=0,4 26 y'=0,3xy+Vy%, y(0)=0,6
12 y'=0,1x+0,2y?, y(0)=0,3 27 y' =xy+0,2y?, y(0)=0,7
13 y'=x+0,3y% y(0)=0,3 28 y' =0,1x* + 2y%, y(0)=0,2
14 y' =2x"+xy, y(0)=0,5 29 y' =3x+0,1y?, y(0)=0,4
15 y'=0,1x* + 2xy, y(0)=0,8 30 y' =0,2x+3y?, y(0)=0,2

2-amaliy mashg‘ulot

Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni yechishning sonli usullar
yordamida yechish. Haydash usuli, differensial haydash usuli

Ishdan magsad: Maple, Mathematica, Mathcad, MatLab tizimlarda Oddiy differensial
tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni yechishning sonli usullar yordamida yechish. Haydash va
differensial haydash usullari orgali yechish.

Masalaning qo‘yilishi: Oddiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni
yechishning sonli usullar yordamida yechish. Haydash va differensial haydash usullari orgali yechish.

Chegaraviy masalalarni sonli yechish usullari

Misol. (Ayirmali metod).

2
w9 - pu) = 10 a<x<b
dx

u@ = A u(b) = B

chegaraviy masalani sonli yechish talab
gilingan bo‘lsin. Bu yerda p(x), f(x)
funksiyalar berilgan va ular [a,b] oralikda uzluksiz, A, B - o‘zgarmas sonlar. Masalan

p(x) =1 f(X):=2—X2 A=0 B=1 a=20 b:=1
deb olamiz. U xolda anik yechim
b-a
2 =
U(X) = X puladi. Shu maksadda [a,b] oralikni N = 10 bo‘lakea N gadam bilan bo‘lib
1= 0,1..0 tartib bilan X = h tugun nugtalarni hosil gilamiz. Ayirmali metod chegaraviy masalani

[Yi—l _(2+ hz'pi)‘Yi]+Yi+1 = h%f 1<i<n

Yo = A Yni=B
chizigli algebraik tenglamalar sistemasi bilan
almashtiradi. Bu algebraik tenglamalar sistemasini haydash usuli bilan yechib tagribiy yechimni topamiz

To‘g ri haydash
aq:=0 B1:=A

j=1,2.n-1
aj+1:=(

l

R
46
2+ h2~p(Xj)) —aj




Teskari haydash Bjet = B —h*£(x)
(2 + h2-p(xj-)) —qj

k=n-1,n-2..0

Yk = ok+1Yk+1 + Bk+1 _ 2
Anig yechimni i tugun nugtalarda ¥ = ()
formula yordamida hisoblab tagribiy yechim bilan solishtiramiz

| —————
08| .
[ 0.6k 4
vi  04f i
""" 02} .
[] | | |

Rasm 1. Aniqg yechim va tagribiy yechim grafiklari.
Tagribiy yechimning aniq yechimga intilishini (yaginlashish) kuzatish uchun 4 = ¥i — Ui
xatolik funksiyasi grafigiga murojaat gilamiz.

o
ok _
Z  Of .
— |

D ] 1 ] ]

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar

1 y"+l+2y:x 16 y"+2xy'-2y=0,6
X y'(2)=1
y(017) = 0,5 O’4y(2’3) _ yr(2,3) :1
2y()+3y'() =12
2 y _Xy +2y:X+l 17 y”+L_O,4y=2X
y(0,9)-0,5y'(0,9) =2 X
y(l, 2) =1 Y(O,G)—O,3y’(016) 2016
y'(0,9) =17
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10

11

12

13

y'+xy' +y=x+1

y(0,5)+2y'(0,5) =1
{ y'(0,8)=1,2

y'+2y'— Y_3
X
y(0,5) =2
{0’53/(0,5) -y'(0,5) =1
y'+2y' —xy =x*
y'(0,6)=0,7
{y(0,9)—0,5y’(0,9) =1

y”—y’+2—y:x+0,4
X

y(l’l) _O: 5y’(1!1) = 2
y'(L4)=4
y" =3y’ + y =1
(0,4) =2
y(0,7)+2y'(0,7)=0,7
yrl+3y(_z :1
X
y'(L,2)=1
2y(L,5)-y'(4,5)=0,5
y”—%+3y: 2%
y@®+2y'(1)=0,6
y(€,3)=1
y"+1,5y"—xy=0,5
2y(1,3)-y'(L,3)=1
y(L6)=3
y'+2xy'—y=0,4
2y(0,3)+y'(0,3) =1
y'(0,6)=2

y"—0,5xy'+y=2
y(0,4)=1,2
y(0,4)+2y'(0,7)=1,4

y'(0,8) =15
2yLD)+y'(1,) =3

y"+—y—3y:2

48

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

y”+i+0,8y=x
2X

{y(l, 7+1,2y'(,7)=2

y'(2)=1
Y
——4+Xy=2
y' =gt
y(0,8)=1,6
3y@L,)-0,5y'(L1) =1

y"+0,8y" —xy =14

y(1,8)=0,5
{2y(2,1)+ y'(2,1) =17

y”+2y'—X:l
X X
0,5y(0,9)+vy'(0,9) =1
{ y(1,2)=0,8
, Yy 2 X
y_Z+7y=§
1,5y(1,3)-Yy'(4,3)=0,6
{ 2y(1,6)=0,3
y"—0,5y"+0,5xy = 2X
y'1)=0,5
{Zy(l, 3-y(L3)=2

y"+2y'—1,5xy = 2
X

y'(0,8) =1
{y(l,l) +2y'(L,) =1
y'+2xy'-1,5=x
1,4y(L,1)+0,5y'(L,1) =2
{ y'(L,4)=2,5

y”—%+0,5y=2x

0,4y(0,2)-y'(0,2) =15
y'(0,5)=0,4

y"+0,6xy' -2y =1
y(,5)=0,6

{Zy(l 8) 0, 8y 1,8)=3

"

+——y_

y(0, 6)—13
0,5y(0,9)-1,2y'(0,9) =1




14 Y +2X7Y +y =X 29 y"—0,5x%y +2y = X?

2y(0,5)-vy'(0,5) =1 y(1,6)+0,7y'(1,6) =2
{ y(0,8)=3 { y(1,9)=0,8
15 y"—-3xy'+2y =15 30 y"—xy'+2xy =0,8
y'(0,7)=1,3 y(1,2)-0,5y'(1,2) =1
{0, SYM+y'(M) =2 { y'(1L5)=2

3-amaliy mashg‘ulot
Xususiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani yechishda sonli usullardan
foydalanish. Elliptik turdagi differensial tenglamalarni ayirmali tenglamalar bilan
approksimatsiya qilish
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Ishdan magsad: Maple, Mathematica, Mathcad, MatLab tizimlarda Xususiy differensial
tenglamalar uchun chegaraviy masalani yechishda sonli usullardan foydalanish. Elliptik turdagi
differensial tenglamalarni ayirmali tenglamalar bilan approksimatsiya qilish.

Masalaning qo‘yilishi: Xususiy differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani yechishda
sonli usullardan foydalanish. Elliptik turdagi differensial tenglamalarni ayirmali tenglamalar bilan
approksimatsiya qgilish.

Chekli ayirmali sxemalar. Ayirmali approksimatsiY.

Misol(Laplas operatorining ayirmali approksimatsiyasi)

Faraz kilamiz D:= {(x,y) : @ S X = besys d} soxada u=f(x,y) funksiyasi berilgan bo‘lsin.
Laplas operatorining ayirmali approksimatsiyasini qurish va uning xatoligini hisoblash talab gilingan

bo‘lsin. Shu magsadda misol sifatida @ == 0 b =1 ¢:= 0 d = 1 gep olib D sohani x - yo‘nalishi
b-a

bo‘yicha 1 = 10 polakga N gadam bilan va y - yo‘nalishi bo‘yicha M= 10 bo‘lakga
b-a

hy =
m  gadam bilan bo‘lib

x:=a,a+hx.b y:=c,ct+hy.dygun nugtalamni hosil gilamiz. Funksiya misoli sifatida
(2 2
u(x,y) = Sln[<X +Y)‘10} funksiyani olamiz. Laplas operatoridagi ikkinchi tartibli xususiy

hosilalarni ayirmali munosabatlar bilan almashtirib approksimatsiya xatoligi funksiyalari giymatlarini
barcha tugun nuqgtalarda hisoblaymiz.

u(x+hx,y)—2-u(x,y)+u(x—hx,y)_ d?

Rx(x, y):= ”e dxzu(x,y)
Cu(x,y+hy)=2-u(x,y)+u(x,y—hy) d?
Ry(X, y) = ( ) h(XZ ) ( ) - dyZ U(X’ y)

R(X,y)=Rx(x,y)+Ry(xY)
i=12.n-1 j=12.m-1S,,:=R(i-hx, j-hy)
max (S ) =136.593

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar

2 2
ABCD kvadratda %+%:0 Laplas tenglamasiga qo‘yilgan Dirixle masalsini

yeching. A(0;0), B(0;1),C(1;1),D(1;0) va h=0,25;

Variant

nomeri Ulg Ulge Uy Ul
1 30y 30(1—x?) 0 0
2 30y 30 cosﬁ?X 30 cosﬂ?y 30x°
3 50y(1-y?) 0 0 50sin zx
4 20y 20 20y? 50x(1— )
5 0 50x(1-x) 50y(1—y?) 50xX(1— X)
6 30sin zy 30x 30y 30x(1-x)
7 30(1-vy) 304/ 30y 30(1-X)
8 50sin zy 50/x 50y? 50sin X
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9 40y? 40 40 40sin %X
10 50y 50(1-x) 0 60x(1-x*)
11 20y? 20 20y 10x(1-x)
12 40y 40(1-X) 20y(1-y) 0

13 20cos Y 30x(1-X) 30y(1—y?) 20(1- x%)
14 30y2(1-y) 50sin 77X 0 10%*(1-X)
15 20y 20(1—x?) 30,/y(-Y) 0

16 30(1-y?) 30x 30 30

17 30 cosi%y 30x° 30y 30 cos%x
18 0 50sin 7zx 50y(1-y?) 0

19 20\/§ 20 20y? 40x(1-x)
20 50y(1-vy) 20x2(1—x?) 0 40x(1—x)
21 20sin zy 30x 30y? 20x(1-x)
22 40(1-y) 304/ 30y 40(1-x)
23 20sin zy 50X 50y? 20sin X
24 40 40 40y? 4OSin%(l— X)
25 30y? 30(1-x) 0 40x*(1—X)
26 25y? 25 25y 20x(1—x)
27 15y 15(1-x) 30y(L-vy) 0

28 30 cos%y 20x(1—x) 20y(1—y?) 30(1—x?)
29 10y?(1-y) 30sin zx 0 15x(1—x?)
30 15y 25(1— x2) 30y(-y) 0

Chegaraviy shartlarni approksimatsiya qgilish. To‘r tenglamalar sistemasini yechish. To‘r

4-amaliy mashg‘ulot

tenglamalar sistemasini yechishda iteratsion usullar
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Ishdan magqgsad: Maple, Mathematica, Mathcad, MatLab tizimlarda Chegaraviy shartlarni
approksimatsiya qilish. To‘r tenglamalar sistemasini yechish. To‘r tenglamalar sistemasini yechishda
iteratsion usullar.

Masalaning qo‘yilishi: Chegaraviy shartlarni approksimatsiya qilish. To‘r tenglamalar
sistemasini yechish. To‘r tenglamalar sistemasini yechishda iteratsion usullar.

ou  ou
X< << —_— =
{0<x<l, 0<t<T} sohada el + f(x,t)
Issiglik utkazish tenglamasini ganoatlantiruvchi va t=0 da
u(x,0) = u0(x) 0 < x<1
hamda x=0 va x=I da

U(O,t) = ].,Ll (t) va U(l,t) = p_2 (t)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin. Aniglik uchun L= 1

Ti=1f(x0)=-1 w0 =x ul (1) =t 2(1) = t+1 deh olamiz. Oshkor sxemani qurish
1

h=—

magsadida sohani x- yo*nalishi bo‘yicha N.= 3 bo‘lakga bo‘lib tugun nugtalarni N

i:=0.N Xi=ih pisohlaymiz. Oshkor sxema shartli turg‘un bo‘lganligi sababli

r=05 (r<05) tyrg‘unlik koeffitsiyentini kiritamiz. Unda t- yo‘nalishi bo‘yicha

2
bo‘linish gadami * =1h” formula yordamida hisoblanadi va bo‘lakchalar soni

K= ceﬂ(—j .
©J orqgali, tugun nugtalar n = 0..K tn = 0T formylalar yordamida hisoblanadi.

2
Ushbu tugun nugtalarda aniq yechim Yi,n = ta+ (Xi) yordamida hisoblanadi. Oshkor
sxemada taqribiy yechim gatlam bo‘yicha topiladi.
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y:= | for ie0..N
Yi,0<—UO(Xi)

for ne0..K

¥o,n < nl (tn)
YN,n<—u2(tn)
for ne0..K—-1
a<r
c«1+2r
b«r

a1« 0

B1 <« ul (tn+1)
for jel.N-1
b

C—ocj-a

(Xj+1 <

aBj+yj,ntr ~f(Xj,tn+1)

C—(xj'a

Bj+1 <

YN,n+l < 12 (tn+1)
for jeN-1.1

Yj,n+l €< 0t 1Yj+1,n+1 + Bj+1

y
Oshkor sxema xatoligi Z-= Y — Y yordamida va approksimatsiya xatoligi
1=1.N-1 n=0.K-1
Ui,n —Ui,n+l Ui+l n+1 — 22U, n+1 + Ui-1,n+1
Vi,n = + 5 + f(xi,
¢ h

yordamida hisoblanadi.

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar

G={0<x<0,6;0<t<0,01} sohada

U _0U (x,0) = £(x),u(0.0) = (1), u(0.6,0) = p ()
ot ox

. : . o 1 .
Differensial masalani to‘r metodi bilan h=0,1, & =€ bo‘lganda oshkor sxemadan foydalanib

yeching.
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Ne 1,
Ne 2.
Ne 3.
Ne 4.
Ne 5.
Ne 6.
Ne 7.
Ne 8,
Ne O,

Ne 10.
Ne 11.
Ne 12.
Ne 13.
Ne 14,
Ne 15.
Ne 16.

u(x,0)=cos2x, u(0, 1) =1-6¢, u(0,6,¢)=0,3624.
u(x,MN=x(x+1), u(0, 1) =0, u(0,6,1)=2¢+0,96.
u(x,0)=1,2+1g(x+0,4), u(0,1) =0,8+1¢, u(0,6,1)=1,2.
u(x,0)=sin2x, u(0, 1) =2¢, u(0,6,1)=0,932.
u(x,0)=3x(2—x), u(0,1) =0, u(0,6,1)=t+2,52.
u(x,0)=1-1g(x+0,4), u(0, ) =14, u(0,6,)=t+1.
u(x,0)=sin(0,55x+ 0,03), u(0, 1) =¢t+ 0,03, u(0,6,)=0,354.
u(x,0)=2x(1-x)+0,2, u(0,¢) =0,2, u(0,6,¢)=(+0,068.
u(x,0)=sinx+ 0,08, u(0, ) =0,08+ 2¢, u(0,6, 1) =0,6440.
u(x,0)=cos(2x+0,19), u(0,7) =0,932, u(0,6,¢)=0,1798.
u(x,0)=2x(x+0,2)+ 0,4, u(0, 1) =2t + 0,4, u(0,6,1)=1,36.
u(x,0)=1g(x+0,26) +1, u(0, 1) =0,415+1¢, 1u(0,6,)=0,9345.
u(x,0)=sin(x+0,45), w0, r)=0,435-21, (0,6, t)=0,8674.
u(x,0)=0,3+ x(x+0,4), u(0, 1) =0,3, u(0,6,)=6¢+0,9.
u(x,0)=(x—-0,2)(x+1)+0,2, u(0, ) =6¢, u(0,6,1)=0,84.
u(x,0)=x(0,3+2x), u(0,) =0, 2«(0,6,1¢)=6f+0,9.
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Ne 17.
Ne 18.
Ne 19.
Ne 20.
Ne 21.
Ne 22.
Ne 23.
Ne 24,
Ne 25.
Ne 26.
Ne 27.
Ne 28.
Ne 29,
Ne 30.

u(x,0) =sin (x + 0,48), u(0, £) =0,4618, (0,6, 1)=31+0,882.
u(x,0) =sin(x+ 0,02), (0, 1) =31+ 0,02, u(0,6,¢)=0,581.
u(x,0) =cos(x+0,48), u(0, 1) =62+ 0,887, u(0,6,1)=0,4713.
u(x,0) =lg(2,63— x), u(0, r) =3(0,14—1), u(0,6,1)=0,3075.
u(x,0)=15—x(1—x), u(0, 1) =3(0,5—1), u(0,6,1)=1,26.
u(x,0) =cos(x+ 0,845), u(0, ) =6(r +0,11), 1(0,6,1)=0,1205.
u(x,0)=1g(2,42+ x), (0, t) =0,3838, #(0,6, r)=6(0,08—7).
u(x,0)=0,6+ x(0,8 — x), (0, t) =0,6, 1u(0,6,7)=3(0,24+1¢).
u(x,0)=cos(x+0,66), u(0, r) =3¢+ 0,79, u(0,6, r)=0,3058.
u(x,0y=1g(1,43 + 2x), u(0, r) =0,1553, u(0,6, r)=3(z+0,14).
u(x,0)=0,9+ 2x(1—x), u(0, t) =3(0,3—2¢r), u(0,6,7)=1,38.
u(x,0)=1g(1,95+ x), u(0, ) =0,29—6¢, u(0,6,1)=0,4065.
u(x,0)=2cos(x+0,55), u(0, 1) =1,705, (0,6, )=0,817+3¢.
u(x,0)=x(1-x)+0,2, u(0, t)=0,2, u(0,6, )=2(1+0,22).
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5-amaliy mashg‘ulot
Giperbolik va parabolik turdagi tenglamalarni to‘r usuli bilan yechish. Oshkor va
oshkormas ayirmali sxemalar
Ishdan magsad: Maple, Mathematica, Mathcad, MatLab tizimlarda Giperbolik va parabolik
turdagi tenglamalarni to‘r usuli bilan yechish. Oshkor va oshkormas ayirmali sxemalar.
Masalaning qo‘yilishi: Giperbolik va parabolik turdagi tenglamalarni to‘r usuli bilan yechish.
Oshkor va oshkormas ayirmali sxemalar.

o°u

{0<x<I, 0<t<T} sohada u =—+ f(x1)
ot ox
issiglik o‘tkazish tenglamasini ganoatlantiruvchi va t=0 da
u(x,0) = u0(x) 0 < x< 1
hamda x=0 va x=I da
u(0,t) = ul (t) ud,t) = L2 (t)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin. Anilik uchun L=1T=1

_ 2 o : 2 : o .
f(x.0) = -1 uw0(x) = x" pl () =t 2 (1) = t+1" geh olamiz. Oshkor sxemani qurish magsadida
1
h = —
sohani X- yo‘nalishi bo‘yicha N=5 bo‘lakga bo‘lib tugun nugtalarni N
i:=0.N X =1h picopiaymiz. Oshkor sxema shartli turg‘un bolganligi sababli T = 0.5
2
(r<0.5) turg‘unlik koeffitsiyentini kiritamiz. Unda t- yo‘nalishi bo‘yicha bo‘linish gadami © = I*h
AT
K = ceill —
formula yordamida xisoblanadi va bo‘lakchalar soni v/ orqgali, tugun nugtalar 0 -= 0.K

— . — . 2
= 0T gormulalar yordamida hisoblanadi. Ushbu tugun nuqtalarda aniq yechim Yi.n -~ th+ (Xl)
yordamida hisoblanadi. Oshkor sxemada tagribiy yechim gatlam bo‘yicha topiladi.
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y:= | for ie0..N
yi’()<—u0(xi)
for ne0..K
¥0,n < ul (tn)
YN, n < 12 (tn)
for ne0..K -1
aer
c«—1+2r1
b«r

a1« 0

1< ul (tn+1)

for jel.N-1
b
(Xj+1<—
C—aja

aBjtyj,ntre -f(Xj,tn+1)

C—Otj'a

Bj+1 <

YN, n+l € 12 (tn+1)
for jeN-1..1

Yj,n+1 €< 4 1Yj+1,n+1 + Bj+l

y
Mustaqil bajarish uchun topshiriglar
G ={0<x<1 0<t<0,5} sohada
ou ou ou
—=—, U(x,0)=f(x),—| =®(x),u(0,t)=¢(t), u@t)=w(t
e (x,0) ()att:0 (x),u(0,t) = p(t), u@,t) = w(t)
Differensial masalani to‘r metodi bilan h=1=1 bo‘lganda oshkor sxemadan foydalanib yeching.

Ne 1. f(x)=x(x+1),D(x)=cosx, (t)=0, y(#)=2(¢ +1).
Ne 2, f(x)= xcosmx, @(x)=x(2—x), p(t) =2z, w(t)=—1.

Ne3. f(x)= cos?, D(x) = x%, (1) = 1+ 2¢, y() = 0.
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Ned. f(x)=(x+0,5)x~1), D(x)=sin(x+0,2), p(r) = 1—0,5, w(t) =3t
N5, f(x)=2x(x+1)+0,3, ®(x)=2sinx, p(r)=0,3, y() =43 +1.
Ne 6. f(x)=(x+ ﬂ,?}sin-lg—‘,tih(x]= L+ 2%, 0(f) = 0, Ww(r) = 1,2(t +1).
Ne7. f(x)=xsinmx, (x) = (x+ 1), p(t) = 2¢, w(t) = 0.

Ne 8. f(x)=3x(1-x), ©(x)=cos(x+0,5), o(f)= 21, w(t) = 0.

Ne 9. f(x)=x(2x—0,5), D(x)=cos2x, o(f) = 1, w(r) = 1,5.

Ne 10, f(x) = (x+ Dsinmx, (x) = x* + x, p(£) = 0, w()=0,5¢.
Nell. f(x)= [l—;r.)cns%,fb[x]= 2x+1,0() = 21 +1, y(t) = 0.
Ne 12, f(x)=0,5x(x+1), ®(x)= xcosx, p(r) = 22, w()=1.

Ne 13. f(x)=0,5(x* +1), ®(x) = xsin 2x, p(£) = 0,5+ 3¢, y(t) = 1.
Ne 14. f(x)=(x+ 1]31‘11%, D(x)=1-x*, o(£) = 0,5¢, w(f) = 2.

No 15. f(x) = x" cosmx, D(x) = x*(x+1), 0(t) = 0,5¢, y() =t~ 1.
Ne 16. f(x)=(1-x")cosme, D(x)=2x+0,6, (1) =1+ 0,41, w(s) 0.
Ne 17. f(x)=(x+0,5), D(x)=(x+1)sinx, o(r)=0,50,5+1), y() = 2,25.
Ne 18. f(x)=1,2x -, D(x) = (x+0,6)sinx, p(f) =0, w({) =0,2 +0,5¢.
Ne 19. f(x)=(x+0,5)(x+1), ®(x)=cos(x+0,3), o() =0.5, y(f) =3-2.
Ne 20. f(x)=0,5(x+1), ®(x)= (x+0,5)cos e, @(r)=0,5, w()=2—3¢.
No 21. f(x) = (x+ 0,4)sinmx, ®(x) = (x+ 1)*, @(t) = 0,5t, w() = 0.

Ne 22, f(x)=(2—-x)sinmx, ©(x) = (x+ 0,6)%, ()= 0,5, () = 0.

Ne 23, f(x)= xcus%, D(x)y=2x", @) =0, w( =1,
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No 24, 1(x)=(x+0.4)cos =5, D(x)=0,3(x" +1), () =04, w())=1.21.
Ne 25, f(x)=(1-x*)+ x, ®(x) = 2sin(x+0,4), o(1) =1, y(t) = (¢t +1)".
Ne 26. f(x)=0,4(x+0,5), D(x)= xsin(x+0,6), o(r) =0,1+0,5¢, w(1)=0,9.
Ne 27, f(x)= (x+0,5) cosmx, ®(x) = (x-+0,7)", () =0,5, w(r) =2-15.
Ne 28, f(x)=(x+2)(0,5x+1), m(x}=2cos(x+%),

. 9()=2,y(r)=4,5-3r.
Ne29. f(x)=(x* +1)(1-x), ®(x) =1-sinx, o() =1, w(r) = 0,5¢.

Ne30. f(x)=(x+ ﬂ,Z)sin%, ®(x) =1+ x%, p(£) = 0,68, y(t) =1,2.
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6-amaliy mashg‘ulot
Absolyut va shartli turg‘un ayirmali sxemalar
Ishdan magsad: Maple, Mathematica, Mathcad, MatLab tizimlarda Absolyut va shartli turg‘un
ayirmali sxemalar bilan ishlash.
Masalaning qo‘yilishi: Absolyut va shartli turg*un ayirmali sxemalar bilan yechish.

2 2
{0<x<l, 0<t<T} sohada 8_121 = a—l: + f(x,t) tenglamani ganoatlantiruvchi
ot®  ox

vat=0da u(x 03 u OX g U Xt ,0) O<x<| , hamda x=0 va x=I

u(0,t) = £A(t), u(l,t) = x2(t) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiya
topilsin. ~ Aniglik uchun T=1, 1=1u0(x)=x* f(x,t)=-1 lt)=t, p2(t)=t+1
deb olamiz. Oshkor sxemani qurish magsadida sohani yo‘nalishida N =10 ta bo‘lakka

bo‘lib, tugun nugtalarni h:%, i=0.N ,, x= 1 hisoblaymiz. Oshkormas sxema

shartli turgun bo‘lganligi sababli r turg‘unlik koeffitsiyentini kiritamiz. Unda yo‘nalish
bo‘yicha bo‘linish gadami 7 =rh* formula bilan topiladi va bo‘lakchalar soni

K:ceil(IJ orgali, tugun nugtalarni n=0.K = nzr kabi hisoblaymiz. Ushbu
T

tugun nugtalarda aniq yechimu, , =t, + x° formula yordamida topiladi. Oshkor sxemada
tagribiy yechim gatlam bo‘yicha topiladi.
y:=|foriel1.N-1

Vi.o < u()(xi)

2 u0(xjt1) — 2-u0(xj) + u0(xj
yj,l(_Yi,0+T'UI(Xj)+ T?.u (Xl-l-l) uh2(X1)+u (Xl 1)

for n€0..K
Yo.n< K1(tn)
YN,n¢ MZ(tn)

for ne1.K-1

e 2 — 1 ™
1l 1< 1..1

)

1
- 1

L

Yi,n+1 < (Yi,n'2 - Yi,n—l) + rz'(YiJrl,n_ 2:Yi,nt Yi—l,n)
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Oshkor sxema xatoligi z= y  yordamida va approksimatsiya xatoligi
ui,nfl - 2ui,n + ui,n+l ui+1,n B 2"’Ii,n + uifl,n

7 h?

I=1L.N-1 n=0.K-1 Win= yordamida

topiladi.

Mustagqil bajarish uchun topshiriglar

2 2
Ushbu %Uzs—zu tenglamaning 0<t<0.5, 0<x<1 tekislikdagi yechimi
X

h=0.1 gadam bilan topilsin. Boshlang‘ich va chegaraviy shartlar quyida berilgan:

Nel. u(x,0)=(L.2x? +1.1)-sin 2, u,(x,0)=0, u(0,t)=0, u(l,t)=0.

Ne2. u(x,0) = (L.1x? +1)-sin 2 , u,(x,0)=0, u(0,t)=0, u(l,t)=1.

Ne3. u(x,0)=(1.3x? +1.1)-sin 2x , u,(x,0)=0, u(0,t)=0, u(l,t)=0.

Ned. u(x,0)=[1.4x% +1.1)-sin 2x , u,(x,0) 0.

0, u0,t)=0, u(l,t)

Ne5. u(x,0) = (L5x? +1.1)-sin 2, u,(x,0)=0, u(0,t)=0, u(l,t)=0.

Ne6. h=1=0.1 kvadrat to‘rda u(x,0)=(L.5x* +1.2)-sin 2x, u,(x,0)=0.1x, u(0,t)=0,
u(l,t)=0.

Ne7. h=1=01 kvadrat to‘rda u(x,0)=(L.5x*+0.9)-e™, u(x0)=0, u(0,t)=0,
u(l,t)=2.4e™.

Ne8. u(x,0)=(x+1)-x, u,(x,0)=cosx, u(0,t)=0, u(l,t)=2(t+1).

Ne9. u(x,0)=x*-0.5x-0.5, u,(x,0)=sin(x+0.2), u(0,t)=t-0.5, u(l,t)=3t.

Nel0. u(x,0)=—3x* +3x, u,(x,0)=cos(x+0.5), u(0,t)=2t, u(l,t)=0.

Nell. u(x,0)=05-(x?+1), u,(x,0)=xsin 2x, u(0,t)=05+3t, u(l,t)=1.

Nel2. u(x,0)=x-cosz , u,(x,0)=(x+1)°, u(©t)=2t, u(l,t)=0.

Nel3. u(x,0)=(x+1)-sin zx , u,(x,0)=x*>+x, u(0,t)=0, u(l,t)=0.5t.

Nel4. u(x,0)=0.5x-(x+1), u,(x,0)=xsin x, u(0,t)=2t>, u(l,t)=1.

Nel5. u(x,O)=(x+l)-cos(%J, 0 (x0) =1 x* , u(0,t)=05t, ul.t)=2.
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Nel6. u(x0)=(1—x2)-sin 2 , u,(x0)=2x+08, u(0,t)=1+05t, u(l,t)=0.
Nel7. u(x0)=(x+05) , u,(x0)=(x+1)-cosx, u(0,t)=05-(05+t), ufl,t)=3.
Nel8. u(x0)=x-(2x—05), u,(x0)=si 2x, uO,t)=t?, u(l,t)=18.

Nel9. u(x,0)=(x+0.6)-(x+0.5), u,(x0)=sin(x+0.3), u(0,t)=05, u(l,t)=3-2t.

Ne20. u(x,0)=(2—x)-coszx , u,(x,0)=(x+0.8)* , u(0,t)=05t, u(l,t)=0.

Ne21. u(x,O):(x+O.6)-sin%, u,(x,0)=0.3-(x* +1), u(0,t)=05, u(l,t)=1.2t.

Ne22. u(x,0)

(x+0.1)-(0.5x+1), ut(x,O):Zsin(x+%j, u(0,t)=2, u(l,t)=45-3t.

Ne23. u(x,O):(x+0.5)-cos%, u, (x,0)=13-(x*+1), u(0,t)=05, u(l,t)=1.2t.

Ne24. u(x,0)=(x* +0.6)-(1—x), u,(x,0)=1-cosx, u(0,t)=1, u(l,t)=0.5t.

Ne25. u(x,0) = (x? +0.6)-sin 2, u,(x0)=(x+0.3) , u(0,t)=05, u(l,t)=2t—1.
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V. GLOSSARIY

TVD (total variation dimension) to‘la variatsiyaning o‘smasligi —funksiya to‘la variatsiyasi
o‘smasligini ta’minlovchi sxema

ENO(essentially nonoscillatory)- o‘ta ossilyatsiyalanmaydigan

WENO (weighted essentially nonoscillatory)- yugori tartibli osilyatsiyalanmaydigan sxema

MUSCL monotone upstream schems for conservation laws -saglanish gonun uchun monoton

chap ayirmali sxema

Umumlashgan yechim- integral tenglama shaklda yozilgan tenglamani ganoatlantiruvchi

yechim.

Iteratsion metod — yechimga ketma—ket yaginlashish usuli;

To‘r — tartiblashgan nugtalar to‘plami;

To‘r funksiya —tartiblashgan nugtalar to‘plamida aniglangan funksiyaning giymatlari;

To‘r tenglama — to‘rning nuqgtalarida noma’lumlarni giymati gatnashadigan tenglamalar;

Turg‘unlik —yechimning boshlang‘ich berilganlarga uzluksiz bog‘liqligi;

Spektr radius — matritsa xos sonlarining eng kattasi;

O‘tish matritsasi — iteratsion ketma—ketlikda bir gadamdan ikkinchi gadamga o‘tishda
kupaytiriladigan matritsa;

Diskret masala — tugun nugtalarda yechimni topish hagidagi masala;

Approksimatsiya — yaginlashtirish.

Gibrid sxema —masala garalayotgan sohaning turli gismida turlicha o‘zgaradigan sxema.

Konservativ sxema- saglanish gonunini approksimatsiya giliuvchi sxema.

Shock-capturing methods (skvoznogo scheta) — butun soha bo‘yicha sonli yechimni bitta

sxema bo‘yicha hisoblash.

Algoritm ijrochisi- ma’lum hisoblashlarni amalga oshira oladigan inson yoki avtomat
(xususan kompyuter protsessori).

Amaliy dastur- berilgan muammo doirasida biror masalaning yechimini topishga
mo‘ljallangan har ganday dastur.

Amaliy dasturlar paketi- muayyan soha masalalarini yechishga mo‘ljallangan, maxsus
tarzda jamlangan dasturiy ta’minot majmuasi

Audioilovalar. Tovushli fayllarni o‘quvchi qurilmalar — ragamli tovushlar bilan ishlovchi
dasturlar.

Axborot — (lat. Informatio— tushuntirish, baén qilish) — shartli belgilar érdamida shaxslar,
predmetlar, dalillar, vogealar, hodisalar va jaraénlar hagida, ularni tasvirlash shaklidan qat’iy nazar
uzatiladigan va saglanadigan ma’lumotlar.

Vebkamera - kompyuterlararo videotasvirlarni uzatuvchi qurilmadir.

Videoanjuman — turli geografik manzillardagi foydalanuvchi guruhlari orasida ragamli
videoézuv éki oqimli video ko‘rinishida ma’lumotlarni almashinish asosida yig‘ilish va
munozaralar o‘tkazish jaraéni.

Videoilovalar — harakatlanuvchi tasvirlar ishlab chigish texnologiyasi va namoyishi.

Virtual auditoriya — o‘quv jaraénining o‘qituvchisi va boshgaruvchisining maslahatini olish
uchun tarmoq texnologiyasi érdamida turli geografik joylarda yashaétgan talabalarni birlashtirish.

Virtual laboratoriya — o‘rganilaétgan haqigiy obyektlarda bo‘laétgan jaraénlarni kompyuter
imitatsiyasi orgali taqdim etish va masofaviy kirish imkoniyatiga ega bo‘lgan dasturiy majmua.

Virtual (voge’lik)hagiqgiylik — o‘rganishga mo‘ljallangan murakkab jaraénlarda bo‘ladigan
hodisalarni audiovideo tizimi orgali o‘quvchi tassavuridagi mavhum ko‘rinishi.

Global tarmoq — mintagaviy (qit’alardagi) kompyuterlarni o‘zida birlashtirish imkoniga ega
bo‘lgan tarmog.

Interaktiv o‘quv kurslari — o‘zaro mulogot asosiga qurilgan vositalardan foydalanib tuzilgan
kurslar.

Internet — yagona standart asosida faoliyat ko‘rsatuvchi jahon global kompyuter tarmog*i.

Iteratsion sikl- takrorlanish soni oldindan noma’lum bo‘lgan sikl shakli.
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Keys-texnologiya — masofaviy o‘qitishni tashkil gilishning shunday uslubiki, masofaviy
ta’limda matnli, audiovizual va multimediali (keys) o‘quv uslubiy materiallar majmuasi qo‘llanishga
asoslanadi.

Masofaviy ta’lim (MT) — ta’limni masofaviy o‘qitish usul va vositalari orgali tashkil gilish
shakili.

Massiv- bitta nom bilan berilgan va soni cheklangan bir xil tipdagi elementlar to‘plami.
Elementning o‘rni massivda uning indeksi bilan bir giymatli aniglanadi.

Pedagogik axborot texnologiyalari — kompyuter, tarmoq texnologiyasi va didaktik vositalarni
foydalanishga asoslangan texnologiyalar.

Provayder (provider) - kompyuterlarning tarmoqgga ulanish va axborot almashishini tashkil
giladigan tashkilot.

Ta’lim jarayonini masofaviy o‘qitish texnologiyasi — zamonaviy axborot va kommunikatsiya
texnologiyalaridan foydalanib o‘quv jarayonini masofadan turib ta’minlaydigan o‘qitish usuli va
vositalari hamda o‘quv jarayonlarini boshgarish majmui.

Ta’lim magsadi — tizimlashtirilgan bilim, ko‘nikma va malakalarni o‘zlashtirish, faollik va
mustaqillikni rivojlantirish, butun dunéqarashni shakllantirish va rivojlantirish.

Ta’limning kompyuter texnologiyasi - kompyuter texnikasi, kommunikatsiya vositalari,
shuningdek, axborotlarni ifodalash, uzatish va yig‘ish, bilish faoliyatini nazorat gilish va boshqarishni
tashkil etish bo‘yicha o‘qituvchining vazifalarini modellashtiruvchi interaktiv dasturiy mahsulotlar
asosida pedagogik sharotini yaratishning metod, shakl va vositalari majmui.

Animatsiya — multimediali texnologiya; tasvirning harakatlanayotganligini ifodalash uchun
tasvirlarning ketma-ket namoyishi.

Matematik model- obyektning muhim xossalarini tafsiflovchi matematik munosabatlar
(formula, tenglama, tengsizlik va h.k.) tizimi.

Oraliq test sinovi — ta’lim jaraénida bilimlarni nazorat qilish shakli.

Sun’iy intellekt (artifical intelligence) - inson intellektining ba’zi xususiyatlarini o‘zida
mujassamlashtirgan avtomatik va avtomatlashtirilgan tizimlar majmausi.

Taqgdimot/prezentatsiyalar (ing. presentation) — audiovizual vositalardan foydalanib
ko‘rgazmali shaklda ma’lumot tagdim etish shakli.
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