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. Kupum
Hactyp VY36ekucton Pecnybmukacuauar 2020 #wun 23 ceHTs0pna

Tacgukaanran  “TasamM  Tyrpucupa’tu Konynu, Y3s6ekucron PecryGmnukacu
Tpesunenturunr 2017 iinn 7 despangaru “Y36ekucton Pecry6InKacunay sHaIa
PUBOXIIAHTHpUII Oyiinya Xapakatiap crparerusicd tyrpucuga’tu 11d-4947-con,
2019 #un 9 wurongaru “MartemaTuka TabIMMH Ba (aHmapuHU sSHAIA
PUBOXKJIAHTUPHUIIIHA  JaBlaT TOMOHHUAAH  KYyJIaO-KyBBaTjall, UIYHUHIJIEK,
V36ekucron PecnyOnukacu @annap akagemusicuHuHr B.M. PomanoBckuit
HOMHUAArd MaremaTrka HMHCTUTYTH (DAOTUATHHU TyOJaH TaKOMUJUIAIITUPHIL
yopa-tagoupnapu tyrpucuna’tu [1K-4387-con, 2019 itun 27 aBryctnaru “Omnuit
TabJIMM Myaccacanapu pax0ap Ba Menaror KaJpJapuHHUHT Y3JTyKCU3 MallaKaCHUHU
OLIMpUII TU3UMHUHH KOopuil sTUml TyfFpucuaa’tu I[ID-5789-con, 2019 itmn
8 okTs6pnary “Y36ekucTon Pecy6ankacu onumii TabauM TH3uMuEK 2030 finnrada
PUBOXIIAHTUPUII KOHIENIUACUHU TacAukiam tyrpucuaa’ i [1d-5847-con, 2020
Wun 7 maiinaru “maTteMaTuKa COXAcHAArd TabjiuM CU(ATUHU OIIMPHUII Ba WIMUMA-
TaJIKUKOTJIAPHU PUBOKJIAHTUPHUIN Yopa-Taaoupiapu Tyrpucunaa’tu [1d-4708-con
m DapMoHmapy xamaa Y30ekucToH Pecrny6nmkacu Basuprmap MaxkaMacHHHHT
2019 #un 23 cenrsaOpmaru “Onuii TabIUM Myaccacajapu pax0ap Ba Iemaror
KAJIPJIAPUHAHT MAJAaKaCMHU OLIMPUII THU3UMUHU $HAJa TaKOMUJUIAIUTHPHIL
Oyinua Kymmmua uvopa-Tanbupnap Tyrpucuga’tu 797-connu Kapopnapuna
OenrmiIaHraH yCTyBOp Basudanap Ma3sMyHHJAaH KEeIu0 YMKKAH XOJiJa TY3WJIraH
Oynub, y onui TaBJIUM MyaccacajapH Ienaror KaJpJapuHUHT KacO MaxopaTu
XaMJla HWHHOBAllMOH KOMIIETCHTJINTMHA PHUBOXJIAHTUPHIL, COXara OWJ WIIFOp
XOPWKHUI TaxkpuOanap, sSSHrM OWJIMM Ba MajakajJapHHU Y3JIaIITHUPHUIL, ITYHUHTACK
aManuérra )KOpUi 3TUIL KYHUKMAIAPUHU TAKOMUJUIAIITUPUIIIHU MaKCal KAJIa 1.
Jlactyp moupacuma Gepunaérran MaB3yjap TabJIMM COXacu OYWHWYa Temaaror
KaJpJlapHu KaiiTa Tail€piamr Ba MajlakaCUHU OIIMPHUII Ma3MyHH, cudaTéd Ba
yJIapHUHT Tai€prapiaurura KyWWjJaauraH yMyMHH Majaka Tajga0iapu Ba YKyB
pexanapu acocua MIAKIUIAHTUPWITaH OYnu0, YHMHT Ma3MyHHU KPEIUT MOy
TU3UMHU Ba VKYB >KapaHWHM TAIIKWAJ 3THUIL, UJIMUM Ba MHHOBALMOH (hAOJIUSTHU
PUBOKJIAHTUPUIIL, TEJTarOTHUHT KacOUi MpOPECCHOHAIITUTMHY OLUIUPHUILL, TabIUM
dKapaéHUra pakKamid TEXHOJOTHMSAJIApHU >KOPHUHA ATHUILN, Maxcyc Makcaajiapra
UYyHANTUpUATAaH WHIVIM3 TUJIW, MYTaxacCUCIWK (paHnmap Heru3ujga WUIMUNA Ba
aMaIuid TaJKUKOTIAp, YKYB JKAapa€HWHM TAIIKWI OTHUIIHUHT 3aMOHAaBUU
ycinyOnapu OViinya CYHITH IOTYKJap, MEIarorHUHr KpeaTuB KOMIETEHTIMIMHU
PUBOKJIAHTUPUIL, TabIUM JKapa€HJIAPUHU paKaMId TEXHOJIOTHSIAp acocuaa
WHIUBUyAITAIITUPUIL, Maco(aBUi TabIuM XHU3MATIAPUHU PUBOKIAHTUPHIIL,
BeOuHap, onmaitH, «blended learningy, «flipped classroomy» TexHoNOTUsTIAPUHU
amManuérra KeHr Kymnam Oyiimya Tteruuuim OuiauM, KYHUKMa, Majlaka Ba



KOMIIETCHIUSJIAPHU PUBOKIAHTUPHUILTA UYHATTUPHUITAH.

Kaiita Taii€pmami Ba Majaka OIIMPHUII WYHAIMIIMHUHT Y3Ura XOC
XyCcycusiTiIapu xamja Aoj3apd macananapuaaH Keiaud YuKKaH XOJaa JacTypla
TUHIJIOBYMJIADHUHT MYTAaXacCUCIUK (aHjiap Joupacuaaru OuiauM, KYHUKMA,
Majaka xXamaa KOMIIETEHIUJIApUTra KyHWJIauraH Tanabiap
TaKOMHWJUTAIITUPWINIIN MYMKHH.

Mopay/JTHHHT MaKcaaM Ba Badudaaapu

MoaynHHHr MaKcagu: VYIYOBJIAp HAa3apusACH, WHTErpajulap Ha3apusicH Ba
yJIapHUHI TYpAOILI coxajJapaa KYJUIaHUIIM Oopacuaa OJIMM TabiuM Myaccacajlapu
nearor KaApJapuHUHT OWJIMM, KYHUKMa Ba KOMIIETEHIUAJIAPUHU OIIMPHILL

Mopay/HuHT Basugaiapu:

-abCcTpakT Tymuamiapaard YiadoBiap Xakuga yMYMHUH TymryH4Yanap, Typid
dazonapra 6ab3u MyXuUM YITHOBIApP, YAYOBCU3 TYIUIAM Ba YIYOBIAp XaKUAAarud KynImmua
MabIyMOTJIap OWJIaH THUHIVIOBYWJIAPHM TAHMIUTHPUII Ba  yJAPHUHI  aMalui
OMIMMJIIAPUHU IIAKJUTAHTUPUIL.

- MHTETpAUIap Ha3apusicUra KUPHII OpKaJId YiadoBiu (yHKuusimap Owinax
TAHUIINIL, YIAPHUHT MyXUM XOCCAJIApUHU ypraHuul Ba Jleber uHTerpanu TyuyH4acuHU
KUpUTHO amMauil Macaianap/ja yJlapHHU KyJulalra J0Up KYHUKMaTapHU XOCHUI KNI,

- IHBAapUAHT YIJIYOBJIAp, YIYOBJIAp HA3apUsACH Ba HHTErpajulap HAa3apUACHHHUHT
MaTeMaTUK OMOJOTHs XamJa CTaTUCTUK (PU3MKa Macalaiapuaa KyUITAHUIIWHU YPTraHUII
OpKAJIM OJMM TaBJIMM IEJaror KaJIpJIapuHd MAaTEMAaTUKaHWHI 3aMOHAaBUM IOTYKJIApU
OWJIaH TaHWIITUPHUIIIAH HOOpAT.

Monaya 0yiinya THHIJIOBYWJIAPHUHT OMJIMMH, KYHUKMACH, MAJIaKaCH Ba
KOMIIETeHIMSJIAPpUTra KYnJaaurad rajaadaap

MopynHu y3mamTupuil )kapa€Hu1a amalira OIUPUIIaUrad Macaiaiap JOMpacuaa:

Tunriiopum:

e HHTErpa Ba YIYOB TYIIYHYAIAPUHU OUIUMIU KEPAK.

e VIIYOBJIap Ha3apusCHIaH MaTeMaTHKa, pU3MKa Ba OMOJIOTUSl MacallajJapuia KeHT
boinananuIl KyHuUKMaapuza 3ra Oy JO3UM.

e VYIYOBNAp HA3apHWsICH Ba YHUHT TAaTOMKWHU Typau (aszojapia Kyiiail Ol
Manaxkacuza 3ra OYJINIIN Kepax.

e MaremMaTHKaHM VKuTHINAA (oiganaHuiaaurad 3amoHaBui (matlab, mathcad,
Mmaple, GeoGebra Ba Gomkanap) MaTeMaTHK MaKETIAPUHU YKYB JKapaéHUTa TaTOUK ATHUII
KoMnemeHyuAnapuea 3ra OyIuig JTO31M.

Moay/iHH TalIKWJI 3THII BA YyTKa3UIlI OyiiH4a TaBCUs/Iap

Monynau YKUTHII Mabpy3a Ba aMajuil MalIFyJ0TiIap MAKIWAA 0Ju0 Oopuiaa.

MopaynHu yKATHII Kapa€HUAA TAbJIMMHUHI 3aMOHAaBUM METOIJIAPH, IE€IarOTUK
TEXHOJIOTUSIAp Ba axOOpOT-KOMMYHHUKALUS TEXHOJOTMsJIApU KYJUIAHWJIMILM Ha3apjaa
TYTHJITaH:

-Mabppys3a Japclapujia 3aMOHABHM KOMIIBIOTEpD TEXHOJOTHMsUIApH €EpraMuia
IIPE3CHTALMOH Ba 3JIEKTPOH-AUAAKTUK TEXHOJOTHsUIAPAH;

-yTKa3uinagurad amMaluid MalrylnoTiapia TEXHUK BOCUTaJapAaH, JKCIIpecc-
CYpoBIap, TECT CYpOBIApH, aKIUi XYXyM, TYPYXJu (UKpiaml, KHYUK TypyxJjap Ouian



UIIIAMI, KOJUIOKBUYM VYTKa3WI, Ba OOIIKA WHTEPAKTHB TaBIUM YCYJUIAPUHH KYyJUTAIl
Haszapza TyTHIaJu.

MoayJTHUHT YKYB peskagaru 00mKa MoayJiap OuaaH OOFJIMKJIUTH Ba

Y3BHUJIUTH
“Y14oB Ha3apusICH Ba YHUHT KYJUIAHUIIK MOAYJIMHUHT Ma3MyHHU VKYB peKaaaru
“3aMOHaBUA  IeOMETPHUSA’ “MareMaTHKaHUHI  coXajlapra  TaTOMKJIaph~ Ba
2

“MatemaTrkaza ax0opoT TeXHOJOoTusIapu” YKyB MOAyJlapu OWIIaH y3BUN OOFJIaHTaH
Oynub, neAarorJapHUHr TabiUM >Kapa€Huaa ymoly MOIyJUIapAard MaB3yJIapHU
TymryHumura Epaam Oepaan xaMaa yJIapHUHT KacOuil meJaroruk Tanéprapiuk gapaxacu
Ba UJIMUN CaIOXUSTUHU OIIMPUIITA XU3MAT KWIAIN.

Moay/JHUHT 01MH TabJAUMIAIrH YPHU
MopaynHu y3ialITUPHII OPKaJIM THHIVIOBYWIAP TabJIMM >KapaéHHUla MAaTEMAaTHK
aHaJn3, XaKUKUM Y3rapyBumwind (QyHKUMsIap HazapuscH Ba (YHKLHMOHAJ aHAIW3 Kabu
(annapna tanabanapra JapCHU KU3UKAPJIM Ba Ma3sMYHJIM Tap3fa YTHUI, UIYHUHTIEK, Y3
OunmuMIIapUHA WIMHNA (paonuaTra WyHAITUPHINTAa JOUp KacOWi KOMIETEHTIHMKKA 3ra
Oynanumnap.

Moaya 0yiinua coatiiap TAKCUMOTH

AyauTopusi YKyB
IOKJIaMacu
Ne Monaya maB3yJapu )KVMHZLH at =
= B =Sk S
= = 5SS =
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1. | Ya4oB TylryHyacu Ba xoccajaapu 8 4 -
2. | Viraopmu dyHKIMsIAp 6 2 4
3. | AuBapuaHT ya14oBJap 6 2 4
Kamnu: 20 8 12




II. MOJYJIHUA VKUTULLJAA ®OMTATAHUIAJUTAH
UHTPE®AOJI TABLJIUM METOJIJIAPHU

Mamryaoriaap :kapaéHuga “Axauid Xy:xxym” Ba “XoTHpaHu 4apxjaimms”

ycyJuIapy KyJUIaHWIAAN.

AKJIHI XyKYM

- (OpeHCTOPMHUHT — MUl OYpOHH), aMaluii Ba WIMHUI

MyaMMOJIapHU €YuIIga )KaMoa OuiaH MabJIIYMOT 150764001

Ycyanu acocuit

FOACH

- Fosulap TYmiam, yJlapHu Oaxojialml Ba TaXJIMJI KWJIMIIL,
axpaTuil. “AxIui XyXym HH OIUO OOpYBUMHHMHI XaTTH-
Xapakatu Yy4yyH Oy ¥Fosi acocuid Kypcarrud OynuO,
UIITUPOKYMIIAPHU MMKOHUAT Kajap KyO fosuiap Takiugd
KWINIITa YHAAWIM. XOTUPAaHU 4YapxjaiMu3 ycynu OViinua
CaBOJUIAp SKpaHJa HAMOMUII KUJIMHAIN.

(1-maB3y, 1a- niaosa); (1-maB3y, 10- wiioBa);

Koupanapu

- UMKOHHM OopHUa KYIPOK FOSUIapHU TakiIKG STUII (3KamJialll),
yIapHU TAJIKWH KWIHII, MyaMMOJApHH €YHII Ba yJIapHU

KaW STHUIIL.

Tabaum 6epyBun

- WIOTUPOKYWIAPHU  KYJUlaO-KyBBaTIaWau  (MMO-MILIOPA,
KUTIMaNHIIL, Xa-UyK cy3napu OusaH);

- cypoBra KupuiuO Keruiura €paaM OepHIll Ba MCUXOJIOTHK
TYCKUHJIMKHU WYKOTHUII YYyH, OJIAMHIUA €KW Iy AapClaH
KyTHUJIMarad, OpWTMHA] caBoulap Oepu0 Mamk YTKazaau
(6mur  cypoB). KarnamummapHu KaBOOJMApUHU  TaXJIHII
KWJIau yMyMHI XyJlioca 6epaju.

- Xap 6up xaBo6 Texmupunaaau (1-ma3y, 2- njioBa)

- XyJiocanap uynkapuianu(l-mas3y, 3- njiona)

DOunodHK

- xap Oup FOSTHU MyXOKama KU1, (2-MaB3y, 2-HJ10Ba)

- OHT TYFPU FOSTIApHU KYJU1ab-KyBBatiai (2 MaB3y, 3-Wj10Ba)




I11.

3.1.
3.2
3.3.
3.4.
3.5.

HA3APUHI BA AMAJIU MAIIFYJIOT MATEPHUAJLIAPU

HA3APUI MAIITYJOTJIAP MASMYHHA

1-maB3y. Y.I40B TylIyH4YacH Ba Xoccaaapu (4 coar).
1.1. Viuos TYLIYHYAaCH Ba XOCCaJIapH.
1.2. 6 — agAUTUBIHK.
1.3. JIeGer ymuoBnapu. JleGer MmabHOCHIA YIYOBIH TYTIIIaMIap CHHQH.
1.4. Bupu uyx sapum xarkaoa anuxianean yiruosiaprune Jlabee oyiuua oagomu.
1.5. YVauosnapnune kynatimmacu. Y 140Bcu3 TYIIIam.
1.6. Y4oB Ba Y14oBIM TYIIaMIap GYiiida KYIIMMYa MabIyMOTIap.

2-maB3y. Y14oBIn GyHKIUANAp (2 coar).
2.1. V4oBnm yHKIMsIIAp.
2.2. Jleapau axuniawiuud.
2.3. Vuos 6ytiuua axuniauuu.
2.4. Coooa ¢hynkyus
2.5. Typnu (azonap Ba ynap yCTHAArd YI4OBIapra MUCOILIAP.
2.6. MuTerpaiap.
2.7. DXTUMOJUTMK YIIHOBJIAP Ba YJIAPHUHT KYJUIAHUIIIY.

3-maB3y. UuBapuaHT yia4osaap (2 coar).

NuBapuanT ynuosnap.

Oprojuk Teopemaiap.

['u66¢ ymyornapu (pusznkana KyJIaHUIIN).

buonoruk 1MHaMUK cUTEMaapHU YpPTraHUIIIA YITYOBIap Ha3apHUsICH.
Hoapxumen dazonapaa yadosnap Ba yJIapHUHT TaTOMKIIAPH.
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1-maB3y yuyH (1a- nioBa)

1.1. V140B TymIyHUacH Ba XOCCANAPH.

1.2. 6 — aAAUTUBIIHK.

1.3. JIe6er ynuosnapu. Jleber MabHOCH 1A YIIHOBIM TYTUIaMiIap CUHDH.

1.4. bupu uyx apum xarkaoa aHukianean yavosiaprune Jlabee 6yiuua oagomu.
1.5. Yuoenapnune xynaiimmacu. YI4oBCH3 TYILIaM.

1.6. Y4oB Ba yiruoBIM TyIUIamiiap Oyinda KymumMda MabIyMoTiap.

1-maB3y yuyH (16- nioBa)

1-maB3y 0yiin4a caBoJiap:

1.1. ViuoB Tymynuacu Ba xoccanap HuMa?

1.2. 6 — agAUTUBIMK HUMA?

1.3. Jle6er ynuosnapu. Jleber MabHOCH 1A YITHOBIU TYTIIaMyiap HUMa?

1.4. Bupu uyx apum xarkaoa aHukianeawn ynuosiapuune Jlabee 6yuuua oasomu Huma?
1.5. Yuoenapnune kynaiimmacu. Y 140Bcu3 TYIIaM HuMa?

1.6. Y140B Ba YI4OBIH TYIIIAMIAp OYiiMua KYIIHMYa MAbIyMOT/IAp HUMA?




2.1. V4oBnn yHKIMsIIAp.

2.2. Jleapau axuHaawiuud.

2.3. Viuos 6ytiuua saxunaauu.

2.4. Coooa ¢hynxyus.

2.5. Typnu dhazonap Ba yjaap yCTHAATH YIIOBIApTa MUCOJLIAP.

2.6. MuTerpaiuap.

2-maB3y y4yH (20- nioBa)

2-maB3y 0yin4a caBoJuiap:

2.1. Viruosmn hyHKIMsIAp HiMa?

2.2. [eapnu axuniawuw auma?

2.3. Viuoe 6yiiuva saxuniaumu auva?

2.4. Coooa ¢pynxyus numa?

2.5. Typnu a3onap Ba ynap yCTHAArd yadoBiapra MUCOJUIAp HUMA?
2.6. UnTerpamnap auma?

2.7. DXTUMOJUIMK YJIHOBJIAp Ba YJIAPHUHT KYJIJTAHUIIN HUMA?

3-maB3y. UuBapuaHt ya4osJiap (2 coar).

3.1. UaBapuaHT y4oBiap.

3.2. Dproauk Teopemaiap.

3.3. I'nu66c¢ ymuoBnapu (pr3ukana KyJJIAHUIIIN).

3.4. buonoruk TMHAMUK CUTEMAJIAPHU YPTaHMILIA YIYOBIIAP HA3aPUSCH.
3.5. Hoapxumen ¢azonapaa yauoBnap Ba yJIapHUHT TaTOUKIApH.

3.1. NaBapuaHT y4oBiap.

1-maB3y yuyH (16- nioBa)

3-maB3y O0yiinu4a caBoJuiap:

3.1. luBapuaHT yJI4oBiiap Huma?
3.2. Dproauk TeopeMaiiap Huma?
3.3. ['u606c¢ ymuoBnapu (bhusnKaga KyUIAaHUIIN) HUMA?
3.4. BUOJIOTMK AMHAMUK CUTEMaJapHU YPraHUIIa YI4OBJIap Ha3apUsaACu HUMaA?
3.5. Hoapxumen ¢dazonapaa YirduoBiap Ba yIapHUHT TaTOUKIApU HuMA?
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AMAJIMA MAIIFYJIOTJAP MA3SMYHU

1-amamii MamFy;10T. YI490B TYIIYHYACH Ba Xoccaiaapu (4 coar).

2-amaJimii MaluryJaoT. Yadoscns Tymiaamaap. Y.aI4oBan ¢pynkuusaap (4 coar).

3-amaamii Mamrysaor. UnBapuanT yauoaap (4 coar).

VTHiIran MaB3ylapHM 4yKyp TaxJMI KWJIMII Ba Y3IAIITHPHITAH OMINMIApHHU
MyCTaxKaMJjlalll YYyH TAlIKWJI 3TUJAQJIUTaH aMalliii MAIFyJIoTiap MaB3y AOMpacuia
Oepwiran TylIyHYajgapra MHCOJUIAp KEJITHpHUILN, O0ab3d MYyXUM HaTWXKaJapHU
TUHTJIOBYWIIap OWilaH MyxokKama Tap3uja ucOoTiall, MaB3y AOUpacHAard WIMHN
SHTUJIMKIIAPHU TUHIJIOBUMIIApra OCOH yCYJIJa €TKa3ulIra MyJKaJUIaHTaH.

YKUTHUII ITAKJIJIAPHA
Maszkyp moayn OViinya Kyduaard YKUTHII ITakutapyuiad GoiiranaHuiiaiu:

- Mabpy3ajap, aMajuid MalFyaoTiap (MablyMOTJIap Ba TEXHOJOTHUSUIAPHU aHTIIA0
OJIUIII, aKJIUH KU3UKUIITHU PUBOMIIAHTUPHUIILL, Ha3apuil OMITMMIIAPHU MyCTaXKamJIall);

- naBpa cyxOarimapu (KypwiaérraH Jiodnxa edumiiapd Oyiinua Ttakiaud Oepwii
KOOWJIMATHHU OIIUPUIIL, SIIUTHUIL, UAPOK KUIUII Ba MAHTUKHUI XyJocanap YMKaPHIII);

- O0axc Ba MyHO3apanap (JioMuxamzap eyuMu Oyilmya [manmuuiap Ba acociu
apryMEHTJIapHU TaKJAUM KHJIHIIL, SITUTUII Ba MyaMMOJIap €YMMUHH TOMHI KOOWIHSITHHU
PUBOXKIIAHTUPHILI).
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1-MaB3y. Y/I4OB TylIyHYacu Ba Xoccaaapu

Matematikada ta’rif berish murakkab bo‘lgan tushunchalardan biri bu to‘plamdir. Odatda
to‘plam haqgida dastlabki tushunchalar berilayotganda to‘plamga oid misollar keltiriladi va shu
orqali tasavvur hosil gilinadi. To‘plamni tashkil etuvchilari uning elementlari deyiladi. Masalan,
yer yuzidagi barcha shaharlar to‘plami garalsa, bu to‘plam mavjud bo‘lgan barcha shaharlar-
dan tashkil topganini tushunamiz. Demak, ayni paytda yer yuzidagi har qanday shahar bu
to‘plamning elementidir. Bu to‘plamning elementi bo‘lgan har qanday ikki shahar olinsa, bu
ikki shaharning aholisi, ularning geografik joylashuvi yoki boshqa har qanday o‘ziga xosligi biz
uchun ahamiyatsiz. Bizning maqgsadimiz esa biroz boshqacha. Ya'ni, to‘plamning elementlari
orasida ham qandaydir bog‘ligliklar orqali berilgan to‘plamning ustida matematikaning hayotiy
masalalardagi go‘zalligini his qilish va undan ilxomlanishdan iborat. To‘plamlar ustida kiritil-
gan ma’lum amallar — yig‘indi, ko‘paytma, ayirma va simmetrik ayirma berilgan to‘plamning
elementlari uchun ma’'nosizdek ko‘rinadi. Aslida ham shundaymi? Bu savolga javob berish
uchun biz to‘plamning elementi deb nimani garoyotganimizga e’tibor berishimiz kerak. Agar
biz qarayotgan to‘plamning har bir elementi ham o‘z navbatida to‘plam bo‘lsa, bu amallar
ma’'noga ega bo‘ladi. Demak, to‘plamning elementlari ham o‘z navbatida qandaydir to‘plam
bo‘lishi mumkinligi ishimizni yengillashtirar ekan. Odatda bunday to‘plamlarga to‘plamlar
oilasi (to‘plamlar sistemasi) deb aytiladi. Biz aynan to‘plamlar oilasi bilan ishlaymiz.

1.1 Yn4oB TymyH4yacu Ba Xoccanapu.

X to‘plamning gism to‘plamlaridan tuzilgan oilaga X to‘plamdagi oila deymiz. Bunda X
to‘plamning o‘zi bu oilaga tegishli bo‘lishi shart emas. To‘plamlar oilasini odatdagi to‘plamlar-
dan farglash uchun Gotik harflar bilan yozamiz: A, B, G, R, T va hokazo.

1.1.1-Ta’rif. R bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy A, B € R
uchun AAB € R va AN B € R o‘rinli bo‘lsa, bu to‘plamlar oilasi halqa deyiladi.

To‘plamlar ustidagi amallar uchun quyidagi

AUB = (AAB)A(ANB), A\B=AA(ANDB)

tengliklar o‘rinli ekanligidan har qanday halqa “yig‘indi” va “ayirma” amallariga nisbatan
ham yopiq ekanligi kelib chiqadi. Boshqacha aytganda halqa bu U, N, \ va A amallarga
nisbatan yopiq to‘plamlar oilasidir. Shuningdek, halqa chekli sondagi elementlarining yig‘indisi
va ko‘paytmasiga nisbatan yopiq bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Har ganday halga bo‘sh
to‘plamni o‘zida saqlaydi. Darhaqgiqat, ixtiyoriy A € R uchun A\ A = @ o‘rinliligidan & € R
kelib chiqadi. Faqat bo‘sh to‘plamdan iborat oila halgaga misol bo‘ladi. Bu halqa mumkin
bo‘lgan halqalar ichida eng kichigi va shu bilan birga ahamiyatsizidir.

Agar R halganing biror gism to‘plami G ham o‘z navbatida halga bo‘lsa, bu gism to‘plamga
qism halga deyiladi. Har qanday R halganing qgism halqasi mavjud. Masalan, R yoki {&}
halqalar berilgan R halga uchun gism halga bo‘ladi. Odatda bu qgism halqalar zos qism halgalar
va ulardan boshqga qism halqalar esa zosmas qism halgalar deyiladi.

R oiladagi E to‘plam uchun har qanday A € R olinganda ham

ANE=A

o‘rinli bo‘lsa, E to‘plamga R oilaning birlik elementi yoki biri deyiladi. Boshqacha aytganda,
to‘plamlar oilasining barcha to‘plamlarini o‘zida saqlovchi eng katta to‘plamga oilaning biri
deyiladi. Biri bor halqaga esa algebra deyiladi.
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1.1.1-Misol. Har qanday bo‘sh bo‘lmagan A to‘plam uchun uning barcha gism to‘plamlaridan
tashkil topgan oila algebra bo‘ladi. Bu oila P(A) kabi yoziladi. Tabiiyki, bu oilaning birlik
elementi A to‘plamning o‘zi bo‘ladi.

1.1.2-Misol. Har qanday bo‘sh bo‘lmagan A to‘plam uchun {&, A} oila algebra bo‘ladi. A
to‘plam bu oilaning birlik elementi bo‘ladi.

1.1.3-Misol. Har qanday bo‘sh bo‘lmagan A to‘plamning chekli gism to‘plamlaridan iborat
oila halga bo‘ladi. Agar A to‘plam cheksiz to‘plam bo‘lsa, bu oila algebra bo‘lmaydi. Demak,
bu oila algebra bo‘lishi uchun A to‘plam chekli bo‘lishi zarur va yetarli.

1.1.4-Misol. Sonlar o‘qining barcha chegaralangan qism to‘plamlari oilasi ham halqa
bo‘ladi. Bu oila algebra bo‘lmaydi.

Halganing ta’rifidan quyidagi teorema bevosita kelib chigadi.

1.1.1-Teorema. [ biror indekslar to‘plami va {R, }aec; halqalar oilasi berilgan bo‘lsin. U

holda quyidagi oila
R=[)Ra

ael

halga bo‘ladi.

Bizning keyingi mavzularimiz uchun juda muhim bo‘lgan quyidagi sodda teoremani isbot-
laymiz.

1.1.2-Teorema. Ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan G oila berilgan bo‘lsin. U holda G oilani o‘zida
saqlovchi shunday yagona R(G) halqa mavjudki, bu halqa G oilani o‘zida saqlovchi har qanday
halgaga qgism halqa bo‘ladi.

» Dastlab, har qanday oilani o‘zida saqlovchi halga qanday qurilishini ko‘rsatamiz. Keyin
biz qurgan halqa bunday halqalar ichida minimal bo‘lishini isbotlaymiz.

Quyidagi to‘plamni qaraymiz:
X=[JA

Aeg

Endi X to‘plamning barcha gism to‘plamlaridan iborat P(X) oilani olamiz. 1.1.1-Misolga ko‘ra
bu oila algebra bo‘ladi. Demak P(X) halqa ekan. Bu halqaning G oilani o‘zida saqlovchi barcha
gism halqalaridan iborat oilani X kabi belgilaylik. Quyidagi oilani qaraymiz:

RG) =T (1.1)

Tex

1.1.1-Teoremaga ko‘ra (1.1) bilan aniqlangan oilaning halqa ekanligi ma’lum. Endi uning
minimal halga ekanligini isbotlaymiz. G oilani o‘zida saqlovchi ixtiyoriy 7* halqa olaylik. U
holda 1.1.1-Teoremaga ko‘ra 7* N P(G) halga bo‘ladi va bu ko‘paytma aniglagan halqa X
oilaning elementi bo‘ladi. Demak, G C R(G) C T* munosabat o‘rinli ekan. Bu esa (1.1) bilan
aniqlangan oilaning minimal ekanligini ko‘rsatadi. A

1.1.1-Izoh. 1.1.1-Teoremaning afzalligi shundaki, har qanday to‘plamlar sistemasi berilgan
bo‘lsa ham, bu oilani shunday halgagacha to‘ldirishimiz mumkin ekanki, bu halga berilgan oilani
o‘zida saqglovchi har qanday halga uchun qism halga bo‘ladi. Boshgacha aytganda, berilgan
oiladan shu oilani o‘zida saqlovchi minimal halgaga to‘ldirish haqgidagi teoremani isbotladik.
Odatda bu minimal halga berilgan oiladan hosil gilingan halga deyiladi va R(G) kabi yoziladi.

1.1-Topshiriq.

1. X = {x1, 29, 23} to‘plamdagi barcha halqalarni yozing.

2. R to'g'ri chiziqdagi to‘ldiruvchisi sanoqli bo‘lgan to‘plamlar oilasi halga bo‘ladimi?
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3. Algebraning birlik elementi yagonaligini isbotlang.
4. 1.1.1-Teoremani isbotlang.

5. [a; b] kesmadagi barcha (c; d) intervallar oilasidan hosil gilingan halqani toping.

1.2 Jle6er ymyosnapu. Jleber MabHOCKAA YTIOB/IN TYIUTAMIAP CUHL.

Avvalgi paragrafda biz to‘plamlar oilasining ikkita sinfi — halgalar va algebralar bilan
tanishdik. To‘plamlar oilasining o‘lchovlar nazariyasida muhim ahamiyat kasb etuvchi yana bir
sinfi bilan tanishamiz.

1.2.1-Ta’rif. G to‘plamlar oilasi quiyidagi xossalarga ega bo‘lsin:

1 @eg;
2 ixtiyoriy A, B € G uchun AN B € G o‘rinli;

3 A, A, € G uchun A; C A bo‘lsa, u holda cheklita shunday A; € G, k = 2, n to‘plamlar
topiladiki, 4; N A; =@, i # j va A\ A} = U;_, Ay orinli bo‘ladi.

U holda bunday oilaga yarim halga deyiladi.

Ta’kidlash joizki, har qanday halqa yarim halga bo‘ladi. Darhaqiqat, halqa to‘rt amalga
nisbatan yopiqligidan ixtiyoriy A; C A shartni ganoatlantiruvchi A, A; € R uchun A, =
A\ A; € R deb olish mumkin. Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas. Ya'ni, yarim halqaning
halga bo‘lishi umuman olganda shart emas. Masalan, sonlar o‘qidagi barcha ochiq, yopiq, yarim
ochiq intervallardan iborat to‘plam yarim halga bo‘ladi. Lekin ikkita intervalning yig‘indisi
interval bo‘lishi shart emasligiga ko‘ra bu oila halga bo‘lmaydi.

To‘plamlar yarim halgasining muhim bir xossasini keltiramiz.

1.2.1-Lemma. G yarim halqava Ay, As, ..., A,, A € G berilgan bo‘lsin. Agar A; to‘plamlar
juft-jufti bilan kesishmasa va ularning har biri A to‘plamning gismi bo‘lsa, u holda A; oilani
cheklita A, ,1,...,As € G to‘plamlar bilan shunday to‘ldirish mumkinki, quyidagi yoyilma
o‘rinli bo‘ladi:

A:OAk, s>n.
k=1

» Induksiya yordamida isbotlaymiz. n = 1 bo‘lganda lemma tasdig'ining to‘g‘riligi yarim
halganing ta'’rifidan kelib chiqadi. Faraz qilaylik, n» = m uchun lemmaning tasdig‘i o‘rinli
bo‘lsin. Demak, n = m + 1 uchun isbotlaymiz. Aytaylik, A, As, ..., A,, 11 to'plamlar lemma
shartini qanoatlantirsin. U holda farazga ko‘ra quyidagi yoyilmaga egamiz:

A:A1U"-UAmU31U"'UBp, B; €g.

Endi B;; = A,,11 N B; yangi to‘plamlarni hosil qilamiz. G yarim halqa bo‘lganidan har bir
1 <4 < puchun B;; € G o‘rinli. U holda yarim halqa ta’rifiga ko‘ra quyidagi yoyilma o‘rinli:

Bi=ByU---UB;, Bj;egG j=1r.
Bundan quyidagi yoyilmani hosil gilamiz:

A=A U UA, UAp g UUL, (U_,B;)) .
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Shunday qilib, lemmaning tasdig‘i n = m + 1 uchun ham isbotlandi. A

Quyidagi lemmani isbotsiz keltiramiz.

1.2.2-Lemma. G yarim halga berilgan bo‘lsin. Bu yarim halqadan olingan har qanday
cheklita Ay, ..., A, to‘plamlar uchun cheklita shunday By,..., B,, € G to'plamlar topiladiki,
har bir A, to‘plam quyidagicha yoyilmaga ega bo‘ladi:

Ak: U B57

seMj,

bu yerda M, C {1,2,...,m}.
1.2-Topshiriq.

1. X = {x1, z9, 23} to‘plamdagi barcha yarim halqalarni yozing.
2. R? tekislikda halga bo‘lmaydigan yarim halqaga misol keltiring.
3. Biri bor yarim halga halga bo‘ladimi?

4. 1.2.2-Lemmani isbotlang.

1.3 Yarim halqadan hosil qilingan halqa

1.1-paragrafda berilgan har qanday to‘plamlar oilasini minimal halqagacha davom ettirish
mumkinligini o‘rgandik. Aslida ixtiyoriy to‘plamlar oilasini minimal halqagacha to‘ldirish
oson emas. Boshqga tomondan bizga har ganday oilani halgagacha davom ettirish masalasi
emas, balki yarim halqadan halga hosil qilishni o‘rganish ahamiyatliroqdir. Bu konstruksiyani
quyidagi teoremada o‘rganamiz.

1.3.1-Teorema. G yarim halqa berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy A € R(G) uchun cheklita
Aq, ..., A, € G mavjudki, quyidagi yoyilma o‘rinli:

A= O Ay
k=1

» Elementlari G yarim halganing cheklita elementlari yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadigan
oilaning halga bo‘lishini isbotlaymiz. Agar A va B to‘plamlar bu oilaga tegishli bo‘lsa, u holda
quyidagi chekli yoyilmalar o‘rinli:

n m

A=A, B=JB;, A4€g Bjeg.

i=1 j=1

G yarim halqa bo‘lganidan C;; = A; N B; to'plam ham bu yarim halganing elementi bo‘ladi. U
holda 1.2.1-Lemmaga ko‘ra quyidagi yoyilmalar o‘rinli:

Ai = UjCij U U?:lDilm Bj - UlC'U U UiilEjla (12)

bu yerda Dy, E; € G. (1.2) tengliklardan A N B va AAB to‘plamlar quyidagi yoyilmalarga
egaligini hosil gilamiz:

ANB= UZ-,JCZ-]-, AAB = Ui,kDik U Uj,lEjl-
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Bu esa elementlari G yarim halqaning cheklita elementlari yig‘indisi ko rinishida ifodalanadigan
oilaning halqa ekanligini bildiradi. Bu halganing minimal ekanligi esa ravshan. A

1.3.1-I1zoh. Demak, berilgan oila yarim halga bo‘lsa, undan hosil gilingan halqa sodda
ko‘rinishga ega ekan. Ya'ni, yarim halqa elementlarining mumkin bo‘lgan barcha chekli yig‘indi-
laridan tashkil topgan oila shu yarim halgadan hosil gilingan halqa bo‘ladi.

1.3.1-Misol. Sonlar o‘qidagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallardan tashkil top-
gan oila yarim halga bo‘lishini, lekin halga bo‘lmasligini eslatib o‘tgan edik. Tabiiy savol
tug‘iladi: bu yarim halqadan hosil gilingan halga qanday bo‘ladi? 1.3.1-Teoremaga ko‘ra
sonlar o‘qidagi cheklita intervalning (bu yerda ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar nazarda
tutilmoqda) yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadigan to‘plamlar halqa tashkil etadi va bu aynan
biz so‘ragan savolning javobidir. Bu halqga sonlar o‘qida o‘lchov tushunchasini kiritganimizda
kerak bo‘ladigan muhim halgalardan biri bo‘lib xizmat qiladi. Shuningdek, R™ fazoda ham
barcha parallelepipedlar oilasi yarim halqa bo‘ladi. Agar cheklita parallelepipedning yig‘indisi
ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lgan barcha to‘plamlar oilasi qaralsa, bu oila R™ fazoda halqa
tashkil etadi.

1.3-Topshiriq.

1. [0;1] kesmada (c; d] ko‘rinishidagi intervallar oilasidan iborat yarim halqadan hosil gilin-
gan halqani toping.

2. X to‘plamdagi ikkita turli yarim halqadan hosil qilingan halgalar ustma-ust tushishi
mumkinmi?

3. Agar G; C G, munosabatdagi yarim halqalar berilgan bo‘lsa, R(G;) C R(Gz) o‘rinli
bo‘lishini isbotlang.

1.4 To‘plamlar oilasining to‘g‘ri ko‘paytmasi

Aytaylik bo‘sh bo‘lmagan ikkita X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Bu to‘plamlarning
barcha tartiblangan juftliklaridan tashkil topgan to‘plamga ularning to‘g‘ri ko‘paytmasi deyiladi
va X x Y kabi belgilanadi. Boshqacha aytganda, X va Y to‘plamlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi
quyidagi to‘plam ekan.

XxY =A{(z,y):ze X,y Y}

Ravshanki, X x Y va Y x X turli to‘plamlardir. Shu kabi chekli sondagi to‘plamlarning
to‘g‘ri ko‘paytmasini ham aniqlash mumkin. Xususan, X; = Xy = --- = X, = X bo‘lganda
ularning to‘g‘ri ko‘paytmasi X to‘plamning n-darajasi, ya'ni X* kabi yoziladi. Masalan, R
to‘g'ri chiziqning n-darajasi R™ yoki I = [0; 1] kesmaning n-darajasi I"™ birlik kub va hokazo.

Agar X4, ..., X} to‘plamlarning gism to‘plamlari oilalari mos ravishda Gy, ..., G, kabi beril-
gan bo‘lsa, u holda G = G; X --- x G to‘plam X = X x--- x X}, to‘g‘ri ko‘paytmada to‘plamlar
oilasini tashkil giladi.

To‘plamlar oilasining to‘g‘ri ko‘paytmasi haqidagi quyidagi ajoyib teoremani isbotlaymiz.

1.4.1-Teorema. Agar Gi,...,G; oilalarning har biri yarim halga bo‘lsa, u holda G =
g1 X - -+ X G, ham yarim halqa bo‘ladi.

» Teoremaning tasdig‘ini £ = 2 uchun isbotlaymiz. Ixtiyoriy A, B € G to‘plamlarni olamiz.
U holda bu to‘plamlarning aniglanishiga ko‘ra quyidagilar o‘rinli:

A:A1XA2, AléglaAQEQQa
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B = DB, x By, B, €§i,B;ecg.

Demak,
ANB= (AlﬂBl) X (AQDBQ)

to‘g‘ri bo‘ladi. Bundan G; va G, yarim halgalar ekanligini hisobga olib
A NnB € gl X gg

ekanligini topamiz. Bu esa G oila ko‘paytmaga nisbatan yopiq ekanligini bildiradi.
Endi B; C A; va By C Ay bo'lsin deb olamiz. Yana G; va Gy yarim halqalar ekanligidan
quyidagi yoyilmalar o‘rinliligini oson tekshirish mumkin:

AlzBlLJBEl)UUB%s),

Ay=B,UBM U UB.
U holda quyidagi yoyilmani hosil gilamiz:

A:A1XA2 = (Bl><BQ)U(BlXB§1))UU(Bl><B§r))

Bu yoyilmaning birinchi to‘plami B; x B, = B ekanligidan va boshqalari esa G; x G oilaga
tegishliligidan G yarim halqa deb xulosa qilamiz. A

Tabiiy savol tug‘iladi: halgalarning to‘g'ri ko‘paytmasi yana halqa bo‘ladimi? Bu savolning
javobi har doim ham ijobiy emas. Ya'ni, halgalarning to‘g'ri ko‘paytmasi yana halga bo‘lishi
shart emas.

1.4-Topshiriq.

1. X ={x1, 29,23} to'plamda G = {A C X : A & 23} yarim halqani berilgan. G x G yarim
halqani yozing. X? to‘plamda G x G yarim halqani o‘zida saqlovchi halqa toping.

2. Halqalarning to‘g'ri ko‘paytmasi halga bo‘lmasligiga misol keltiring.

3. G to‘g'ri chiziqdagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar yarim halqgasi bo‘lsin.
G x G gqanday to‘plamlardan tashkil topgan?

4. Algebralarning to‘g‘'ri ko‘paytmasi algebra bo‘ladimi?

1.5 o-algebralar. To‘plamlar oilasida akslantirishlar

O‘Ichovlar nazariyasida to‘plamlarning nafaqat chekli sondagi yig‘indisi yoki ko‘paytmasi
bilan, balki sanoqli sondagi yig‘indisi yoki ko‘paytmasi bilan ham ishlashga to‘g‘ri keladi. Bu
esa shunchaki sun‘iy talab emas, balki tabiiy shart ekanligini o‘lchovlarning sanoqli additivligi
haqida so‘z yuritganimizda yana bir bor eslatib o‘tamiz.

1.5.1-Ta’rif. Berilgan halga elementlarining sanoqli yig‘indisiga nisbatan yopiq bo‘lsa,
bunday halqaga o-halqa deyiladi. Agar halga elementlarining sanoqli ko‘paytmasiga nisbatan
yopiq bo‘lsa, bunday halqa d-halqa deyiladi.
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1.5.1-Izoh. Demak, berilgan R halga elementlarining ixtiyoriy ketma-ketligi {A4,}>°,
uchun |J;7; 4, € R (N,—, A, € R) o‘rinli bolsa, bunday halqa o-halga (mos ravishda d-halqa)
deyilar ekan. Shu o‘rinda ta’kidlash kerakki, kiritilgan bu ikki tushuncha cheksiz halgalar uchun
ahamiyat kasb etadi. Chunki chekli halga uchun bu tushunchalar shundoq ham bajariladi.

o-halga va d-halgalarni to‘g‘ri anglash uchun quyida bir nechta misollar keltiramiz.

1.5.1-Misol. X # & cheksiz to‘plam uchun P(X) oila o-halga bo‘ladi. Shuningdek, bu
halga d-halga ham bo‘ladi.

1.5.2-Misol. X # & cheksiz to‘plamning barcha chekli gqism to‘plamlari oilasi halga bo‘lsa-
da, o-halga bo‘lmaydi. Darhaqiqat, {x1, 22, ..., Z,, ...} C X sanoqli gism to‘plam olinsa, har
bir {z}} to‘plam chekli va bu oilaga tegishli. Lekin, ularning yig‘indisi sanoqli bo‘lganidan,
yig‘indi bu oilaga tegishli emas. Shu o‘rinda aytish lozimki, bu oila d-halqa bo‘ladi.

1.5.3-Misol. Sonlar o‘qgidagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasi ham d-halqga
bo‘ladi, lekin o-halga bo‘lmaydi.

Tabiiyki, yuqorida kiritilgan tushunchalarni to‘plamlar algebrasi uchun ham kiritish mumkin.
Ta’kidlash joizki, o-algebra va d-algebra tushunchalari ustma-ust tushadi. Darhaqgiqat, al-
gebraning birlik elementini £ deb olsak, ikkilik qonunidan quyidagi tengliklarni hosil qilish

mumKin:
UA.=E\(E\4), (A =E\|[JE\A,).

Halgalar uchun bu ikki tushuncha umuman olganda turli hisoblanadi. 1.4.2-Misolda d-halqa
bo‘lib, o-halga bo‘lmagan oilaga misol keltirildi. Lekin har qanday o-halga é-halga bo‘ladi.

Har gqanday bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar oilasi G uchun bu oilani o‘zida saqlovchi kamida
bitta o-algebra mavjud. Darhaqiqat, quyidagi

x=[J4

Aeg

to‘plam uchun P(X) o-algebra G oilani o‘zida saqlaydi. Shuningdek, bu algebra G oilani o‘zida
saqlovchi har ganday c-algebra uchun qism algebra bo‘ladi. Odatda bunday o-algebraga G
oiladan hosil gilingan minimal o-algebra deyiladi va B(G) kabi yoziladi.

1.1.2-Teoremaning isbotini takrorlamaslik uchun quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

1.5.1-Teorema. G bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. U holda bu oilani
o‘zida saqglovchi minimal o-algebra mavjud.

Analizda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan to‘plamlardan biri bu Borel to‘plamidir. X topolo-
gik fazodagi barcha ochiq to‘plamlar oilasidan hosil gilingan o-algebraga Borel algebrasi deyi-
ladi. Borel algebrasining elementlari esa Borel to‘plamlar: deyiladi.

1.5.2-1zoh. X # () to‘plam va uning qism to‘plamlarining o-algebrasi bo‘lgan B oila
berilgan bo‘lsin. Odatda (X, B) juftlikka o‘lchovli fazo deyiladi. E’tibor berilsa, hali o‘lchov
hagida hech gqanday tushuncha kiritilmasdan oldin o‘lchovli fazo tushunchasi kiritilmoqda. Bu
biroz g‘alatiroq tuyulishi tabiiy. Lekin, buning o‘ziga xos sabablari bor. Masalan, topologik
fazoni aniglashda berilgan to‘plamning shunday qism to‘plamlari oilasini qaraladiki, bu oila
ma’lum shartlarni ganoatlantirishi kerak bo‘ladi. Keyinchalik, bu oilaning elementlarini shu
fazoning ochiq to‘plamlari deb e’lon qilinadi. Shu kabi biz ham olchovli to‘plam deganda
ganday to‘plamlarni tushunishimizni hozirdan aniqglab oldik.

Akslantirishlarning o‘lchovli funksiyalarni o‘zlashtirishda kerak bo‘ladigan ba’zi muhim xos-
salarini qarab o‘tamiz. Aytaylik f akslantirish X to‘plamni Y to‘plamga o‘tkazsin. Bunday
akslantirishlarning sodda xossalarini isbotsiz keltiramiz.
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1° Ixtiyoriy A, B C Y uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:
fHAUB) = fH A UFHB),  fHANB)=f1(A)nf(B).
2° Ixtiyoriy A, B C X uchun quyidagilar o‘rinli:

f(AUB) = f(A)Uf(B), [(ANB)C f(A)N[f(B).

1.5.3-1zoh. To‘plamlar ko‘paytmasining aksi to‘plamlar akslarining ko‘paytmasiga har
doim ham teng bo‘lishi shart emas. Masalan, X =Y = R to‘plamda f(x) = z? akslantirishni
qaraylik. A = [-1;0] va B = [0;1] to‘plamlar uchun f(AN B) = 0 va f(A) N f(B) = [0;1]
ekanligini tekshirish qiyin emas. Demak, bu holda f(AN B) # f(A) N f(B).

f: X — Y akslantirish va X, Y to‘plamlarda mos ravishda Gy, Gy oilalar berilgan bo‘lsin.
U holda Gy oilaning asli X to‘plamda oila tashkil giladi. Yamni, f~1(Gy) = {f1(A) : A C
Gy }. Aytish kerakki, f~'(Gy) oila Gx oila bilan bir xil bo‘lishi shart emas. Umuman olganda
f~YGy) N Gx = @ bo‘lishi ham mumkin.

1.5-Topshiriq.

1. [0;1] kesmadagi to‘plamlar oilasi G ni quyidagicha aniglaymiz: A € G bo‘lishi uchun yoki
A yoki [0;1] \ A ko‘pi bilan sanoqli to‘plam. Bu oila o-algebra bo‘ladimi?

2. X to‘plamda B o-algebra berilgan bo‘lsin. A C X to‘plam uchun By = {AN B : B € B}
oila g-algebra bo‘ladimi?

3. X topologik fazo va B C X Borel to‘plami bo‘lsin. B to‘plamni X topologik fazoning
gism fazosi deb qaraymiz. U holda B topologik fazodagi har qanday Borel to‘plami X
fazoda ham Borel to‘plami bo‘lishini isbotlang.

4. Separabel metrik fazodagi ochiq sharlar oilasidan hosil gilingan o-algebra Borel algebrasi
bilan ustma-ust tushishini isbotlang. Bu misolda separabellikning ahamiyatini asoslab
bering.

5. X va Y topologik fazolarda mos ravishda By va By Borel algebralarini qaraylik. Agar
X x Y fazodagi Borel algebrasi B bo‘lsa, u holda Bx x By C B munosabatni isbotlang.

6. Quyidagilarni isbotlang:

a) Agar G halqa bo‘lsa, u holda f~!(G) ham halga bo‘ladi.
Agar G algebra bo‘lsa, u holda f~!(G) ham algebra bo‘ladi.
Agar G o-algebra bo‘lsa, u holda f~!(G) ham o-algebra bo‘ladi.
R(f71(9)) = f7HR(G))-
B(f~1(G)) = f~1(B(G)).

7. 6-misolda f~! o‘rniga f olinsa ham tasdiglar to‘g‘ri bo‘ladimi?

b
c
d

€

)
)
)
)
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2 O‘LCHOV TUSHUNCHASI

To‘plamning o‘lchovi tushunchasi quyidagi tushunchalarning tabiiy umumlashmasi hisoblanadi:
e To‘g'ri chiziqdagi A kesmaning uzunligi — [(A);
e Tekislikdagi F' yassi shaklning yuzi — S(F);
e Fazodagi GG jismning hajmi — V(G).

Bu tushuncha dastlab haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasida paydo bo‘ldi. Keyin-
chalik matematikaning ehtimollar nazariyasi, dinamik sistemalar nazariyasi, funksional analiz
kabi bir qancha sohalarida keng qo‘llanila boshladi.

2.1 Abstrakt to‘plamlar oilasi uchun o‘lchov tushunchasi

Bo‘sh bo‘lmagan G to‘plamlar oilasida aniglangan f : G — R akslantirishga to‘plam
funksiyasi deyiladi. Berilgan oilada to‘plam funksiyasini ixtiyoriy aniqlash mumkin bo‘lsa-
da, ularning hammasi ham amaliy ahamiyatga ega bo‘lavermaydi. To‘plam funksiyalarining
biz o‘rganadigan sinfi esa o‘lchovdir. Quyida o‘lchovning ta'rifini keltiramiz.

2.1.1-Ta’rif. m to‘plam funksiyasi quyidagi xossalarga ega bo‘lsin.

1) m funksiyaning aniglanish sohasi G yarim halqa;
2) m funksiyaning qiymatlari nomanfiy haqiqiy sonlar;

3) m funksiya additiv, ya'ni A € G to‘plamning shu oiladagi ixtiyoriy (juft-jufti bilan ke-
sishmaydigan) chekli yoyilmasi A = A; U---U A,, uchun quyidagi tenglik o‘rinli

= m(Ay).

U holda m to‘plam funksiyasiga o‘lchov deyiladi.

2.1.1-I1zoh. Har ganday o‘lchov uchun m(@) = 0 bo‘ladi. Haqiqatdan, & = @ U &
yoyilmadan o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra m (@) = 2m(2) kelib chiqadi. Bu esa m(9) =
0 ekanligini bildiradi.

2.1.1-Misol. X = {zy, 29, 23,24} to'plam va G = {A C X : A & x4} oila berilgan bo‘lsin.
Ravshanki, G yarim halqa. Har bir A € G uchun shu to‘plamning elementlari sonini mos
qo‘yamiz. Bu moslik o‘lchov bo‘lishini tekshirish giyin emas.

Demak, o‘lchov deganda yarim halqada aniglangan nomanfiy, additiv to‘plam funksiyasi
tushunilar ekan. Masalan, tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar oilasi yarim halqa bo‘ladi.
Bu oilaning har bir elementiga uning yuzini mos qo‘yuvchi akslantirish esa ta’rifga ko‘ra o‘lchov
bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Shu o‘rinda tabiiy savol tug‘iladi: agar “yuza” ham o‘lchov
bo‘lsa, to‘g'ri to‘rtburchaklardan boshqa yassi shakllarning yuzini hisoblashni o‘rta maktab
kursidan yaxshi bilganimiz holda nega o‘lchovni faqat yarim halqada aniqladik? Yoki “yuza”
o‘lchov emasmi? Bobning avvalida aytdikki, yassi shakllar uchun yuza tushunchasi o‘lchovning
bir ko‘rinishi xolos. O‘lchovni aynan yarim halqada aniglashdan ko‘zlangan asosiy maqsad
ham maktab matematika darsidan o‘zimiz yaxshi bilgan yuza tushunchasini bosqichma-bosqich
kiritishdagi an’anaga rioya etishdir. Dastlab to‘g‘ri to‘rtburchaklarning yuzalari aniqlanadi,
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keyin to‘g‘ri to‘rtburchaksimon (cheklita qirqish orqali to‘g'ri to‘rtburchaklarga ajraladigan)
shakllarning yuzalari aniglanadi. Ta’kidlash joizki, to‘g‘ri to‘rtburchaksimon shakllar oilasi
halga bo‘ladi. Demak, bizning keyingi vazifamiz o‘lchovni yarim halqadan halqagacha davom
ettirish ekanligi oydinlashdi.

2.1.2-Ta’rif. p va m o‘lchovlar mos ravishda G, va G, yarim halqalarda berilgan bo‘lsin.
Agar G,, C G, va ixtiyoriy A € G,;, uchun

u(A) = m(A)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, p o‘lchov m o‘lchovning davomi deyiladi.

2.1.2-Misol. X = {x1,x9, 3,24} to'plamda quyidagi ikkita oilani qaraymiz: G = {A C
X:AFx)lvaG={ACX:AcGyoki A= {x,}}. Bu oilalarning yarim halqa bo‘lishini
tekshirish qiyin emas. Har bir A € G uchun m(A) = |A| akslantirishning o‘lchov bo‘lishi
2.1.1-Misoldan ma’lum. Agar har bir A € G uchun p(A) = |A| akslantirishni qarasak, bu
akslantirish G yarim halgada o‘lchov bo‘ladi. Shuningdek, g o‘lchov m o‘lchovning G yarim
halgadan G yarim halqaga davomidir.

Endi yarim halqadagi o‘lchovni shu yarim halgadan hosil gilingan halqagacha davom ettirish
mumkinligi hagidagi muhim teoremani keltiramiz.

2.1.1-Teorema. G yarim halqada m o‘lchov aniqlangan bo‘lsin. U holda bu o‘lchovning
R(G) halqagacha davomi mavjud va yagona.

» Ixtiyoriy A € R(G) to‘plam 1.3.1-Teoremaga ko‘ra biror chekli yoyilmaga ega

A=|JBw, Bi€G, BiNB =@ (k#1) (2.1)

k=1

Endi (2.1) yoyilmadan foydalanib R(G) halqada to‘plam funksiyasini quyidagicha aniglaymiz:
p(A) = Y m(By). (22)
k=1

Bu to‘plam funksiyasi (2.1) yoyilmaga bog'‘liq emasligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, A € R(G)
to‘plam (2.1) yoyilmadan boshqa quyidagi chekli yoyilmaga ham ega bo‘lsin

A=|JCr BieG, BinB =2 (k+1). (2.3)
k=1

G yarim halqa bo‘lgani uchun barcha B; N C; to‘plamlar shu yarim halqaga tegishli. U holda u
o‘lchovning additivligiga ko‘ra quyidagi tenglik bajariladi

ZM(Bi) = Z Zm(Bi nej) = Zm(Cj).

Bu esa p to‘plam funksiyasining berilgan to‘plamning chekli yoyilmasiga bog'liq emasligini
bildiradi. (2.2) tenglik bilan aniglangan funksiyaning nomanfiyligi va additivligini tekshirish
qiyin emas. Demak, u to‘plam funksiyasi R(G) halqada o‘lchov ekan. Shunday qilib, G yarim
halqada aniglangan m o‘lchovni R(G) halqaga davom ettirdik.
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Endi m o‘lchovning davomi yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, i1 o‘lchov m o‘lchovning
yana bitta davomi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy A € R(G) to‘plamning (2.1) yoyilmasidan foy-
dalanib, fi o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra quyidagini topamiz

i(A) = a(Br) = > _m(By) = p(A).

Bu esa fi o'lchov (2.2) tenglik bilan aniglangan o‘lchov bilan bir xil ekanligini anglatadi. A

Shunday qilib, biz o‘lchovni yarim halqadan halqagacha davom ettirdik. Bu esa to‘g‘ri
to‘rtburchakning yuzini hisoblashni o‘rganib, keyin to‘g‘ri to‘rtburchaksimon shakllarning yuzini
hisoblashni o‘rganishdagi jarayonning umumlashtirilganidir.

Endi o‘lchovning additivligi va nomanfiyligidan kelib chiqadigan sodda, lekin muhim xos-
salarni isbotsiz keltiramiz.

2.1.2-Teorema. R halqada p o‘lchov aniglangan bo‘lsin. U holda A, A;,...; A, € R
to‘plamlar uchun quyidagilar o‘rinli:

L. agar |J;_, Ay C A va ixtiyoriy ¢ # j indekslar uchun A; N A; = @ bo'lsa, u holda

> pu(Ay) < p(A)

tengsizlik bajariladi;
I1. agar |J;_; Ax D A bo‘lsa, u holda

> n(Ay) > p(A)
k=1
tengsizlik bajariladi.

Oxirgi teoremadan quyidagi muhim natija kelib chiqadi.

2.1.1-Natija. R halqada p o‘lchov aniglangan bo‘lsin. Agar A, B € R to‘plamlar uchun
A C B munosabat bajarilsa, u holda p(A) < u(B) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

2.1.2-1zoh. To‘plamlar oilasida C munosabat gisman tartib ekanligi hisobga olinsa, 2.1.1-
Natijadan halgadagi o‘lchov monoton deb xulosa qilish mumkin bo‘ladi. Biz 2.1.2-Teorema va
uning natijasini halgadagi o‘lchovlar uchun berdik. Har qanday halga yarim halga bo‘lganidan
bu xossalar yarim halqadagi o‘lchovlar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Yarim halqadagi o‘lchovni
kengroq sinfga davom ettirish mumkin bo‘lsa, odatda o‘sha kengroq sinfdagi o‘lchov uchun biror
xossani isbotlash afzal.

2.1-Topshiriq.

1. X to‘plamning barcha chekli gism to‘plamlari oilasida o‘lchov aniglang.

2. X chekli to‘plamda G; C G, shartni qanoatlantiruvchi yarim halgalar quring. Bu yarim
halqgalarda mos ravishda m va p o‘lchovlarni shunday aniqlangki, p o‘lchov m o‘lchovning
davomi bo‘lsin.

3. [a; b] kesmadagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasida o‘lchov aniglang. Bu
o‘lchovni yarim halgadan hosil gilingan halqagacha davom ettiring.

4. 2.1.2-Teoremani isbotlang.
5. 2.1.1-Natijani isbotlang.
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2.2 o-additiv o‘lchov

Analizning ko‘plab masalalarida nafaqat to‘plamlarning chekli yig‘indisi, balki sanoqli
yig‘indisi-ni ham qarash talab qilinadi. Shu sababdan, o‘lchovning additivlik xossasini nisbatan
kuchliroq shart — sanoqli additivlik bilan almashtirishga ehtiyoj tug‘iladi.

2.2.1-Ta’rif. R halqada p o‘lchov berilgan bo‘lsin. Agar juft-jufti bilan kesishmaydigan
ixtiyoriy Aj,..., A, - € R to‘plamlar uchun (J;-, Ay € R o‘rinliligidan

u(U): p(Ay)
k=1 k=1
tenglik bajarilishi kelib chigsa, bu o‘lchovga sanoqli additiv yoki o-additiv o‘lchov deyiladi.

2.2.1-Misol. X = {xy, 29,3, ...} ixtiyoriy sanoqli to‘plam bo‘lsin. {p, }°°, musbat sonlar
ketma-ketligini quyidagi shartni qanoatlantirsin

Sh-t
n=1
P(X) o-algebrada quyidagi to‘plam funksiyasini qaraymiz:
WA =" p., VAEPX).

T, €A

Tekshirish qiyin emaski, bu funksiya o-additiv o‘lchov bo‘ladi. Shuningdek, p(X) = 1.
2.2.2-Misol. [0; 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plamini X bilan belgilaylik. Bu

to‘plamning ixtiyoriy (a;b) interval, [a;b] kesma yoki [a;b) va (a;b] yarim intervallar bilan

kesishmasidan hosil bo‘lgan to‘plamlar oilasini qaraylik. Endi har bir A,, € R to‘plam uchun

p(Aw) =b—a

to‘plam funksiyasini aniglaymiz. Bu funksiyaning o‘lchov bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Biz
uning o-additiv bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Ravshanki, x(X) = 1. Lekin, har bir z € X uchun
{z} = A, ekanligidan u({z}) = 0 kelib chiqadi. Agar p o‘lchovni o-additiv deb faraz qilsak,
X to'plam sanoqli sondagi elementlarining yig'indisi ekanligidan pu(X) = > _y p(Agy) = 0
tenglikni hosil gilamiz. Bu esa p(X) = 1 ekanligiga zid. Demak, bu o‘lchov o-additiv emas.

2.2.1-Teorema. G yarim halqgada m o‘lchov berilgan bo‘lsin. Agar bu o‘lchov o-additiv
bo‘lsa, u holda uning R(G) halqagacha davomi bo‘lgan p o‘lchov ham o-additiv bo‘ladi.

» Aytaylik A € R(G) to‘plam shu halqada quyidagi yoyilmaga ega bo‘lsin

A=|JB. BNB=2, i#j
n=1

U holda G yarim halqada shunday A; va B,,; to‘plamlar mavjudki,
A:UAj, Bn:UBn27 7’L:1,2,...
j i

chekli yoyilmalar o‘rinli bo‘ladi. Bunda har bir yoyilmada qatnashgan to‘plamlar juft-jufti bilan
kesishmaydi. C;; = B,; N A; deb olaylik. Ravshanki, C,;; to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va
quyidagi yoyilmalar o‘rinli bo‘ladi

Aj = U Ucnija an = UC’VLZ]
J

n=1 1
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U holda m o‘lchovning o-additivligidan quyidagilarni topamiz

ZZ Chis) (2.4)
; :Zm ij ) (2.5)

Boshga tomondan, R(G) halqadagi o o‘lchovning aniglanishiga ko‘ra

= > m(4). (2.6)
= Zm(Bm)a (27>

tengliklarni hosil gilamiz. (2.2)-(2.7) tengliklardan p(A) = >~>7 | u(B,) tenglikni hosil gilamiz.
Bu yerda ¢ va j bo‘yicha yig‘indilarning chekliligini va n bo‘yicha qgatorning yaqinlashishini
hisobga oldik. A

Endi o-additiv o‘lchovlarning asosiy xossalarini keltiramiz. Yanada aniqroq aytsak, 2.1.2-
Teoremani umumiyroq shaklda isbotlaymiz. Bu yerda ham yarim halqadagi o‘lchovning o-
additivligi uning halqagacha davomi uchun ham saqglanishiga ko‘ra o‘lchovni halqada aniqlangan
deb aytishga asoslar yetarli.

2.2.2-Teorema. R halqada o-additiv pu o‘lchov va A, Ay,..., A,,--- € R to‘plamlar beril-
gan bo‘lsin. U holda quyidagi tasdiglar o‘rinli:

I,. agar |J,-, A C A va ixtiyoriy ¢ # j indekslar uchun A4; N A; = @ o‘rinli bo‘lsa, u holda

Zu (Ax) < p(A
k=1

tengsizlik bajariladi;

I1,. (sanoqli yarim additivlik) agar (J;—, Ay D A o‘rinli bo‘lsa, u holda

NE

1(Ag) > p(A)

e
Il

1
tengsizlik bajariladi.

» Agar barcha Ay to‘plamlar juft-jufti bilan kesishmasa va A to‘plamga qism bo‘lsa, u holda
o‘lchovning monotonligiga ko‘ra ixtiyoriy n > 1 uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

> (A < u(A)

Bu tengsizlikdan n — oo limitga o‘tsak, I, tasdigning to‘g‘riligi kelib chigadi.
Endi ikkinchi tasdigni isbotlaymiz. R halqa ekanligidan

B, = (AnﬂA> \UAk
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to‘plam ham shu halganing elementi ekanligi kelib chiqadi. Shuningdek,
A=|]JB. B.cA4,
n=1

va ixtiyoriy ¢ # j uchun B; N B; = & ekanligidan quyidagini hosil gilamiz

o0

p(A) = 3" p(Ba) £ 37 u(Ay)

Bu esa II, tasdiq ham o‘rinli ekanligini bildiradi. A

2.2.1-1zoh. Ta’kidlash joizki, o‘lchovning I, xossasi o-additivlikka bo‘gliq emas. Ya'ni,
bu xossa har qanday o‘lchovga xosdir. II, xossa esa aynan o-additivlikdan kelib chiqadigan
xossadir. Masalan, 2.1.2-Misolda keltirilgan o‘lchov II, xossaga ega emasligini tekshirish qiyin
emas. Boshqacha aytganda o‘lchovning II, xossaga egaligi uning o-additivligiga teng kuchli.
Buni o‘zingiz uchun tekshirib ko‘ring!

2.2-Topshiriq.

1. Q uchun P(Q) oilada o-additiv o‘lchov aniglang.

2. Sanoqli yarim additivlik sanoqli additivlikka ekvivalent ekanligini isbotlang.

2.3 bupm ity spuM anajja aHWIAHTaH YI90BIapHUHT Jaber 6y1iya gaBomMm

Biri bor G yarim halqada o-additiv m o‘lchov berilgan bo‘lsin. Qulaylik uchun bu yarim
halganing birlik elementini £ deb belgilaymiz. E to‘plamning P(FE) — barcha gism to‘plamlari
oilasida tashqi o‘lchov tushunchasini kiritamiz.

2.3.1-Ta’rif. A C F to‘plamning tashqi o‘lchovi deb quyidagi songa aytiladi

(¥ (A) = inf {Zm(Bn) UBr2 A ¥Bu}uzi C g} . (2.8)

Berilgan o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davomini qurishda muhim ahamiyat kasb etadigan quyidagi
xossani isbotsiz keltiramiz.
2.3.1-Teorema. (sanoqli yarim additivlik) Agar A, A;,...,A,, -+ € E to‘plamlar

uchun
AclJAn
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda

H(A) <Y (A

tengsizlik bajariladi.
2.3.1-Izoh. 2.3.1-Teoremadagi { A, },>1 oila ko‘pi bilan sanoqli.
2.3.2-Ta’rif. A € F to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy € > 0 olinganda ham shunday
B € R(G) topilib,
p(AAB) < ¢
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A to‘plam Lebeg ma’nosida o‘lchovli deyiladi.
Ta'rifdan ko‘rinadiki, G va R(G) oilalarning har bir elementi Lebeg ma’nosida o‘lchovli
bo‘ladi. Shuningdek,
A4y = (B\ A)A(E\ Ay)

tenglikdan, Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamning to‘ldiruvchisi ham Lebeg ma’nosida o‘lchovli
bo‘lishi kelib chiqadi.

Bundan keyin alohida aytilmagan bo‘lsa, o‘lchovli to‘plam deganda faqat Lebeg ma’nosida
o‘lchovli to‘plamni tushunamiz. Shuningdek, Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam qaysi o‘lchovdan
hosil gilingani ham ahamiyatli.

Endi o‘lchovli to‘plamlar va ularning Lebeg o‘lchovining asosiy xossalarini keltiramiz. Bar-
cha (Lebeg ma'nosida) o‘lchovli to‘plamlar oilasini M bilan belgilaymiz.

2.3.2-Teorema. M halqa bo‘ladi.

» Isboti sodda bo‘lgan quyidagi

A1 ﬂAQ :A1 \ (AI\A2)7

ATUAy = E\[(E\ A1) N (E\ Ay)]

tengliklardan teorema tasdig‘ini isbotlash uchun quyidagi tasdigni isbotlash yetarli deb xulosa
qilamiz:

VAl,AQEM — Al\AQEM.

Aytaylik, A; va A, to‘plamlar Lebeg ma’nosida o‘lchovli bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0
uchun shunday Bj, By € R(G) to‘plamlar topiladiki,

,u*(AlABl) < ILL*<A2ABQ) <

DO ™

c
27
tengsizliklar bajariladi. B = By \ By € R(G) deb olamiz va

(Al \ B2>A(B1 \ BQ) C (AlABl) U (AQABQ)

munosabatdan

W (AAB) < ¢

tengsizlikni hosil gilamiz. ¢ > 0 sonining ixtiyoriyligidan ta’rifga ko‘ra A; \ As to‘plamning
ham Lebeg ma’nosida o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi. A

2.3.2-1zoh. F to‘plamning o‘zi ham Lebeg ma’nosida o‘lchovli ekanligidan F € M kelib
chigadi. Demak, M algebra ekan.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.3.3-Teorema. M algebradagi p* tashqi o‘lchov additiv.

Demak, M algebradagi p* to‘plam funksiyasi o‘lchov ekan. p* funksiya Lebeg o‘lchovi
deyiladi va p kabi belgilanadi. Ravshanki, ixtiyoriy A € G uchun p(A) = m(A) tenglik o‘rinli
bo‘ladi. Bundan, ta'rifga ko‘ra Lebeg o‘lchovi G yarim halqadagi m o‘lchovning M algebragacha
davomi ekan.

2.3.4-Teorema. M algebradagi p Lebeg o‘lchovi o-additiv.

» A € M to‘plam quyidagi sanoqli yoyilmaga ega bo‘lsin

A= DA”’ Ay A, €M,

n=1
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bu yerda A,, to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. U holda 2.3.1-Teoremaga ko‘ra

p(A) <> p(Ay) (2.9)

va 2.3.3-Teoremaga ko‘ra har bir N uchun

n(A) = p (U An) = u(An) (2.10)

tengsizliklar bajariladi. (2.10) tengsizlikdan N — oo limitga o‘tib

p(A) > pu(Ay) (2.11)

tengsizlikni hosil gilamiz. (2.9) va (2.11) tengsizliklardan

u(A) = u(An)

tenglikni olamiz. Bu esa p Lebeg o‘lchovining o-additivligini bildiradi. A
Yana bir muhim teoremani isbotsiz keltiramiz.
2.3.5-Teorema. M — Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar oilasi o-algebra bo‘ladi.
o-algebrada aniqlangan o-additiv o‘lchovning yana bir muhim xossasi bu uning uzluksizligi
deb ataluvchi quyidagi xossadir: agar Ay D Ay D --- D A, D ... o'lchovli to‘plamlarning
kamayuvchi zanjiri uchun
A=A,

bo‘lsa, u holda quyidagi limit o‘rinli
p(A) = lim p(Ay).
n—oo

Endi bu paragraf uchun o‘lchovning Lebeg ma’nosidagi davomini qurishdan olgan xulosamizni
keltiramiz.

Xulosa. Biri bor G yarim halqada berilgan o-additiv m o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom
ettirish orqali G yarim halgani o‘zida saqlovchi o-algebrada aniglangan o-additiv o‘lchov hosil
gilinar ekan.

2.3-Topshiriq.

1. 2.3.1-Teoremani isbotlang.

2. 2.3.3-Teoremani isbotlang.

3. [0; 1] kesmadagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasida o‘lchovni quyidagicha
kiritamiz: m([a;b]) = m((a;0)) = m((a;b]) = m(([a;d))) = (b — a)?. Shu o‘lchovni Lebeg
bo‘yicha davom ettiring. Hosil bo‘lgan Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar oilasi [0; 1]
kesmadagi Borel algebrasi bilan ustma-ust tushadimi?

4. [0;1] kesmada g — chizigli Lebeg o‘lchovini qaraymiz. p o‘lchovga nisbatan Kantor
mukammal to‘plamining o‘lchovi topilsin.

5. [0; 1] kesmada chiziqgli o‘lchovi 0,9 bo‘lgan hech qayerda zichmas mukammal to‘plam qu-
ring.
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2.4 Biri yo‘q yarim halqada aniqlangan o‘lchovning Lebeg bo‘yicha
davomi

Avvalgi paragrafda biz biri bor yarim halqadagi o-additiv o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom
ettirishni o‘rgandik. Agar yarim halganing birlik elementi bo‘lmasa ham bunday davom ettirish
ba’zi kichik o‘zgarishlar bilan o‘z kuchini saqlaydi. Ana shunday o‘zgarishlar hagida to‘xtalib
o‘tamiz.

e Tashqi o‘lchovning ta‘rifi G yarim halqadagi chekli sondagi to‘plamlar oilasi bilan qoplash
mumkin bo‘lgan A to‘plamlar uchun beriladi.

e Oflchovli to‘plamning ta‘rifi o‘zgarmaydi.

e 2.3.2-Teoremaning isbotida birlik elementdan foydalanilgan edi. Biri yo‘q yarim halqa
holi uchun ham bu teoremaning tasdig'i to‘g‘ri, lekin uning isbotida quyidagicha o‘zgarish
gilamiz: dastlab ixtiyoriy to‘plamlar uchun (A; U A2)A(B; U Bs) C (A1ABy) U (A2ABs)
munosabatni isbotlaymiz, so‘'ng bu munosabatdan foydalanib A;, A5 € M to‘plamlar
uchun A; U Ay € M deb xulosa gilamiz.

e 2.3.3-Teorema va 2.3.4-Teorema ham ularning isbotlari ham o‘zgarmaydi.

e 2.3.5-Teorema quyidagi teoremaga o‘zgaradi.

2.4.1-Teorema. M Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar oilasi 4-halqa bo‘ladi. A,, € M
to‘plamlar oilasi uchun (J 7, A, to‘plam ham o‘lchovli bo‘lishi uchun shunday C' > 0

topilib, har qanday N olinganda ham u (Uivzl An) < C' o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isbotini o‘quvchilarga qoldiramiz. Shuni ta’kidlash kerakki, biz faqat
chekli giymatli o‘lchovlarni qarayotganimiz uchun 2.4.1-Teoremaning ikkinchi gismidagi
shartning talab qilinishi tabiiydir.

e 2.4.1-Teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
2.4.1-Natija. A € M to‘plam uchun quyidagi oila o-algebra bo‘ladi:

MA:{BEMZ BCA}

Lebeg o‘lchoviga xos yana bir xossa haqgida so‘z yuritamiz.

2.4.1-Ta’rif. p Lebeg o‘lchovi berilgan bo‘lsin. Agar u(A) = 0 va A" C A ekanligidan A’
to‘plamning ham o‘lchovli bo‘lishi kelib chigsa, bunday o‘lchovga to‘la deyiladi.

Ravshanki, har ganday to‘la o‘lchov uchun o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamning ixtiyoriy qism
to‘plami ham nol o‘lchovli bo‘ladi. Ko‘rsatish qiyin emaski, har qanday o‘lchovning Lebeg
bo‘yicha davomi to‘la bo‘ladi. Darhaqgiqat, u*(C) = 0 bo‘lgan har ganday C' to‘plamning
o‘lchovli ekanligi p*(AA@) = p*(C) tenglikdan kelib chigadi. Shuningdek, tashqi o‘lchovi nol
bo‘lgan to‘plamning qgism to‘plamining ham tashqi o‘lchovi nolga teng.

2.4.1-1zoh. o-algebradagi har qanday o-additiv o‘lchovni to‘la o‘lchovgacha davom ettirish
mumkin. Buning uchun o‘lchovi nol bo‘lgan har qanday to‘plamning ixtiyoriy qgism to‘plamiga
ham nolni mos qo‘yish yetarli.
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2.5 Oflchovlarning ko‘paytmasi. O‘lchovsiz to‘plam

To‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi uning bo‘yi va eni uzunliklarining ko‘paytmasi ekanligini
yaxshi bilamiz. Shuningdek, to‘g‘ri to‘rtburchakning eni ham bo‘yi ham kesma va ularning
uzunliklari esa chiziqli o‘lchov ekanligi yaxshi ma’lum. Ikkita kesmaning ko‘paytmasidan hosil
gilingan shaklning yuzi shu kesmalar uzunliklarining ko‘paytmasiga teng bo‘lmoqda. Demak,
bob avvalida aytilganidek o‘lchov uzunlik, yuza va hajmning umumlashmasi bo‘lsa, hozir-
cha biz umumlashtirmagan jihat aynan to‘plamlar to‘g‘ri ko‘paytmasining o‘lchovini har bir
to‘plamdagi o‘lchov orqali ifodalanishidir.

Aytaylik, Gi1,Gs,...,G, yarim halqalarda mos ravishda pq, s, ..., i, o‘lchovlar berilgan
bo‘lsin. Qulaylik uchun bu o‘lchovlar chekli bo‘lsin deb olamiz. Quyida keladigan barcha
tushuncha va natijalarni esa qiyinchiliksiz o-chekli o‘lchovlar uchun ham yozish mumkin. G =
G, x -+ x G, yarim halgada quyidagi to‘plam funksiyasini aniglaymiz

p(A) = pi(A). . pu(Ay), A=A x---xA,. (2.12)

Endi bu to‘plam funksiyasi o‘lchov bo‘lishini ko‘rsatamiz. u(A) > 0 ekanligi ravshan. De-
mak, additivlikni tekshiramiz. Qulaylik uchun n = 2 holni qaraymiz. Quyidagi yoyilma berilgan
bo‘lsin

A=A x Ay = JBW, BYNBY =

B® = B® x B

1.2.2-Lemmaga ko‘ra quyidagi yoyilmalar mavjud
_ U C£m)7 Ay = U CQ(P)
m P

U holda
1(A) = p1(Ar)pa(A2) = ZZM ) 2 (CF), (2.13)

u(BW) = uy(BY)pa(B Z > m(@" (G, (2.14)

cfp) cBg’c> CE’") cBik)

(2.13) va (2.14) tengliklardan

tenglikni hosil qgilamiz. Demak, p additiv ekan. Shunday qilib, G yarim halqada (2.12) bi-
lan aniglangan o‘lchovni kiritdik. Odatda bu o‘lchovga g, ..., g, o‘lchovlarning ko‘paytmasi
deyiladi va u = py X - -+ X u, kabi yoziladi.

O‘lchovlar ko‘paytmasining quyidagi muhim xossasini isbotsiz keltiramiz.

2.5.1-Teorema. Agar puq,...,u, olchovlarning har biri o-additiv bo‘lsa, u holda p =
1 X ...l o'lchov ham o-additiv bo‘ladi.

Demalk, biz yarim halqalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi bo‘lgan yarim halqada o‘lchovlar ko‘payt-
masini aniqladik. Yarim halgadagi o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirish jarayoni bilan
tanishmiz. Shu bois bu haqda to‘xtalib o‘tirmaymiz.
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Agar Gy, ..., G, oilalar g-algebra bo‘lib, ulardagi y1, . .., i, o‘lchovlar ham o-additiv bo‘lsa,
bu o‘lchovlarning ko‘paytmasi deb pq X ... u, o‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomiga aytamiz va
hosil bo‘lgan o‘lchovni

Qp, = 1 @ -+ @ fin

kabi yozamiz.

Ta’kidlash joizki, pq,...,ur o‘lchovlar to‘la bo‘lmasa-da, ularning ko‘paytmasi har doim
to‘la bo‘ladi.

Biz shu paytgacha o‘lchov, o‘lchovli to‘plam haqida gapirdik. Lekin biror marta o‘lchovsiz
to‘plam ham bormi degan savolni o‘rtaga tashlamadik. Bu savolni berishga va unga javob
berishga endi tayyormiz.

O‘lchovsiz to‘plamga misol qurish uchun aksariyat hollarda o‘lchovli fazolar sifatida Borel al-
gebralari gqaralgani uchun Borel to‘plami bo‘lmagan to‘plamni topish masalasi yuzaga chigadi.
Bu esa unchalik ham oddiy quriladigan to‘plamlar toifasiga kirmaydi. Masalan, to‘g‘ri chi-
ziqdagi ochiq intervallarning ko‘pi bilan sanoqli yig‘indisi yoki kesishmasi ko‘rinishida tasvir-
lanmaydigan to‘plamni qurish oson emas.

O‘lchovsiz to‘plamga misolni chiziqli Lebeg o‘lchovi berilgan birlik aylanada qurish nisbatan
osonroq. Aytaylik, C' — uzunligi 1 bo‘lgan aylana bo‘lsin. Biror « irratsional sonni olamiz.
Aylanadagi nuqgtalarni ekvivalent sinflarga quyidagicha ajratamiz: x ~ y <= biror n € Z
mavjudki, aylanani nam burchakka burish orqali x nugtadan y nuqta hosil bo‘ladi. Ravshanki,
bunday sinflarning har biri sanoqli sondagi nuqtalardan tashkil topgan. Bu sinflarning har
biridan bittadan nuqta olib ® to‘plamni hosil gilamiz. Aylanani nam burchakka burish orqali
®, to‘plamdan hosil bo‘lgan to‘plamni ®,, deb belgilaymiz. Ko‘rish mumkinki, n # m uchun
P, NP, =@ va C =,c; Pn. Agar @ to‘plam o‘lchovli bo‘lsa, u holda har bir ®,, to‘plam
ham oflchovli va ularning o‘lchovlari teng bo‘ladi. O‘lchovning o-additivligiga ko‘ra quyidagi
tenglik o‘rinli

p(C) = (@)
nez
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi qatorning har bir hadi bir xil sondan iborat. Agar pu(®g) > 0
bo‘lsa, qator uzoglashuvchi, agar p(®¢) = 0 bo‘lsa, qatorning yig‘indisi 0. Har ikki holda ham
u(C) =1 ekanligiga zid. Demak, ®q o‘lchovsiz to‘plam ekan.

2.6 Oflchov va o‘lchovli to‘plamlar bo‘yicha qo‘shimcha ma’lumotlar
Bu paragrafda ushbu bob bo‘yicha qo‘shimcha va xulosalovchi ma’lumotlarni beramiz.

e Nima uchun o‘lchov tushunchasi aynan yarim halqada berildi. Buning birinchi sababi
sifatida bobning avvalida o‘lchov biz bilgan kesmaning uzunligi, yassi shaklning yuzasi
va fazoviy jismning hajmi kabi tushunchalarning umumlashmasi ekanligini hamda bu
tushunchalar dastlab eng sodda holda yarim halgada berilgani bilan bog‘liq. Ikkinchi
asosiy sababini esa o‘lchov ixtiyoriy to‘plamlar oilasida ta’riflanganda nima o‘zgarar edi?,
degan savolning javobida ko‘ramiz. Haqigatdan, biz har qanday to‘plamlar oilasini,
halgaga yoki algebragacha hatto o-algebragacha to‘ldirish mumkinligini bilamiz. Demak,
zarur holda o‘lchovni kengroq oilagacha davom ettirish zarurati paydo bo‘lganda yana
o‘sha jarayonni bemalol takrorlaymiz deyishingiz mumkin. Lekin bu xato fikr. Chunki,
agar to‘plamlar oilasi halqa bo‘lmasa, bu oiladagi o‘lchovning davomi yagona bo‘lmasligi
mumkin. Bunga ishonch hosil qilish uhun quyidagi misolni keltiramiz. Birlik kvadratda
vertikal yoki gorizontal joylashgan shunday to‘g‘ri to‘rtburchaklar oilasini qaraylikki, bu
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to‘gri to‘rtburchaklarning yoki bo‘yi yoki eni birga teng. Bunday to‘plamlarning har
biriga uning yuzini mos qo‘yamiz. Bu moslikni oiladigi p o‘lchov deb gabul gilamiz. Bu
o‘lchovning nomanfiy va additivligini tekshirish qiyin emas. Biz bilgan o‘lchovdan yagona
farqi uning aniglanish sohasi yarim halqa emas. Endi bu oiladan hosil gilingan algebra-
gacha o‘lchovni davom ettiramiz. Tekshirish mumkinki, p o‘lchovning davomi yagona
emas.

O‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirish jarayoni va metrik fazoni to‘ldirish jarayoni
orasidagi bog‘liglikni ko‘rsatamiz. Ta’kidlash joizki, R halqadagi m o‘lchovni metrika
deb hisoblash mumkin. Ya'ni, ixtiyoriy A, B € R uchun p(A, B) = m(AAB) metrika
bo‘ladi. Demak, (R,m) metrik fazo ekan. Bu fazo to‘la emas. Uni to‘ldirishdan hosil
bo‘lgan fazo aynan Lebeg ma’'nosidagi barcha o‘lchovli to‘plamlardan iborat. Faqat bu
yerda u(AAB) = 0 bo‘lgan A va B to‘plamlar metrik fazodagi bir xil elementlar deb
gabul qilinadi.

Agar biri yo‘q yarim halqada m o‘lchov berilgan bo‘lsa, yuqorida kiritilgan o‘lchovli
to‘plam tushunchasi juda tor sinf uchun o‘rinli ekanligini ko‘rish mumkin. Masalan, X
tekislik uchun bu tekislikning o‘zi, doiraning tashqarisi, ikki parallel chiziglar orasidagi
soha va boshqa barcha yuzasi cheksiz bo‘lgan to‘plamlar bu ma'noda o‘lchovli bo‘lmaydi.
Demak, o‘lchovning giymati cheksiz bo‘lishi ham mumkin deyilisa, o‘lchov tushunchasini
kengaytirish zarurati tug‘ilar ekan.

O‘lchovni kengaytirishni amaliy ahamiyati katta bo‘lgan maxsus hol uchun gisqacha
aytib o‘tamiz. X to‘plamning qism to‘plamlarining G yarim halqasida c-additiv m
o‘lchov berilgan bo‘lsin. Agar X to‘plamni G yarim halqadagi sanoqli sondagi (chekli
emas!) to‘plamlarning yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, m o‘lchovga o-
chekli o‘lchov deyiladi. Masalan, tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar yarim halqasi-
dagi yuza aynan o-chekli o‘lchov bo‘ladi. o-chekli bo‘lmagan to‘plamga misol keltiramiz.
[0; 1] kesmada biror f(x) nomanfiy funksiya berilgan bo‘lsin. Bu kesmaning barcha
chekli to‘plamlari oilasi yarim halga bo‘ladi. Bu yarim halqadagi har bir A to‘plamga
(A) = Y ca f(x) akslantirishni mos go‘yamiz. Bu moslik o‘lchov bo‘lishini tekshirish
qiyin emas. Agar {x € [0;1] : f(x) # 0} to‘plam sanoqsiz bo‘lsa, p o‘lchov o-chekli
bo‘lmaydi.

X to‘plamning qgism to‘plamlarining G yarim halqasida o-additiv va o-chekli m o‘lchov
berilgan bo‘lsin. U holda shunday juft-jufti bilan kesishmaydigan sanoqlita B,, € G
to‘plamlar mavjudki, X = (J 7, B, va ixtiyoriy n > 1 uchun m(B,) < oo. Endi R(G)
halgada B, = B; va B, = B, \ UZ;% By, to‘plamlarni qaraylik. Bu to‘plamlar ham juft-
jufti bilan keshishmaydi va X = |J)~, B, o‘rinli. m o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom
ettirib, d-halqada p o‘lchovga ega bo‘lamiz, Odatdagidek bu d-halqani M deb belgilaylik.
Ixtiyoriy B € M to‘plam uchun

Mp={CeM: CcC B}
biri B bo‘lgan o-algebrani hosil gilamiz. Endi quyidagi oilani qaraymiz:
U={A: ANDB, € My , Vn e N}.

Boshqacha aytganda A € U bo‘lishi uchun uning juft-jufti bilan kesishmaydigan A, €
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M to‘plamlarning sanoqli yoyilmasi ko‘rinishida ifodalanishi zarur va yetarli, ya’'ni

A={JA., A, eMg. (2.15)

n=1

U oila o-algebra bo'ladi va u Mz algebralarning to‘g'ri yig'indisi deb ataladi. Ixtiyoriy
A € U to‘plam esa olchovli deyiladi va (2.15) to‘plam uchun fi o‘lchovni quyidagicha

aniqlaymiz .
=3 s
n=1

Tenglikning o‘ng tomonidagi har bir o‘lchov nomanfiyligidan bu qator biror noman-
fiy songa yoki +o0o ga yaqginlashadi. Ta’kidlash joizki, U o-algebra va i o‘lchov B,
to‘plamlarning tanlanishiga bog'liq emas. Shuningdek, i1 o‘lchov o-additiv va

{AelU: i(A) < 0} =M.
it va p o'lchovlar M halqada ustma-ust tushadi.

O‘lchovni yarim halqada aniqlab, uni Lebeg bo‘yicha o-algebragacha davom ettirdik va
bunday o‘lchovlarni Lebeg o‘lchovi deb atadik. Tabiiy savol tug‘iladi: yarim halqada beril-
gan olchovni davom ettirishning boshqa usullari ham bormi? Ha, bor. Masalan, Jordan
yoki Karateodori bo‘yicha davom ettirish. Biz o‘lchovning Jordan yoki boshqa ma’noda
davomi haqgida to‘liq ma’lumot bermaymiz. Qiziquvchilarga o‘zlari bu borada ma’lumot
topib o‘rganishi tavsiya etiladi. Faqat shuni aytishimiz mumkinki, Jordan ma’nosida
o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlar albatta Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli bo‘ladi va bunday
to‘plamlarning har ikki o‘lchovi teng. Demak, Lebeg o‘lchovi Jordan o‘lchovidan kengroq
ekan.

Avvalgi bobda X # @ to‘plam va unda biror B o-algebra aniqlangan bo‘lsa, (X, B) juft-
lik o‘lchovli fazo deyilishini va bu tushuncha hali o‘lchov tushunchasi kiritilmasdan oldin
aytilayotgani biroz g‘alatidek ko‘rinishini aytib o‘tgan edik. Aslida ham shundaymi? Gap
shundaki, matematikaning ko‘plab sohalarida o‘lchovli fazolar bilan ishlashga to‘g‘ri ke-
ladi. Bunda o‘lchovni biz odatlanganimizdek, abstrakt to‘plam uchun avval yarim halgada
aniqlab, keyin uni Lebeg yoki boshqa usulda o-algebragacha davom ettirish nuqtai nazari-
dan emas, balki oldindan berilgan o-algebrada o-additiv o‘lchov aniglash nuqtai nazari-
dan deb qarash kerak bo‘ladi. Bunday teskari masalalar ehtimollar nazariyasining asosi
bo‘lib xizmat qiladi. Shuningdek, integral operatorlar nazariyasi va dinamik sistemalar
nazariyasining asosiy masalalari ham shu prinsipga qurilganini esdan chigarmaslik lozim.

Ixtiyoriy (X, B) o‘lchovli fazoda har doim o-additiv o‘lchov aniglash mumkinmi? Bu an-
cha murakkab masala hisoblanadi. Biz to‘g‘ri chiziqda chiziqli Lebeg o‘lchovidan boshqa
ganday o‘lchov aniglash mumkinligiga doir qiziqarli ma’lumot beramiz. To‘g‘ri chizig-
da kamaymaydigan, chapdan uzluksiz F' funksiya berilgan bo‘lsin. Quyidagi to‘plam
funksiyasini aniqlaymiz:

mpg(a;b) = F(b) — F(a+0),
mpla;b] = F(b+0) — F(a),
mp(a;b] = F(b+0) — F(a+0),
mpla; b) = F(b) — F(a).
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Bunday aniglangan to‘plam funksiyasining nomanfiy va additivligini tekshirish qiyin emas.
Shuningdek, to‘g‘ri chiziqdagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasi yarim
halga ekanligidan m o‘lchov bo‘ladi. Bu o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirib, upg
o‘lchovni hosil qgilamiz. pg o‘lchovga nisbatan o‘lchovli to‘plamlar oilasini Mg bilan bel-
gilaymiz. Ravshanki, Mg o-algebra va ur o-additiv o‘lchov. Bunda ppr ham Mg ham
albatta I’ funksiyaga bog‘liq bo‘ladi. Demak, F' o‘zgarsa, turli o‘lchovlar hosil bo‘ladi.
Bunday o‘lchovlarga Lebeg-Stiltes o‘lchovlari deyiladi. Biz bilgan chiziqli Lebeg o‘lchovi
F(t) = t funksiyadan hosil qgilingan. Shu o‘rinda tabiiy savol tug‘iladi: agar bir to‘plamda
turli o‘lchovlar aniglash mumkin bo‘lsa, bu o‘lchovlarning bir-biri bilan bog‘ligligi bormi?
Bu savolga javob berish uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz.

i berilgan bo‘lsin. Agar har bir Lebeg o‘lchovi nol bo‘lgan A to‘plam uchun pu(A) = 0
kelib chigsa, u holda p o‘lchov absolyut uzluksiz deyiladi. Agar pu o‘lchov noldan farqli
qiymatlarga ko‘pi bilan sanoqli to‘plamda erishsa, u holda u diskret o‘lchov deyiladi. Agar
har qanday bir nuqtali to‘plamning p o‘lchovi nol bo‘lib, Lebeg o‘lchovi nol bo‘lgan biror
to‘plam to‘ldiruvchisining p o‘lchovi nol bo‘lsa, p o‘lchovga singulyar o‘lchov deyiladi.

(X, B) olchovli fazoda o-additiv p o‘lchov berilgan bo‘lib, u(X) = 1 bo‘lsa, bunday
o‘lchov ehtimollik o‘lchovi deyiladi. Demak, ehtimollar nazariyasining asosiy elementlari
o‘lchovlar nazariyasidagi umumiy tushunchalardan kelib chigadi. Masalan, o‘lchovli fa-
zodagi o‘lchovli funksiya (keyingi bobda o‘rganamiz) tasodifiy miqdor deyiladi. O‘lchovli
funksiyaning Lebeg integrali esa matematik kutilmani anglatadi va hokazo.
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3 O‘LCHOVLI FUNKSIYALAR

Aytaylik, ixtiyoriy X va Y to‘plamlar hamda ularning ba’zi qism to‘plamlari oilasi Gy va Gy
berilgan bo‘lsin. f : X — Y akslantirishni qaraylik. Agar ixtiyoriy A € Gy uchun f~(A4) € Gx
o‘rinli bo‘lsa, f akslantirishga (Gx, Gy )-o‘lchovli funksiya deyiladi.

Eslatma. O‘lchovli funksiyaning ta'rifida Gy va Gy oilalarning hech biri hatto yarim halqa
bo‘lishi talab gilinmaganiga e’tibor bering! Bu ta’rif umumiy bo‘lib, biror X va Y to‘plamlar
uchun o‘lchovli funksiyalar sinfi Gy va Gy oilalarga bog‘liq ekan. Masalan, Gx va Gy oilalar
sifatida mos ravishda X va Y to‘plamlardagi topologiyalar (ochiq to‘plamlar sinfi) qaralsa,
(Gx, Gy )-o‘lchovli funksiyalar sinfi uzluksiz funksiyalardan iborat bo‘ladi. Agar Gx va Gy oilalar
sifatida barcha Borel to‘plamlarini olsak, Borel ma’nosida o‘lchovli funksiyalar deb nomlanuvchi
akslantirishlar sinfini hosil gilamiz.

3.1 p-o‘lchovli funksiyalar

Bob avvalida o‘lchovli funksiyaning umumiy ta’rifi o‘lchov bilan bog'liq emasligini aytib
o‘tdik. Lekin bizga o‘lchovli funksiyalar asosan integralni aniqlash uchun kerakligini hisobga
olib, maxsus o‘lchovli funksiyalarni qaraymiz. Ya'ni, o-additiv u o‘lchov aniglangan X to‘plam-
dagi sonli funksiyalarni qaraymiz. Bunda Gx oila X to‘plamning barcha p oflchovli gism
to‘plamlaridan iborat va Gy oila sonlar o‘qidagi barcha Borel to‘plamlaridan iborat deb hisoblay-
miz. Har qanday o-additiv o‘lchovni o-algebragacha davom ettirish mumkinligidan umumiy-
likka ziyon yetkazmagan holda Gy oilani o-algebra deb hisoblash mumkin. U holda sonli
funksiyalar uchun o‘lchovlilik ta’rifi quyidagicha aniglanadi.

3.1.1-Ta’rif. X to‘plam va uning gism to‘plamlarining o-algebrasi bo‘lgan G, oilada o-
additiv p o‘lchov berligan bo‘lsin. X to‘plamda aniglangan f haqiqiy funksiya uchun sonlar
o‘gidagi har ganday A Borel to‘plami olinganda ham f~!(A) € G, o‘rinli bo‘lsa, bu funksiyaga
u-o‘lchovli deyiladi.

Xuddi shuningdek, f kompleks giymatli funksiya uchun ham p-o‘lchovlilik ta'rifini berish
mumkin. Ta’kidlash joizki, kompleks giymatli f funksiyaning o‘lchovli bo‘lishi uning haqiqiy
va mavhum qismlarining alohida o‘lchovli bo‘lishiga teng kuchli.

Sonlar o‘qida aniglangan f haqiqiy funksiya uchun har qanday Borel to‘plamining asli yana
Borel to‘plami bo‘lsa, bunday funksiyaga Borel funksiyasi deyiladi.

3.1.1-1Izoh. Bundan keyin alohida hollardagina qaysi o‘lchovga nisbatan o‘lchovli funksiya
deyilayotganini eslatish uchun p-o‘lchovli funksiya atamasini ishlatamiz. Qolgan barcha hol-
larda shunchaki o‘lchovli funksiya deb aytamiz.

O‘lchovli funksiyalarning quyidagi sodda xossalarini isbotsiz keltiramiz. f va g funksiyalar
uchun fog = f(g) deb tushunamiz.

e Agar f va g o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda f o g va g o f ham o‘lchovli;
e Agar f Borel funksiyasi va g o‘lchovli funksiya bo‘lsa, f o ¢ ham o‘lchovli;
e Agar f uzluksiz funksiya va g o‘lchovli funksiya bo‘lsa, f o g ham o‘lchovli.

Endi haqiqiy funksiyaning o‘lchovli bo‘lishi uchun zarur va yetarli shartlarni keltiramiz.

3.1.1-Teorema. f haqiqiy funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun ixtiyoriy ¢ haqiqiy soni olin-
ganda ham {z : f(x) < ¢} to‘plam o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli.

» Zarurligi. f o‘lchovli bo‘lsin. U holda har qanday ¢ € R uchun A, = (—o0;¢) interval
Borel to‘plami bo‘ladi. Demak, ta'rifga ko‘ra f~*(A.) = {x : f(z) < ¢} o‘lchovli to‘plam.
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Yetarliligi. Barcha A. ko‘rinishdagi to‘plamlar oilasini > deb belgilaylik. Ma’lumki, 3
oiladan hosil gilingan o-algebra barcha Borel to‘plamlarining o-algebrasi bilan ustma-ust tushadi.
U holda ixtiyoriy A Borel to‘plami uchun 1.5-Topshiriqning 6-misoliga ko‘ra f~1(A) € B(f~1(X2))
bo‘ladi. Bu esa f funksiyaning o‘lchovli ekanligini bildiradi. A

Avval ta’kidlab o‘tganimizdek, biz X to‘plamda aniglangan o‘lchovli haqiqiy funksiyalarni
o‘rganmoqdamiz. Demak, bunday funksiyalarni songa ko‘paytirish va ular ustida arifmetik
amallar ma’noga ega. Bunday funksiyalarning qo‘shimcha xossalarini isbotsiz keltiramiz. Funk-
sivalar ustidagi arifmetik amallarni eslatib o‘tamiz. X to‘plamda f, g haqiqiy funksiyalar va
a € R son uchun af, f + g va f - g funksiyalar quyidagicha aniqlanadi: (af)(x) = af(z),
(f £9)(x) = f(z) £ g(x) va (- 9)(x) = f(z) - g().

e Agar f o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy @ € R uchun a f funksiya ham o‘lchovli;
e Ixtiyoriy f va g o‘lchovli funksiyalar uchun f + ¢ va f - ¢g funksiyalar ham o‘lchovli;

e Agar f o‘lchovli funksiya ixtiyoriy x € X uchun f(x) # 0 shartni qanoatlantirsa, u holda
% funksiya ham o‘lchovli;

o {f,}5°, olchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x € X uchun f funksiyaga yaqinlashsa,
f ham o‘lchovli.

3.1-Topshiriq

1. X to‘plamda Gx oila va Y to‘plamda Gy = {&, X} oila berilgan. f : X — Y akslantirish
(Gx, Gy)-o‘lchovli bo‘lishi uchun f ustiga akslantirish bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini
isbotlang.

2. Oflchovli funksiyalarning superpozitsiyasi uchun berilgan sodda xossalarni isbotlang.

3. f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun ixtiyoriy ¢ € R olinganda ham {z € X : f(z) > ¢}
to‘plamning o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. Ushbu tasdiq ixtiyoriy
¢ € Q uchun ham o‘rinli bo‘ladimi?

4. O‘lchovli funksiyalarning arifmetik amallarga doir xossalarini isbotlang.

5. Oflchovsiz funksiyaga misol keltiring.

6. Agar [f(z)]? funksiya o‘lchovli bo‘lsa, f(z) funksiya ham o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
7. Agar [f(x)]* funksiya o‘lchovli bo‘lsa, f(x) funksiya ham o‘lchovli bo‘ladimi?

8. [0;1] kesmada f funksiya berilgan. Agar 0 < a < § < 1 shartni qanoatlantiruvchi ixti-
yoriy sonlar uchun f funksiya («; (3) intervalda o‘lchovli bo‘lsa, bu funksiya [0; 1] kesmada
ham o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.

3.2 Deyarli yaqinlashish

Matematik analiz kursidan yaxshi ma’lumki, funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi
ularning limit funksiyasi haqidagi asosiy xossalarni to‘liq tasniflab beradi. Lekin, har doim ham
yaqginlashishning bunday kuchli shartini qanoatlantiruvchi ketma-ketliklar bilan emas, balki
nisbatan kuchsizroq yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bilan ishlashga to‘g‘ri keladi. Masalan,
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o‘lchovli funksiyalar oilasida deyarli yaginlashishning ahamiyati muhim hisoblanadi. Deyarli
yaqinlashish haqgida gapirishdan oldin biz tekis va nuqtada yaqginlashishni eslatib o‘tamiz.
X to‘plamda {f,},>1 funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. € X nuqta uchun

18, 1(2)
limit mavjud va chekli bo‘lsa, {f,} ketma-ketlik x nuqtada yaqinlashadi deyiladi. Agar bu
ketma-ketlik har bir nuqtada yaqinlashsa, { f,} ketma-ketlik har bir nuqtada yaqinlashadi deyi-
ladi va f(x) := lim,_, fn(z) funksiyaga bu ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Odatda
nuqtada yaqinlashish f,, — f kabi yoziladi.

Agar ixtiyoriy € > 0 olinganda ham shunday ny € N son topilib, har qanday n > ny uchun
|fu(z) — f(x)] < e tengsizlik har bir 2 € X nuqtada bajarilsa, {f,} ketma-ketlik f funksiyaga
tekis yaqinlashadi deyiladi va f, = f kabi yoziladi.

Demak, tekis yaqginlashishdan har bir nugtada yaqinlashish kelib chiqadi. Aksi esa o‘rinli
emas.

O‘lchovli funksiyalarni o‘rganishda bunday funksiyalarning o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamlar-
dagi giymatini hisobga olmasa ham bo‘laveradi. Buni tushunish uchun quyidagi ta’rifni kelti-
ramiz.

3.2.1-Ta’rif. X to‘plamda f va g o‘lchovli funksiyalar berilgan bo‘lsin. Agar

p{z: flx) #g(x)}) =0

o‘rinli bo‘lsa, bu funksiyalar ekvivalent deyiladi.

3.2.1-1zoh. 3.2.1-Ta’rifdagi o‘lchovli funksiyalarning ekvivalentligi X to‘plamdagi o‘lchovli
funksiyalar sinfida ekvivalentlik munosabati (refleksiv, simmetrik va tranzitiv xossaga ega muno-
sabat) bo‘lishini tekshirib ko‘rish qiyin emas. Demak, X to‘plamda aniglangan o‘lchovli funksiya-
ning o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamlardagi qgiymatini o‘zgartirish bilan hosil bo‘lgan funksiya
o‘lchovli bo‘ladi va bu yangi funksiyani berilgan funksiyaning o‘zi deb hisoblash mumkin.

Yuqoridagi ta’rifdan foydalanib, yangi tushunchani kiritamiz. X to‘plam va uning qgism
to‘plamlarining Gx o-algebrasida o-additiv p o‘lchov berilgan bo‘lsin. Biror xossa X to‘plamning
o‘lchovi nol bo‘lgan gism to‘plamlarida bajarilmay, qolgan barcha o‘lchovli qism to‘plamlarida
bajarilsa, bu xossa X to‘plamning deyarli hamma yerida bajariladi deyiladi. Demak, X
to‘plamdagi o‘lchovli funksiyalar deyarli teng bo‘lishi uchun ularning ekvivalent bo‘lishi zarur
va yetarli.

Quyidagi sodda xossani isbotsiz keltiramiz.

3.2.1-Teorema. X to'plamda f va g ekvivalent funksiyalar berilgan bo‘lsin. U holda f
o‘lchovli bo‘lishi uchun g funksiyaning o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli.

3.2.2-I1zoh. Matematik analizda funksiyalarning ekvivalentligi muhim rol o‘ynamaydi.
Chunki, matematik analizning asosiy funksiyalari uzluksiz funksiyalardir. Ma’lumki, [a;b]
kesmada uzluksiz bo‘lgan f va g funksiyalar ekvivalent (biz kiritgan Lebeg ma’nosida) bo‘lsa,
ular ustma-ust tushadi. Darhaqiqat, agar ular biror nuqtada farq qgilsa, u holda uzluksizlikka
ko‘ra shu nugtaning biror atrofida ham turli giymatlarni qabul qgiladi. Bunday atrofning Lebeg
o‘lchovi esa musbat! Demak, uzluksiz funksiyalar fagat ustma-ust tushsagina ekvivalent bo‘ladi.

Ixtiyoriy o‘lchovli funksiyalar uchun esa ekvivalentlik bu funksiyalar ustma-ust tushishini
bildirmaydi. Masalan, sonlar o‘qidagi Dirixle funksiyasi

O T
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f(z) = 0 funksiya bilan ekvivalent.
3.2.2-Ta’rif. (X, Gx) olchovli fazoda o-additiv p o‘lchov berilgan bo‘lsin. Agar X to‘plamda
berilgan {f,}5°, funksiyalar ketma-ketligi va f funksiya uchun
lim f,(z) = f(x)

n—o0

tenglik X to‘plamning deyarli hamma yerida o‘rinli bo‘lsa, {f,}>2; ketma-ketlik f funksiyaga
deyarli yaqginlashadi deyiladi va f, 2y, f kabi belgilanadi.

3.2.1-Misol. [0;1] kesmada berilgan f,(z) = (—z)" ketma-ketlik f(z) = 0 funksiyaga
deyarli yaqinlashadi. Darhaqiqat, {x : lim, . f.(z) # 0} = {1} va bitta nuqtaning Lebeg
o‘lchovi nol ekanligidan f,, 2y, f kelib chigadi.

3.2.3-Izoh. Har bir nuqtada yaqinlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadi. Garchi bu
tasdigning aksi o‘rinli bo‘lmasa-da, o‘lchovli funksiyalar sinfida deyarli yaqinlashish va har bir
nuqtada yaqinlashishning ahamiyatli farqi yo'q deb hisoblanadi.

3.2.2-Teorema. X to‘plamda {f,}>2; o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
Bu ketma-ketlik f funksiyaga deyarli yaginlashsa, f funksiya ham o‘lchovli bo‘ladi.

» Qulaylik uchun A = {z : lim, o fn(z) = f(z)} deb olamiz. U holda pu(X \ A) = 0.
A to‘plamda f funksiyaning o‘lchovli ekanligi ma’lum. O‘lchovi nol to‘plamdagi giymatlari
funksiyaga o‘lchovlilik nuqtai nazaridan ta’sir qilmasligiga ko‘ra f funksiya X to‘plamda ham
o‘lchovli bo‘ladi. A

Deyarli yaqinlashish va tekis yaqinlashish o‘rtasidagi bog'liglik 1941 yilda D.F.Yegorov
tomonidan isbotlangan.

Yegorov teoremasi. F chekli o‘lchovga ega to‘plam va {f,}>, o‘lchovli funksiyalar
ketma-ketligi £ to‘plamda f funksiyaga deyarli yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy € > 0 uchun
shunday o‘lchovli E. C E to‘plam mavjudki, quyidagilar o‘rinli bo‘ladi:

1) p(Ee) > p(E) -«
2) E. to‘plamda {f,}5°, ketma-ketlik f funksiyaga tekis yaqginlashadi.
» 3.2.2-Teoremaga ko‘ra f funksiya F to‘plamda o‘lchovli bo‘ladi. Quyidagi to‘plamlarni

garaymiz:
B = o 1t - sl < 2

i>n
[e.e]
E"=|JE;
n=1
E7" to‘plamlarning aniqlanishiga ko‘ra har bir m > 1 uchun
E'"c---CEC...

o-additiv o‘lchovning uzluksizligiga ko‘ra har qanday € > 0 uchun shunday ng(m) € N son
topiladiki,

m m E

2 (E \Eno(m)) <5

2m
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Endi

E.= [ By
m=1
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deb olamiz va bu to‘plam aynan biz qidirayotgan to‘plam ekanligini ko‘rsatamiz.
Dastlab, { f,} ketma-ketlik E. to‘plamda f funksiyaga tekis yaqinlashishini isbotlaymiz. Bu
esa agar € F. bo‘lsa, u holda ixtiyoriy m > 1 uchun

i) = F@] < = Vi no(m)

o‘rinliligidan kelib chiqadi.

Endi E\ E. to‘plamning o‘lchovini baholaymiz. Ta’kidlash joizki, har bir m uchun p(E\
E™) = 0 bajariladi. Darhaqgiqat, agar zo € E \ E™ bo‘lsa, u holda ¢ € N sonining yetarlicha
katta qiymati mavjudki,

1
. _ >
| fi(zo) — f(o)| = m
tengsizlik bajariladi. Ya'ni, {f,} ketma-ketlik zo nuqtada f funksiyaga yaqinlashmaydi. Shartga
ko‘ra f, 1Yy f ekanligidan u(E \ E™) = 0 tenglikni hosil gilamiz. Bundan

£

P(EN\Em) = n(E™ \ Ejim) < 5

kelib chigadi. Demalk,
WE\E) = p (E\ ﬂ EZE(@) = (U (E\ EZZ}(@))
m=1 m=1
(o) . o &‘
m=1

m=1

o‘rinli. A
Yegorov teoremasining amaliy ahamiyati shundan iboratki, E to‘plamda berilgan {f,}
ketma-ketlik deyarli yaqinlashsa, o‘lchovi E to‘plamning o‘lchoviga istalgancha yaqin bo‘lgan
gism to‘plam topiladiki, bu to‘plamda { f,,} ketma-ketlik tekis yaqinlashadi. Teoremaning yana
bir muhim jihati bunday qgism to‘plamning qanday qurilishi ham ko‘rsatib berilganidadir.
3.2-Topshiriq.

1. Har bir nuqtada yaqginlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmaydigan funksional ketma-ketlikka
misol keltiring.

2. Quyidagi tasdigni isbotlang:

=t = limsuwp|fux) — f2)] = 0.

3. 3.2.1-Teoremani isbotlang.

4. Yegorov teoremasida l-shartni p(E.) = p(F) shartga almashtirish mumkin emasligiga
misol quring.
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3.3 Oflchov bo‘yicha yaqinlashish

Biz funksional ketma-ketliklarning har bir nuqtada yaqinlashishi, tekis yaqinlashishi va
deyarli yaqginlashishini bilamiz. Endi yaqinlashishning yana bir muhim turi bilan tanishamiz.
3.3.1-Ta’rif. {f,}>2, o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi uchun har qanday ¢ > 0 olinganda

Tim p{a = [ fulw) = f(2)] = 0} =0

o‘rinli bo‘lsa, bu ketma-ketlik f funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi va f, —— f
kabi yoziladi.

Ma’lumki, o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligining tekis yaqinlashishidan deyarli yaqinlashishi
kelib chigar edi. Tabiiy savol tug‘iladi: deyarli yaqinlashish va o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish
orasida ham bog‘liqlik bormi? Bu savolning javobini quyidagi teoremada beramiz.

3.3.1-Teorema. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga deyarli yaqin-
lashsa, u holda bu ketma-ketlik o‘zining limit funksiyasiga o‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadi.

Teoremaning isbotini o‘quvchilarga mustaqil ish sifatida qoldiramiz. Lekin bu teorema-
ning teskarisi o‘rinli emasligiga misol keltiramiz. Ya'ni, o‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi, ammo
deyarli yaginlashmaydigan ketma-ketlik quramiz.

3.3.1-Misol. [0; 1] kesmada har bir k& € N son uchun fl(k), e ng) funksiyalarni quyidagicha
aniqlaymiz:

f(k):{ 1, agar %gxgé,

0, boshga hollarda.
Bu funksiyalarning har biri o‘lchovli. Ularni ketma-ket tartiblab hosil gilingan funksional
ketma-ketlik f(z) = 0 funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini tekshirish qiyin emas. Lekin
bu ketma-ketlik hech bir nuqtada yaqinlashmaydi.

3.3.1-1zoh. Yuqorida keltirilgan misol 3.3.1-Teoremaning teskari tasdig'i o‘rinli emasligiga
isbot bo‘lsa-da, bu tasdigni biroz boshqacharoq shaklda ifodalash mumkin.

3.3.2-Teorema. {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga o‘lchov bo‘yicha
yaqinlashsa, bu ketma-ketlikdan f funksiyaga deyarli yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib
olish mumkin.

Teoremaning isboti o‘quvchilariga mustaqil ish sifatida qoldiriladi.

O‘lchovli funksiyaning bob avvalida berilgan umumiy ta’rifi ixtiyoriy to‘plamda berilgan
funksiyalar uchun edi. Ya'ni, umuman olganda bu tushuncha uzluksiz funksiya bilan bog'liqgmas
edi. Lekin, agar gap kesmada aniglangan funksiyalar haqida ketsa, N.N.Luzin tomonidan olin-
gan ajoyib natijani aytib o‘tish joiz bo‘ladi.

Luzin teoremasi. [a;b] kesmada berilgan f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun har ganday
e > 0 son olinganda ham [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lgan shunday ¢ funksiya topilib,

p{z: flz) #e(@)}) <e

tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Boshqacha aytganda, [a;b] kesmadagi o‘lchovli funksiyani shu kesmadagi yetarlicha kichik
o‘lchovli to‘plamdagi giymatlarini o‘zgartirib, uzluksiz funksiyaga aylantirish mumkin. Bun-
day xossaga ega funksiyalarni C-xossali funksiyalar deyishni ham aynan N.N.Luzin kiritgan.
Luzin teoremasining yana bir xulosasi shuki, kesmada aniglangan funksiya uchun C-xossaga
ega bo‘lishni o‘lchovli funksiyaning ta’rifi sifatida qabul qilish mumkin.

3.3-Topshiriq.
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1. Deyarli yaqginlashishdan o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish kelib chiqishini isbotlang.

2. O‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi ketma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi qismiy ketma-
ketligi mavjudligini isbotlang.

3. 3.3.1-Misoldagi ketma-ketlikdan deyarli yaqinlashuvchi ketma-ketlik ajrating.

4. R da berilgan f(x) = 2* funskiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi (statsionar emas,
ya'ni hadlari takrorlanmaydigan) o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligini quring.

5. Luzin teoremasini isbotlang.

6. [a;b] kesmada aniqlangan funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun uning C-xossaga ega bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

3.4 Sodda funksiya

O‘lhovli funksiyalarni tavsiflashda asosiy vazifani sodda funksiyalar amalga oshiradi. Sodda
funksiyalar Lebeg integralini aniglashda ahamiyatli ekanligi bilan ham ajralib turadi.

3.4.1-Ta’rif. X to‘plamda p o‘lchov aniglangan bo‘lsin. Bu to‘plamda berilgan f funksiya
o‘lchovli va ko‘pi bilan sanoqlita qiymatga ega bo‘lsa, sodda funksiya deyiladi.

Sodda funksiyalarni tavsiflovchi quyidagi teoremani keltiramiz.

3.4.1-Teorema. Qiymatlari y1,vy2,...,Yn,... bo‘lgan f funksiya sodda funksiya bo‘lishi
uchun A, = {z: f(z) = y,} to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli.

» Zarurligi. f sodda funksiya, demak ta’rifga ko‘ra o‘lchovli. U holda har bir {y,}
to‘plamlarning asli Borel to‘plamlari bo‘ladi.

Yetarliligi. B ixtiyoriy Borel to‘plami bo‘lsin. U holda f~}(B) = Uyne 5 A, va A, larning
har biri o‘lchovliligidan f~!(B) ham o‘lchovli bo‘lishi kelib chiqadi. Ya’ni, Borel to‘plamining
asli o‘lchovli ekan. Demak, f sodda funksiya. A

Endi sodda funksiyalarning amaliy ahamiyatini ko‘rsatib beruvchi quyidagi teoremani be-
ramiz.

3.4.2-Teorema. f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun unga tekish yaqinlashuvchi sodda
funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

» Zarurliligi. f olchovli funksiya bo‘lsin. Agar m € Z va n € N sonlari uchun ™ < f(r) <

mTH bajarilsa, f,(z) = ™ deb olamiz. Ravshanki, har bir n > 1 uchun f, sodda funksiya

bo‘ladi. Boshqa tomondan ketma-ketlikning aniglanishiga ko‘ra ixtiyoriy x uchun
1

n

[f(x) = fulz)] <

tengsizlik o‘rinli. Bu esa f,, = f demakdir.

Yetarliligi. O‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi tekis yaqinlashishidan ularning deyarli yaqin-
lashishi va limit funksiyasi ham o‘lchovliligi kelib chiqadi. Bu esa f funksiyaning o‘lchovli
ekanligini bildiradi. A

3.4-Topshiriq.

1. Sodda funksiyaga misol keltiring.
2. Sodda funksiyalar arifmetik amallarga nisbatan yopiqmi?

3. f(x) = z? funksiyaga tekis yaqginlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.
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4 LEBEG INTEGRALI

Matematik analiz kursidan yaxshi ma’lum bo‘lgan Riman integrali tushunchasini faqat
uzluksiz yoki uzilish nuqgtalari “unchalik ko‘p bo‘lmagan” funksiyalar uchun qo‘llash mumkin.
Aniglanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga ega bo‘lgan o‘lchovli funksiyalar uchun Ri-
man integrali umuman yaramaydi. Agar o‘lchovli funksiya abstrakt to‘plamda aniqlangan
bo‘lsa, bunday funksiya uchun uzluksizlik tushunchasining o‘zi ham ma’noga ega bo‘lmasligi
mumkin. Shu bois bunday funksiyalar uchun integral tushunchasini boshqa usulda aniqlash
zarurati tug‘iladi. Biz o‘lchovli funksiyalar uchun Lebeg integralini o‘rganamiz.

Lebeg integralini qurishning Riman integralidan farqi shundaki, x nuqtalar sonlar o‘qidagi
yaqinligiga qarab emas, balki bu nuqtalardagi funksiyaning giymatlarining yaqinligi bo‘yicha
guruhlanadi. Bu esa o'z navbatida integralni funksiyalarning kengroq sinfi uchun qo‘llash
imkonini beradi.

Bundan tashqgari o‘lchov aniqlangan har qanday fazodagi funksiya uchun Lebeg integrali bir
xil kiritiladi. Ya'ni, Riman integraliga o‘xshab, dastlab bir o‘zgaruvchili keyin ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun integralni aniqlash shart emas. Shuningdek, o‘lchov aniqlangan abstrakt
fazodagi funksiyalar uchun Riman integrali umuman ma’noga ega emas.

Bu bobda alohida aytib o‘tilmasa, har doim (X, B) o‘lchovli fazoda c-additiv p o‘lchov
berilgan deb qaraladi. Shuningdek, qaralayotgan barcha A C X to‘plamlar o‘lchovli va berilgan
f funksiya ham o‘lchovli deb hisoblanadi.

Lebeg integralini dastlab, sodda funksiyalar uchun aniqlaymiz. So‘ng ixtiyoriy o‘lchovli
funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini kiritamiz.

4.1 Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
X to‘plamda berilgan f sodda funksiya quyidagi turli giymatlarga ega bo‘lsin

Y1, 92, - Yny - - -

A C X o‘lchovli to‘plam uchun quyidagi gatorni aniglaymiz
> yan(An), Ay ={x€A: f(zx) =y} (4.1)
n=1

4.1.1-Ta’rif. X to‘plamda berilgan f sodda funksiya uchun (4.1) qator absolyut yaqin-
lashsa, bu funksiya A to‘plamda (u o‘lchov bo‘yicha) integrallanuvchi yoki jamlanuvchi deyiladi,
aks holda f funksiya A to‘plamda integrallanmaydi yoki jamlanmaydi deyiladi. Agar f sodda
funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, (4.1) qatorning yig‘indisiga f funksiyaning A to‘plamdagi in-
tegrali deyiladi va [, fdu kabi yoziladi.

4.1.1-1zoh. Bu ta’rifda barcha v, qiymatlar turli deb tushunish kerak. Lekin, sodda
funksiyaning integralini ¢ u(By) ko‘paytmalarning yig‘indisi ko‘rinishida ham yozish mumkinki,
bunda ¢, sonlarning turli bo‘lishi umuman olganda shart emas. Bu esa sodda funksiya in-
tegrallanuvchiligini quyidagicha ifodalash imkonini beradi.

4.1.1-Lemma. Aytaylik A C X to‘plam juft-jufti bilan keishmaydigan to‘plamlarning
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalansin, yani A = (J, Bx. X to‘plamda berilgan f sodda funksiya
har bir By to‘plamda faqat bitta ¢; qiymatni qabul qilsin. U holda f funksiya A to‘plamda
integrallanuvchi bo‘lishi uchun

Z crii(By) (4.2)
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qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli. Agar f integrallanuvchi bo‘lsa,

/Afdﬂ = ZCkM(Bk)

tenglik o‘rinli.
» Ravshanki, har bir A, = {z € A: f(x) = y,} to‘plam ¢, = y,, bo‘lgan By, to‘plamlarning
yig‘indisidan iborat. Shu bois

> yailAn) =Dy Y w(Br) =Y crp(Br)
n n Ck=Yn k
o‘rinli. O‘lchovning giymati nomanfiy bo‘lgani uchun

D lynli(An) =D lyal D n(Be) = lexlp(By)

n n CL=Yn k

tengliklar ham o‘rinli. Bundan ) y,u(Ay,) va >, cpu(By) qatorlar bir vaqtda yoki absolyut
yaqinlashadi yoki uzoqlashadi. A
Sodda funksiyalarning Lebeg integralining asosiy xossalarini isbotsiz keltiramiz.
4.1.1-Teorema. X to‘plamda f va g sodda funksiyalar berilgan bo‘lsin.

A) Agar A C X to‘plamda f va g funksiyalar integrallanuvchi bo‘lsa, f + ¢ funksiya ham A
to‘plamda integrallanuvchi va quyidagi tenglik o‘rinli

A[f+g]du—Afdu+Agdu.

B) Agar f funksiya A C X to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy o € R uchun
af funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi va quyidagi tenglik o‘rinli

/Aafdu:a/Afdu.

C) Agar f funksiya A C X to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, bu funksiya A to‘plamda in-
tegrallanuvchi bo‘ladi. Shuningdek, ixtiyoriy x € A uchun |f(z)] < M o‘rinli bo'lsa,
quyidagi tengsizlik bajariladi

/Afdu' < Mu(A).

4.1-Topshiriq.

1. R to‘plamda quyidagi sodda funksiya berilgan: ixtiyoriy n € Z uchun har bir z € (n;n+1]
nugtada f(z) = y,. Bu sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lishi uchun {y,}nez ketma-
ketlik qanday bo‘lishi kerak?

2. f(z) = sign(x) sodda funksiya integrallanuvchimi?
3. 4.1.1-Teoremani isbotlang.

4. {f.} sodda funksiyalar ketma-ketligining har bir hadi integrallanuvchi va bu ketma-ketlik
f sodda funksiyaga deyarli yaqinlashsa, f ham integrallanuvchi bo‘ladimi?
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4.2 Chekli o‘lchovli to‘plamda Lebeg integrali

4.2.1-Ta’rif. X to‘plamda o‘lchovli f funksiya berilgan bo‘lsin. Agar A C X to‘plamda f
funksiyaga tekis yaqinlashuvchi {f,,} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi mavjud
bo‘lsa, f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi yoki jamlanuvchi deyiladi, aks holda f funksiya
A to‘plamda integrallanmaydi yoki jamlanmaydi deyiladi. Agar f funksiya A to‘plamda inte-
grallanuvchi bo‘lsa, quyidagi

I'=lim | f.du (4.3)
n—oo A
limitga f funksiyaning A to‘plam bo‘yicha integrali deyiladi va | 4 fdp kabi yoziladi.
4.2.1-Ta'rif korrekt bo‘lishi uchun (4.3) limit har qanday tekis yaqinlashuvchi sodda funksiya-
lar ketma-ketligi uchun mavjud bo‘lishi, bu limit berilgan f o‘lchovli funksiya uchun unga
tekis yaqginlashuvchi integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmasligi va integrallanuvchilikning bu ta’rifi sodda funksiyalar uchun 4.1.1-Ta’rif bilan ustma-
ust tushishi kerak.

Ta’kidlash joizki, yuqorida sanalgan uchchala shart ham bajariladi. Darhaqiqat, 4.1.1-

Teoremaga ko‘ra quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi

[ = [ o) < )y sup 17, 60) = o)l

A A zeA

Bundan birinchi shartning bajarilishi kelib chiqadi. Ikkinchi shartning bajarilishi tekshirish
uchun f funksiyaga tekis yaqinlashuvchi {f,}, { fn} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-
ketligini olamiz va bu ketma-ketliklar uchun (4.3) turlicha bo‘lsin deb faraz qilamiz. U holda
quyidagicha aniglangan sodda funksiyalar ketma-ketligi

{ fn, agar n juft bo'lsa,
Pn =

fnTH, agar n toq bo‘lsa,

ham integrallanuvchi va f funksiyaga tekis yaqginlashadi. Lekin bu ketma-ketlik uchun (4.3)
mavjud emas. Bu esa birinchi shartga zid. Uchinchi shartning bajarilishini tekshirish uchun
har bir n > 1 natural sonda f, = f deb olish yetarli.

4.2.1-1zoh. Lebeg integrali ikki bosqichda kiritildi. Birinchi bosqich integralni funksiyalar-
ning nisbatan sodda sinfi (sodda funksiyalar) uchun absolyut yaqinlashuvchi qator ko‘rinishida
kiritishdan iborat bo‘lgan bo‘lsa, ikkinchi bosqgichda integral kengroq sinf uchun limitga o‘tish
orqali kiritildi. Shu bois Lebeg integralining xossalari asosan sodda funksiyalar uchun tekshi-
rilib, so‘ng limitga o‘tish yordamida isbotlanadi.

Lebeg integralining ta’rifidan bevosita kelib chiqadigan xossalarini isbotsiz keltiramiz.

1°0 [, 1-dp= p(A).

2°. Ixtiyoriy a € R uchun

/Aafdu _ a/AfdM

tenglik o‘rinli. Shuningdek, tenglikning o‘ng tomonidagi integral mavjud bo‘lsa, chap
tomonidagi integral ham mavjud.
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3°.

4°.
5°.

6°.

7°.

8°.

9°.

Additivlik:

/A[f+9]du=/Afdu+/Agdu-

Bu yerda ham tenglikning o‘ng tomonidagi har bir integral mavjud bo‘lsa, chapdagi in-
tegral ham mavjud bo‘ladi.

A to‘plamda chegaralangan to‘plam integrallanuvchi.

Monotonlik: agar f nomanfiy funksiya integrallanuchi bo‘lsa, u holda

/Afd,MZO

o‘rinli.
Agar 1(A) = 0 bo‘lsa, u holda ixtiyoriy funksiya uchun [, fdu = 0 o‘rinli.

Agar deyarli hamma yerda f = g bo‘lsa, u holda

/Afduz/Agdu

bajariladi. Bu har ikki funksiya A to‘plamda bir vaqtda yoki integrallanuvchiligini yoki
integrallanmasligini bildiradi.

Agar ¢ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va deyarli hamma yerda |f(z)| < ¢(x)
tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.

f va | f] funksiyalar A to‘plamda bir vaqtda yoki integrallanuvchi bo‘ladi yoki integral-
lanmaydi.

4.2-Topshiriq.

1.

2.

1° — 9° xossalarni isbotlang.

[0; 1] kesmada quyidagi funksiyani qaraymiz

Bu funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.

A to‘plamda nomanfiy, chegaralangan, o‘lchovli f funksiya berilgan. Agar

p({aeA: f@) = 1)) =a

bo'lsa, [, fdu > a tengsizlikni isbotlang.

[1; 2] kesmada berilgan f(z) = %}j funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.

f(z) funksiya [0;1] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, har qanday ¢ > 0 uchun f(kx)
funksiya [0; 1/k] kesmada integrallanuvchi bo‘lishini isbotlang.
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4.3 Lebeg integralining o-additivligi va absolyut uzluksizligi

O‘tgan paragrafda berilgan to‘plamdagi Lebeg integralining xossalari keltirib o‘tilgan edi.
Endi quyidagi

F(A) = /A fdp (4.4)

to‘plam funksiyasi orqali Lebeg integralining boshqa muhim xossalarini o‘rganamiz.
Ba’zi xossalarni isbotsiz keltiramiz.
4.3.1-Teorema. {A,} juft-jufti bilan kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi

bo‘lsin. U holda
fdu = / fdu 4.5
fm=3], (43)

tenglik o‘rinli. Bunda (4.5) tenglikning chap tomonidagi integralning mavjudligidan o‘ng tomo-
nidagi har bir integrallarning mavjudligi va qatorning absolyut yaqginlashishi kelib chiqadi.
4.3.1-Natija. Agar f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya
ixtiyoriy A" C A o‘lchovli to‘plamda ham integrallanuvchi.
4.3.2-Teorema. {A,} juft-jufti bilan kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi

bo‘lsin. Agar quyidagi
> [ 1fid (1.6
n An

qator yaginlashsa, u holda f funksiya A = J, A, to‘plamda integrallanuvchi va
fin=>" [ty
Jr=x],
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

4.3.3-Teorema.(Chebishev tengsizligi) Agar A to‘plamda ¢(x) > 0 bo‘lsa, u holda har
qanday ¢ > 0 soni uchun

p{z € A o) > c} < %/Asodu (4.7)

tengsizlik o‘rinli.

4.3.4-Teorema. Agar fA |fldi = 0 bo‘lsa, u holda A to‘plamning deyarli hamma yerida
f(z) = 0 bo‘ladi.

Avvalgi paragrafda aytilgan Lebeg integralining 6° xossasini quyidagi teoremaning limitga
o‘tilgan ko‘rinishi deb tushunish mumkin.

4.3.5-Teorema. (Lebeg integralining absolyut uzluksizligi) f funksiya A to‘plam-
da integrallanuvchi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday § > 0 soni topiladiki,
u(A’) < 6 shartni qanoatlantiruvchi barcha A" C A o‘lchovli to‘plam uchun

/ fd,u’ <e¢
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
» Ta’kidlash joizki, agar f chegaralangan bo‘lsa, teoremaning tasdig‘i o‘rinli ekanligi ravshan.
A to‘plamda ixtiyoriy integrallanuvchi f funksiya olamiz. Quyidagi to‘plamlarni aniglaymiz

A, ={reA:n< f(x)<n+1}, VnelN.
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U holda 4.3.1-Teoremaga ko‘ra

] \ridn - i:jo/A Fld

tenglikka egamiz. Ixtiyoriy € > 0 soni uchun N € N sonni shunday tanlaymizki,
€
> [ e <3
n>N n

tengsizlik bajarilsin. Qulaylik uchun belgilash kiritamiz

N
BN:UATw CN:A\BN7

n=0

va 0 <9< m sonni olamiz. Agar A" C A to‘plam uchun p(A’) < ¢ o‘rinli bo‘lsa, u holda
quyidagini topamiz

/fdu‘ﬁ |f|du=/ |f|du+/ Fldp.
A A A'NBy A'NCx

Lebeg integralining 5° xossasiga ko‘ra

13
/ Flde < =
A'NByn

tengsizlik bajariladi. Boshga tomondan quyidagi o‘rinli

/A/ch i< /CN Fldn =3 /A fldpe < =,

n>N

Demak,

/ |fldp < e
w
tengsizlik bajariladi. A

4.3.1-I1zoh. Isbot qilingan teoremaning ma’'nosi quyidagicha: f nomanfiy funksiya X
to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda (4.4) to‘plam funksiyasi barcha A C X oflchovli
to‘plamlarda aniqlangan, nomanfiy va o-additiv bo‘ladi. Boshqacha aytganda nomanfiy funksiya
uchun (4.4) X to‘plamda o-additiv o‘lchov bo‘ladi va p o‘lchovga nisbatan absolyut uzluksizdir.

4.4 Lebeg integrali ostidan limitga o‘tish

Matematikaning turli sohalarida integral ositidan limitga o‘tish yoki yaqinlashuvchi qa-
torni hadlab integrallash masalalari tez-tez uchrab turadi. Matematik analiz kursidan yaxshi
ma’lumki, bunday limitga o‘tish imkonini beruvchi yetarli shartlardan biri bu berilgan ketma-
ketlikning tekis yaqinlashuvchiligidir. Integral ostidan limitga o‘tish imkonini beruvchi bunday
usullarning umumlashmasi bo‘lgan teoremalarni isbotlaymiz.

Lebeg teoremasi. {f,} ketma-ketlik A to‘plamda f funksiyaga yaqinlashsin. Agar A
to‘plamning har bir nuqtasida

|fu(2)] < @(z), VneN
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tengsizlik bajarilsa va ¢ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya ham
A to‘plamda integrallanuvchi va
[t [ sau
A A
o‘rinli bo‘ladi.

» Teorema shartidan |f(x)| < ¢(x) tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. U holda Lebeg
integralining 7° xossasiga ko‘ra f ham integrallanuvchi. Ixtiyoriy ¢ > 0 sonini olamiz. Integ-
ralning absolyut uzliksizligiga ko‘ra shunday § > 0 soni topiladiki, u(B) < § shartni qanoat-
lantiruvchi har qanday B C A o‘lchovli to‘plam uchun

/ wdp < ° (4.8)
B 4

o‘rinli. Yegorov teoremasiga ko‘ra B to‘plmani shunday tanlash mumkinki, C' = A\ B to‘plamda
fn = f bo‘ladi. Ya'ni, shunday N € N mavjudki, har qanday n > N va ixtiyoriy x € C' uchun

quyidagi tengsizlik bajariladi
€

2u(C)

/}w /m@ /f nw+/ﬁm /nw

tenglikdan |f(z)| < ¢(z) va |fu(x)] < ¢(x) ekanligini hisobga olib, (4.8) tengsizlikka ko‘ra
quyidagini hosil gilamiz

|f(z) = ful2)] <
U holda

< E.

Aﬂm—Anw

A
4.4.1-1zoh. Funksiyaning o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamdagi qiymatlarini o‘zgartirish funksiya-

ga ta’sir gilmasligini hisobga olib, Lebeg teoremasidagi shartlarni f,, Ly fva |fu(x)] < p(x)
tengsizlikning deyarli hamma yerda o‘rinli bo‘lishiga almashtirish mumkin.
4.4.1-Natija. Agar {f,} ketma-ketlik A to‘plamda tekis chegaralangan va f, — f bo'lsa,

u holda
[ paw—s [ gau
A A

o‘rinli bo‘ladi.

Levi teoremasi. A to‘plamda integrallanuvchi {f,} ketma-ketlik quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin.

1) Ixtiyoriy x € A uchun fi(z) < fo(x) < -+ < fo(x) < ... o'rinli;

2) Shunday K > 0 son mavjudki, har bir n > 1 uchun fA frndp < K orinli.

U holda A to‘plamning deyarli hamma yerida f(x) = lim,,_, fn(z) mavjud va chekli. Shu-
ningdek, f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va

an—éﬂﬂw

o‘rinli.

50



4.4.2-Izoh. Bu yerda lim,_,, f,(z) chekli bo‘lmasa, shu nuqtalarda f(z) = 0 deb olish
mumkin.

4.4.2-Natija. Agar A to‘plamda ¢,(z) > 0 va Y~ [, éu(x)dp < oo bo‘lsa, u holda A
to‘plamning deyarli hamma yerida >~ | ¢,(x) qator yaginlashuvchi va

L(fﬂ%@)W:§jA%@WM

n=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Fatu teoremasi. {f,} o‘lchovli nomanfiy funksiyalar ketma-ketligi A to‘plamda deyarli f
funksiyaga yaqinlashsin. Agar

/ﬁAMSK,\meN
A

tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi va

/GWSK
A
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

» Quyidagi ketma-ketlikni aniglaymiz

onl) = inf fule).
Ravshanki, har bir n > 1 uchun ¢,, o‘lchovli. Shuningdek, 0 < ¢, (z) < f.(z) tengsizlikdan, ¢,
ham A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lishi va

[ o< [ fuoyin < K

kelib chiqadi. {y,} ketma-ketlikning aniglanishiga ko‘ra ¢1(z) < ¢a(x) < -+ < @u(x) < ...
munosabat va

lim o (z) = f(2)

deyarli hamma yerda o‘rinli. Endi {¢,} ketma-ketlik uchun Levi teoremasini qo‘llab, kerakli
natijaga erishamiz.
A

4.5 Cheksiz o‘lchovli to‘plamda Lebeg integrali

Ushbu bobning avvalgi paragraflarida Lebeg integrali va uning xossalarini chekli o‘lchovli
to‘plamda berilgan funksiyalar uchun o‘rgandik. Lekin, amaliy masalalar har doim ham chekli
o‘lchovli to‘plamlar ustida garalmasligini hisobga olsak, Lebeg integralini o‘lchovi cheksiz to‘p-
lamlarda berilgan funksiyalar uchun ham aniqglash zarurati tug‘iladi. Buning uchun biz (X, B)
o‘lchovli fazoda o-chekli 1 o‘lchov berilgan hol bilan cheklanamiz. Ya'ni, shunday {X,,} o‘lchovli
ketma-ketlik mavjudki,

X=JxX. wX,) <o (4.9)
Ta’kidlash joizki, (4.9) yoyilmadagi X, o‘lchovli to‘plamlar juft-jufti bilan kesishmasligi
umuman olganda shart emas. Aslida o-chekli o‘lchov uchun kamida bitta juft-jufti bilan ke-

sishmaydigan X, o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi ta'rifga ko‘ra har doim mavjud. Lekin biz
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(4.9) yoyilmaning tashkil etuvchilarini X; C --- C X,, C ... kengayuvchi ketma-ketlik deb
qaraymiz. Bunday yoyilma har doim mavjud. Darhaqgiqat, agar X,, to‘plamlar juft-jufti bilan
kesishmasa, X,, = Ur—, X, kengayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.

4.5.1-Ta’rif. X to‘plamda o-chekli i o‘lchov va f o‘lchovli funksiya berilgan bo‘lsin. Agar
ixtiyorly A C X chekli o‘lchovli to‘plamda f funksiya integrallanuvchi va har qanday {X,}
kengayuvchi ketma-ketlik uchun

lim fdu (4.10)
n—oo X’n

limit mavjud va {X,,} ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmasa, f funksiya X to‘plamda
integrallanuvchi deyiladi. Agar f funksiya X to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, (4.10) limitga
bu funksiyaning X to‘plamdagi integrali deyiladi va [ + fdu kabi belgilanadi.

4.5.1-1zoh. Agar f funksiya pu(A) < oo bo‘lgan A C X to‘plamning tashqarisida nolga
teng bo‘lsa, yuqoridagi integralning ta'rifi A to‘plamdagi integralning ta’rifi bilan ustma-ust
tushadi. Sodda funksiya uchun integralning ta’rifini cheksiz o‘lchovli to‘plam uchun o‘tkazish
mumkin. Bunda sodda funksiyaning integrallanuvchili bo‘lishi uchun bu funksiya noldan farqli
giymatlarni fagat chekli o‘lchovli to‘plamlarda qabul qilishi zarur. Ixtiyoriy funksiya uchun
4.2.1-Ta’rif esa aynan chekli o‘lchovli to‘plamlar uchun xosdir. Ya'ni, agar u(X) = oo bo‘lsa,
{fn} sodda funksiyalar ketma-ketligining tekis yaqinlashishidan ularning integrallari ketma-
ketligi ham yaqinlashishi umuman olganda kelib chigmaydi.

Chekli o‘lchovli to‘plamda kiritligan Lebeg integralining ko‘plab xossalari cheksiz o‘lchovli
hol uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Ba’zi xossalar esa biroz o‘zgaradi. Quyida ana shunday xossalar
haqida aytib o‘tamiz.

e 4.2-Paragrafdagi xossalardan chegaralangan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi haqidagi
xossa (4(X) = oo uchun umuman olganda to‘g'ri emas. Xususan, noldan fargli o‘zgarmas
funksiya cheksiz o‘lchovli to‘plamda integrallanuvchi emas.

e Lebeg, Levi va Fatu teoremalari (X)) = oo bo‘lganda ham o‘rinli.

4.6 Lebeg va Riman integrallarini taqqoslash
Bu paragrafda integralning bu ikki turi orasidagi bog‘liglik va farqglarni aytib o‘tamiz.

e Agar [a;b] kesmada berilgan f funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa, bu
funksiya Lebeg ma’nosida ham integrallanuvchi va

b
) [ sz = [ g
a a;b
o‘rinli.
e Ma’lumki, [a;b] kesmada chegaralangan har qanday funksiya Riman ma’nosida integral-

lanuvchi bo‘lishi shart emas. Lekin bunday funksiyalar [a;b] kesmada har doim Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi.

e [a;b] kesmada chegaralanmagan funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Lekin
ularning aksariyati Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi. Masalan, f(z) > 0 funksiya
uchun har qanday € > 0 olinganda

b

f(x)d

a-+te
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integral mavjud va bu integrallar ¢ — 0 bo‘lganda chekli limitga ega bo‘lsa, f funksiya
[a; b] kesmada Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo‘ladi va bu integral uchun

b
fdp = lim f(z)dz
+e

[a,b] e—0 a
o‘rinli.

la; b] kesmada berilgan f chegaralanmagan funksiya uchun Riman ma’nosidagi xosmas
integral shartli yaqinlashsa, ya'ni

b b
lim f(z)dx < oo, lim/ |f(z)|dx = o0
ate £—0 ate

e—0

bo‘lsa, bu funksiya Lebeg ma’'nosida integrallanuvchi emas.

Agar f funksiya butun to‘g‘ri chiziqda yoki cheksiz intervalda qaralsa, uning Riman in-
tegrali fagat xosmas ma'noda mavjud bo‘lishi mumkin. Bu holda ham bunday integral
absolyut yaqinlashsa, f funksiyaning Lebeg integrali mavjud bo‘ladi.
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5 O‘LCHOVLAR DINAMIK SISTEMALARDA

Dinamik sistemalar nazariyasi o‘z ichiga fizika, biologiya, kimyo va boshqa ko‘plab fan tar-
mogqlarida paydo bo‘ladigan masalalarni qamrab olgan matematikaning yo‘nalishi hisoblansa-
da, uning asosiy masalalari o‘lchovlar nazariyasi obyektlariga qurilganini eslatib o‘tish joiz.

Ushbu bobda biz dinamik sistemaning ta’rifi, uning asosiy masalalari, invariant o‘lchov,
ergodiklik xossasi kabi tushunchalar bilan tanishamiz.

Dinamik sistemaga ta’rif berishdan oldin, uning ikki turi: diskret vaqtli va uzluksiz vaqtli
dinamik sistemalar mavjudligini aytib o‘tamiz.

Diskret vaqtli dinamik sistema X # & to‘plam va f : X — X akslantirishdan iborat.
Ixtiyoriy n € N uchun f akslantirishning n marta o‘z-o‘ziga ta’sir gildirish orqali hosil gilingan
akslantirishni aniqlaymiz, ya'ni f* := fo---o f. Shuningdek, f° deb Id — ayniy akslantirish

—_—

tushuniladi. Agar f teskarilanuvchi bo‘lsa, u holda f~" = f~'o ... o f~! akslantirishni aniglash
—_—

mumkin. Demak, f"t™ = f" o f™ ekanligidan f akslantirishning barcha iteratsiyalari yarim
gruppa bo‘ladi. Agar f teskarilanuvchi bo‘lsa, bu gruppa bo‘ladi.

Shunday qilib, diskret dinamik sistemani ixtiyoriy abstrakt to‘plam uchun aniqladik. Lekin,
amaliy masalalar qaralayotganda X to‘plam f akslantirish natijasida saqlanadigan ba’zi qo‘-
shimcha strukturalarga ega bo‘lishi mumkin. Masalan, (X, f) o‘lchovli fazo va o‘lchovni saqlay-
digan akslantirish, topologik fazo va uzluksiz akslantirish, metrik fazo va izometriya yoki silliq
ko‘pxillik va differensiallanuvchi operator bo‘lishi mumkin.

Uzluksiz vaqtli dinamik sistema esa X fazo va bir parametrli f* : X — X, t € R yoki
t € R, akslantirishlar oilasidan iborat bo‘ladi. Bunda ham bir parametrli akslantirishlar oilasi
yarim gruppa bo‘ladi. Agar parametr R bo‘yicha o‘zgarsa, bunday dinamik sistemaga oqim,
agar parametr R, bo‘yicha o‘zgarsa, yarim oqim deyiladi. Ta’kidlash joizki, oqim uchun har
bir ¢ sonda f! akslantirish teskarilanuvchi, ya'ni f~* = (f*)~!. Shuningdek har bir ¢, parametr
uchun (f%)™ = f%" ko‘rinishdagi iteratsiyalar diskret vaqtli dinamik sistemani hosil giladi.

Biz dinamik sistemalarni alohida diskret yoki uzluksiz vaqtli deb ajratmasdan umumiy
tushuncha va xossalarini keltiramiz. Shu bois berilgan X fazodagi dinamik sistema deganda
f! akslantirishlar oilasini tushunamizki, ¢ parametr Z, Z,, R yoki Z, to‘plamlarning fagat
bittasida o‘zgaradi. Ixiyoriy # € X nuqta uchun uning musbat orbitasini (’)}“(m) = U0 fi(x)
kabi aniglaymiz. Agar f teskarilanuvchi bolsa, z € X nuqtaning manfiy orbitasini O (z) =
U,<o f*(x) kabi aniqlaymiz. Shuningdek, orbita Oy(x) = J, f*(x) kabi aniglanadi. Ravshanki,
orbita musbat va manfiy orbitalarning yig‘indisiga teng. Agar z € X nuqta uchun f7(z) =z
o‘rinli bo‘lsa, bu nugtaga T-davriy nuqta deyiladi. Davriy nuqtaning orbitasi esa davriy orbita
deyiladi. Agar har qanday ¢t uchun f'(z) = x bo‘lsa, x nuqtaga qo‘zg‘almas nuqta deyiladi.
Agar z € X nuqta davriy nuqta bo‘lib, qo‘zg‘almas nuqta bo‘lmasa, f7(z) = x tenglikni ganoat-
lantiruvchi eng kichik 7" > 0 songa x nuqtaning eng kichik davri deyiladi. Agar biror s > 0
soni uchun f*(z) davriy nuqta bo‘lsa, x nuqtaga maxsus davriy nuqta deyiladi. Ravshanki, f
teskarilanuvchi bo‘lsa, maxsus davriy nuqta davriy nuqta bo‘ladi.

5.1 Ergodiklik

Ergodiklik o‘zgaruvchi dinamik sistemaning shunday xossasiki, sistema evolyutsiyasi jaray-
onida sistemaning deyarli har bir nuqtasi ma’lum aniqlik bilan sistemaning boshqa ixtiyoriy
nuqtasiga yaqin bo‘ladi. Boshqacha aytganda sistema o‘zining dastlabki holatini “unutib”,

54



tartibsiz harakat qiladi. Ergodiklik xossasiga ega dinamik sistemalarning afzalligi shundaki,
kuzatuvning yetarli vaqti davomida bunday sistemalarni statistik usulda tavsiflash mumkin.

Aslida ergodiklik g‘oyasi dastlab termodinamikada gaz molekulasining alohida holatini gaz
harorati va uning vaqt davomidagi evolyutsiyasi bilan bog‘lash zarurati yuzasidan paydo bo‘ldi.
Shu bois gazlarni yaxshilab aralashtirib ularning termodinamik muvozanatda bo‘lishini qat’iy
matematik ta’riflashda nimani tushunish kerakligini aniglab olish zarur bo‘ldi. Bu esa dinamik
sistemalar nazariyasida ergodik nazariyaning paydo bo‘lishiga turtki bo‘ldiki, natijada statistik
fizika masalalariga yangicha matematik qarashlar rivojlandi.

Dinamik sistemalarning eng muhim xossasi bo‘lgan ergodiklik tushunchasini berishdan oldin
o‘lchovni saglovchi akslantirish hagida so‘z yuritamiz.

5.1.1-Ta’rif. (X, B) o‘lchovli fazoda T': X — X o‘lchovli funksiya va p ehtimollik o‘lchovi
berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy A € B uchun u(T71(A)) = u(A) o‘rinli bo‘lsa, T funskiya u
o‘lchovni saqlovchi funksiya, p o‘lchovga esa T funksiyaga nisbatan invariant deyiladi.

5.1.1-Misol. X = {z1, 22} va P(X) algebrani olaylik. Agar 7' = Id akslantirish qaralsa,
har qanday p : X — R ehtimollik o‘lchovi T" akslantirishga nisbatan invariant bo‘ladi. Agar T’
akslantirish T'(x1) = x9, T'(x9) = x; kabi aniglangan bo‘lsa, bu akslantirishga nisbatan invariant
bo‘lgan ehtimollik o‘lchovi yagona.

5.1.2-Misol. X = {z1,2z,,...,2,} to‘plamda P(X) algebrani qaraymiz. Ehtimollik o‘lchovi
sifatida ixtiyoriy A C X uchun p(A) = % o‘lchovni olamiz. U holda p o‘lchov T : X — X
o‘lchovli funksiyaga nisbatan invariant bo‘lishi uchun bu funksiyaning biyeksiya bo‘lishi zarur
va yetarli.

5.1.3-Misol. R to‘g'ri chiziqda B Borel g-algebrasini qaraymiz. Biror a € R uchun T} :
X — X funksiyani quyidagicha aniglaymiz

Tu(z) =2+ a.

Bu funksiya o‘lchovli ekanligi ma’lum. Agar o‘lchov sifatida chiziqli Lebeg o‘lchovini olsak, T,
funksiya bu o‘lchovni saqlaydi.

5.1.4-Misol. Tekislikda determinanti 1 bo‘lgan 2 x 2 matritsa olinsa, bu akslantirish ham
tekislikdagi yassi shakl yuzasiga mos keluvchi Lebeg o‘lchovini saqlashini tekshirish qiyin emas.

O‘lchovni saqlaydigan dinamik sistemaning orbitasi haqgida quyidagi muhim teoremani kelti-
ramiz.

5.1.1-Teorema. (Puankarening rekurrentlik teoremasi) (X, B, u) ehtimollik fazosida
o‘lchovni saglovchi T akslantirish berilgan bo‘lsin. Agar A o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u holda
deyarli barcha x € A nuqtalar uchun shunday n € N son mavjudki, 7"(z) € A o‘rinli bo‘ladi.
Shuningdek, deyarli barcha z € A nuqtalar uchun cheksiz ko‘p k € N sonlar topiladiki, T%(x) €
A o‘rinli bo‘ladi.

Dastlab diskret dinamik sistema uchun ergodiklik ta’rifini keltiramiz.

5.1.2-Ta’rif. (X, B) o‘lchovli fazoda g ehtimollik o‘lchovi berilgan bo‘lsin. Shuningdek
T : X — X oflchovli funksiya bo‘lib, T" funksiya p o‘lchovga nisbatan quyidagi xossalarga ega
bo‘lsin.

1) T funksiya p o‘lchovni saqlaydi, ya'ni ixtiyoriy A € B uchun pu(T'(A)) = p(A) o‘rinli.

2) T7'(A) C A shartni qanoatlantiruvchi barcha A € B to‘plam uchun yoki pu(A) = 0 yoki
1(A) =1 bo‘ladi.

U holda T funksiyaga p-ergodik deyiladi.
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5.1.5-Misol. Yuqorida ko‘rilgan 5.1.2-Misolni qaraymiz. T : X — T biyektiv akslantirishni
olamiz. U holda T" ergodik bo‘lishi uchun har bir x € X nuqtaning eng kichik davri n bo‘lishi
zarur va yetarli.

Endi p o'lchovni saglovchi T' o‘lchovli funksiyaning ergodiklik ta'rifiga ekvivalent ta’riflarni
keltiramiz. Ya'ni, 5.1.2-Ta'rifdagi 2) xossani quyidagi xossalardan ixtiyoriy bittasiga almashtirish
mumkin.

o u(T71(A)AA) = 0 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy A € B uchun p(A) = 0 yoki
1(A) =1 bo‘ladi.

e Musbat o‘lchovli ixtiyoriy A € B uchun p (|J;~, 7 "(A)) = 1 bo‘ladi.

e Musbat o‘lchovli har qanday A, B € B to‘plamlar uchun shunday n > 0 son topiladiki,
w((T~™(A)) N B) > 0 bo‘ladi.

e foT = f bo‘lgan har qanday f : X — R o‘lchovli funksiya o‘zgarmas bo‘ladi.

Endi uzluksiz vaqtli dinamik sistemaning ergodikligi ta’rifini beramiz.
5.1.3-Ta’rif. (X, B) fazoda u ehtimollik o‘lchovi berilgan bo‘lsin. 7% : X — X, t € R
o‘lchovli funksiyalar oilasi bo‘lsin. Bu oila uchun quyidagilar bajarilsin.

1) p o‘lchov har bir ¢ € R uchun 7" funksiyaga nisbatan invariant.

2) Har bir ¢ € R uchun 7T7%(A) C A shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy A € B to‘plamning
o‘lchovi yoki 0 yoki 1.

U holda {T;} oilaga u-ergodik deyiladi.

5.1.1-Izoh. Biz yuqorida ergodiklikning ekvivalent ta'riflaridan ba’zilarini keltirdik. Aslida
ergodiklikning sodda ma’nosi shundan iboratki, biror nuqta trayektoriyasining vaqt bo‘yicha
o‘rtachasi butun sistemaning o‘rta giymatiga teng bo‘lishidir. Masalan, narda toshini tashlash
kuzatuvini qaraylik. Bir kishi toshni 100 marta tashladi. Har bir tosh tashlanganda tushgan
natijalar qayd qilib borildi va bu natijalarning o‘rta arifmetigi hisoblandi. Endi 100 kishi bir
martadan toshni tashlaganda tushgan natijalarning o‘rtachasini hisoblaymiz. Har ikki holda
o‘rtacha giymat bir xil bo‘lsa, bu ergodiklik, turli bo‘lsa, noergodiklikdir.
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6 MATEMATIK BIOLOGIYA MASALALARI

Matematikaning turli yo‘nalishlari biologiyaning masalalari uchun gat’iy asoslangan matema-
tik apparatni qurishga harakat qilgan va ayni vaqtda ham shunday urinishlarni har kuni
uchratish mumkin. Shuni alohida ta’kidlash joizki, biologiya masalalarini tavsiflashga bo‘lgan
urinishlarda matematikaning har qanday yo‘nalishi muvvaffagiyatga erishgan deb bo‘lmaydi.
Masalan, algebraik yondoshuv matematik biologiya masalalariga hanuz o‘zining sezilarli hissa-
sini qo‘shgani yo‘q. O‘lchovlar nazariyasi, uning ehtimollar nazariyasi va dinamik sistemalardagi
tatbiglari esa bu borada ancha yutuqglarga erishganini aytish lozim. Ana shunday yondoshuv-
lardan biri populyatsion genetika masalalarining matematik apparati haqida biroz ma’lumot
berib o‘tamiz.

Populyatsiya deb ko‘payishga nisbatan yopiq bo‘lgan organizmlarning jamlanmasiga ayti-
ladi. Populyatsion genetikaning sodda masalalaridan biri bu m ta turdan iborat biologik siste-
maning evolutsiya davrida qaysi xususiyatlari dominant, qaysilari esa yo‘qolib ketishini bashorat
gilishdan iborat. Bunday masalalarda har bir tur biror xususiyatga ega deb olinadi. Popu-
lyatsiyada ketma-ket keluvchi Fi, Fy, ... avlodlar turli deb qaraladi va turli avlodlar o‘rtasida
qo‘shilish bo‘lmaydi deb qaraladi. Ikkita ¢ va j turlarning qo‘shilishidan biror ehtimollik bilan &
avlod paydo bo‘ladi va bu ehtimollik P;;; kabi belgilanadi. Agar turlar jinsga bog‘liq bo‘lmasa,
u holda quyidagi tabiiy shartlar olinadi:

Pijr 20, sz‘gpk =1, DBijr="DLjix (6.1)
k=1

Populyatsiyaning holati x = (z1,xs, ..., x,,) — ehtimollik turlari tanlanmasi bilan beriladi.

Ravshanki,
xESml:{yERm:ykZO,Zykzl}.
k=1

S™=1 to‘plamga m — 1-o‘lchamli simpleks deyiladi. Agar z € S™! dastlabki avlodning to‘la
ehtimolligi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy qo‘shilishda (panmiksiya) kelgusi avlodning to‘la ehtimolligi
quyidagicha aniqlanadi

T, = Z Pjrriry;, k=1,m (6.2)
ij=1

(6.2) bilan aniglangan V : S™~! — S§™~1 akslantirishga kvadratik stoxastik operator de-
yiladi. Demak, populyatsiyaning biror avlodi x holatda bo‘lsa, keyingi avlod (6.2) yordamida
2’ = Vz holat bilan topiladi. Shunday qilib, populyatsion genetikaning masalasi (S™~!, V') di-
namik sistemani o‘rganish masalasiga keltirildi. Populyatsion genetikaning asosiy masalalaridan
biri trayektoriyaning o‘zgarish qonuniyatini aniqlashdan ya’ni, har bir boshlang‘ich z(®) ¢ §™~1
nugta uchun Oy () orbitaning limit to‘plamini o‘rganishdan iborat. Shuni alohida aytib
o‘tish joizki, simpleks kompakt to‘plam bo‘lgani uchun orbitaning limit nuqgtalari to‘plami bo‘sh
bo‘lmaydi. Mendel qonuniga asoslanib G.Hardi va Vaynberglar Hardi-Vaynberg qonuni deb
ataluvchi V2 = V tenglikni kiritishgan. S.N. Bernshteyn Hardi-Vaynberg gonunini qanoat-
lantiruvhi barcha akslantirishlarni m < 3 bo‘lgan hol uchun aniqlagan. Keyinchalik bu ishlarni
Yu.l. Lyubich davom ettirdi.

Kvadratik stoxastik operatorlarning dinamikasini o‘rganishda uning ehtimollik koeffitsiyent-
lariga ba’zi shartlarni qo‘yish masalani birmuncha yengillatadi. Kvadratik stoxastik opera-
torlarning eng yaxshi o‘rganilgan sinflaridan biri Volterra tipidagi operatorlar bo‘lib, unda
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k ¢ {i,j} bo‘lgan (1, j, k) uchliklar uchun P;;; = 0 deb qaraladi. Volterra kvadratik stoxastik
operatorlarining sodda biologik ma'nosi quyidagicha: ota-onasidan birortasining xususiyatini
takrorlamaydigan farzand tug‘ilishi mumkin emas. Ya'ni, populyatsiyada mutatsiya bo‘lishi
mumkin emas deb qaraladi. Yana shunday sinflardan biri qat’iy no Volterra operatorlari bo‘lib,
unda aksincha k € {i,j} bo‘lgan barcha (i, j, k) uchliklar uchun P;;; = 0 deb olinadi. Bu-
ning biologik ma’nosi esa avlod ajdodlarining hech bir xususiyatini takrorlamasligi kerak. Bu
aynigsa yangi hosildor nav olish uchun seleksiyada keng qo‘llaniladi. Qat’iy no Volterra opera-
torini tavsiflovchi kimyoviy misollar ham bor. Masalan, Kislorod va Vodorodning birikishidan
Suv hosil bo‘ladi. Kislorod ham Vodorod ham yonish xususiyatiga ega bo‘lsa-da, ularning
farzandi — Suv yonmaydi.

Kvadratik stoxastik operatorlarning tatbig‘ini nafaqat populyatsion genetika masalalarida,
balki o‘yinlar nazariyasining iqtisodiy masalalarida prognozlashda keng qo‘llanishini ta’kidlash
joiz. Kvadratik stoxastik operatorlarni umumiy holda o‘rganishning hozirgacha imkoni bo‘lma-
gan bo‘lsa-da, ularning bir qancha sinflari to‘liq o‘rganilganini ta’kidlab o‘tamiz. Maqgsadimiz
kvadratik stoxastik operator misolida ergodiklik xossani o‘rganishdan iborat. Shu bois bu
borada o‘z vaqtida keng jamoatchilikning e’tirofiga sabab bo‘lgan M.I.Zaxarevich misolini tan-
ladik.

Hisoblash mashinasi yordamida olingan natijalarga ko‘ra S.Ulam o‘zining “Matematika-
ning yechilmagan masalalari” deb nomlangan kitobida har qanday kvadratik stoxastik ope-
rator ergodik teoremani qanoatlantiradi degan gipotezani aytgan. Ya'ni, ixtiyoriy z € S™~!
uchun limy, o = >0 V¥(2) limit mavjud bo‘ladi degan g'oyani ilgari surgan edi. Lekin,
M.I.Zaxarevich 1978 yilda bu gipoteza to‘g'ri emasligiga misol qurdi.

S? simpleksda quyidagi operatorni qaraymiz:

T = 23 + 27129,
Vi Q oh= a3+ 2w,
J/’é = l’% + 21’11’3.

Bu operator to‘rtta qo‘zg‘almas nuqtaga ega: My = (1/3,1/3,1/3), My = (1,0,0), My =
(0,1,0) va M3 = (0,0,1). V operator S.S.Vallanderning ishida ham qaralgan bo‘lib, u simpleks-
ning ichidagi ixtiyoriy a # My nuqta uchun uning musbat orbitasining limit nuqtalari to‘plami
cheksiz va simpleksning chegarasida yotishini isbotlagan. Shuningdek, Vallander a nuqtaning
trayektoriyasi asosiy vaqtini My, M, va M3 nuqtalarning ¢ atrofida o‘tkazishini ham ko‘rsatgan.
Quyidagi to‘plamlarni aniglaymiz.

Gy = {(z1,m9,23) € S 1 1 > w3 > 13}, Go = {(21,29,73) € S* 1 11 > 23 > 25},

Gs = {(z1,m9,23) € S 1 3 > 11 > 12}, Ga={(21,20,73) € S* 1 23 > 13 > 11},

Gs = {(z1,32,23) € S 1 1 > 3 > 11}, Go = {(21,29,73) € S* 1 29 > 71 > 73}
H1:G1UGQ, H2:G3UG4, H3:G5UG6.

Endi M, nugtaning quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi Uy atrofini olamiz:
1) UO - SQ,
2) Uy = Hy\ Uy, Uy = Hy \ Uy, U3 = H \ Uy to‘plamlarning har biri qavarig;

3) U1 NnUx;NU;s = @.
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S? simpleksning ichi deb quyidagi to‘plamni tushunamiz
intS? = {(x1, 2, v3) € S : ;17973 > 0}

6.1.1-Lemma. a = (a1, as,a3) € intS? vaU € {Ul,Ug, Ug} bo'lsin. Agara ¢ U, V*(a) € U
(k=1,...,n) va V"a ¢ U bo‘lsa, u holda n > Alog 7y, bu yerda A, B musbat sonlar va
o(a) = ayazas.

» Dastlab x; + x5+ 23 = 1 ekanligini hisobga olib V' operatorning ko‘rinishini o‘zgartiramiz.
Ya'ni,

) =z (1 4 29 — x3),
V: $/2:$2(1+233—l'1),
xhy = x3(1 + 21 — x9).

Bundan ko‘rinadiki, ixtiyorly a = (a1, az,a3) € G1 uchun a} > a1, ay < as va aj > as o‘rinli.
Demak, bir nechta qadamdan keyin a nuqtaning trayektoriyasi G to‘plamga tushadi va hokazo.
Shunday qilib, berilgan nuqta harakatining marshruti quyidagicha ekan

G1—>G2—>G3—>G4—>G5—>G6—>G1. (63)

Lemma tasdig‘ini U = U; uchun isbotlaymiz. Qolgan hollar ham shu kabi isbotlanadi. U
holda quyidagini topamiz

a¢lUy=a€Gs=ay>a; >a3 de€lU= a]>ay> aj.

42 +2 ’
a) a/2 = CLZ(CZQ + 2@3) > a1(a23 az) > a1(“13 az) _ %‘

b) a™ =V"(a), a™V ¢ U= a"™ > o™ > o >— o) >

C«DI)—l

(n+1) k+1)

_Hk . a3k Hk 1(1—|—a(k) B (k)) < on.

Natijada quyidagini hosil gilamiz

n+1
al )>L: a’al - (a})? 1

2" > >
ay 321 3p(a) ~ 9p(a’) ~ 8lp(a’)’

1
> log, —— > Al
n > log, 81g0(a’)> og
A

6.1.1-Teorema. U € {U;,U,, U3} va a € intS* \ { My} bo'lsin. {n;};>1 va {m;};>1 natural
sonlarning quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi ketma-ketligi bo‘lsin:

B
p(a’)

har bir k < m; natural son uchun V"% +*k(q) € U;
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U holda n;, — oo va ixtiyoriy c¢ olinganda ham yetarlicha katta ¢ € N indekslarda n; > c¢m;
o‘rinli.

» Lemmaning isbotidagi ¢ funksiyani qaraylik. U holda ¢(V(a)) < ¢(a) ekanligini tek-
shirish giyin emas. Bundan

o(V™(a)) =0 (6.4)

kelib chiqadi.
Ixiyoriy @ € (0;1) son uchun M, nuqtaning shunday U’ atrofi topiladiki, har qanday a €

SZ\ U’ uchun ap(V(a)) < ap(a) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda (6.4) limitga ko‘ra yetarlicha

katta n € N indekslarda V" (a) ¢ U’ kelib chigadi. Bundan (6.3) marshrutga ko‘ra n, — oo deb

xulosa qilamiz. Nihoyat isbot gilingan lemmaga ko‘ra yetarlicha katta ¢ indekslar uchun

> A'log

m; > Alog > cn;

B B
p(Vi(a)) aip(a)

tengsizliklarni hosil qilamiz. A

6.1.2-Teorema. Ixtiyoriy a € intS?\{My} nuqta uchun = 37 ' V*(a) ketma-ketlik limitga
ega emas.

» Faraz qilaylik @ = £ 377 V*(a) bo'lsin. Qulaylik, uchun @ ¢ U; deb olamiz. {n;} va
{m;} ketma-ketliklar 1-Teoremadagi barcha shartlarni qanoatlantirsin. p Yevklid metrikasiga
nisbatan § = p(@, U;) sonni aniqlaymiz. U holda ny € N sonni shunday tanlaymizki,

P (%;Vﬂ@,d) < g

tengsizlik barcha n > ng sonlarda o‘rinli bo‘lsin. Shuningdek, m; > 3n; deb hisoblashimiz
mumkin. U holda

1 ni+m;
a= VF(a
2 V@

soni uchun p(a,a) < g tengsizlik bajariladi. Boshga tomondan

i n;+m;
n; 1 m; 1
= : —y VF : — § % 6.5
“ n; +m; <nz 0 (&)) + n; +m; <m, (a)> ( )

tenglikdagi oxirgi qo‘shiluvchi U; to‘plamga tegishli. Bundan yetarlicha katta ¢ indekslarda
pla,a) > g tengsizlikning o‘rinliligi kelib chiqadi. Bu esa p(a,a) < g tengsizlikka zid. Demak,
faraz noto‘g‘ri. Ya'ni, @ soni mavjud emas. A

S? simpleksda qurilgan Zaxarevichning misoli Ulam tomonidan aytilgan gipotezaning to‘g'ri
emasligini ko‘rsatib berish bilan birgalikda, yuqori o‘lchamli simplekslarda ham noergodik
kvadratik stoxastik operatorlar sinfini qurish imkonini berganligini ta’kidlab o‘tish zarur. Shu-
ningdek, ergodiklik xossasiga ega kvadratik stoxastik operatorlar ham gisman o‘rganilgan.
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7 STATISTIK FIZIKA MASALALARI

Statistik fizikada keng qo‘llanuvchi ehtimollik o‘lchovlaridan biri bu Gibbs o‘lchovidir.
Atrof-muhit bilan issiglik muvozanatida bo‘lgan sistema uchun tagsimot qonunini birinchi
bo‘lib amerikalik olim J.Gibbs kiritdi. Bunday tagsimotlar Gibbs o‘lchovlari nomini oldi va
turli sistemalar uchun uning holatini tasvirlab berishga xizmat qiladigan Gibbs o‘lchovlari
nazariyasining yaratilishiga sabab bo‘ldi. Bunda berilgan fizik sistemaning energiyasi deb
ataluvchi funksiya — Hamiltoninanga mos tagsimotni, ya'ni Gibbs o‘lchovini aniqlash masalasi
tushuniladi. Gibbs o‘lchovlari nazariyasining asosiy masalalari berilgan sistema uchun haro-
ratning o‘zgarishi va uning taqgsimoti orasidagi bog‘liglikni topishdan iborat. Bu esa berilgan
Hamiltonianga mos Gibbs o‘lchovlari to‘plamini tasvirlash, bu to‘plamda faza almashishlari
mavjudligini tekshirish va energiyasi eng katta konfiguratsiyalarni qurish kabi masalalarni o‘z
ichiga oladi. Gibbs o‘lchovlarini ixtiyoriy sistema uchun kiritish mumkin bo‘lsa-da, asosan Z?
— butun sonlar to‘ri va I'* — Keli daraxtida ko‘proq o‘rganilgan. Bu turdagi masalalarning mo-
hiyatini yaxshi anglash uchun biz I'* daraxtda berilgan Izing modeli uchun Gibbs o‘lchovining
qurilishini ko‘rsatib beramiz.

I'* har bir uchidan k + 1 ta girra chiqadigan cheksiz graf bo‘lsin. Uning uchlari to‘plamini
V, girralari to‘plamini esa L kabi belgilaymiz. Odatda I'* = (VL) grafga k-tartibli Keli
daraxti deyiladi. z,y € V uchlar bitta girraning uchlari bo‘lsa, qo‘shni uchlar deyiladi va (z, y)
kabi belgilanadi. Berilgan x,y € V uchlar uchun cheklita z,xs,...,x, € V uchlar topilib,
(x,21), (x1,29), ..., {(xn,y) bo'lsa, u holda bu girralar (yozilgan tartibdagi) ketma-ketligiga x
va y uchlarni tutashtiruvchi yo‘l deyiladi. Keli daraxtining uchlari orasida masofa quyidagicha
kiritiladi: d(x,y) — z va y uchlarni tutashtiruvchi eng qisqa yo‘ldagi qirralar soni. Keli daraxti
har bir nuqtasiga nisbatan simmetrik bo‘lganidan, uning biror z(®) uchini darxtning asosi deb
olamiz. Natijada quyidagi muhim to‘plamlarni aniqlash imkoniga ega bo‘lamiz.

W, ={z eV dx29)=n}, V,= U Wi, Ly={(z,y) e L:z,yeV,}.
m=0

S(x) =4y € Wyy1 : (z,y) € Vou1}, Ve W,.

Odatda W,, va V,, to‘plamlar mos ravishda n radiusli sfera va shar deyiladi. S(x) to‘plam
esa x nuqtaning birinchi avlodlari to‘plami deyiladi.

o:V — {—1;1} funksiyaga spin giymatlari £1 bo‘lgan konfiguratsiya deyiladi. V' to‘plam-
dagi barcha konfiguratsiyalar to‘plamini €y kabi belgilaymiz. Ta’kidlash joizki, bu holda €y,
to‘plam V' to‘plamning barcha gism to‘plamlari oilasi deb qarash mumkin. Darhaqiqat A C V'
uchun bu to‘plamdagi har bir uchga 1 sonini, bu to‘plamning to‘ldiruvchisidagi har bir uchga esa
-1 sonini mos qoyib, o € Qy konfiguratsiya hosil qilimiz. Aksincha, har bir konfiguratsiyaning
1 giymat qabul qgiladigan uchlari V' to‘plamning qgism to‘plami bo‘ladi. Shuningdek ixtiyoriy
A C V bu to‘plamda konfiguratsiya aniqlash mumkin. A to‘plamdagi barcha konfiguratsiyalar
to‘plamini 24 kabi belgilaymiz.

Endi har qanday A C V' chekli to‘plam va o € 24 uchun quyidagi to‘plamni aniglaymiz

{6 €Qy:6(x)=0(x), Vo e A}. (7.1)

Bunday to‘plamga silindrik to‘plam deyiladi. Boshqacha aytganda asosi A to‘plamdagi beril-
gan o konfiguratsiya bo‘lgan barcha konfiguratsiyalar oilasiga silindrik to‘plam deyiladi. De-
mak, silindrik to‘plam €2y, to‘plamning qism to‘plami bo‘ladi. €2y to‘plamdagi barcha silindrik
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to‘plamlar oilasidan hosil gilingan o-algebrani B deb olamiz. Shunday qilib, (Qy, B) o‘lchovli
fazoni hosil qildik. Bu fazoda kiritiladigan o‘lchovlardan biri bu Izing modeli uchun Gibbs
o‘lchovidir.

Izing modeli quyidagicha aniglanadi:

H(o)=-J Y o(x)o(y), VoeQy, (7.2)
(

z,y)EL

bu yerda J € R o‘zgarmas son.

Umuman olganda (7.2) qator yaxshi aniglanmagan. Ya'ni, qator uzoglashuvchi bo‘lishi
ham mumkin. Buning fizik nuqtai nazaridan unchalik ahamiyati yo‘q. Biz mana shu formal
ko‘rinishda yozilgan Hamiltonianga mos keluvchi Gibbs o‘lchovini qurish jarayonida faqgat chekli
yig‘indi bilan ishlaymiz.

Asosiy masala (7.2) Hamiltonianga mos keluvchi (2y, B) fazoda aniglangan Gibbs o‘lchovini
qurishdan iborat. Buning uchun biz dastlab, (2, , B,) chekli fazolarda ehtimollik o‘lchovlarini
aniqlab, keyin bu o‘lchovlarni Kolmogorov teoremasi bo‘yicha davom ettirishga harakat gilamiz.

Har bir n > 1 uchun (Qy,,, B,,) fazoda quyidagi ehtimollik o‘lchovini aniglaymiz

1
(n) () —
™ (o) Zom

exp {—5H(a) + ) hxa(x)}, (7.3)

Q?GWTL

bu yerda § = %, T — harorat, har bir x € V uchun h, € R va

Zny= > exp {—BH(U) + ) hwa(x)} (7.4)

O‘EQVn xeWn,

Agar (92, B) fazoda aniglangan o-additiv g o‘lchov uchun har birn > 1 va o € Qy, olinganda
ham

pw({5€Qy:a(x)=0(x), Ve e V,}) = u" (o) (7.5)

o‘rinli bo‘lsa, p o‘lchovga Izing modeli uchun Gibbs o‘lchovi deyiladi. Demak, berilgan ehti-
mollik o‘lchovining Gibbs o‘lchovi ekanligini tekshirish oson ish emas. Lekin, (7.3) o‘lchovlar
ketma-ketligi yordamida Gibbs o‘lchovini hosil gilish mumkin. Buni esa yuqorida eslatga-
nimizdek, o‘lchovlarni davom ettirish haqidagi Kolmogorov teoremasidan foydalanib amalga
oshiramiz.

Agar {u™},>; ehtimollik o‘lchovlari ketma-ketligi har bir n > 1 uchun quyidagi

S uIE) = 1 (e), Vo ey, (7.6)

5y,

5‘|VnEo'

shartni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlik muvofiglashgan deyiladi. Ma’lumki, muvofiglashgan
ehtimollik o‘lchovlari ketma-ketligi uchun Kolmogorov teoremasiga ko‘ra butun fazoda aniqlan-
gan yagona ehtimollik o‘lchovi mavjud va bu o‘lchov uchun (7.5) shartni qanoatlantiradi.

Demak, Izing modeli uchun (2y, B) fazoda aniglangan Gibbs o‘lchovining mavjudligini tek-
shirish masalasi (7.3) kabi aniglangan ketma-ketlik uchun muvofiglik shartini tekshirishga kelti-
rildi.

Quyidagi teorema (7.3) kabi aniglangan ketma-ketlikning muvofiglik shartini qanoatlantirishi
uchun mezon bo‘lib xizmat qiladi.
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7.1.1-Teorema. (7.3) ko‘rinishida aniqlangan {1}~ ehtimollik o‘lchovlari muvofiglash-
gan bo‘lishi uchun har qanday € V' \ {z(¥} nuqtada quyidagi

he= 5" F(hy.0) (7.7)

y€S(z)

tenglik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda 6 = tanh(Jp3) va f(h,0) = arctanh(f tanh h).

Bu teoremaning asl kuchi shundaki, (7.7) funksional tenglamaning yechimi bo‘lgan har
qanday {h;}.ev funksiya Gibbs o‘lchovini aniqlaydi. Statistik fizikada berilgan sistema uchun
Gibbs o‘lchovlari sonining haroratga nisbatan o‘zgarishini bilish muhim hisoblanadi. Gibbs
o‘lchovlari soni o‘zgaradigan haroratlarni aniglash yordamida biz bu sistemada holatlarning
o‘zgarishini, ya'ni faza almashishlar mavjudligini aytishimizi mumkin. Buni suvning uch holati
hagidagi mashhur misol yordamida tushuntirish mumkin. Ma’lumki, suv uch holatda: suyugq,
muz va bug’ holatida bo‘ladi. Harorat 100°C darajadan oshsa, suv o‘z holatini bug'ga, harorat
0°C darajadan pasaysa, suv muz holatiga o‘tadi. Shuningdek, fizik sistema uchun o‘lchovlar
sonining keskin o‘zgarishi bir holatdan ikkinchi holatga o‘tishni anglatadi.
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8 NOARHIMED O‘LCHOVLAR

O‘lchovlar nazariyasi doirasidagi ehtimollar nazariyasini aksiomatik qurishda Kolmogorov
fon Mizesning chastotali ehtimollar nazariyasini asos qilib olgan edi. Fon Mizesning chastotali
ehtimollar nazariyasining asosiy jihatlaridan birini eslatib o‘tamiz.

Ixtiyoriy S tajribani qaraymiz. Bu tajriba natijasida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan barcha
holatlar to‘plamini Q = {w;,...,w,} bilan belgilaymiz. Soddalik uchun € chekli bo‘lgan holni
oldik. € to‘plamga elementar hodisalar to‘plami deyiladi. S tajribani N marta o‘tkazishdagi
Jj-tajriba natijasini x; bilan belgilaymiz. U holda kuzatuvlarning chekli ketma-ketligini hosil
qilamiz:

r=(21,%2,...,2N), ;€ (8.1)

(8.1) tanlanmaning cheksiz idealizatsiyasi
m:(xl,xg,...,xN,...), SL’jEQ. (82)

uchun fon Mizesning ikkita prinsipi bajariladi. Ulardan biri (8.2) ketma-ketlikdagi har bir w; €
2 elementar hodisa ro‘y berishining nisbiy chastotasi statistik turg‘unlashganligi qonunidir.
Ya'ni, dastlabki N ta kuzatuv natijasida w; hodisaning ro‘y berishlari soni n; bo‘lsa, v(w;) =
% nisbiy chastotaning N — oo bo‘lganda limiti chekli deb qaraladi va chastotali ehtimollar
nazariyasida bu limitga w; hodisaning ehtimoli deyiladi.

Demak, nisbiy chastotaning limiti mavjud bo‘lmasa, bunday hodisalarni va umuman kuza-
tuvlarni biz bilgan ehtimollar nazariyasi yordamida tushuntirib bo‘lmaydi. Buning sababi ni-
mada? Javob quyidagicha.

Nisbiy chastota bu ratsional son. Ratsional sonlar ketma-ketligining limiti odatdagi absolyut
qrymatga nisbatan mavjud bo ‘lmasa, boshqa norma aniqlash kerakki, bu normada kuzatuv nati-
jalariga ma’no berish mumkin bo‘lsin.

Bu esa ratsional sonlar maydonida boshqa norma kiritish zaruratini paydo qiladi. Ana
shunday normalardan biri p-adik normadir. Biz p-adik norma haqgida biroz to‘xtalib o‘tamiz.

Aytaylik, p tub son bo‘lsin. U holda har qanday x # 0 ratsional sonni z = p"™* ko‘rinishda
yagona ravishda tasvirlash mumkinki, bunda r,m € Z, n € N va (m,n) = (m,p) = (n,p) = 1
bo‘ladi. Endi ratsional sonlarning bunday yagona ifodasidan foydalanib, Q maydonida quyidagi

akslantirishni gqaraymiz
0, xz =0,
= { 0 220 53

Tekshirish qiyin emaski, (8.3) akslantirish Q maydonda norma bo‘ladi va bu normaga p-adik
norma deyiladi. p-adik norma kuchli uchburchak tengsizligi deb ataluvchi quyidagi

|2+ ylp < max{|z[p, |ylp},  Ve,yeQ

tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu tengsizlik esa o‘z navbatida (Q,| - |,) normalangan maydon-
ning noarhimed maydoni bo‘lishini ko‘rsatadi. Ta’kidlash kerakki, (Q, |-|,) maydon to‘la emas.
Ratsional sonlar maydonini p-adik normaga nisbatan to‘ldirishdan hosil bo‘lgan maydon p-adik
sonlar maydoni deyiladi va Q, kabi belgilanadi. Demak, (Q,,|-|,) maydon to‘la va noarhimed
maydonidir. Shu o‘rinda ratsional sonlar maydonidagi normalarni tasniflovchi Ostrovski teore-
masini eslatib o‘tish joiz. Ostrovski teoremasiga ko‘ra ratsional sonlar maydonidagi har qanday
notrivial norma yoki | -| — absolyut giymatga yoki biror p tub son uchun |- |, — p-adik normaga
ekvivalent. Boshqgacha aytganda ekvivalentlik nuqtai nazaridan ratsional sonlar maydonida tri-
vial norma (bu norma umuman ahamiyatga ega emas), absolyut giymat va p-adik normalargina
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bor ekan. Bu esa ratsional sonlar maydonidagi ketma-ketlikning qaysidir ma’noda yaqinlashishi
biz uchun muhim bo‘lsa, odatdagi absolyut qiymat yoki p-adik normalarga nisbatan tekshirish
kerakligini bildiradi. Natijada p-adik ehtimollar nazariyasini qurish zarurati oydinlashdi.

Oflchovlar bobida ehtimollik o‘lchovi bu o‘lchovning xususiy holi ekanligini aytib o‘tgan
edik. Demak, p-adik ehtimollik o‘lchovidan oldin p-adik o‘lchov tushunchasini aniqglab olish
zarur. Biz o‘lchovni aniglanish sohasi yarim halqa va giymatlari Ry bo‘lgan to‘plam funksiyasi
sifatida kiritgan edik. Shu kabi p-adik o‘lchovni kiritish mumkin.

X # o to'plamda G yarim halqa berilgan bo‘lsin. f : G — Q, to'plam funksiyasi
additiv bo‘lsa, ya'ni juft-jufti bilan kesishmaydigan ixtiyoriy A;, As,..., A, € G to'plamlar
uchun (J,_, Ay € G ekanligidan p(U;_, Ax) = >, #(Ax) kelib chigadi. Bunday to‘plam
funksiyasiga yarim halgada berilgan p-adik o‘lchov deyiladi. Tabiiyki, yarim halqadagi p-
adik o‘lchovni shu yarim halqadan hosil gilingan halgacha (algebragacha ham) yagona ravishda
davom ettirish mumkin. Shu o‘rinda p-adik va haqiqiy o‘lchovlarni ajratuvchi asosiy jihatlarni
sanab o‘tamiz.

e Haqiqiy o‘lchovning giymati nomanfiy edi, p-adik o‘lchovning giymati esa ixtiyoriy p-
adik son bo‘lishi mumkin. Bu Q, maydonda undagi arifmetik amallar va limitga o‘tishga
nisbatan yopiq bo‘lgan chiziqli tartib kiritish mumkin emasligi bilan bog‘liq.

e Haqiqiy o‘lchov oxir oqgibat o-algebragacha davom ettirilar edi. p-adik o‘lchov uchun bu
jarayon biroz boshqacha. Ya'ni, agar p-adik o‘lchovning o-additivlik xossasiga ega bo‘lishi
talab qilinsa, diskret gqiymatli o‘lchov hosil bo‘ladi. Bunday o‘lchovlarning amaliy ahami-
yati kamligi nuqtai nazaridan p-adik o‘lchovlarda bu xossa deyarli qaralmaydi. Tabiiyki,
o‘lchovning bu xossasisiz o-algebrani qarash ham o‘z zaruratini yo‘qotadi. Shu bois, p-
adik o‘lchovlar asosan algebrada qaraladi. Agar p-adik o‘lchov bilan ishlash uchun fazo
qaralayotgan bo‘lsa, boshidanoq (X, B) o‘lchovli fazo deganda B oilaning faqat algebra
bo‘lishi talab qilinadi.

e (X, B) olchovli fazoda u p-adik o‘lchov berilgan bo‘lib, u(X) = 1 bo‘lsa, bu o‘lchovga
p-adik ehtimollik o‘lchovi deyiladi.
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IV. KEUCJIAP

1-keiic yuyH

4acu Ba xoccasiapu kentupus. Jleber yiauoBnapu.

2keiic yuy
O — aJIUTUBJINK HUMaA?

JleGer ymuosnapu. Jleber MmabHOCH 1A YITUOBIH TY

Bupu iy apum xarkaoa aHukianean Yiuo8iapHuH.

6-keiic yuy
Vnuosenapnune xynaiimmacu. Y muoBcu3 Ty1iaMm H
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7-Kelc y4yH MaB
VYauoBnu QyHKuusiap auma?

8-keiic yuyH maB
Heapau axunnawuw auma? Cooda ¢hynkyus anma?

9-KeiiCc Y4YH MaB
WNuterpasmap ©Huma? OXTHUMOJUIMK —YJIYOBJIAp Ba
HuMa?

10-keiic yuyH MaB
['u66c ymaoBnapu (pu3nkana KyIJIaHUIIN) HuMa?

11-kelic y4yH MaB

TUK IUHAMUK CUTEMaJapHU YpraHuija YrdoBiaap

12-kelic y4yH MaB
Hoapxumen dazonapaa yadaoBnap Ba yIapHUHT TaTOU
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Glossariy
(Izohli lug‘at).
Birgalikda- chiziqli tenglamalar sistemasining hech bo‘lmaganda bitta echimi

mavjud bo‘lsa;

birgalikda bo‘lmagan sistema- chizigli tenglamalar sistemasining birorta ham

echimi mavjud bo‘lmasa;

aniqmas sistema- chiziqli tenglamalar sistemasi bittadan ko‘p echimlarga ega

bo‘lsa;

Gauss usuli-noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish usuli;
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Kramer usuli-minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar yordamida hisoblash

abel gruppa - <G, *'> gruppa, agar gruppaning “*” binar amali

kommutativ bulsa, ya’ni xar kanday a,b-G lar uchun a*b=>b*a urinli bulsa,

kommutativ yoki abel gruppa deyiladi.
cheksiz tartibli gruppa-<G,*,'> gruppaning G asosiy elementlar

tuplami chekli bulsa, bu elementlar soniga gruppaning tartibi deyiladi.

Agar G cheksiz bulsa, u cheksiz tartibli gruppa deyiladi.

qism gruppa-<G,-,">gruppaning gism gruppasi deb, bu gruppaning xar
kanday qism algebrasiga aytiladi.

gomomorfizm-< G, -, "'>gruppani <H, o, ~ !> gruppaga (ustiga)

gomomorfizmi deb G teiplamni H tuplamga (tuplamning ustiga)

akslantiruvchi va G gruppaning asosiy amallarini saklovchi, ya’ni kuyidagi;
(1) G dan olingan xar kanday a, b larda A(a-b)=h(a) h(D)
(2) G dan olingan xar kanday a da h(a™') = (h(a)) !
shartlarni kanoatlantiruvchi #:G—H (ustiga) akslantirishga aytiladi.
siklik-Agar gruppaning barcha elementlari, shu gruppaning muayyan
bir elementining darajalaridan (karralilaridan) hosil gilingan bo‘lsa bunday
gruppa siklik deyiladi va bu element siklik gruppaning barpo etuvchi

elementi deyiladi.

Matritsaning determinanti - quyidagi formula bilan aniqlanuvchi songa

aytiladi:
a, dp a,
a a a n . —
_ 721 22 2n _ N\ 1
det A= =3 (-1 a, 1.
............................ ]:1
anl anZ ann

ustki uchburchak (ostki uchburchak)-Agar 4 matritsa bosh diagonalining

ostidagi (ustidagi) barcha elementlar nol’ga teng bo'lsa.
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uchburchak-Ustki va ostki uchburchak matritsalar uchburchak matritsalar

deyiladi.

ko’p chiziqli-Agar bir necha argumentli sonli funktsiya har bir argumentiga
nisbatan chiziqli bo’lsa.

chiziqgli qism fazosi -V chiziqli fazoning L qism to'plamining 0'zi ham V da
aniglangan vektorlarni qo shish va vektorni songa ko paytirish amallariga nisbatan

chiziqli fazo bo’lsa, L va V fazoning chizigli gism fazosi deyiladi.

dim-fazoning o’Ichovi

fazolarning kesishmasi -Ham L, ga, ham L, ga tegishli bo'lgan vektorlar
to'plami L, chizigli qism fazo bo lishini tekshirib ko'rsh oson; u L; va L, qism
fazolarning kesishmasi deyiladi.
matritsa -m ta satr va n ta ustundan iborat sonlar jadvali

kvadrat matritsa- matritsaning satrlari soni ustunlar soniga teng

nol matritsa -barcha elementlari noldan iborat matritsa.
diagonal matritsa -fagat bosh dioganal elementlari noldan farqli bo‘lgan kvadrat
matritsa
birlik matritsa -bosh diagonal elementlari birdan iborat bo‘lgan diagonal matritsa.
matritsani qo’shish songa ko‘paytmasi- matritsaning barcha elementlarini songa
ko‘paytmasidan hosil bo‘lgan matritsa.

skalyar ko' paytma - Agar V xaqiqiy chiziqli fazoda ikki vektor argumentli
(x,y) skalyar funktsiya uchun ushbu

1) xar ganday x,y €V uchun (x,y)=(y,x);

2) xar gqanday x,,x,,y €V uchun (x,+x,,y)=(x,y)+(x,));

3) xar ganday X,y €V,A€R uchun (Ax,y)=A(x,y),
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xar ganday nol’dan farqli x €V vektor uchun (x,x) >0 shartlar bajarilsa, u
skalyar ko paytma deb ataladi.

vektorlarning orasidagi masofa - x va u vektorlarning orasidagi masofa
(ko'pincha metrika xam deyiladi) deb p(x,y)=|x—y| xaqiqiy funktsiyaga
aytiladi.

V4
ortogonal-Agar x va y vektorlar orasidagi burchak By ga teng bo’lsa, bu

vektorlar ortogonal deyiladi.

ortogonal proektsiya-V, gismfazoga tegshili bo’'lmagan xeV vektor
uchun shunday x, €V, vektor topilsaki, x—x, vektor V, gismfazoga ortogonal

bo'lsa, bunday x; vektor x vektorning V, qismfazoga ortogonal proektsiyasi (soyasi)

deb ataladi.
k-tartibli minor-4 matritsada gandaydir £ ta satr va k ta ustunlarning
kesishgan joyidagi elementlardan tashkil topgan k-tartibli matritsaning

determinanti k-tartibli minor deyiladi.

algebraik to’'ldiruvchisi-4-kvadrat matritsa bo'lsin (n=s). Bu holda

M = M minorning elementlaridan o'tmaydigan satrlar va ustunlarning

kesishishidan hosil bo'lgan minor M ga to’ldiruvchi minor deb ataladi. Ushbu

S dk — (1Nt te Tttt i Uik

son esa M minorning algebraik to’ldiruvchisi deyiladi.

Laplas teoremasi- A kvadrat matritsada i,,i,,...,;, (14, <...<i, <n) satrlar

(ustunlar) tanlangan bo'lsin. Agar satrlari (ustunlari) shu tanlangan satrlarda
(ustunlarda) joylashgan mumkin bo’lgan tartibli minorlarni ularning algebraik
to'ldiruvchilariga ko paytirib, bu ko paytmalar barchasining yig'indisi olinsa, A
matritsaning determinanti hosil bo'ladi.

elementning algebraik to'ldiruvchisi-Laplas teoremasining k& =1bo'lgan

xususiy holini ko'ramiz. Ushbu i =i, j, =/ belgilash kiritamiz. Bu xolda A
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minor 4 matritsaning a, elementiga teng bo'lib, bu minorning algebraik

to'ldiruvchisi «; elementning algebraik to'ldiruvchisi deyiladi.

determinantning satrlar bo'yicha yoyish xaqidagi teorema-A kvadrat
matritsaning biror satr (ustun) elementlarini ularning algebra to’ldiruvchilariga
kopaytirib, yig'sak, bu matritsaning determinanti xosil bo'ladi, ya'ni har ganday

i =1,n uchun
n
D a4, =det 4
=1
va xar qanday j=1,n uchun
n
D a4, =det 4
i=1

tengliklar o'rinli.

1. ortogonal vektorlar sistemasi-Sistema vektorlarning har ganday ikki jufti
o’zaro ortogonal bo’lsa, u holda sistemaga ortogonal vektorlar sistemasi
deyiladi.

2. chiziqli erkli sistema-Har qanday nolmas vektorlardan iborat ortoginal
vektorlar sistemasi chiziqli erkli sistemadir.

3. ortogonallangan vektorlar sistemasi-Har bir vektori normallangan, ya’ni
birlik ko’rinishga keltirilgan ortogonal sistemaga ortogonallangan vektorlar
sistemasi deyiladi.

4. kvadratik forma musbat (manfiy)-Agar xar qanday nol’dan farqli x vektor

uchun ¢(x) >0 (g(x)<0) tengsizlik bajarilsa, ¢(X) qo’shish kvadratik
forma musbat (manfiy) deb ataladi;

5. inertsiya qonuni - Xaqiqiy kvadratik formaning ixtiyoriy kanonik bazisi
vektorlaridagi musbat giymatlari soni va manfiy gqiymatlari soni bazisning
tanlanishiga bog'liq emas;

chiziqli forma-Agar ¢ ¥ —» F funktsiya ushbu:

1) xar qanday x,y,e ¥ uchun g(x+y) = p(x)+0(»);
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2) xar qanday xeV, A€ F uchun ¢(ix)=Ae(x) shartlarni qanoatlantirsa, u

chiziqli forma (chiziqli funktsiya, chiziqli funktsional) deb ataladi.
bichizigli forma -Agar ishi vektor argumentli skalyar o(x,y) funktsiya @:V> —>F
xar bir argumenti bo"yicha chiziqli bo’lsa, ya'ni
1) xar qanday %,% €V va 41,4 eF uchun
AN, + 1%, ) = A%, V) + 1%, Y);

2) xar qanday W%, €V va A,u e F uchun

XAV, +14,) = ApX, ) + 1%, 3, )
shartlar bajarilsa, u bichizigli forma (funktsiya, funktsional) deb ataladi.
simmetrik -Agar xar ganday x,yeV vektorlar uchun o(x,y)=¢(y,x) tenglik
o'rinli bo'lsa, bu bichizigli forma simmetrik deb ataladi.
kvadratik formaning matritsasi -Kvadratik formani xosil qiluvchi yagona
simmetrik bichizigli formaning matritsasiga kvadratik formaning matritsasi deb

ataladi.

Kanonik-Agar V dagi {¢,...¢,} bazisda ¢(x,y) bichizigli formaning matritsasi

diagonal (ya'ni i # k bo'lganda ¢€,¢)=0) bo'lsa, bu bazis ¢(x,y) bichizigli forma
uchun kanonik deb ataladi.
musbat (manfiy)-Agar xar qanday nol’dan farqli x vektor wuchun
q(x)>0 (q(x)<0) tengsizlik bajarilsa, ¢(x)qo’shish kvadratik forma musbat
(manfiy) deb ataladi.
chiziqli operator-Chiziqli fazoning o'zini o'ziga chiziqli akslantirishi
chiziqli operator deb ataladi.

teskari -Agar f:V —V akslantrish (chizitsli bo'lishi shart emas) uchun
shunday g:V —V akslantirish mavjud bo'lsaki, fg=gf =e—birlik (ayniy)

akslantirish bo'lsa, g akslantirish f ga teskari deb ataladi.
xos vektori (xos son)-Agar nol’dan farqli x vektor uchun shunday A e F

mavjud bo'lsaki, f(x)=Ax tenglik bajarilsa, x vektor f chiziqli operatorning xos
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vektori va A esa bu xos vektorga mos xos son deb ataladi.

0°z-0’ziga qo’shma -Agar A=A bo’lsa, u holda, u holda A chiziqli almashtirish
0’z-0’ziga qo’shma (yoki Ermit bichiziqli almashtirishi) deyildadi.

chiziqli almashtirish Agar UU=U"U=E' bo’lsa, u holda U unitar chiziqli
almashtirish deyiladi.

normal chiziqli almashtirish-Agar AA™=A"A bo’lsa, A-normal chiziqli
almashtirish deyiladi.
polynomial matrisa-elementlari biror A harfiga nisbatan ko phadlardan iborat

bo'lganmatrisaga aytiladi.

matrisaning darajasi -A- matrisaning darajasi deb , matrisa tarkibiga kirgan

ko phadlarning eng yuqori darajasiga aytiladi.

Ekvivalent-Agar elementar almashtirishlarni bir necha marta ketma-ket qo'llash
yo'li bilan bir A-matrisadan ikkinchi A-matrisani hosil qilish mumkin bo’lsa , u

holda bunday ikki A- matrisa — bir —biriga ekvivalent A-matrisalar deyiladi.

elementar almashtirishlari-Biz hozir A-matrisaning elementar almashtirishlari
deb atalgan almashtirishlarga nisbatan kanonik ko'rinishi haqidagi masalani
ko ramiz.
A- matrisaning elementar almashtirishkari deb , almashtirishlarning quyidagi
tiplariga aytiladi.
1". Matrisaning qandaydir ikki yo'li yoki ustunlarining o'rinlarini o'zaro
almashtirish.
2°. Biron yo'lga gandaydir boshqa yo'Ini biror f(A) ko'phadga ko paytirib
go shish va shunga o'xshash , biron ustunga boshqga bir ustunni biror ko phadga
ko paytirib qoshish.
3". Biron yoki ustunni noldan farqli biror songa ko paytirish.
jordan katagi-Agar F maydon ustidagi kvadrat matritsaning diagonalidagi
barcha elementlar o’zaro teng, xar bir satrda diagonaldagi elementning 0'ng tomonida

turgan ele-ment birga teng va qolgan barcha elementlar nol'ga teng bo'lsa, bunday
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matritsa jordan katagi deb ataladi:

o 1 0..0
o 1 ... 0
0 o .. 0
J ()=
0.. o 1
0..0 o

Bu erdagi ¢ son jordan katagining xos soni deb ata-ladi.

jordan matritsasi -Agar F maydon ustidagi kvadrat matritsaning bosh
diagonali birin-ketin joylashgan jordan kataklardan iborat va bu kataklardan
tashgaridagi barcha elementlar nol’ bo'lsa, bunday matritsa jordan matritsasi deb

ataladi.
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Kapakaanak MomJeKeTJHK YHHBepcHTeTH :Kanbinaarbl Ilexaror
KaapJaapabl KaiTa Tasgpjaay XoM 0JapAblH KOHHUIEJUIHH JKETHJIHUCTHPHY
aiMaK/IBIK opaiibiHbiH JKoKapbl OKbIY OpBIHJIAPBI ThIHJIAY/IaylIblIapbIiHA
apHaJiFaH «Ouuieyaep TeOPHSIChl XoM OHbIH KOJUIAHBLIBIYbD) MOHUHHUH OKBIY-
MEeTOAHKAJIBIK KOMILJIEKCHHE

IHUKHUP

DYHKIHOHAIIIBIK aHaNu3, airebpa XeM reoMeTpus kadeapacsl OacibIFsl, ¢.-
m.u.k. pom. T.KypGanbGaeB TopenuHeH «Ouieynep TEOPUACHI XM OHBIH
KOJIJIAHBLTBIYBD) ITOHUHUH OKBIY- METOMMKAIBIK KOMIIJIEKCH JY3WIHUCH JKarblHaH
Wcmu okply Garmapiiamachl, MOAYJIIM OKBITBIYIA KOJIJIAHBUIATYFBIH WHTEPaKTHB
TONMM METOUIApEI, JIEKIMs TEKCTIepH, oMeluil cabakmap yuIbIH MaTepuasiap,
TancelpManap XoM OJiaplbl OpblHIAY OOMBIHILIA YCBIHBICIAp, Kelciep OaHKH,
rioccapuii, saedustiap AM3MUHEH nbapar.

IToHHUH HCIIW OKBIY OarnapiamMachl MOMIIEKETIMK TAJIMM CTaHIapTiIapblHa
TUMKapiaHbein TaspianFad. OHZa ThIHJIAYIIBIIAPABIH OUIMMHHE KOWUBLIATYFBIH
Tajnanap, MoHHUH SMeJHSTTaFbl OPHBI KOPCEeTHI oTUIreH. barnapiamana smenni
cabakjapIslH Ma3sMyHbI OepuireH. barmapinamana yiaslymMa ayIuTOPHSUIBIK caaTt -
20, COHHaH JIEKLKs YIIBIH - 8 caaT, aMeNuii cabakiiap yImslH 12 caaTka MeJiepiern
JY3UITEH.

Jlekupsi KypChIHA@ OJIIeY TYCHHHTH XM KOCHUETIIEpH, C-aJAWTHBIUK,
JleGer emmeynepu, JleGer MoHHCHHIE OJLICYIH KOIIMKIED KJIACChl, OJIICYCH3
KOIUIAKJIEp, ey (YHKUUSIIAp XaKKbIHAA 39pYp TEOPHSJIBIK —MaTepuauiap
KenTupuiareH. Xop Oup omenuit cabak yIIBIH Marepuayiap, TarnchlpMajap XoM
onapiel OpbIHJIAY OOWBIHINA YCBIHBIC/IAP, COHBIH MEHEH OUpre )eKe TarceipMaap
XOM TECTJIep UCJIEI WIBIFbIIFaH.

KypcTsl Malkananbl OKBITEIY OOMBIHIIA KeWcsiep HCJeN IUBIFBUIFAH XoM
ONap/BIH OpBIHNAHBIYbl OoibIHIIA ko0anmap kepcetwireH. CoHpai-ak, Kypc
GOMBIHILA [VIOCCAPUITIEDP XoM 9[IeOHsITIap AU3UMK OEpUIITeH.

VABIYMaTacThIpblll — aWTKanna, «Ojeynep TEOPHACBI  XoM  OHBIH
KOJUIAHBUIBIYBD» Kypchl OOWBIHINA, TY3WITEH OKBIY-METONMKATBIK KOMIUIEKCTH
JKOKapbl OKBIY OpBIHJIAPBI THIHJIAYIIBLIAPEIH OKBITRIYIa TaijanaHblyra OoJas!
JIeT ecariaiMaH.
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