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Кириш 
Дастур Ўзбекистон Республикасининг 2020 йил 23 сентябрда 

тасдиқланган “Таълим тўғрисида”ги Қонуни, Ўзбекистон Республикаси 
Президентининг 2017 йил 7 февралдаги “Ўзбекистон Республикасини янада 
ривожлантириш бўйича Ҳаракатлар стратегияси тўғрисида”ги ПФ-4947-сон, 
2019 йил 9 июлдаги  “Математика таълими ва фанларини янада 
ривожлантиришни давлат томонидан қўллаб-қувватлаш, шунингдек, 
Ўзбекистон Республикаси Фанлар академиясининг В.И. Романовский 
номидаги Математика институти фаолиятини тубдан такомиллаштириш 
чора-тадбирлари тўғрисида”ги ПҚ-4387-сон, 2019 йил 27 августдаги “Олий 
таълим муассасалари раҳбар ва педагог кадрларининг узлуксиз малакасини 
ошириш тизимини жорий этиш тўғрисида”ги ПФ-5789-сон, 2019 йил 
8 октябрдаги “Ўзбекистон Республикаси олий таълим тизимини 2030 йилгача 
ривожлантириш концепциясини тасдиқлаш тўғрисида”ги ПФ-5847-сон, 2020 
йил 7 майдаги “математика соҳасидаги таълим сифатини ошириш ва илмий-
тадқиқотларни ривожлантириш чора-тадбирлари тўғрисида”ги ПФ-4708-сон 
ли Фармонлари ҳамда Ўзбекистон Республикаси Вазирлар Маҳкамасининг 
2019 йил 23 сентябрдаги “Олий таълим муассасалари раҳбар ва педагог 
кадрларининг малакасини ошириш тизимини янада такомиллаштириш 
бўйича қўшимча чора-тадбирлар тўғрисида”ги 797-сонли Қарорларида 
белгиланган устувор вазифалар мазмунидан келиб чиққан ҳолда тузилган 
бўлиб, у олий таълим муассасалари педагог кадрларининг касб маҳорати 
ҳамда инновацион компетентлигини ривожлантириш, соҳага оид илғор 
хорижий тажрибалар, янги билим ва малакаларни ўзлаштириш, шунингдек 
амалиётга жорий этиш кўникмаларини такомиллаштиришни мақсад қилади.  

Дастур доирасида берилаётган мавзулар таълим соҳаси бўйича педагог 
кадрларни қайта тайёрлаш ва малакасини ошириш мазмуни, сифати ва 
уларнинг тайёргарлигига қўйиладиган умумий малака талаблари ва ўқув 
режалари асосида шакллантирилган бўлиб, унинг мазмуни кредит модул 
тизими ва ўқув жараёнини ташкил этиш, илмий ва инновацион фаолиятни 
ривожлантириш, педагогнинг касбий профессионаллигини ошириш, таълим 
жараёнига рақамли технологияларни жорий этиш, махсус мақсадларга 
йўналтирилган инглиз тили, мутахассислик фанлар негизида илмий ва 
амалий тадқиқотлар, ўқув жараёнини ташкил этишнинг замонавий 
услублари бўйича сўнгги ютуқлар, педагогнинг креатив компетентлигини 
ривожлантириш, таълим жараёнларини рақамли технологиялар асосида 
индивидуаллаштириш, масофавий таълим хизматларини ривожлантириш, 
вебинар, онлайн, «blended learning», «flipped classroom» технологияларини 
амалиётга кенг қўллаш бўйича тегишли билим, кўникма, малака ва 
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компетенцияларни ривожлантиришга йўналтирилган. 
Қайта тайёрлаш ва малака ошириш йўналишининг ўзига хос 

хусусиятлари ҳамда долзарб масалаларидан келиб чиққан ҳолда дастурда 
тингловчиларнинг мутахассислик  фанлар доирасидаги билим, кўникма, 
малака ҳамда компетенцияларига қўйиладиган талаблар 
такомиллаштирилиши мумкин.  

Модулнинг мақсади ва вазифалари 
Модулнинг мақсади: ўлчовлар назарияси, интеграллар назарияси ва 

уларнинг турдош соҳаларда қўлланиши борасида олий таълим муассасалари 
педагог кадрларининг билим, кўникма ва компетенцияларини  ошириш. 

Модулнинг вазифалари: 
- абстракт тўпламлардаги ўлчовлар ҳақида умумий тушунчалар, турли 

фазоларда баъзи муҳим ўлчовлар, ўлчовсиз тўплам ва ўлчовлар ҳақидаги қўшимча 
маълумотлар билан тингловчиларни таништириш ва уларнинг амалий 
билимларини шакллантириш. 

-  интеграллар назариясига кириш орқали ўлчовли функциялар билан 
танишиш, уларнинг муҳим хоссаларини ўрганиш ва Лебег интеграли тушунчасини 
киритиб амалий масалаларда уларни қўллашга доир кўникмаларни ҳосил қилиш. 

- инвариант ўлчовлар, ўлчовлар назарияси ва интеграллар назариясининг 
математик биология ҳамда статистик физика масалаларида қўлланишини ўрганиш 
орқали олий таълим педагог кадрларини математиканинг замонавий ютуқлари 
билан таништиришдан иборат. 

Модул бўйича тингловчиларнинг билими, кўникмаси, малакаси ва 
компетенцияларига қўйиладиган талаблар 

Модулни ўзлаштириш жараёнида амалга ошириладиган масалалар доирасида: 
Тингловчи: 
• интеграл ва ўлчов тушунчаларини билиши керак.
• ўлчовлар назариясидан математика, физика ва биология масалаларида кенг

фойдаланиш кўникмаларига эга бўлиши лозим. 
• ўлчовлар назарияси ва унинг татбиқини турли фазоларда қўллай олиш

малакасига эга бўлиши керак. 
• математикани ўқитишда фойдаланиладиган замонавий (мatlab, мathcad,

мaple, GeoGebra ва бошқалар) математик пакетларини ўқув жараёнига татбиқ этиш 
компетенцияларига эга бўлиши лозим.  

Модулни ташкил этиш ва ўтказиш бўйича тавсиялар 
 Модулни ўқитиш маъруза ва амалий машғулотлар шаклида олиб борилади. 

  Модулни ўқитиш жараёнида таълимнинг замонавий методлари, педагогик 
технологиялар ва ахборот-коммуникация технологиялари қўлланилиши назарда 
тутилган: 

- маъруза дарсларида замонавий компьютер технологиялари ёрдамида 
презентацион ва электрон-дидактик технологиялардан; 

- ўтказиладиган амалий машғулотларда техник воситалардан, экспресс-
сўровлар, тест сўровлари, ақлий ҳужум, гуруҳли фикрлаш, кичик гуруҳлар билан 
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ишлаш, коллоквиум ўтказиш, ва бошқа интерактив таълим усулларини қўллаш 
назарда тутилади. 

Модулнинг ўқув режадаги бошқа модуллар билан боғлиқлиги ва 
узвийлиги 

“Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши” модулининг мазмуни ўқув режадаги 
“Замонавий геометрия”, “Математиканинг соҳаларга татбиқлари” ва 
“Математикада ахборот технологиялари” ўқув модуллари билан узвий боғланган 
бўлиб, педагогларнинг таълим жараёнида ушбу модуллардаги мавзуларни 
тушунишига ёрдам беради ҳамда уларнинг касбий педагогик тайёргарлик даражаси 
ва илмий салоҳиятини  оширишга хизмат қилади.  

Модулнинг олий таълимдаги ўрни 
Модулни ўзлаштириш орқали тингловчилар таълим жараёнида математик 

анализ, ҳақиқий ўзгарувчили функциялар назарияси ва функционал анализ каби 
фанларда талабаларга дарсни қизиқарли ва мазмунли тарзда ўтиш, шунингдек, ўз 
билимларини илмий фаолиятга йўналтиришга доир касбий компетентликка эга 
бўладилар. 

Модул  бўйича соатлар тақсимоти 

№ Модул мавзулари 

Аудитория ўқув 
юкламаси 

Ж
ам

и
 

жумладан 

Н
аз

ар
и

й
 

А
м

аи
й

 
м

аш
ғу

л
от

 
К

ўч
м

а
м

аш
ғу

л
от

и

1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари 8 4 4 

2. Ўлчовли функциялар 6 2 4 

3. Инвариант ўлчовлар 6 2 4 

Жами: 20 8 12 
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II. МОДУЛНИ ЎҚИТИШДА ФОЙДАЛАНИЛАДИГАН

ИНТРЕФАОЛ ТАЪЛИМ МЕТОДЛАРИ 

Машғулотлар жараёнида “Ақлий ҳужум” ва “Хотирани чархлаймиз” 

усуллари қўлланилади. 

Ақлий хужум - (брейнсторминг – мия бўрони), амалий ва илмий 

муаммоларни ечишда жамоа билан маълумот йиғиш 

Усулни асосий 

ғояси 

- ғоялар тўплаш, уларни баҳолаш ва таҳлил қилиш, 

ажратиш. “Ақлий ҳужум”ни олиб борувчининг ҳатти-

ҳаракати учун бу ғоя асосий кўрсатгич бўлиб, 

иштирокчиларни имконият қадар кўп ғоялар таклиф 

қилишга ундайди. Хотирани чархлаймиз усули бўйича 

саволлар экранда намойиш қилинади. 

(1-мавзу, 1а- илова); (1-мавзу, 1б- илова); 

Қоидалари - имкони борича кўпроқ ғояларни таклиф этиш (жамлаш), 

уларни талқин қилиш, муаммоларни ечиш ва уларни 

қайд этиш. 

Таълим берувчи - иштирокчиларни қўллаб-қўвватлайди (имо-ишора, 

жилмайиш, ҳа-йўқ сўзлари билан);  

- сўровга киришиб кетишига ёрдам бериш ва психологик 

тўсқинликни йўқотиш учун, олдинги ёки шу дарсдан 

кутилмаган, оригинал саволлар бериб машқ ўтказади 

(блиц сўров). Қатнашчиларни жавобларини таҳлил 

қилади умумий хулоса беради. 

- ҳар бир жавоб текширилади (1-мавзу, 2- илова) 

- хулосалар чиқарилади(1-мавзу, 3- илова) 

Фидбэйк - ҳар бир ғояни муҳокама қилиш; (2-мавзу, 2-илова) 

- энг тўғри ғояларни қўллаб-кувватлаш (2 мавзу, 3-илова) 
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НАЗАРИЙ МАШҒУЛОТЛАР МАЗМУНИ 

1-мавзу. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари (4 соат). 
1.1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари. 
1.2. σ – аддитивлик. 
1.3. Лебег ўлчовлари. Лебег маъносида ўлчовли тўпламлар синфи. 
1.4. Бири йўқ ярим ҳалқада аниқланган ўлчовларнинг Лабег бўйича давоми. 
1.5. Ўлчовларнинг кўпайтмаси. Ўлчовсиз тўплам. 
1.6. Ўлчов ва ўлчовли тўпламлар бўйича қўшимча маълумотлар. 

2-мавзу. Ўлчовли функциялар (2 соат).  
2.1. Ўлчовли функциялар. 
2.2. Деярли яқинлашиш. 
2.3. Ўлчов бўйича яқинлашиш. 
2.4. Содда функция 
2.5. Турли фазолар ва улар устидаги ўлчовларга мисоллар. 
2.6. Интеграллар. 
2.7. Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг қўлланиши. 

3-мавзу. Инвариант ўлчовлар (2 соат). 

3.1. Инвариант ўлчовлар. 
3.2. Эргодик теоремалар. 
3.3. Гиббс ўлчовлари (физикада қўлланиши). 
3.4. Биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар назарияси. 
3.5. Ноархимед фазоларда ўлчовлар ва уларнинг татбиқлари. 
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III. ɇАɁАРɂɃ ВА АɆАɅɂɃ ɆАШҒɍɅɈɌ  ɆАɌЕРɂАɅɅАРɂ



1-мавзу учун (1а- илова) 

1-мавзу. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари (4 соат). 

1.1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари. 

1.2. σ – аддитивлик. 

1.3. Лебег ўлчовлари. Лебег маъносида ўлчовли тўпламлар синфи. 

1.4. Бири йўқ ярим ҳалқада аниқланган ўлчовларнинг Лабег бўйича давоми. 

1.5. Ўлчовларнинг кўпайтмаси. Ўлчовсиз тўплам. 

1.6. Ўлчов ва ўлчовли тўпламлар бўйича қўшимча маълумотлар. 

1-мавзу учун (1б- илова) 

 

 

 

2-мавзу. Ўлчовли функциялар (2 соат). 

1-мавзу бўйича саволлар: 

1.1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари нима? 
1.2. σ – аддитивлик нима? 
1.3. Лебег ўлчовлари. Лебег маъносида ўлчовли тўпламлар нима? 
1.4. Бири йўқ ярим ҳалқада аниқланган ўлчовларнинг Лабег бўйича давоми нима? 
1.5. Ўлчовларнинг кўпайтмаси. Ўлчовсиз тўплам нима? 
1.6. Ўлчов ва ўлчовли тўпламлар бўйича қўшимча маълумотлар нима? 
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2.1. Ўлчовли функциялар. 

2.2. Деярли яқинлашиш. 

2.3. Ўлчов бўйича яқинлашиш. 

2.4. Содда функция. 

2.5. Турли фазолар ва улар устидаги ўлчовларга мисоллар. 

2.6. Интеграллар. 

2-мавзу учун (2б- илова) 

 

 

 

 

 

3-мавзу. Инвариант ўлчовлар (2 соат). 

3.1. Инвариант ўлчовлар. 

3.2. Эргодик теоремалар. 

3.3. Гиббс ўлчовлари (физикада қўлланиши). 

3.4. Биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар назарияси. 

3.5. Ноархимед фазоларда ўлчовлар ва уларнинг татбиқлари. 

3.1. Инвариант ўлчовлар. 

1-мавзу учун (1б- илова) 

 

2-мавзу бўйича саволлар: 

2.1. Ўлчовли функциялар нима? 
2.2. Деярли яқинлашиш нима? 
2.3. Ўлчов бўйича яқинлашиш нима? 
2.4. Содда функция нима? 
2.5. Турли фазолар ва улар устидаги ўлчовларга мисоллар нима? 
2.6. Интеграллар нима? 
2.7. Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг қўлланиши нима? 

3-мавзу бўйича саволлар: 

3.1. Инвариант ўлчовлар нима? 
3.2. Эргодик теоремалар нима? 
3.3. Гиббс ўлчовлари (физикада қўлланиши) нима? 
3.4. Биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар назарияси нима? 
3.5. Ноархимед фазоларда ўлчовлар ва уларнинг татбиқлари нима? 
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АМАЛИЙ МАШҒУЛОТЛАР МАЗМУНИ  
1-амалий машғулот. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари (4 соат). 
2-амалий машғулот. Ўлчовсиз тўпламлар. Ўлчовли функциялар (4 соат). 
3-амалий машғулот. Инвариант ўлчовлар (4 соат). 
Ўтилган мавзуларни чуқур таҳлил қилиш ва ўзлаштирилган билимларни 

мустаҳкамлаш учун ташкил этиладиган амалий машғулотлар мавзу доирасида 
берилган тушунчаларга мисоллар келтириш, баъзи муҳим натижаларни 
тингловчилар билан муҳокама тарзида исботлаш, мавзу доирасидаги илмий 
янгиликларни тингловчиларга осон усулда етказишга мўлжалланган.  

ЎҚИТИШ ШАКЛЛАРИ 
Мазкур модул бўйича қуйидаги ўқитиш шаклларидан фойдаланилади: 

- маърузалар, амалий машғулотлар (маълумотлар ва технологияларни англаб 
олиш, ақлий қизиқишни ривожлантириш, назарий билимларни мустаҳкамлаш); 
- давра суҳбатлари (кўрилаётган лойиҳа ечимлари бўйича таклиф бериш 
қобилиятини ошириш, эшитиш, идрок қилиш ва мантиқий хулосалар чиқариш); 
- баҳс ва мунозаралар (лойиҳалар ечими бўйича далиллар ва асосли 
аргументларни тақдим қилиш, эшитиш ва муаммолар ечимини топиш қобилиятини 
ривожлантириш). 
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1-ҶҪҬұҽ. ЎҵӁҸҬ ҼҽӂҽҷӁҪһҲ ҬҪ ҿҸһһҪҵҪҺҲ  

Matematikada ta’rif berish murakkab bo‘lgan tushunchalardan biri bu to‘plamdir. Odatda
to‘plam haqida dastlabki tushunchalar berilayotganda to‘plamga oid misollar keltiriladi va shu
orqali tasavvur hosil qilinadi. To‘plamni tashkil etuvchilari uning elementlari deyiladi. Masalan,
yer yuzidagi barcha shaharlar to‘plami qaralsa, bu to‘plam mavjud bo‘lgan barcha shaharlar-
dan tashkil topganini tushunamiz. Demak, ayni paytda yer yuzidagi har qanday shahar bu
to‘plamning elementidir. Bu to‘plamning elementi bo‘lgan har qanday ikki shahar olinsa, bu
ikki shaharning aholisi, ularning geografik joylashuvi yoki boshqa har qanday o‘ziga xosligi biz
uchun ahamiyatsiz. Bizning maqsadimiz esa biroz boshqacha. Ya’ni, to‘plamning elementlari
orasida ham qandaydir bog‘liqliklar orqali berilgan to‘plamning ustida matematikaning hayotiy
masalalardagi go‘zalligini his qilish va undan ilxomlanishdan iborat. To‘plamlar ustida kiritil-
gan ma’lum amallar – yig‘indi, ko‘paytma, ayirma va simmetrik ayirma berilgan to‘plamning
elementlari uchun ma’nosizdek ko‘rinadi. Aslida ham shundaymi? Bu savolga javob berish
uchun biz to‘plamning elementi deb nimani qaroyotganimizga e’tibor berishimiz kerak. Agar
biz qarayotgan to‘plamning har bir elementi ham o‘z navbatida to‘plam bo‘lsa, bu amallar
ma’noga ega bo‘ladi. Demak, to‘plamning elementlari ham o‘z navbatida qandaydir to‘plam
bo‘lishi mumkinligi ishimizni yengillashtirar ekan. Odatda bunday to‘plamlarga to‘plamlar
oilasi (to‘plamlar sistemasi) deb aytiladi. Biz aynan to‘plamlar oilasi bilan ishlaymiz.

1.1 ЎҵӁҸҬ ҼҽӂҽҷӁҪһҲ ҬҪ ҿҸһһҪҵҪҺҲ. 

X to‘plamning qism to‘plamlaridan tuzilgan oilaga X to‘plamdagi oila deymiz. Bunda X
to‘plamning o‘zi bu oilaga tegishli bo‘lishi shart emas. To‘plamlar oilasini odatdagi to‘plamlar-
dan farqlash uchun Gotik harflar bilan yozamiz: A, B, G, R, T va hokazo.

1.1.1-Ta’rif. R bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy A,B ∈ R
uchun A∆B ∈ R va A ∩B ∈ R o‘rinli bo‘lsa, bu to‘plamlar oilasi halqa deyiladi.

To‘plamlar ustidagi amallar uchun quyidagi

A ∪B = (A∆B)∆(A ∩B), A \B = A∆(A ∩B)

tengliklar o‘rinli ekanligidan har qanday halqa “yig‘indi” va “ayirma” amallariga nisbatan
ham yopiq ekanligi kelib chiqadi. Boshqacha aytganda halqa bu ∪, ∩, \ va ∆ amallarga
nisbatan yopiq to‘plamlar oilasidir. Shuningdek, halqa chekli sondagi elementlarining yig‘indisi
va ko‘paytmasiga nisbatan yopiq bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Har qanday halqa bo‘sh
to‘plamni o‘zida saqlaydi. Darhaqiqat, ixtiyoriy A ∈ R uchun A \ A = ∅ o‘rinliligidan ∅ ∈ R
kelib chiqadi. Faqat bo‘sh to‘plamdan iborat oila halqaga misol bo‘ladi. Bu halqa mumkin
bo‘lgan halqalar ichida eng kichigi va shu bilan birga ahamiyatsizidir.

Agar R halqaning biror qism to‘plami G ham o‘z navbatida halqa bo‘lsa, bu qism to‘plamga
qism halqa deyiladi. Har qanday R halqaning qism halqasi mavjud. Masalan, R yoki {∅}
halqalar berilgan R halqa uchun qism halqa bo‘ladi. Odatda bu qism halqalar xos qism halqalar

va ulardan boshqa qism halqalar esa xosmas qism halqalar deyiladi.
R oiladagi E to‘plam uchun har qanday A ∈ R olinganda ham

A ∩ E = A

o‘rinli bo‘lsa, E to‘plamga R oilaning birlik elementi yoki biri deyiladi. Boshqacha aytganda,
to‘plamlar oilasining barcha to‘plamlarini o‘zida saqlovchi eng katta to‘plamga oilaning biri
deyiladi. Biri bor halqaga esa algebra deyiladi.
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1.1.1-Misol. Har qanday bo‘sh bo‘lmaganA to‘plam uchun uning barcha qism to‘plamlaridan
tashkil topgan oila algebra bo‘ladi. Bu oila P(A) kabi yoziladi. Tabiiyki, bu oilaning birlik
elementi A to‘plamning o‘zi bo‘ladi.

1.1.2-Misol. Har qanday bo‘sh bo‘lmagan A to‘plam uchun {∅, A} oila algebra bo‘ladi. A
to‘plam bu oilaning birlik elementi bo‘ladi.

1.1.3-Misol. Har qanday bo‘sh bo‘lmagan A to‘plamning chekli qism to‘plamlaridan iborat
oila halqa bo‘ladi. Agar A to‘plam cheksiz to‘plam bo‘lsa, bu oila algebra bo‘lmaydi. Demak,
bu oila algebra bo‘lishi uchun A to‘plam chekli bo‘lishi zarur va yetarli.

1.1.4-Misol. Sonlar o‘qining barcha chegaralangan qism to‘plamlari oilasi ham halqa
bo‘ladi. Bu oila algebra bo‘lmaydi.

Halqaning ta’rifidan quyidagi teorema bevosita kelib chiqadi.
1.1.1-Teorema. I biror indekslar to‘plami va {Rα}α∈I halqalar oilasi berilgan bo‘lsin. U

holda quyidagi oila

R =
⋂

α∈I
Rα

halqa bo‘ladi.
Bizning keyingi mavzularimiz uchun juda muhim bo‘lgan quyidagi sodda teoremani isbot-

laymiz.
1.1.2-Teorema. Ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan G oila berilgan bo‘lsin. U holda G oilani o‘zida

saqlovchi shunday yagona R(G) halqa mavjudki, bu halqa G oilani o‘zida saqlovchi har qanday
halqaga qism halqa bo‘ladi.

◮ Dastlab, har qanday oilani o‘zida saqlovchi halqa qanday qurilishini ko‘rsatamiz. Keyin
biz qurgan halqa bunday halqalar ichida minimal bo‘lishini isbotlaymiz.

Quyidagi to‘plamni qaraymiz:

X =
⋃

A∈G
A.

Endi X to‘plamning barcha qism to‘plamlaridan iborat P(X) oilani olamiz. 1.1.1-Misolga ko‘ra
bu oila algebra bo‘ladi. Demak P(X) halqa ekan. Bu halqaning G oilani o‘zida saqlovchi barcha
qism halqalaridan iborat oilani Σ kabi belgilaylik. Quyidagi oilani qaraymiz:

R(G) =
⋂

T ∈Σ
T . (1.1)

1.1.1-Teoremaga ko‘ra (1.1) bilan aniqlangan oilaning halqa ekanligi ma’lum. Endi uning
minimal halqa ekanligini isbotlaymiz. G oilani o‘zida saqlovchi ixtiyoriy T ∗ halqa olaylik. U
holda 1.1.1-Teoremaga ko‘ra T ∗ ∩ P(G) halqa bo‘ladi va bu ko‘paytma aniqlagan halqa Σ
oilaning elementi bo‘ladi. Demak, G ⊂ R(G) ⊂ T ∗ munosabat o‘rinli ekan. Bu esa (1.1) bilan
aniqlangan oilaning minimal ekanligini ko‘rsatadi. N

1.1.1-Izoh. 1.1.1-Teoremaning afzalligi shundaki, har qanday to‘plamlar sistemasi berilgan
bo‘lsa ham, bu oilani shunday halqagacha to‘ldirishimiz mumkin ekanki, bu halqa berilgan oilani
o‘zida saqlovchi har qanday halqa uchun qism halqa bo‘ladi. Boshqacha aytganda, berilgan
oiladan shu oilani o‘zida saqlovchi minimal halqaga to‘ldirish haqidagi teoremani isbotladik.
Odatda bu minimal halqa berilgan oiladan hosil qilingan halqa deyiladi va R(G) kabi yoziladi.

1.1-Topshiriq.

1. X = {x1, x2, x3} to‘plamdagi barcha halqalarni yozing.

2. R to‘g‘ri chiziqdagi to‘ldiruvchisi sanoqli bo‘lgan to‘plamlar oilasi halqa bo‘ladimi?
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3. Algebraning birlik elementi yagonaligini isbotlang.

4. 1.1.1-Teoremani isbotlang.

5. [a; b] kesmadagi barcha (c; d) intervallar oilasidan hosil qilingan halqani toping.

1.2 Лүҫүҭ ўҵӁҸҬҵҪҺҲ. Лүҫүҭ ҶҪъҷҸһҲҮҪ ўҵӁҸҬҵҲ ҼўҹҵҪҶҵҪҺ һҲҷҾҲ. 

Avvalgi paragrafda biz to‘plamlar oilasining ikkita sinfi – halqalar va algebralar bilan
tanishdik. To‘plamlar oilasining o‘lchovlar nazariyasida muhim ahamiyat kasb etuvchi yana bir
sinfi bilan tanishamiz.

1.2.1-Ta’rif. G to‘plamlar oilasi quiyidagi xossalarga ega bo‘lsin:

1 ∅ ∈ G;

2 ixtiyoriy A,B ∈ G uchun A ∩B ∈ G o‘rinli;

3 A,A1 ∈ G uchun A1 ⊂ A bo‘lsa, u holda cheklita shunday Ak ∈ G, k = 2, n to‘plamlar
topiladiki, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j va A \ A1 =

⋃n

k=2 Ak o‘rinli bo‘ladi.

U holda bunday oilaga yarim halqa deyiladi.
Ta’kidlash joizki, har qanday halqa yarim halqa bo‘ladi. Darhaqiqat, halqa to‘rt amalga

nisbatan yopiqligidan ixtiyoriy A1 ⊂ A shartni qanoatlantiruvchi A,A1 ∈ R uchun A2 =
A \ A1 ∈ R deb olish mumkin. Bu tasdiqning teskarisi o‘rinli emas. Ya’ni, yarim halqaning
halqa bo‘lishi umuman olganda shart emas. Masalan, sonlar o‘qidagi barcha ochiq, yopiq, yarim
ochiq intervallardan iborat to‘plam yarim halqa bo‘ladi. Lekin ikkita intervalning yig‘indisi
interval bo‘lishi shart emasligiga ko‘ra bu oila halqa bo‘lmaydi.

To‘plamlar yarim halqasining muhim bir xossasini keltiramiz.
1.2.1-Lemma. G yarim halqa va A1, A2, . . . , An, A ∈ G berilgan bo‘lsin. Agar Ai to‘plamlar

juft-jufti bilan kesishmasa va ularning har biri A to‘plamning qismi bo‘lsa, u holda Ai oilani
cheklita An+1, . . . , As ∈ G to‘plamlar bilan shunday to‘ldirish mumkinki, quyidagi yoyilma
o‘rinli bo‘ladi:

A =
s⋃

k=1

Ak, s ≥ n.

◮ Induksiya yordamida isbotlaymiz. n = 1 bo‘lganda lemma tasdig‘ining to‘g‘riligi yarim
halqaning ta’rifidan kelib chiqadi. Faraz qilaylik, n = m uchun lemmaning tasdig‘i o‘rinli
bo‘lsin. Demak, n = m + 1 uchun isbotlaymiz. Aytaylik, A1, A2, . . . , Am+1 to‘plamlar lemma
shartini qanoatlantirsin. U holda farazga ko‘ra quyidagi yoyilmaga egamiz:

A = A1 ∪ · · · ∪ Am ∪B1 ∪ · · · ∪Bp, Bi ∈ G.

Endi Bi1 = Am+1 ∩ Bi yangi to‘plamlarni hosil qilamiz. G yarim halqa bo‘lganidan har bir
1 ≤ i ≤ p uchun Bi1 ∈ G o‘rinli. U holda yarim halqa ta’rifiga ko‘ra quyidagi yoyilma o‘rinli:

Bi = Bi1 ∪ · · · ∪Bir, Bij ∈ G, j = 1, r.

Bundan quyidagi yoyilmani hosil qilamiz:

A = A1 ∪ · · · ∪ Am ∪ Am+1 ∪ ∪p
i=1

(
∪r
j=2Bij

)
.
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Shunday qilib, lemmaning tasdig‘i n = m+ 1 uchun ham isbotlandi. N
Quyidagi lemmani isbotsiz keltiramiz.
1.2.2-Lemma. G yarim halqa berilgan bo‘lsin. Bu yarim halqadan olingan har qanday

cheklita A1, . . . , An to‘plamlar uchun cheklita shunday B1, . . . , Bm ∈ G to‘plamlar topiladiki,
har bir Ak to‘plam quyidagicha yoyilmaga ega bo‘ladi:

Ak =
⋃

s∈Mk

Bs,

bu yerda Mk ⊂ {1, 2, . . . ,m}.
1.2-Topshiriq.

1. X = {x1, x2, x3} to‘plamdagi barcha yarim halqalarni yozing.

2. R2 tekislikda halqa bo‘lmaydigan yarim halqaga misol keltiring.

3. Biri bor yarim halqa halqa bo‘ladimi?

4. 1.2.2-Lemmani isbotlang.

1.3 Yarim halqadan hosil qilingan halqa

1.1-paragrafda berilgan har qanday to‘plamlar oilasini minimal halqagacha davom ettirish
mumkinligini o‘rgandik. Aslida ixtiyoriy to‘plamlar oilasini minimal halqagacha to‘ldirish
oson emas. Boshqa tomondan bizga har qanday oilani halqagacha davom ettirish masalasi
emas, balki yarim halqadan halqa hosil qilishni o‘rganish ahamiyatliroqdir. Bu konstruksiyani
quyidagi teoremada o‘rganamiz.

1.3.1-Teorema. G yarim halqa berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy A ∈ R(G) uchun cheklita
A1, . . . , An ∈ G mavjudki, quyidagi yoyilma o‘rinli:

A =
n⋃

k=1

Ak.

◮ Elementlari G yarim halqaning cheklita elementlari yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadigan
oilaning halqa bo‘lishini isbotlaymiz. Agar A va B to‘plamlar bu oilaga tegishli bo‘lsa, u holda
quyidagi chekli yoyilmalar o‘rinli:

A =
n⋃

i=1

Ai, B =
m⋃

j=1

Bj, Ai ∈ G, Bj ∈ G.

G yarim halqa bo‘lganidan Cij = Ai ∩Bj to‘plam ham bu yarim halqaning elementi bo‘ladi. U
holda 1.2.1-Lemmaga ko‘ra quyidagi yoyilmalar o‘rinli:

Ai = ∪jCij ∪ ∪ri
k=1Dik, Bj = ∪iCij ∪ ∪

sj
l=1Ejl, (1.2)

bu yerda Dik, Ejl ∈ G. (1.2) tengliklardan A ∩ B va A∆B to‘plamlar quyidagi yoyilmalarga
egaligini hosil qilamiz:

A ∩ B = ∪i,jCij, A∆B = ∪i,kDik ∪ ∪j,lEjl.
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Bu esa elementlari G yarim halqaning cheklita elementlari yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadigan
oilaning halqa ekanligini bildiradi. Bu halqaning minimal ekanligi esa ravshan. N

1.3.1-Izoh. Demak, berilgan oila yarim halqa bo‘lsa, undan hosil qilingan halqa sodda
ko‘rinishga ega ekan. Ya’ni, yarim halqa elementlarining mumkin bo‘lgan barcha chekli yig‘indi-
laridan tashkil topgan oila shu yarim halqadan hosil qilingan halqa bo‘ladi.

1.3.1-Misol. Sonlar o‘qidagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallardan tashkil top-
gan oila yarim halqa bo‘lishini, lekin halqa bo‘lmasligini eslatib o‘tgan edik. Tabiiy savol
tug‘iladi: bu yarim halqadan hosil qilingan halqa qanday bo‘ladi? 1.3.1-Teoremaga ko‘ra
sonlar o‘qidagi cheklita intervalning (bu yerda ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar nazarda
tutilmoqda) yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadigan to‘plamlar halqa tashkil etadi va bu aynan
biz so‘ragan savolning javobidir. Bu halqa sonlar o‘qida o‘lchov tushunchasini kiritganimizda
kerak bo‘ladigan muhim halqalardan biri bo‘lib xizmat qiladi. Shuningdek, Rn fazoda ham
barcha parallelepipedlar oilasi yarim halqa bo‘ladi. Agar cheklita parallelepipedning yig‘indisi
ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lgan barcha to‘plamlar oilasi qaralsa, bu oila Rn fazoda halqa
tashkil etadi.

1.3-Topshiriq.

1. [0; 1] kesmada (c; d] ko‘rinishidagi intervallar oilasidan iborat yarim halqadan hosil qilin-
gan halqani toping.

2. X to‘plamdagi ikkita turli yarim halqadan hosil qilingan halqalar ustma-ust tushishi
mumkinmi?

3. Agar G1 ⊂ G2 munosabatdagi yarim halqalar berilgan bo‘lsa, R(G1) ⊂ R(G2) o‘rinli
bo‘lishini isbotlang.

1.4 To‘plamlar oilasining to‘g‘ri ko‘paytmasi

Aytaylik bo‘sh bo‘lmagan ikkita X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Bu to‘plamlarning
barcha tartiblangan juftliklaridan tashkil topgan to‘plamga ularning to‘g‘ri ko‘paytmasi deyiladi
va X × Y kabi belgilanadi. Boshqacha aytganda, X va Y to‘plamlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi
quyidagi to‘plam ekan.

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

Ravshanki, X × Y va Y × X turli to‘plamlardir. Shu kabi chekli sondagi to‘plamlarning
to‘g‘ri ko‘paytmasini ham aniqlash mumkin. Xususan, X1 = X2 = · · · = Xk = X bo‘lganda
ularning to‘g‘ri ko‘paytmasi X to‘plamning n-darajasi, ya’ni Xk kabi yoziladi. Masalan, R
to‘g‘ri chiziqning n-darajasi Rn yoki I = [0; 1] kesmaning n-darajasi In birlik kub va hokazo.

Agar X1, . . . , Xk to‘plamlarning qism to‘plamlari oilalari mos ravishda G1, . . . ,Gk kabi beril-
gan bo‘lsa, u holda G = G1×· · ·×Gk to‘plam X = X1×· · ·×Xk to‘g‘ri ko‘paytmada to‘plamlar
oilasini tashkil qiladi.

To‘plamlar oilasining to‘g‘ri ko‘paytmasi haqidagi quyidagi ajoyib teoremani isbotlaymiz.
1.4.1-Teorema. Agar G1, . . . ,Gk oilalarning har biri yarim halqa bo‘lsa, u holda G =

G1 × · · · × Gk ham yarim halqa bo‘ladi.
◮ Teoremaning tasdig‘ini k = 2 uchun isbotlaymiz. Ixtiyoriy A,B ∈ G to‘plamlarni olamiz.

U holda bu to‘plamlarning aniqlanishiga ko‘ra quyidagilar o‘rinli:

A = A1 × A2, A1 ∈ G1, A2 ∈ G2,
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B = B1 × B2, B1 ∈ G1, B2 ∈ G2.

Demak,
A ∩ B = (A1 ∩ B1)× (A2 ∩ B2)

to‘g‘ri bo‘ladi. Bundan G1 va G2 yarim halqalar ekanligini hisobga olib

A ∩ B ∈ G1 × G2

ekanligini topamiz. Bu esa G oila ko‘paytmaga nisbatan yopiq ekanligini bildiradi.
Endi B1 ⊂ A1 va B2 ⊂ A2 bo‘lsin deb olamiz. Yana G1 va G2 yarim halqalar ekanligidan

quyidagi yoyilmalar o‘rinliligini oson tekshirish mumkin:

A1 = B1 ∪ B
(1)
1 ∪ · · · ∪B

(s)
1 ,

A2 = B2 ∪ B
(1)
2 ∪ · · · ∪B

(r)
2 .

U holda quyidagi yoyilmani hosil qilamiz:

A = A1 × A2 = (B1 × B2) ∪ (B1 × B
(1)
2 ) ∪ · · · ∪ (B1 × B

(r)
2 )

∪ (B
(1)
1 × B2) ∪ (B

(1)
1 × B

(1)
2 ) ∪ · · · ∪ (B

(1)
1 × B

(r)
2 )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∪ (B
(s)
1 × B2) ∪ (B

(s)
1 × B

(1)
2 ) ∪ · · · ∪ (B

(s)
1 × B

(r)
2 ).

Bu yoyilmaning birinchi to‘plami B1 × B2 = B ekanligidan va boshqalari esa G1 × G2 oilaga
tegishliligidan G yarim halqa deb xulosa qilamiz. N

Tabiiy savol tug‘iladi: halqalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi yana halqa bo‘ladimi? Bu savolning
javobi har doim ham ijobiy emas. Ya’ni, halqalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi yana halqa bo‘lishi
shart emas.

1.4-Topshiriq.

1. X = {x1, x2, x3} to‘plamda G = {A ⊂ X : A 6∋ x3} yarim halqani berilgan. G × G yarim
halqani yozing. X2 to‘plamda G × G yarim halqani o‘zida saqlovchi halqa toping.

2. Halqalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi halqa bo‘lmasligiga misol keltiring.

3. G to‘g‘ri chiziqdagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar yarim halqasi bo‘lsin.
G × G qanday to‘plamlardan tashkil topgan?

4. Algebralarning to‘g‘ri ko‘paytmasi algebra bo‘ladimi?

1.5 σ-algebralar. To‘plamlar oilasida akslantirishlar

O‘lchovlar nazariyasida to‘plamlarning nafaqat chekli sondagi yig‘indisi yoki ko‘paytmasi
bilan, balki sanoqli sondagi yig‘indisi yoki ko‘paytmasi bilan ham ishlashga to‘g‘ri keladi. Bu
esa shunchaki sun‘iy talab emas, balki tabiiy shart ekanligini o‘lchovlarning sanoqli additivligi
haqida so‘z yuritganimizda yana bir bor eslatib o‘tamiz.

1.5.1-Ta’rif. Berilgan halqa elementlarining sanoqli yig‘indisiga nisbatan yopiq bo‘lsa,
bunday halqaga σ-halqa deyiladi. Agar halqa elementlarining sanoqli ko‘paytmasiga nisbatan
yopiq bo‘lsa, bunday halqa δ-halqa deyiladi.
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1.5.1-Izoh. Demak, berilgan R halqa elementlarining ixtiyoriy ketma-ketligi {An}
∞
n=1

uchun
⋃∞

n=1 An ∈ R (
⋂∞

n=1 An ∈ R) o‘rinli bo‘lsa, bunday halqa σ-halqa (mos ravishda δ-halqa)
deyilar ekan. Shu o‘rinda ta’kidlash kerakki, kiritilgan bu ikki tushuncha cheksiz halqalar uchun
ahamiyat kasb etadi. Chunki chekli halqa uchun bu tushunchalar shundoq ham bajariladi.

σ-halqa va δ-halqalarni to‘g‘ri anglash uchun quyida bir nechta misollar keltiramiz.
1.5.1-Misol. X 6= ∅ cheksiz to‘plam uchun P(X) oila σ-halqa bo‘ladi. Shuningdek, bu

halqa δ-halqa ham bo‘ladi.
1.5.2-Misol. X 6= ∅ cheksiz to‘plamning barcha chekli qism to‘plamlari oilasi halqa bo‘lsa-

da, σ-halqa bo‘lmaydi. Darhaqiqat, {x1, x2, . . . , xn, . . . } ⊂ X sanoqli qism to‘plam olinsa, har
bir {xk} to‘plam chekli va bu oilaga tegishli. Lekin, ularning yig‘indisi sanoqli bo‘lganidan,
yig‘indi bu oilaga tegishli emas. Shu o‘rinda aytish lozimki, bu oila δ-halqa bo‘ladi.

1.5.3-Misol. Sonlar o‘qidagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasi ham δ-halqa
bo‘ladi, lekin σ-halqa bo‘lmaydi.

Tabiiyki, yuqorida kiritilgan tushunchalarni to‘plamlar algebrasi uchun ham kiritish mumkin.
Ta’kidlash joizki, σ-algebra va δ-algebra tushunchalari ustma-ust tushadi. Darhaqiqat, al-
gebraning birlik elementini E deb olsak, ikkilik qonunidan quyidagi tengliklarni hosil qilish
mumkin: ⋃

n

An = E \
⋂

n

(E \ An),
⋂

n

An = E \
⋃

n

(E \ An).

Halqalar uchun bu ikki tushuncha umuman olganda turli hisoblanadi. 1.4.2-Misolda δ-halqa
bo‘lib, σ-halqa bo‘lmagan oilaga misol keltirildi. Lekin har qanday σ-halqa δ-halqa bo‘ladi.

Har qanday bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar oilasi G uchun bu oilani o‘zida saqlovchi kamida
bitta σ-algebra mavjud. Darhaqiqat, quyidagi

X =
⋃

A∈G
A

to‘plam uchun P(X) σ-algebra G oilani o‘zida saqlaydi. Shuningdek, bu algebra G oilani o‘zida
saqlovchi har qanday σ-algebra uchun qism algebra bo‘ladi. Odatda bunday σ-algebraga G
oiladan hosil qilingan minimal σ-algebra deyiladi va B(G) kabi yoziladi.

1.1.2-Teoremaning isbotini takrorlamaslik uchun quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
1.5.1-Teorema. G bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. U holda bu oilani

o‘zida saqlovchi minimal σ-algebra mavjud.
Analizda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan to‘plamlardan biri bu Borel to‘plamidir. X topolo-

gik fazodagi barcha ochiq to‘plamlar oilasidan hosil qilingan σ-algebraga Borel algebrasi deyi-
ladi. Borel algebrasining elementlari esa Borel to‘plamlari deyiladi.

1.5.2-Izoh. X 6= ∅ to‘plam va uning qism to‘plamlarining σ-algebrasi bo‘lgan B oila
berilgan bo‘lsin. Odatda (X,B) juftlikka o‘lchovli fazo deyiladi. E’tibor berilsa, hali o‘lchov
haqida hech qanday tushuncha kiritilmasdan oldin o‘lchovli fazo tushunchasi kiritilmoqda. Bu
biroz g‘alatiroq tuyulishi tabiiy. Lekin, buning o‘ziga xos sabablari bor. Masalan, topologik
fazoni aniqlashda berilgan to‘plamning shunday qism to‘plamlari oilasini qaraladiki, bu oila
ma’lum shartlarni qanoatlantirishi kerak bo‘ladi. Keyinchalik, bu oilaning elementlarini shu
fazoning ochiq to‘plamlari deb e’lon qilinadi. Shu kabi biz ham o‘lchovli to‘plam deganda
qanday to‘plamlarni tushunishimizni hozirdan aniqlab oldik.

Akslantirishlarning o‘lchovli funksiyalarni o‘zlashtirishda kerak bo‘ladigan ba’zi muhim xos-
salarini qarab o‘tamiz. Aytaylik f akslantirish X to‘plamni Y to‘plamga o‘tkazsin. Bunday
akslantirishlarning sodda xossalarini isbotsiz keltiramiz.
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1◦ Ixtiyoriy A,B ⊂ Y uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B), f−1(A ∩ B) = f−1(A) ∩ f−1(B).

2◦ Ixtiyoriy A,B ⊂ X uchun quyidagilar o‘rinli:

f(A ∪ B) = f(A) ∪ f(B), f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B).

1.5.3-Izoh. To‘plamlar ko‘paytmasining aksi to‘plamlar akslarining ko‘paytmasiga har
doim ham teng bo‘lishi shart emas. Masalan, X = Y = R to‘plamda f(x) = x2 akslantirishni
qaraylik. A = [−1; 0] va B = [0; 1] to‘plamlar uchun f(A ∩ B) = 0 va f(A) ∩ f(B) = [0; 1]
ekanligini tekshirish qiyin emas. Demak, bu holda f(A ∩ B) 6= f(A) ∩ f(B).

f : X → Y akslantirish va X, Y to‘plamlarda mos ravishda GX , GY oilalar berilgan bo‘lsin.
U holda GY oilaning asli X to‘plamda oila tashkil qiladi. Ya’ni, f−1(GY ) = {f−1(A) : A ⊂
GY }. Aytish kerakki, f−1(GY ) oila GX oila bilan bir xil bo‘lishi shart emas. Umuman olganda
f−1(GY ) ∩ GX = ∅ bo‘lishi ham mumkin.

1.5-Topshiriq.

1. [0; 1] kesmadagi to‘plamlar oilasi G ni quyidagicha aniqlaymiz: A ∈ G bo‘lishi uchun yoki
A yoki [0; 1] \ A ko‘pi bilan sanoqli to‘plam. Bu oila σ-algebra bo‘ladimi?

2. X to‘plamda B σ-algebra berilgan bo‘lsin. A ⊂ X to‘plam uchun BA = {A ∩B : B ∈ B}
oila σ-algebra bo‘ladimi?

3. X topologik fazo va B ⊂ X Borel to‘plami bo‘lsin. B to‘plamni X topologik fazoning
qism fazosi deb qaraymiz. U holda B topologik fazodagi har qanday Borel to‘plami X
fazoda ham Borel to‘plami bo‘lishini isbotlang.

4. Separabel metrik fazodagi ochiq sharlar oilasidan hosil qilingan σ-algebra Borel algebrasi
bilan ustma-ust tushishini isbotlang. Bu misolda separabellikning ahamiyatini asoslab
bering.

5. X va Y topologik fazolarda mos ravishda BX va BY Borel algebralarini qaraylik. Agar
X × Y fazodagi Borel algebrasi B bo‘lsa, u holda BX × BY ⊂ B munosabatni isbotlang.

6. Quyidagilarni isbotlang:

a) Agar G halqa bo‘lsa, u holda f−1(G) ham halqa bo‘ladi.

b) Agar G algebra bo‘lsa, u holda f−1(G) ham algebra bo‘ladi.

c) Agar G σ-algebra bo‘lsa, u holda f−1(G) ham σ-algebra bo‘ladi.

d) R(f−1(G)) = f−1(R(G)).

e) B(f−1(G)) = f−1(B(G)).

7. 6-misolda f−1 o‘rniga f olinsa ham tasdiqlar to‘g‘ri bo‘ladimi?
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2 O‘LCHOV TUSHUNCHASI

To‘plamning o‘lchovi tushunchasi quyidagi tushunchalarning tabiiy umumlashmasi hisoblanadi:

• To‘g‘ri chiziqdagi ∆ kesmaning uzunligi — l(∆);

• Tekislikdagi F yassi shaklning yuzi — S(F );

• Fazodagi G jismning hajmi — V (G).

Bu tushuncha dastlab haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasida paydo bo‘ldi. Keyin-
chalik matematikaning ehtimollar nazariyasi, dinamik sistemalar nazariyasi, funksional analiz
kabi bir qancha sohalarida keng qo‘llanila boshladi.

2.1 Abstrakt to‘plamlar oilasi uchun o‘lchov tushunchasi

Bo‘sh bo‘lmagan G to‘plamlar oilasida aniqlangan f : G → R akslantirishga to‘plam
funksiyasi deyiladi. Berilgan oilada to‘plam funksiyasini ixtiyoriy aniqlash mumkin bo‘lsa-
da, ularning hammasi ham amaliy ahamiyatga ega bo‘lavermaydi. To‘plam funksiyalarining
biz o‘rganadigan sinfi esa o‘lchovdir. Quyida o‘lchovning ta’rifini keltiramiz.

2.1.1-Ta’rif. m to‘plam funksiyasi quyidagi xossalarga ega bo‘lsin.

1) m funksiyaning aniqlanish sohasi G yarim halqa;

2) m funksiyaning qiymatlari nomanfiy haqiqiy sonlar;

3) m funksiya additiv, ya’ni A ∈ G to‘plamning shu oiladagi ixtiyoriy (juft-jufti bilan ke-
sishmaydigan) chekli yoyilmasi A = A1 ∪ · · · ∪ An uchun quyidagi tenglik o‘rinli

m(A) =
n∑

k=1

m(Ak).

U holda m to‘plam funksiyasiga o‘lchov deyiladi.
2.1.1-Izoh. Har qanday o‘lchov uchun m(∅) = 0 bo‘ladi. Haqiqatdan, ∅ = ∅ ∪ ∅

yoyilmadan o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ram(∅) = 2m(∅) kelib chiqadi. Bu esam(∅) =
0 ekanligini bildiradi.

2.1.1-Misol. X = {x1, x2, x3, x4} to‘plam va G = {A ⊂ X : A 6∋ x4} oila berilgan bo‘lsin.
Ravshanki, G yarim halqa. Har bir A ∈ G uchun shu to‘plamning elementlari sonini mos
qo‘yamiz. Bu moslik o‘lchov bo‘lishini tekshirish qiyin emas.

Demak, o‘lchov deganda yarim halqada aniqlangan nomanfiy, additiv to‘plam funksiyasi
tushunilar ekan. Masalan, tekislikdagi barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar oilasi yarim halqa bo‘ladi.
Bu oilaning har bir elementiga uning yuzini mos qo‘yuvchi akslantirish esa ta’rifga ko‘ra o‘lchov
bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Shu o‘rinda tabiiy savol tug‘iladi: agar “yuza” ham o‘lchov
bo‘lsa, to‘g‘ri to‘rtburchaklardan boshqa yassi shakllarning yuzini hisoblashni o‘rta maktab
kursidan yaxshi bilganimiz holda nega o‘lchovni faqat yarim halqada aniqladik? Yoki “yuza”
o‘lchov emasmi? Bobning avvalida aytdikki, yassi shakllar uchun yuza tushunchasi o‘lchovning
bir ko‘rinishi xolos. O‘lchovni aynan yarim halqada aniqlashdan ko‘zlangan asosiy maqsad
ham maktab matematika darsidan o‘zimiz yaxshi bilgan yuza tushunchasini bosqichma-bosqich
kiritishdagi an’anaga rioya etishdir. Dastlab to‘g‘ri to‘rtburchaklarning yuzalari aniqlanadi,
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keyin to‘g‘ri to‘rtburchaksimon (cheklita qirqish orqali to‘g‘ri to‘rtburchaklarga ajraladigan)
shakllarning yuzalari aniqlanadi. Ta’kidlash joizki, to‘g‘ri to‘rtburchaksimon shakllar oilasi
halqa bo‘ladi. Demak, bizning keyingi vazifamiz o‘lchovni yarim halqadan halqagacha davom
ettirish ekanligi oydinlashdi.

2.1.2-Ta’rif. µ va m o‘lchovlar mos ravishda Gµ va Gm yarim halqalarda berilgan bo‘lsin.
Agar Gm ⊂ Gµ va ixtiyoriy A ∈ Gm uchun

µ(A) = m(A)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, µ o‘lchov m o‘lchovning davomi deyiladi.
2.1.2-Misol. X = {x1, x2, x3, x4} to‘plamda quyidagi ikkita oilani qaraymiz: G = {A ⊂

X : A 6∋ x4} va G̃ = {A ⊂ X : A ∈ G yoki A = {x4}}. Bu oilalarning yarim halqa bo‘lishini
tekshirish qiyin emas. Har bir A ∈ G uchun m(A) = |A| akslantirishning o‘lchov bo‘lishi
2.1.1-Misoldan ma’lum. Agar har bir A ∈ G̃ uchun µ(A) = |A| akslantirishni qarasak, bu
akslantirish G̃ yarim halqada o‘lchov bo‘ladi. Shuningdek, µ o‘lchov m o‘lchovning G yarim
halqadan G̃ yarim halqaga davomidir.

Endi yarim halqadagi o‘lchovni shu yarim halqadan hosil qilingan halqagacha davom ettirish
mumkinligi haqidagi muhim teoremani keltiramiz.

2.1.1-Teorema. G yarim halqada m o‘lchov aniqlangan bo‘lsin. U holda bu o‘lchovning
R(G) halqagacha davomi mavjud va yagona.

◮ Ixtiyoriy A ∈ R(G) to‘plam 1.3.1-Teoremaga ko‘ra biror chekli yoyilmaga ega

A =
n⋃

k=1

Bk, Bk ∈ G, Bk ∩ Bl = ∅ (k 6= l). (2.1)

Endi (2.1) yoyilmadan foydalanib R(G) halqada to‘plam funksiyasini quyidagicha aniqlaymiz:

µ(A) =
n∑

k=1

m(Bk). (2.2)

Bu to‘plam funksiyasi (2.1) yoyilmaga bog‘liq emasligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, A ∈ R(G)
to‘plam (2.1) yoyilmadan boshqa quyidagi chekli yoyilmaga ham ega bo‘lsin

A =
r⋃

k=1

Ck, Bk ∈ G, Bk ∩ Bl = ∅ (k 6= l). (2.3)

G yarim halqa bo‘lgani uchun barcha Bi ∩Ci to‘plamlar shu yarim halqaga tegishli. U holda µ
o‘lchovning additivligiga ko‘ra quyidagi tenglik bajariladi

n∑

i=1

µ(Bi) =
n∑

i=1

r∑

j=1

m(Bi ∩ Cj) =
r∑

j=1

m(Cj).

Bu esa µ to‘plam funksiyasining berilgan to‘plamning chekli yoyilmasiga bog‘liq emasligini
bildiradi. (2.2) tenglik bilan aniqlangan funksiyaning nomanfiyligi va additivligini tekshirish
qiyin emas. Demak, µ to‘plam funksiyasi R(G) halqada o‘lchov ekan. Shunday qilib, G yarim
halqada aniqlangan m o‘lchovni R(G) halqaga davom ettirdik.
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Endim o‘lchovning davomi yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, µ̃ o‘lchovm o‘lchovning
yana bitta davomi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy A ∈ R(G) to‘plamning (2.1) yoyilmasidan foy-
dalanib, µ̃ o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra quyidagini topamiz

µ̃(A) =
n∑

k=1

µ̃(Bk) =
n∑

k=1

m(Bk) = µ(A).

Bu esa µ̃ o‘lchov (2.2) tenglik bilan aniqlangan o‘lchov bilan bir xil ekanligini anglatadi. N
Shunday qilib, biz o‘lchovni yarim halqadan halqagacha davom ettirdik. Bu esa to‘g‘ri

to‘rtburchakning yuzini hisoblashni o‘rganib, keyin to‘g‘ri to‘rtburchaksimon shakllarning yuzini
hisoblashni o‘rganishdagi jarayonning umumlashtirilganidir.

Endi o‘lchovning additivligi va nomanfiyligidan kelib chiqadigan sodda, lekin muhim xos-
salarni isbotsiz keltiramiz.

2.1.2-Teorema. R halqada µ o‘lchov aniqlangan bo‘lsin. U holda A,A1, . . . , An ∈ R
to‘plamlar uchun quyidagilar o‘rinli:

I. agar
⋃n

k=1 Ak ⊂ A va ixtiyoriy i 6= j indekslar uchun Ai ∩ Aj = ∅ bo‘lsa, u holda

n∑

k=1

µ(Ak) ≤ µ(A)

tengsizlik bajariladi;

II. agar
⋃n

k=1 Ak ⊃ A bo‘lsa, u holda

n∑

k=1

µ(Ak) ≥ µ(A)

tengsizlik bajariladi.

Oxirgi teoremadan quyidagi muhim natija kelib chiqadi.
2.1.1-Natija. R halqada µ o‘lchov aniqlangan bo‘lsin. Agar A,B ∈ R to‘plamlar uchun

A ⊂ B munosabat bajarilsa, u holda µ(A) ≤ µ(B) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
2.1.2-Izoh. To‘plamlar oilasida ⊂ munosabat qisman tartib ekanligi hisobga olinsa, 2.1.1-

Natijadan halqadagi o‘lchov monoton deb xulosa qilish mumkin bo‘ladi. Biz 2.1.2-Teorema va
uning natijasini halqadagi o‘lchovlar uchun berdik. Har qanday halqa yarim halqa bo‘lganidan
bu xossalar yarim halqadagi o‘lchovlar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Yarim halqadagi o‘lchovni
kengroq sinfga davom ettirish mumkin bo‘lsa, odatda o‘sha kengroq sinfdagi o‘lchov uchun biror
xossani isbotlash afzal.

2.1-Topshiriq.

1. X to‘plamning barcha chekli qism to‘plamlari oilasida o‘lchov aniqlang.

2. X chekli to‘plamda G1 ⊂ G2 shartni qanoatlantiruvchi yarim halqalar quring. Bu yarim
halqalarda mos ravishda m va µ o‘lchovlarni shunday aniqlangki, µ o‘lchov m o‘lchovning
davomi bo‘lsin.

3. [a; b] kesmadagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasida o‘lchov aniqlang. Bu
o‘lchovni yarim halqadan hosil qilingan halqagacha davom ettiring.

4. 2.1.2-Teoremani isbotlang.

5. 2.1.1-Natijani isbotlang.
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2.2 σ-additiv o‘lchov

Analizning ko‘plab masalalarida nafaqat to‘plamlarning chekli yig‘indisi, balki sanoqli
yig‘indisi-ni ham qarash talab qilinadi. Shu sababdan, o‘lchovning additivlik xossasini nisbatan
kuchliroq shart — sanoqli additivlik bilan almashtirishga ehtiyoj tug‘iladi.

2.2.1-Ta’rif. R halqada µ o‘lchov berilgan bo‘lsin. Agar juft-jufti bilan kesishmaydigan
ixtiyoriy A1, . . . , An, · · · ∈ R to‘plamlar uchun

⋃∞
k=1 Ak ∈ R o‘rinliligidan

µ

( ∞⋃

k=1

)

=
∞∑

k=1

µ(Ak)

tenglik bajarilishi kelib chiqsa, bu o‘lchovga sanoqli additiv yoki σ-additiv o‘lchov deyiladi.
2.2.1-Misol. X = {x1, x2, x3, . . . } ixtiyoriy sanoqli to‘plam bo‘lsin. {pn}

∞
n=1 musbat sonlar

ketma-ketligini quyidagi shartni qanoatlantirsin

∞∑

n=1

pn = 1.

P(X) σ-algebrada quyidagi to‘plam funksiyasini qaraymiz:

µ(A) =
∑

xn∈A
pn, ∀A ∈ P(X).

Tekshirish qiyin emaski, bu funksiya σ-additiv o‘lchov bo‘ladi. Shuningdek, µ(X) = 1.
2.2.2-Misol. [0; 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plamini X bilan belgilaylik. Bu

to‘plamning ixtiyoriy (a; b) interval, [a; b] kesma yoki [a; b) va (a; b] yarim intervallar bilan
kesishmasidan hosil bo‘lgan to‘plamlar oilasini qaraylik. Endi har bir Aab ∈ R to‘plam uchun

µ(Aab) = b− a

to‘plam funksiyasini aniqlaymiz. Bu funksiyaning o‘lchov bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Biz
uning σ-additiv bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Ravshanki, µ(X) = 1. Lekin, har bir x ∈ X uchun
{x} = Axx ekanligidan µ({x}) = 0 kelib chiqadi. Agar µ o‘lchovni σ-additiv deb faraz qilsak,
X to‘plam sanoqli sondagi elementlarining yig‘indisi ekanligidan µ(X) =

∑

x∈X µ(Axx) = 0
tenglikni hosil qilamiz. Bu esa µ(X) = 1 ekanligiga zid. Demak, bu o‘lchov σ-additiv emas.

2.2.1-Teorema. G yarim halqada m o‘lchov berilgan bo‘lsin. Agar bu o‘lchov σ-additiv
bo‘lsa, u holda uning R(G) halqagacha davomi bo‘lgan µ o‘lchov ham σ-additiv bo‘ladi.

◮ Aytaylik A ∈ R(G) to‘plam shu halqada quyidagi yoyilmaga ega bo‘lsin

A =
∞⋃

n=1

Bn, Bi ∩ Bj = ∅, i 6= j.

U holda G yarim halqada shunday Aj va Bni to‘plamlar mavjudki,

A =
⋃

j

Aj, Bn =
⋃

i

Bni, n = 1, 2, . . .

chekli yoyilmalar o‘rinli bo‘ladi. Bunda har bir yoyilmada qatnashgan to‘plamlar juft-jufti bilan
kesishmaydi. Cnij = Bni ∩ Aj deb olaylik. Ravshanki, Cnij to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va
quyidagi yoyilmalar o‘rinli bo‘ladi

Aj =
∞⋃

n=1

⋃

i

Cnij, Bni =
⋃

j

Cnij.
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U holda m o‘lchovning σ-additivligidan quyidagilarni topamiz

m(Aj) =
∞∑

n=1

∑

i

m(Cnij), (2.4)

m(Bni) =
∑

j

m(Cnij). (2.5)

Boshqa tomondan, R(G) halqadagi µ o‘lchovning aniqlanishiga ko‘ra

µ(A) =
∑

j

m(Aj), (2.6)

µ(Bn) =
∑

i

m(Bni), (2.7)

tengliklarni hosil qilamiz. (2.2)-(2.7) tengliklardan µ(A) =
∑∞

n=1 µ(Bn) tenglikni hosil qilamiz.
Bu yerda i va j bo‘yicha yig‘indilarning chekliligini va n bo‘yicha qatorning yaqinlashishini
hisobga oldik. N

Endi σ-additiv o‘lchovlarning asosiy xossalarini keltiramiz. Yanada aniqroq aytsak, 2.1.2-
Teoremani umumiyroq shaklda isbotlaymiz. Bu yerda ham yarim halqadagi o‘lchovning σ-
additivligi uning halqagacha davomi uchun ham saqlanishiga ko‘ra o‘lchovni halqada aniqlangan
deb aytishga asoslar yetarli.

2.2.2-Teorema. R halqada σ-additiv µ o‘lchov va A,A1, . . . , An, · · · ∈ R to‘plamlar beril-
gan bo‘lsin. U holda quyidagi tasdiqlar o‘rinli:

Iσ. agar
⋃∞

k=1 Ak ⊂ A va ixtiyoriy i 6= j indekslar uchun Ai ∩ Aj = ∅ o‘rinli bo‘lsa, u holda

∞∑

k=1

µ(Ak) ≤ µ(A)

tengsizlik bajariladi;

IIσ. (sanoqli yarim additivlik) agar
⋃∞

k=1 Ak ⊃ A o‘rinli bo‘lsa, u holda

∞∑

k=1

µ(Ak) ≥ µ(A)

tengsizlik bajariladi.

◮ Agar barcha Ak to‘plamlar juft-jufti bilan kesishmasa va A to‘plamga qism bo‘lsa, u holda
o‘lchovning monotonligiga ko‘ra ixtiyoriy n ≥ 1 uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

n∑

k=1

µ(Ak) ≤ µ(A).

Bu tengsizlikdan n → ∞ limitga o‘tsak, Iσ tasdiqning to‘g‘riligi kelib chiqadi.
Endi ikkinchi tasdiqni isbotlaymiz. R halqa ekanligidan

Bn =
(

An

⋂

A
)

\
n−1⋃

k=1

Ak
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to‘plam ham shu halqaning elementi ekanligi kelib chiqadi. Shuningdek,

A =
∞⋃

n=1

Bn, Bn ⊂ An

va ixtiyoriy i 6= j uchun Bi ∩ Bj = ∅ ekanligidan quyidagini hosil qilamiz

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(Bn) ≤
∞∑

n=1

µ(An).

Bu esa IIσ tasdiq ham o‘rinli ekanligini bildiradi. N
2.2.1-Izoh. Ta’kidlash joizki, o‘lchovning Iσ xossasi σ-additivlikka bo‘gliq emas. Ya’ni,

bu xossa har qanday o‘lchovga xosdir. IIσ xossa esa aynan σ-additivlikdan kelib chiqadigan
xossadir. Masalan, 2.1.2-Misolda keltirilgan o‘lchov IIσ xossaga ega emasligini tekshirish qiyin
emas. Boshqacha aytganda o‘lchovning IIσ xossaga egaligi uning σ-additivligiga teng kuchli.
Buni o‘zingiz uchun tekshirib ko‘ring!

2.2-Topshiriq.

1. Q uchun P(Q) oilada σ-additiv o‘lchov aniqlang.

2. Sanoqli yarim additivlik sanoqli additivlikka ekvivalent ekanligini isbotlang.

2.3 БҲҺҲ ҳў яҺҲҶ ҪҵҪҮҪ ҪҷҲҵҪҷҭҪҷ ўҵӁҸҬҵҪҺҷҲҷҭ ЛҪҫүҭ ҫўҳҲӁҪ ҮҪҬҸҶҲ

Biri bor G yarim halqada σ-additiv m o‘lchov berilgan bo‘lsin. Qulaylik uchun bu yarim
halqaning birlik elementini E deb belgilaymiz. E to‘plamning P(E) – barcha qism to‘plamlari
oilasida tashqi o‘lchov tushunchasini kiritamiz.

2.3.1-Ta’rif. A ⊂ E to‘plamning tashqi o‘lchovi deb quyidagi songa aytiladi

µ∗(A) = inf

{
∑

n

m(Bn) :
⋃

n

Bn ⊃ A, ∀{Bn}n≥1 ⊂ G

}

. (2.8)

Berilgan o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davomini qurishda muhim ahamiyat kasb etadigan quyidagi
xossani isbotsiz keltiramiz.

2.3.1-Teorema. (sanoqli yarim additivlik) Agar A,A1, . . . , An, · · · ∈ E to‘plamlar
uchun

A ⊂
⋃

n

An

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda

µ∗(A) ≤
∑

n

µ∗(An)

tengsizlik bajariladi.
2.3.1-Izoh. 2.3.1-Teoremadagi {An}n≥1 oila ko‘pi bilan sanoqli.
2.3.2-Ta’rif. A ∈ E to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy ε > 0 olinganda ham shunday

B ∈ R(G) topilib,
µ∗(A∆B) < ε
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A to‘plam Lebeg ma’nosida o‘lchovli deyiladi.
Ta’rifdan ko‘rinadiki, G va R(G) oilalarning har bir elementi Lebeg ma’nosida o‘lchovli

bo‘ladi. Shuningdek,
A1∆A2 = (E \ A1)∆(E \ A2)

tenglikdan, Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamning to‘ldiruvchisi ham Lebeg ma’nosida o‘lchovli
bo‘lishi kelib chiqadi.

Bundan keyin alohida aytilmagan bo‘lsa, o‘lchovli to‘plam deganda faqat Lebeg ma’nosida
o‘lchovli to‘plamni tushunamiz. Shuningdek, Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam qaysi o‘lchovdan
hosil qilingani ham ahamiyatli.

Endi o‘lchovli to‘plamlar va ularning Lebeg o‘lchovining asosiy xossalarini keltiramiz. Bar-
cha (Lebeg ma’nosida) o‘lchovli to‘plamlar oilasini M bilan belgilaymiz.

2.3.2-Teorema. M halqa bo‘ladi.
◮ Isboti sodda bo‘lgan quyidagi

A1 ∩ A2 = A1 \ (A1 \ A2),

A1 ∪ A2 = E \ [(E \ A1) ∩ (E \ A2)]

tengliklardan teorema tasdig‘ini isbotlash uchun quyidagi tasdiqni isbotlash yetarli deb xulosa
qilamiz:

∀A1, A2 ∈ M =⇒ A1 \ A2 ∈ M.

Aytaylik, A1 va A2 to‘plamlar Lebeg ma’nosida o‘lchovli bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ε > 0
uchun shunday B1, B2 ∈ R(G) to‘plamlar topiladiki,

µ∗(A1∆B1) <
ε

2
, µ∗(A2∆B2) <

ε

2

tengsizliklar bajariladi. B = B1 \B2 ∈ R(G) deb olamiz va

(A1 \B2)∆(B1 \B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2)

munosabatdan
µ∗(A∆B) < ε

tengsizlikni hosil qilamiz. ε > 0 sonining ixtiyoriyligidan ta’rifga ko‘ra A1 \ A2 to‘plamning
ham Lebeg ma’nosida o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi. N

2.3.2-Izoh. E to‘plamning o‘zi ham Lebeg ma’nosida o‘lchovli ekanligidan E ∈ M kelib
chiqadi. Demak, M algebra ekan.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
2.3.3-Teorema. M algebradagi µ∗ tashqi o‘lchov additiv.
Demak, M algebradagi µ∗ to‘plam funksiyasi o‘lchov ekan. µ∗ funksiya Lebeg o‘lchovi

deyiladi va µ kabi belgilanadi. Ravshanki, ixtiyoriy A ∈ G uchun µ(A) = m(A) tenglik o‘rinli
bo‘ladi. Bundan, ta’rifga ko‘ra Lebeg o‘lchovi G yarim halqadagim o‘lchovningM algebragacha
davomi ekan.

2.3.4-Teorema. M algebradagi µ Lebeg o‘lchovi σ-additiv.
◮ A ∈ M to‘plam quyidagi sanoqli yoyilmaga ega bo‘lsin

A =
∞⋃

n=1

An, A1, . . . , An, · · · ∈ M,
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bu yerda An to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. U holda 2.3.1-Teoremaga ko‘ra

µ(A) ≤
∞∑

n=1

µ(An) (2.9)

va 2.3.3-Teoremaga ko‘ra har bir N uchun

µ(A) ≥ µ

( ∞⋃

n=1

An

)

=
N∑

n=1

µ(An) (2.10)

tengsizliklar bajariladi. (2.10) tengsizlikdan N → ∞ limitga o‘tib

µ(A) ≥
∞∑

n=1

µ(An) (2.11)

tengsizlikni hosil qilamiz. (2.9) va (2.11) tengsizliklardan

µ(A) =
∞∑

n=1

µ(An)

tenglikni olamiz. Bu esa µ Lebeg o‘lchovining σ-additivligini bildiradi. N
Yana bir muhim teoremani isbotsiz keltiramiz.
2.3.5-Teorema. M — Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar oilasi σ-algebra bo‘ladi.
σ-algebrada aniqlangan σ-additiv o‘lchovning yana bir muhim xossasi bu uning uzluksizligi

deb ataluvchi quyidagi xossadir: agar A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ . . . o‘lchovli to‘plamlarning
kamayuvchi zanjiri uchun

A =
⋂

n

An

bo‘lsa, u holda quyidagi limit o‘rinli

µ(A) = lim
n→∞

µ(An).

Endi bu paragraf uchun o‘lchovning Lebeg ma’nosidagi davomini qurishdan olgan xulosamizni
keltiramiz.

Xulosa. Biri bor G yarim halqada berilgan σ-additiv m o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom
ettirish orqali G yarim halqani o‘zida saqlovchi σ-algebrada aniqlangan σ-additiv o‘lchov hosil
qilinar ekan.

2.3-Topshiriq.

1. 2.3.1-Teoremani isbotlang.

2. 2.3.3-Teoremani isbotlang.

3. [0; 1] kesmadagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasida o‘lchovni quyidagicha
kiritamiz: m([a; b]) = m((a; b)) = m((a; b]) = m(([a; b))) = (b− a)2. Shu o‘lchovni Lebeg
bo‘yicha davom ettiring. Hosil bo‘lgan Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar oilasi [0; 1]
kesmadagi Borel algebrasi bilan ustma-ust tushadimi?

4. [0; 1] kesmada µ — chiziqli Lebeg o‘lchovini qaraymiz. µ o‘lchovga nisbatan Kantor
mukammal to‘plamining o‘lchovi topilsin.

5. [0; 1] kesmada chiziqli o‘lchovi 0, 9 bo‘lgan hech qayerda zichmas mukammal to‘plam qu-
ring.
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2.4 Biri yo‘q yarim halqada aniqlangan o‘lchovning Lebeg bo‘yicha

davomi

Avvalgi paragrafda biz biri bor yarim halqadagi σ-additiv o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom
ettirishni o‘rgandik. Agar yarim halqaning birlik elementi bo‘lmasa ham bunday davom ettirish
ba’zi kichik o‘zgarishlar bilan o‘z kuchini saqlaydi. Ana shunday o‘zgarishlar haqida to‘xtalib
o‘tamiz.

• Tashqi o‘lchovning ta‘rifi G yarim halqadagi chekli sondagi to‘plamlar oilasi bilan qoplash
mumkin bo‘lgan A to‘plamlar uchun beriladi.

• O‘lchovli to‘plamning ta‘rifi o‘zgarmaydi.

• 2.3.2-Teoremaning isbotida birlik elementdan foydalanilgan edi. Biri yo‘q yarim halqa
holi uchun ham bu teoremaning tasdig‘i to‘g‘ri, lekin uning isbotida quyidagicha o‘zgarish
qilamiz: dastlab ixtiyoriy to‘plamlar uchun (A1 ∪A2)∆(B1 ∪B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2)
munosabatni isbotlaymiz, so‘ng bu munosabatdan foydalanib A1, A2 ∈ M to‘plamlar
uchun A1 ∪ A2 ∈ M deb xulosa qilamiz.

• 2.3.3-Teorema va 2.3.4-Teorema ham ularning isbotlari ham o‘zgarmaydi.

• 2.3.5-Teorema quyidagi teoremaga o‘zgaradi.

2.4.1-Teorema. M Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar oilasi δ-halqa bo‘ladi. An ∈ M
to‘plamlar oilasi uchun

⋃∞
n=1 An to‘plam ham o‘lchovli bo‘lishi uchun shunday C > 0

topilib, har qanday N olinganda ham µ
(
⋃N

n=1 An

)

≤ C o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isbotini o‘quvchilarga qoldiramiz. Shuni ta’kidlash kerakki, biz faqat
chekli qiymatli o‘lchovlarni qarayotganimiz uchun 2.4.1-Teoremaning ikkinchi qismidagi
shartning talab qilinishi tabiiydir.

• 2.4.1-Teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

2.4.1-Natija. A ∈ M to‘plam uchun quyidagi oila σ-algebra bo‘ladi:

MA = {B ∈ M : B ⊂ A}.

Lebeg o‘lchoviga xos yana bir xossa haqida so‘z yuritamiz.
2.4.1-Ta’rif. µ Lebeg o‘lchovi berilgan bo‘lsin. Agar µ(A) = 0 va A′ ⊂ A ekanligidan A′

to‘plamning ham o‘lchovli bo‘lishi kelib chiqsa, bunday o‘lchovga to‘la deyiladi.
Ravshanki, har qanday to‘la o‘lchov uchun o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamning ixtiyoriy qism

to‘plami ham nol o‘lchovli bo‘ladi. Ko‘rsatish qiyin emaski, har qanday o‘lchovning Lebeg
bo‘yicha davomi to‘la bo‘ladi. Darhaqiqat, µ∗(C) = 0 bo‘lgan har qanday C to‘plamning
o‘lchovli ekanligi µ∗(A∆∅) = µ∗(C) tenglikdan kelib chiqadi. Shuningdek, tashqi o‘lchovi nol
bo‘lgan to‘plamning qism to‘plamining ham tashqi o‘lchovi nolga teng.

2.4.1-Izoh. σ-algebradagi har qanday σ-additiv o‘lchovni to‘la o‘lchovgacha davom ettirish
mumkin. Buning uchun o‘lchovi nol bo‘lgan har qanday to‘plamning ixtiyoriy qism to‘plamiga
ham nolni mos qo‘yish yetarli.

31



2.5 O‘lchovlarning ko‘paytmasi. O‘lchovsiz to‘plam

To‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi uning bo‘yi va eni uzunliklarining ko‘paytmasi ekanligini
yaxshi bilamiz. Shuningdek, to‘g‘ri to‘rtburchakning eni ham bo‘yi ham kesma va ularning
uzunliklari esa chiziqli o‘lchov ekanligi yaxshi ma’lum. Ikkita kesmaning ko‘paytmasidan hosil
qilingan shaklning yuzi shu kesmalar uzunliklarining ko‘paytmasiga teng bo‘lmoqda. Demak,
bob avvalida aytilganidek o‘lchov uzunlik, yuza va hajmning umumlashmasi bo‘lsa, hozir-
cha biz umumlashtirmagan jihat aynan to‘plamlar to‘g‘ri ko‘paytmasining o‘lchovini har bir
to‘plamdagi o‘lchov orqali ifodalanishidir.

Aytaylik, G1,G2, . . . ,Gn yarim halqalarda mos ravishda µ1, µ2, . . . , µn o‘lchovlar berilgan
bo‘lsin. Qulaylik uchun bu o‘lchovlar chekli bo‘lsin deb olamiz. Quyida keladigan barcha
tushuncha va natijalarni esa qiyinchiliksiz σ-chekli o‘lchovlar uchun ham yozish mumkin. G =
G1 × · · · × Gn yarim halqada quyidagi to‘plam funksiyasini aniqlaymiz

µ(A) = µ1(A) . . . µ(An), A = A1 × · · · × An. (2.12)

Endi bu to‘plam funksiyasi o‘lchov bo‘lishini ko‘rsatamiz. µ(A) ≥ 0 ekanligi ravshan. De-
mak, additivlikni tekshiramiz. Qulaylik uchun n = 2 holni qaraymiz. Quyidagi yoyilma berilgan
bo‘lsin

A = A1 × A2 =
⋃

k

B(k), B(i) ∩ B(j) = ∅,

B(k) = B
(k)
1 × B

(k)
2 .

1.2.2-Lemmaga ko‘ra quyidagi yoyilmalar mavjud

A1 =
⋃

m

C
(m)
1 , A2 =

⋃

p

C
(p)
2 .

U holda
µ(A) = µ1(A1)µ2(A2) =

∑

p

∑

m

µ1(C
(m)
1 )µ2(C

(p)
2 ), (2.13)

µ(B(k)) = µ1(B
k
1 )µ2(B

(k)
2 ) =

∑

p:

C
(p)
2 ⊂B

(k)
2

∑

m:

C
(m)
1 ⊂B

(k)
1

µ1(C
(m)
1 )µ2(C

(p)
2 ), (2.14)

(2.13) va (2.14) tengliklardan

µ(A) =
∑

k

µ(B(k))

tenglikni hosil qilamiz. Demak, µ additiv ekan. Shunday qilib, G yarim halqada (2.12) bi-
lan aniqlangan o‘lchovni kiritdik. Odatda bu o‘lchovga µ1, . . . , µn o‘lchovlarning ko‘paytmasi
deyiladi va µ = µ1 × · · · × µn kabi yoziladi.

O‘lchovlar ko‘paytmasining quyidagi muhim xossasini isbotsiz keltiramiz.
2.5.1-Teorema. Agar µ1, . . . , µn o‘lchovlarning har biri σ-additiv bo‘lsa, u holda µ =

µ1 × . . . µn o‘lchov ham σ-additiv bo‘ladi.
Demak, biz yarim halqalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi bo‘lgan yarim halqada o‘lchovlar ko‘payt-

masini aniqladik. Yarim halqadagi o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirish jarayoni bilan
tanishmiz. Shu bois bu haqda to‘xtalib o‘tirmaymiz.
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Agar G1, . . . ,Gn oilalar σ-algebra bo‘lib, ulardagi µ1, . . . , µn o‘lchovlar ham σ-additiv bo‘lsa,
bu o‘lchovlarning ko‘paytmasi deb µ1× . . . µn o‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomiga aytamiz va
hosil bo‘lgan o‘lchovni

⊗µk = µ1 ⊗ · · · ⊗ µn

kabi yozamiz.
Ta’kidlash joizki, µ1, . . . , µk o‘lchovlar to‘la bo‘lmasa-da, ularning ko‘paytmasi har doim

to‘la bo‘ladi.
Biz shu paytgacha o‘lchov, o‘lchovli to‘plam haqida gapirdik. Lekin biror marta o‘lchovsiz

to‘plam ham bormi degan savolni o‘rtaga tashlamadik. Bu savolni berishga va unga javob
berishga endi tayyormiz.

O‘lchovsiz to‘plamga misol qurish uchun aksariyat hollarda o‘lchovli fazolar sifatida Borel al-
gebralari qaralgani uchun Borel to‘plami bo‘lmagan to‘plamni topish masalasi yuzaga chiqadi.
Bu esa unchalik ham oddiy quriladigan to‘plamlar toifasiga kirmaydi. Masalan, to‘g‘ri chi-
ziqdagi ochiq intervallarning ko‘pi bilan sanoqli yig‘indisi yoki kesishmasi ko‘rinishida tasvir-
lanmaydigan to‘plamni qurish oson emas.

O‘lchovsiz to‘plamga misolni chiziqli Lebeg o‘lchovi berilgan birlik aylanada qurish nisbatan
osonroq. Aytaylik, C — uzunligi 1 bo‘lgan aylana bo‘lsin. Biror α irratsional sonni olamiz.
Aylanadagi nuqtalarni ekvivalent sinflarga quyidagicha ajratamiz: x ∼ y ⇐⇒ biror n ∈ Z

mavjudki, aylanani nαπ burchakka burish orqali x nuqtadan y nuqta hosil bo‘ladi. Ravshanki,
bunday sinflarning har biri sanoqli sondagi nuqtalardan tashkil topgan. Bu sinflarning har
biridan bittadan nuqta olib Φ0 to‘plamni hosil qilamiz. Aylanani nαπ burchakka burish orqali
Φ0 to‘plamdan hosil bo‘lgan to‘plamni Φn deb belgilaymiz. Ko‘rish mumkinki, n 6= m uchun
Φn

⋂
Φm = ∅ va C =

⋃

n∈Z Φn. Agar Φ0 to‘plam o‘lchovli bo‘lsa, u holda har bir Φn to‘plam
ham o‘lchovli va ularning o‘lchovlari teng bo‘ladi. O‘lchovning σ-additivligiga ko‘ra quyidagi
tenglik o‘rinli

µ(C) =
∑

n∈Z
µ(Φn).

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi qatorning har bir hadi bir xil sondan iborat. Agar µ(Φ0) > 0
bo‘lsa, qator uzoqlashuvchi, agar µ(Φ0) = 0 bo‘lsa, qatorning yig‘indisi 0. Har ikki holda ham
µ(C) = 1 ekanligiga zid. Demak, Φ0 o‘lchovsiz to‘plam ekan.

2.6 O‘lchov va o‘lchovli to‘plamlar bo‘yicha qo‘shimcha ma’lumotlar

Bu paragrafda ushbu bob bo‘yicha qo‘shimcha va xulosalovchi ma’lumotlarni beramiz.

• Nima uchun o‘lchov tushunchasi aynan yarim halqada berildi. Buning birinchi sababi
sifatida bobning avvalida o‘lchov biz bilgan kesmaning uzunligi, yassi shaklning yuzasi
va fazoviy jismning hajmi kabi tushunchalarning umumlashmasi ekanligini hamda bu
tushunchalar dastlab eng sodda holda yarim halqada berilgani bilan bog‘liq. Ikkinchi
asosiy sababini esa o‘lchov ixtiyoriy to‘plamlar oilasida ta’riflanganda nima o‘zgarar edi?,
degan savolning javobida ko‘ramiz. Haqiqatdan, biz har qanday to‘plamlar oilasini,
halqaga yoki algebragacha hatto σ-algebragacha to‘ldirish mumkinligini bilamiz. Demak,
zarur holda o‘lchovni kengroq oilagacha davom ettirish zarurati paydo bo‘lganda yana
o‘sha jarayonni bemalol takrorlaymiz deyishingiz mumkin. Lekin bu xato fikr. Chunki,
agar to‘plamlar oilasi halqa bo‘lmasa, bu oiladagi o‘lchovning davomi yagona bo‘lmasligi
mumkin. Bunga ishonch hosil qilish uhun quyidagi misolni keltiramiz. Birlik kvadratda
vertikal yoki gorizontal joylashgan shunday to‘g‘ri to‘rtburchaklar oilasini qaraylikki, bu

33



to‘g‘ri to‘rtburchaklarning yoki bo‘yi yoki eni birga teng. Bunday to‘plamlarning har
biriga uning yuzini mos qo‘yamiz. Bu moslikni oiladigi µ o‘lchov deb qabul qilamiz. Bu
o‘lchovning nomanfiy va additivligini tekshirish qiyin emas. Biz bilgan o‘lchovdan yagona
farqi uning aniqlanish sohasi yarim halqa emas. Endi bu oiladan hosil qilingan algebra-
gacha o‘lchovni davom ettiramiz. Tekshirish mumkinki, µ o‘lchovning davomi yagona
emas.

• O‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirish jarayoni va metrik fazoni to‘ldirish jarayoni
orasidagi bog‘liqlikni ko‘rsatamiz. Ta’kidlash joizki, R halqadagi m o‘lchovni metrika
deb hisoblash mumkin. Ya’ni, ixtiyoriy A,B ∈ R uchun ρ(A,B) = m(A∆B) metrika
bo‘ladi. Demak, (R,m) metrik fazo ekan. Bu fazo to‘la emas. Uni to‘ldirishdan hosil
bo‘lgan fazo aynan Lebeg ma’nosidagi barcha o‘lchovli to‘plamlardan iborat. Faqat bu
yerda µ(A∆B) = 0 bo‘lgan A va B to‘plamlar metrik fazodagi bir xil elementlar deb
qabul qilinadi.

• Agar biri yo‘q yarim halqada m o‘lchov berilgan bo‘lsa, yuqorida kiritilgan o‘lchovli
to‘plam tushunchasi juda tor sinf uchun o‘rinli ekanligini ko‘rish mumkin. Masalan, X
tekislik uchun bu tekislikning o‘zi, doiraning tashqarisi, ikki parallel chiziqlar orasidagi
soha va boshqa barcha yuzasi cheksiz bo‘lgan to‘plamlar bu ma’noda o‘lchovli bo‘lmaydi.
Demak, o‘lchovning qiymati cheksiz bo‘lishi ham mumkin deyilisa, o‘lchov tushunchasini
kengaytirish zarurati tug‘ilar ekan.

O‘lchovni kengaytirishni amaliy ahamiyati katta bo‘lgan maxsus hol uchun qisqacha
aytib o‘tamiz. X to‘plamning qism to‘plamlarining G yarim halqasida σ-additiv m
o‘lchov berilgan bo‘lsin. Agar X to‘plamni G yarim halqadagi sanoqli sondagi (chekli
emas!) to‘plamlarning yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, m o‘lchovga σ-
chekli o‘lchov deyiladi. Masalan, tekislikdagi barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar yarim halqasi-
dagi yuza aynan σ-chekli o‘lchov bo‘ladi. σ-chekli bo‘lmagan to‘plamga misol keltiramiz.
[0; 1] kesmada biror f(x) nomanfiy funksiya berilgan bo‘lsin. Bu kesmaning barcha
chekli to‘plamlari oilasi yarim halqa bo‘ladi. Bu yarim halqadagi har bir A to‘plamga
µ(A) =

∑

x∈A f(x) akslantirishni mos qo‘yamiz. Bu moslik o‘lchov bo‘lishini tekshirish
qiyin emas. Agar {x ∈ [0; 1] : f(x) 6= 0} to‘plam sanoqsiz bo‘lsa, µ o‘lchov σ-chekli
bo‘lmaydi.

X to‘plamning qism to‘plamlarining G yarim halqasida σ-additiv va σ-chekli m o‘lchov
berilgan bo‘lsin. U holda shunday juft-jufti bilan kesishmaydigan sanoqlita Bn ∈ G
to‘plamlar mavjudki, X =

⋃∞
n=1 Bn va ixtiyoriy n ≥ 1 uchun m(Bn) < ∞. Endi R(G)

halqada B̃1 = B1 va B̃n = Bn \
⋃n−1

k=1 Bk to‘plamlarni qaraylik. Bu to‘plamlar ham juft-
jufti bilan keshishmaydi va X =

⋃∞
n=1 B̃n o‘rinli. m o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom

ettirib, δ-halqada µ o‘lchovga ega bo‘lamiz, Odatdagidek bu δ-halqani M deb belgilaylik.
Ixtiyoriy B ∈ M to‘plam uchun

MB = {C ∈ M : C ⊂ B}

biri B bo‘lgan σ-algebrani hosil qilamiz. Endi quyidagi oilani qaraymiz:

U = {A : A ∩ B̃n ∈ MB̃n
, ∀n ∈ N}.

Boshqacha aytganda A ∈ U bo‘lishi uchun uning juft-jufti bilan kesishmaydigan An ∈
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MB̃n
to‘plamlarning sanoqli yoyilmasi ko‘rinishida ifodalanishi zarur va yetarli, ya’ni

A =
∞⋃

n=1

An, An ∈ MB̃n
. (2.15)

U oila σ-algebra bo‘ladi va u MB̃n
algebralarning to‘g‘ri yig‘indisi deb ataladi. Ixtiyoriy

A ∈ U to‘plam esa o‘lchovli deyiladi va (2.15) to‘plam uchun µ̃ o‘lchovni quyidagicha
aniqlaymiz

µ̃(A) =
∞∑

n=1

µ(An).

Tenglikning o‘ng tomonidagi har bir o‘lchov nomanfiyligidan bu qator biror noman-
fiy songa yoki +∞ ga yaqinlashadi. Ta’kidlash joizki, U σ-algebra va µ̃ o‘lchov Bn

to‘plamlarning tanlanishiga bog‘liq emas. Shuningdek, µ̃ o‘lchov σ-additiv va

{A ∈ U : µ̃(A) < ∞} = M.

µ̃ va µ o‘lchovlar M halqada ustma-ust tushadi.

• O‘lchovni yarim halqada aniqlab, uni Lebeg bo‘yicha σ-algebragacha davom ettirdik va
bunday o‘lchovlarni Lebeg o‘lchovi deb atadik. Tabiiy savol tug‘iladi: yarim halqada beril-
gan o‘lchovni davom ettirishning boshqa usullari ham bormi? Ha, bor. Masalan, Jordan
yoki Karateodori bo‘yicha davom ettirish. Biz o‘lchovning Jordan yoki boshqa ma’noda
davomi haqida to‘liq ma’lumot bermaymiz. Qiziquvchilarga o‘zlari bu borada ma’lumot
topib o‘rganishi tavsiya etiladi. Faqat shuni aytishimiz mumkinki, Jordan ma’nosida
o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlar albatta Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli bo‘ladi va bunday
to‘plamlarning har ikki o‘lchovi teng. Demak, Lebeg o‘lchovi Jordan o‘lchovidan kengroq
ekan.

• Avvalgi bobda X 6= ∅ to‘plam va unda biror B σ-algebra aniqlangan bo‘lsa, (X,B) juft-
lik o‘lchovli fazo deyilishini va bu tushuncha hali o‘lchov tushunchasi kiritilmasdan oldin
aytilayotgani biroz g‘alatidek ko‘rinishini aytib o‘tgan edik. Aslida ham shundaymi? Gap
shundaki, matematikaning ko‘plab sohalarida o‘lchovli fazolar bilan ishlashga to‘g‘ri ke-
ladi. Bunda o‘lchovni biz odatlanganimizdek, abstrakt to‘plam uchun avval yarim halqada
aniqlab, keyin uni Lebeg yoki boshqa usulda σ-algebragacha davom ettirish nuqtai nazari-
dan emas, balki oldindan berilgan σ-algebrada σ-additiv o‘lchov aniqlash nuqtai nazari-
dan deb qarash kerak bo‘ladi. Bunday teskari masalalar ehtimollar nazariyasining asosi
bo‘lib xizmat qiladi. Shuningdek, integral operatorlar nazariyasi va dinamik sistemalar
nazariyasining asosiy masalalari ham shu prinsipga qurilganini esdan chiqarmaslik lozim.

• Ixtiyoriy (X,B) o‘lchovli fazoda har doim σ-additiv o‘lchov aniqlash mumkinmi? Bu an-
cha murakkab masala hisoblanadi. Biz to‘g‘ri chiziqda chiziqli Lebeg o‘lchovidan boshqa
qanday o‘lchov aniqlash mumkinligiga doir qiziqarli ma’lumot beramiz. To‘g‘ri chiziq-
da kamaymaydigan, chapdan uzluksiz F funksiya berilgan bo‘lsin. Quyidagi to‘plam
funksiyasini aniqlaymiz:

mF (a; b) = F (b)− F (a+ 0),

mF [a; b] = F (b+ 0)− F (a),

mF (a; b] = F (b+ 0)− F (a+ 0),

mF [a; b) = F (b)− F (a).
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Bunday aniqlangan to‘plam funksiyasining nomanfiy va additivligini tekshirish qiyin emas.
Shuningdek, to‘g‘ri chiziqdagi barcha ochiq, yopiq, yarim ochiq intervallar oilasi yarim
halqa ekanligidan m o‘lchov bo‘ladi. Bu o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom ettirib, µF

o‘lchovni hosil qilamiz. µF o‘lchovga nisbatan o‘lchovli to‘plamlar oilasini MF bilan bel-
gilaymiz. Ravshanki, MF σ-algebra va µF σ-additiv o‘lchov. Bunda µF ham MF ham
albatta F funksiyaga bog‘liq bo‘ladi. Demak, F o‘zgarsa, turli o‘lchovlar hosil bo‘ladi.
Bunday o‘lchovlarga Lebeg-Stiltes o‘lchovlari deyiladi. Biz bilgan chiziqli Lebeg o‘lchovi
F (t) = t funksiyadan hosil qilingan. Shu o‘rinda tabiiy savol tug‘iladi: agar bir to‘plamda
turli o‘lchovlar aniqlash mumkin bo‘lsa, bu o‘lchovlarning bir-biri bilan bog‘liqligi bormi?
Bu savolga javob berish uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz.

µ berilgan bo‘lsin. Agar har bir Lebeg o‘lchovi nol bo‘lgan A to‘plam uchun µ(A) = 0
kelib chiqsa, u holda µ o‘lchov absolyut uzluksiz deyiladi. Agar µ o‘lchov noldan farqli
qiymatlarga ko‘pi bilan sanoqli to‘plamda erishsa, u holda µ diskret o‘lchov deyiladi. Agar
har qanday bir nuqtali to‘plamning µ o‘lchovi nol bo‘lib, Lebeg o‘lchovi nol bo‘lgan biror
to‘plam to‘ldiruvchisining µ o‘lchovi nol bo‘lsa, µ o‘lchovga singulyar o‘lchov deyiladi.

• (X,B) o‘lchovli fazoda σ-additiv µ o‘lchov berilgan bo‘lib, µ(X) = 1 bo‘lsa, bunday
o‘lchov ehtimollik o‘lchovi deyiladi. Demak, ehtimollar nazariyasining asosiy elementlari
o‘lchovlar nazariyasidagi umumiy tushunchalardan kelib chiqadi. Masalan, o‘lchovli fa-
zodagi o‘lchovli funksiya (keyingi bobda o‘rganamiz) tasodifiy miqdor deyiladi. O‘lchovli
funksiyaning Lebeg integrali esa matematik kutilmani anglatadi va hokazo.
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3 O‘LCHOVLI FUNKSIYALAR

Aytaylik, ixtiyoriy X va Y to‘plamlar hamda ularning ba’zi qism to‘plamlari oilasi GX va GY

berilgan bo‘lsin. f : X → Y akslantirishni qaraylik. Agar ixtiyoriy A ∈ GY uchun f−1(A) ∈ GX

o‘rinli bo‘lsa, f akslantirishga (GX ,GY )-o‘lchovli funksiya deyiladi.
Eslatma. O‘lchovli funksiyaning ta’rifida GX va GY oilalarning hech biri hatto yarim halqa

bo‘lishi talab qilinmaganiga e’tibor bering! Bu ta’rif umumiy bo‘lib, biror X va Y to‘plamlar
uchun o‘lchovli funksiyalar sinfi GX va GY oilalarga bog‘liq ekan. Masalan, GX va GY oilalar
sifatida mos ravishda X va Y to‘plamlardagi topologiyalar (ochiq to‘plamlar sinfi) qaralsa,
(GX ,GY )-o‘lchovli funksiyalar sinfi uzluksiz funksiyalardan iborat bo‘ladi. Agar GX va GY oilalar
sifatida barcha Borel to‘plamlarini olsak, Borel ma’nosida o‘lchovli funksiyalar deb nomlanuvchi
akslantirishlar sinfini hosil qilamiz.

3.1 µ-o‘lchovli funksiyalar

Bob avvalida o‘lchovli funksiyaning umumiy ta’rifi o‘lchov bilan bog‘liq emasligini aytib
o‘tdik. Lekin bizga o‘lchovli funksiyalar asosan integralni aniqlash uchun kerakligini hisobga
olib, maxsus o‘lchovli funksiyalarni qaraymiz. Ya’ni, σ-additiv µ o‘lchov aniqlangan X to‘plam-
dagi sonli funksiyalarni qaraymiz. Bunda GX oila X to‘plamning barcha µ o‘lchovli qism
to‘plamlaridan iborat va GY oila sonlar o‘qidagi barcha Borel to‘plamlaridan iborat deb hisoblay-
miz. Har qanday σ-additiv o‘lchovni σ-algebragacha davom ettirish mumkinligidan umumiy-
likka ziyon yetkazmagan holda GX oilani σ-algebra deb hisoblash mumkin. U holda sonli
funksiyalar uchun o‘lchovlilik ta’rifi quyidagicha aniqlanadi.

3.1.1-Ta’rif. X to‘plam va uning qism to‘plamlarining σ-algebrasi bo‘lgan Gµ oilada σ-
additiv µ o‘lchov berligan bo‘lsin. X to‘plamda aniqlangan f haqiqiy funksiya uchun sonlar
o‘qidagi har qanday A Borel to‘plami olinganda ham f−1(A) ∈ Gµ o‘rinli bo‘lsa, bu funksiyaga
µ-o‘lchovli deyiladi.

Xuddi shuningdek, f kompleks qiymatli funksiya uchun ham µ-o‘lchovlilik ta’rifini berish
mumkin. Ta’kidlash joizki, kompleks qiymatli f funksiyaning o‘lchovli bo‘lishi uning haqiqiy
va mavhum qismlarining alohida o‘lchovli bo‘lishiga teng kuchli.

Sonlar o‘qida aniqlangan f haqiqiy funksiya uchun har qanday Borel to‘plamining asli yana
Borel to‘plami bo‘lsa, bunday funksiyaga Borel funksiyasi deyiladi.

3.1.1-Izoh. Bundan keyin alohida hollardagina qaysi o‘lchovga nisbatan o‘lchovli funksiya
deyilayotganini eslatish uchun µ-o‘lchovli funksiya atamasini ishlatamiz. Qolgan barcha hol-
larda shunchaki o‘lchovli funksiya deb aytamiz.

O‘lchovli funksiyalarning quyidagi sodda xossalarini isbotsiz keltiramiz. f va g funksiyalar
uchun f ◦ g = f(g) deb tushunamiz.

• Agar f va g o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda f ◦ g va g ◦ f ham o‘lchovli;

• Agar f Borel funksiyasi va g o‘lchovli funksiya bo‘lsa, f ◦ g ham o‘lchovli;

• Agar f uzluksiz funksiya va g o‘lchovli funksiya bo‘lsa, f ◦ g ham o‘lchovli.

Endi haqiqiy funksiyaning o‘lchovli bo‘lishi uchun zarur va yetarli shartlarni keltiramiz.
3.1.1-Teorema. f haqiqiy funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun ixtiyoriy c haqiqiy soni olin-

ganda ham {x : f(x) < c} to‘plam o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli.
◮ Zarurligi. f o‘lchovli bo‘lsin. U holda har qanday c ∈ R uchun Ac = (−∞; c) interval

Borel to‘plami bo‘ladi. Demak, ta’rifga ko‘ra f−1(Ac) = {x : f(x) < c} o‘lchovli to‘plam.
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Yetarliligi. Barcha Ac ko‘rinishdagi to‘plamlar oilasini Σ deb belgilaylik. Ma’lumki, Σ
oiladan hosil qilingan σ-algebra barcha Borel to‘plamlarining σ-algebrasi bilan ustma-ust tushadi.
U holda ixtiyoriyA Borel to‘plami uchun 1.5-Topshiriqning 6-misoliga ko‘ra f−1(A) ∈ B(f−1(Σ))
bo‘ladi. Bu esa f funksiyaning o‘lchovli ekanligini bildiradi. N

Avval ta’kidlab o‘tganimizdek, biz X to‘plamda aniqlangan o‘lchovli haqiqiy funksiyalarni
o‘rganmoqdamiz. Demak, bunday funksiyalarni songa ko‘paytirish va ular ustida arifmetik
amallar ma’noga ega. Bunday funksiyalarning qo‘shimcha xossalarini isbotsiz keltiramiz. Funk-
siyalar ustidagi arifmetik amallarni eslatib o‘tamiz. X to‘plamda f , g haqiqiy funksiyalar va
α ∈ R son uchun αf , f ± g va f · g funksiyalar quyidagicha aniqlanadi: (αf)(x) = αf(x),
(f ± g)(x) = f(x)± g(x) va (f · g)(x) = f(x) · g(x).

• Agar f o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy α ∈ R uchun αf funksiya ham o‘lchovli;

• Ixtiyoriy f va g o‘lchovli funksiyalar uchun f ± g va f · g funksiyalar ham o‘lchovli;

• Agar f o‘lchovli funksiya ixtiyoriy x ∈ X uchun f(x) 6= 0 shartni qanoatlantirsa, u holda
1
f
funksiya ham o‘lchovli;

• {fn}
∞
n=1 o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x ∈ X uchun f funksiyaga yaqinlashsa,

f ham o‘lchovli.

3.1-Topshiriq

1. X to‘plamda GX oila va Y to‘plamda GY = {∅, X} oila berilgan. f : X → Y akslantirish
(GX ,GY )-o‘lchovli bo‘lishi uchun f ustiga akslantirish bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini
isbotlang.

2. O‘lchovli funksiyalarning superpozitsiyasi uchun berilgan sodda xossalarni isbotlang.

3. f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun ixtiyoriy c ∈ R olinganda ham {x ∈ X : f(x) > c}
to‘plamning o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. Ushbu tasdiq ixtiyoriy
c ∈ Q uchun ham o‘rinli bo‘ladimi?

4. O‘lchovli funksiyalarning arifmetik amallarga doir xossalarini isbotlang.

5. O‘lchovsiz funksiyaga misol keltiring.

6. Agar [f(x)]3 funksiya o‘lchovli bo‘lsa, f(x) funksiya ham o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.

7. Agar [f(x)]2 funksiya o‘lchovli bo‘lsa, f(x) funksiya ham o‘lchovli bo‘ladimi?

8. [0; 1] kesmada f funksiya berilgan. Agar 0 < α < β < 1 shartni qanoatlantiruvchi ixti-
yoriy sonlar uchun f funksiya (α; β) intervalda o‘lchovli bo‘lsa, bu funksiya [0; 1] kesmada
ham o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.

3.2 Deyarli yaqinlashish

Matematik analiz kursidan yaxshi ma’lumki, funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi
ularning limit funksiyasi haqidagi asosiy xossalarni to‘liq tasniflab beradi. Lekin, har doim ham
yaqinlashishning bunday kuchli shartini qanoatlantiruvchi ketma-ketliklar bilan emas, balki
nisbatan kuchsizroq yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bilan ishlashga to‘g‘ri keladi. Masalan,
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o‘lchovli funksiyalar oilasida deyarli yaqinlashishning ahamiyati muhim hisoblanadi. Deyarli
yaqinlashish haqida gapirishdan oldin biz tekis va nuqtada yaqinlashishni eslatib o‘tamiz.

X to‘plamda {fn}n≥1 funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. x ∈ X nuqta uchun

lim
n→∞

fn(x)

limit mavjud va chekli bo‘lsa, {fn} ketma-ketlik x nuqtada yaqinlashadi deyiladi. Agar bu
ketma-ketlik har bir nuqtada yaqinlashsa, {fn} ketma-ketlik har bir nuqtada yaqinlashadi deyi-
ladi va f(x) := limn→∞ fn(x) funksiyaga bu ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Odatda
nuqtada yaqinlashish fn −→ f kabi yoziladi.

Agar ixtiyoriy ε > 0 olinganda ham shunday n0 ∈ N son topilib, har qanday n > n0 uchun
|fn(x)− f(x)| < ε tengsizlik har bir x ∈ X nuqtada bajarilsa, {fn} ketma-ketlik f funksiyaga
tekis yaqinlashadi deyiladi va fn ⇒ f kabi yoziladi.

Demak, tekis yaqinlashishdan har bir nuqtada yaqinlashish kelib chiqadi. Aksi esa o‘rinli
emas.

O‘lchovli funksiyalarni o‘rganishda bunday funksiyalarning o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamlar-
dagi qiymatini hisobga olmasa ham bo‘laveradi. Buni tushunish uchun quyidagi ta’rifni kelti-
ramiz.

3.2.1-Ta’rif. X to‘plamda f va g o‘lchovli funksiyalar berilgan bo‘lsin. Agar

µ ({x : f(x) 6= g(x)}) = 0

o‘rinli bo‘lsa, bu funksiyalar ekvivalent deyiladi.
3.2.1-Izoh. 3.2.1-Ta’rifdagi o‘lchovli funksiyalarning ekvivalentligi X to‘plamdagi o‘lchovli

funksiyalar sinfida ekvivalentlik munosabati (refleksiv, simmetrik va tranzitiv xossaga ega muno-
sabat) bo‘lishini tekshirib ko‘rish qiyin emas. Demak,X to‘plamda aniqlangan o‘lchovli funksiya-
ning o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamlardagi qiymatini o‘zgartirish bilan hosil bo‘lgan funksiya
o‘lchovli bo‘ladi va bu yangi funksiyani berilgan funksiyaning o‘zi deb hisoblash mumkin.

Yuqoridagi ta’rifdan foydalanib, yangi tushunchani kiritamiz. X to‘plam va uning qism
to‘plamlarining GX σ-algebrasida σ-additiv µ o‘lchov berilgan bo‘lsin. Biror xossaX to‘plamning
o‘lchovi nol bo‘lgan qism to‘plamlarida bajarilmay, qolgan barcha o‘lchovli qism to‘plamlarida
bajarilsa, bu xossa X to‘plamning deyarli hamma yerida bajariladi deyiladi. Demak, X
to‘plamdagi o‘lchovli funksiyalar deyarli teng bo‘lishi uchun ularning ekvivalent bo‘lishi zarur
va yetarli.

Quyidagi sodda xossani isbotsiz keltiramiz.
3.2.1-Teorema. X to‘plamda f va g ekvivalent funksiyalar berilgan bo‘lsin. U holda f

o‘lchovli bo‘lishi uchun g funksiyaning o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli.
3.2.2-Izoh. Matematik analizda funksiyalarning ekvivalentligi muhim rol o‘ynamaydi.

Chunki, matematik analizning asosiy funksiyalari uzluksiz funksiyalardir. Ma’lumki, [a; b]
kesmada uzluksiz bo‘lgan f va g funksiyalar ekvivalent (biz kiritgan Lebeg ma’nosida) bo‘lsa,
ular ustma-ust tushadi. Darhaqiqat, agar ular biror nuqtada farq qilsa, u holda uzluksizlikka
ko‘ra shu nuqtaning biror atrofida ham turli qiymatlarni qabul qiladi. Bunday atrofning Lebeg
o‘lchovi esa musbat! Demak, uzluksiz funksiyalar faqat ustma-ust tushsagina ekvivalent bo‘ladi.

Ixtiyoriy o‘lchovli funksiyalar uchun esa ekvivalentlik bu funksiyalar ustma-ust tushishini
bildirmaydi. Masalan, sonlar o‘qidagi Dirixle funksiyasi

D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x /∈ Q,
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f(x) ≡ 0 funksiya bilan ekvivalent.
3.2.2-Ta’rif. (X,GX) o‘lchovli fazoda σ-additiv µ o‘lchov berilgan bo‘lsin. AgarX to‘plamda

berilgan {fn}
∞
n=1 funksiyalar ketma-ketligi va f funksiya uchun

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

tenglik X to‘plamning deyarli hamma yerida o‘rinli bo‘lsa, {fn}
∞
n=1 ketma-ketlik f funksiyaga

deyarli yaqinlashadi deyiladi va fn
d.y.
−→ f kabi belgilanadi.

3.2.1-Misol. [0; 1] kesmada berilgan fn(x) = (−x)n ketma-ketlik f(x) ≡ 0 funksiyaga
deyarli yaqinlashadi. Darhaqiqat, {x : limn→∞ fn(x) 6= 0} = {1} va bitta nuqtaning Lebeg

o‘lchovi nol ekanligidan fn
d.y.
−→ f kelib chiqadi.

3.2.3-Izoh. Har bir nuqtada yaqinlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadi. Garchi bu
tasdiqning aksi o‘rinli bo‘lmasa-da, o‘lchovli funksiyalar sinfida deyarli yaqinlashish va har bir
nuqtada yaqinlashishning ahamiyatli farqi yo‘q deb hisoblanadi.

3.2.2-Teorema. X to‘plamda {fn}
∞
n=1 o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

Bu ketma-ketlik f funksiyaga deyarli yaqinlashsa, f funksiya ham o‘lchovli bo‘ladi.
◮ Qulaylik uchun A = {x : limn→∞ fn(x) = f(x)} deb olamiz. U holda µ(X \ A) = 0.

A to‘plamda f funksiyaning o‘lchovli ekanligi ma’lum. O‘lchovi nol to‘plamdagi qiymatlari
funksiyaga o‘lchovlilik nuqtai nazaridan ta’sir qilmasligiga ko‘ra f funksiya X to‘plamda ham
o‘lchovli bo‘ladi. N

Deyarli yaqinlashish va tekis yaqinlashish o‘rtasidagi bog‘liqlik 1941 yilda D.F.Yegorov
tomonidan isbotlangan.

Yegorov teoremasi. E chekli o‘lchovga ega to‘plam va {fn}
∞
n=1 o‘lchovli funksiyalar

ketma-ketligi E to‘plamda f funksiyaga deyarli yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy ε > 0 uchun
shunday o‘lchovli Eε ⊂ E to‘plam mavjudki, quyidagilar o‘rinli bo‘ladi:

1) µ(Eε) > µ(E)− ε;

2) Eε to‘plamda {fn}
∞
n=1 ketma-ketlik f funksiyaga tekis yaqinlashadi.

◮ 3.2.2-Teoremaga ko‘ra f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘ladi. Quyidagi to‘plamlarni
qaraymiz:

Em
n =

⋂

i≥n

{

x : |fi(x)− f(x)| <
1

m

}

,

Em =
∞⋃

n=1

Em
n .

Em
n to‘plamlarning aniqlanishiga ko‘ra har bir m ≥ 1 uchun

Em
1 ⊂ · · · ⊂ Em

n ⊂ . . .

σ-additiv o‘lchovning uzluksizligiga ko‘ra har qanday ε > 0 uchun shunday n0(m) ∈ N son
topiladiki,

µ
(
Em \ Em

n0(m)

)
<

ε

2m

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Endi

Eε =
∞⋂

m=1

Em
n0(m)
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deb olamiz va bu to‘plam aynan biz qidirayotgan to‘plam ekanligini ko‘rsatamiz.
Dastlab, {fn} ketma-ketlik Eε to‘plamda f funksiyaga tekis yaqinlashishini isbotlaymiz. Bu

esa agar x ∈ Eε bo‘lsa, u holda ixtiyoriy m ≥ 1 uchun

|fi(x)− f(x)| <
1

m
, ∀i > n0(m)

o‘rinliligidan kelib chiqadi.
Endi E \ Eε to‘plamning o‘lchovini baholaymiz. Ta’kidlash joizki, har bir m uchun µ(E \

Em) = 0 bajariladi. Darhaqiqat, agar x0 ∈ E \ Em bo‘lsa, u holda i ∈ N sonining yetarlicha
katta qiymati mavjudki,

|fi(x0)− f(x0)| ≥
1

m

tengsizlik bajariladi. Ya’ni, {fn} ketma-ketlik x0 nuqtada f funksiyaga yaqinlashmaydi. Shartga

ko‘ra fn
d.y.
−→ f ekanligidan µ(E \ Em) = 0 tenglikni hosil qilamiz. Bundan

µ
(
E \ Em

n0(m)

)
= µ

(
Em \ Em

n0(m)

)
<

ε

2m

kelib chiqadi. Demak,

µ(E \ Eε) = µ

(

E \
∞⋂

m=1

Em
n0(m)

)

= µ

( ∞⋃

m=1

(E \ Em
n0(m))

)

≤
∞∑

m=1

µ
(
E \ Em

n0(m)

)
<

∞∑

m=1

ε

2m
= ε

o‘rinli. N
Yegorov teoremasining amaliy ahamiyati shundan iboratki, E to‘plamda berilgan {fn}

ketma-ketlik deyarli yaqinlashsa, o‘lchovi E to‘plamning o‘lchoviga istalgancha yaqin bo‘lgan
qism to‘plam topiladiki, bu to‘plamda {fn} ketma-ketlik tekis yaqinlashadi. Teoremaning yana
bir muhim jihati bunday qism to‘plamning qanday qurilishi ham ko‘rsatib berilganidadir.

3.2-Topshiriq.

1. Har bir nuqtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmaydigan funksional ketma-ketlikka
misol keltiring.

2. Quyidagi tasdiqni isbotlang:

fn ⇒ f ⇐⇒ lim
n→∞

sup
x

|fn(x)− f(x)| = 0.

3. 3.2.1-Teoremani isbotlang.

4. Yegorov teoremasida 1-shartni µ(Eε) = µ(E) shartga almashtirish mumkin emasligiga
misol quring.
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3.3 O‘lchov bo‘yicha yaqinlashish

Biz funksional ketma-ketliklarning har bir nuqtada yaqinlashishi, tekis yaqinlashishi va
deyarli yaqinlashishini bilamiz. Endi yaqinlashishning yana bir muhim turi bilan tanishamiz.

3.3.1-Ta’rif. {fn}
∞
n=1 o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi uchun har qanday σ > 0 olinganda

lim
n→∞

µ{x : |fn(x)− f(x)| ≥ σ} = 0

o‘rinli bo‘lsa, bu ketma-ketlik f funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi va fn
µ

−→ f
kabi yoziladi.

Ma’lumki, o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligining tekis yaqinlashishidan deyarli yaqinlashishi
kelib chiqar edi. Tabiiy savol tug‘iladi: deyarli yaqinlashish va o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish
orasida ham bog‘liqlik bormi? Bu savolning javobini quyidagi teoremada beramiz.

3.3.1-Teorema. Agar {fn} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga deyarli yaqin-
lashsa, u holda bu ketma-ketlik o‘zining limit funksiyasiga o‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadi.

Teoremaning isbotini o‘quvchilarga mustaqil ish sifatida qoldiramiz. Lekin bu teorema-
ning teskarisi o‘rinli emasligiga misol keltiramiz. Ya’ni, o‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi, ammo
deyarli yaqinlashmaydigan ketma-ketlik quramiz.

3.3.1-Misol. [0; 1] kesmada har bir k ∈ N son uchun f
(k)
1 , . . . , f

(k)
k funksiyalarni quyidagicha

aniqlaymiz:

f
(k)
i =

{
1, agar i−1

k
≤ x ≤ i

k
,

0, boshqa hollarda.

Bu funksiyalarning har biri o‘lchovli. Ularni ketma-ket tartiblab hosil qilingan funksional
ketma-ketlik f(x) ≡ 0 funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini tekshirish qiyin emas. Lekin
bu ketma-ketlik hech bir nuqtada yaqinlashmaydi.

3.3.1-Izoh. Yuqorida keltirilgan misol 3.3.1-Teoremaning teskari tasdig‘i o‘rinli emasligiga
isbot bo‘lsa-da, bu tasdiqni biroz boshqacharoq shaklda ifodalash mumkin.

3.3.2-Teorema. {fn} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga o‘lchov bo‘yicha
yaqinlashsa, bu ketma-ketlikdan f funksiyaga deyarli yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib
olish mumkin.

Teoremaning isboti o‘quvchilariga mustaqil ish sifatida qoldiriladi.
O‘lchovli funksiyaning bob avvalida berilgan umumiy ta’rifi ixtiyoriy to‘plamda berilgan

funksiyalar uchun edi. Ya’ni, umuman olganda bu tushuncha uzluksiz funksiya bilan bog‘liqmas
edi. Lekin, agar gap kesmada aniqlangan funksiyalar haqida ketsa, N.N.Luzin tomonidan olin-
gan ajoyib natijani aytib o‘tish joiz bo‘ladi.

Luzin teoremasi. [a; b] kesmada berilgan f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun har qanday
ε > 0 son olinganda ham [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lgan shunday ϕ funksiya topilib,

µ ({x : f(x) 6= ϕ(x)}) < ε

tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
Boshqacha aytganda, [a; b] kesmadagi o‘lchovli funksiyani shu kesmadagi yetarlicha kichik

o‘lchovli to‘plamdagi qiymatlarini o‘zgartirib, uzluksiz funksiyaga aylantirish mumkin. Bun-
day xossaga ega funksiyalarni C-xossali funksiyalar deyishni ham aynan N.N.Luzin kiritgan.
Luzin teoremasining yana bir xulosasi shuki, kesmada aniqlangan funksiya uchun C-xossaga
ega bo‘lishni o‘lchovli funksiyaning ta’rifi sifatida qabul qilish mumkin.

3.3-Topshiriq.
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1. Deyarli yaqinlashishdan o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish kelib chiqishini isbotlang.

2. O‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi ketma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi qismiy ketma-
ketligi mavjudligini isbotlang.

3. 3.3.1-Misoldagi ketma-ketlikdan deyarli yaqinlashuvchi ketma-ketlik ajrating.

4. R da berilgan f(x) = x2 funskiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi (statsionar emas,
ya’ni hadlari takrorlanmaydigan) o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligini quring.

5. Luzin teoremasini isbotlang.

6. [a; b] kesmada aniqlangan funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun uning C-xossaga ega bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

3.4 Sodda funksiya

O‘lhovli funksiyalarni tavsiflashda asosiy vazifani sodda funksiyalar amalga oshiradi. Sodda
funksiyalar Lebeg integralini aniqlashda ahamiyatli ekanligi bilan ham ajralib turadi.

3.4.1-Ta’rif. X to‘plamda µ o‘lchov aniqlangan bo‘lsin. Bu to‘plamda berilgan f funksiya
o‘lchovli va ko‘pi bilan sanoqlita qiymatga ega bo‘lsa, sodda funksiya deyiladi.

Sodda funksiyalarni tavsiflovchi quyidagi teoremani keltiramiz.
3.4.1-Teorema. Qiymatlari y1, y2, . . . , yn, . . . bo‘lgan f funksiya sodda funksiya bo‘lishi

uchun An = {x : f(x) = yn} to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli.
◮ Zarurligi. f sodda funksiya, demak ta’rifga ko‘ra o‘lchovli. U holda har bir {yn}

to‘plamlarning asli Borel to‘plamlari bo‘ladi.
Yetarliligi. B ixtiyoriy Borel to‘plami bo‘lsin. U holda f−1(B) =

⋃

yn∈B An va An larning

har biri o‘lchovliligidan f−1(B) ham o‘lchovli bo‘lishi kelib chiqadi. Ya’ni, Borel to‘plamining
asli o‘lchovli ekan. Demak, f sodda funksiya. N

Endi sodda funksiyalarning amaliy ahamiyatini ko‘rsatib beruvchi quyidagi teoremani be-
ramiz.

3.4.2-Teorema. f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun unga tekish yaqinlashuvchi sodda
funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

◮ Zarurliligi. f o‘lchovli funksiya bo‘lsin. Agar m ∈ Z va n ∈ N sonlari uchun m
n
≤ f(x) <

m+1
n

bajarilsa, fn(x) = m
n

deb olamiz. Ravshanki, har bir n ≥ 1 uchun fn sodda funksiya
bo‘ladi. Boshqa tomondan ketma-ketlikning aniqlanishiga ko‘ra ixtiyoriy x uchun

|f(x)− fn(x)| ≤
1

n

tengsizlik o‘rinli. Bu esa fn ⇒ f demakdir.
Yetarliligi. O‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi tekis yaqinlashishidan ularning deyarli yaqin-

lashishi va limit funksiyasi ham o‘lchovliligi kelib chiqadi. Bu esa f funksiyaning o‘lchovli
ekanligini bildiradi. N

3.4-Topshiriq.

1. Sodda funksiyaga misol keltiring.

2. Sodda funksiyalar arifmetik amallarga nisbatan yopiqmi?

3. f(x) = x2 funksiyaga tekis yaqinlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.
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4 LEBEG INTEGRALI

Matematik analiz kursidan yaxshi ma’lum bo‘lgan Riman integrali tushunchasini faqat
uzluksiz yoki uzilish nuqtalari “unchalik ko‘p bo‘lmagan” funksiyalar uchun qo‘llash mumkin.
Aniqlanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga ega bo‘lgan o‘lchovli funksiyalar uchun Ri-
man integrali umuman yaramaydi. Agar o‘lchovli funksiya abstrakt to‘plamda aniqlangan
bo‘lsa, bunday funksiya uchun uzluksizlik tushunchasining o‘zi ham ma’noga ega bo‘lmasligi
mumkin. Shu bois bunday funksiyalar uchun integral tushunchasini boshqa usulda aniqlash
zarurati tug‘iladi. Biz o‘lchovli funksiyalar uchun Lebeg integralini o‘rganamiz.

Lebeg integralini qurishning Riman integralidan farqi shundaki, x nuqtalar sonlar o‘qidagi
yaqinligiga qarab emas, balki bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlarining yaqinligi bo‘yicha
guruhlanadi. Bu esa o‘z navbatida integralni funksiyalarning kengroq sinfi uchun qo‘llash
imkonini beradi.

Bundan tashqari o‘lchov aniqlangan har qanday fazodagi funksiya uchun Lebeg integrali bir
xil kiritiladi. Ya’ni, Riman integraliga o‘xshab, dastlab bir o‘zgaruvchili keyin ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun integralni aniqlash shart emas. Shuningdek, o‘lchov aniqlangan abstrakt
fazodagi funksiyalar uchun Riman integrali umuman ma’noga ega emas.

Bu bobda alohida aytib o‘tilmasa, har doim (X,B) o‘lchovli fazoda σ-additiv µ o‘lchov
berilgan deb qaraladi. Shuningdek, qaralayotgan barcha A ⊂ X to‘plamlar o‘lchovli va berilgan
f funksiya ham o‘lchovli deb hisoblanadi.

Lebeg integralini dastlab, sodda funksiyalar uchun aniqlaymiz. So‘ng ixtiyoriy o‘lchovli
funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini kiritamiz.

4.1 Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali

X to‘plamda berilgan f sodda funksiya quyidagi turli qiymatlarga ega bo‘lsin

y1, y2, . . . , yn, . . .

A ⊂ X o‘lchovli to‘plam uchun quyidagi qatorni aniqlaymiz

∞∑

n=1

ynµ(An), An = {x ∈ A : f(x) = yn}. (4.1)

4.1.1-Ta’rif. X to‘plamda berilgan f sodda funksiya uchun (4.1) qator absolyut yaqin-
lashsa, bu funksiya A to‘plamda (µ o‘lchov bo‘yicha) integrallanuvchi yoki jamlanuvchi deyiladi,
aks holda f funksiya A to‘plamda integrallanmaydi yoki jamlanmaydi deyiladi. Agar f sodda
funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, (4.1) qatorning yig‘indisiga f funksiyaning A to‘plamdagi in-
tegrali deyiladi va

∫

A
fdµ kabi yoziladi.

4.1.1-Izoh. Bu ta’rifda barcha yn qiymatlar turli deb tushunish kerak. Lekin, sodda
funksiyaning integralini ckµ(Bk) ko‘paytmalarning yig‘indisi ko‘rinishida ham yozish mumkinki,
bunda ck sonlarning turli bo‘lishi umuman olganda shart emas. Bu esa sodda funksiya in-
tegrallanuvchiligini quyidagicha ifodalash imkonini beradi.

4.1.1-Lemma. Aytaylik A ⊂ X to‘plam juft-jufti bilan keishmaydigan to‘plamlarning
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalansin, ya’ni A =

⋃

k Bk. X to‘plamda berilgan f sodda funksiya
har bir Bk to‘plamda faqat bitta ck qiymatni qabul qilsin. U holda f funksiya A to‘plamda
integrallanuvchi bo‘lishi uchun

∑

k

ckµ(Bk) (4.2)
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qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli. Agar f integrallanuvchi bo‘lsa,
∫

A

fdµ =
∑

k

ckµ(Bk)

tenglik o‘rinli.
◮ Ravshanki, har bir An = {x ∈ A : f(x) = yn} to‘plam ck = yn bo‘lgan Bk to‘plamlarning

yig‘indisidan iborat. Shu bois
∑

n

ynµ(An) =
∑

n

yn
∑

ck=yn

µ(Bk) =
∑

k

ckµ(Bk)

o‘rinli. O‘lchovning qiymati nomanfiy bo‘lgani uchun
∑

n

|yn|µ(An) =
∑

n

|yn|
∑

ck=yn

µ(Bk) =
∑

k

|ck|µ(Bk)

tengliklar ham o‘rinli. Bundan
∑

n ynµ(An) va
∑

k ckµ(Bk) qatorlar bir vaqtda yoki absolyut
yaqinlashadi yoki uzoqlashadi. N

Sodda funksiyalarning Lebeg integralining asosiy xossalarini isbotsiz keltiramiz.
4.1.1-Teorema. X to‘plamda f va g sodda funksiyalar berilgan bo‘lsin.

A) Agar A ⊂ X to‘plamda f va g funksiyalar integrallanuvchi bo‘lsa, f + g funksiya ham A
to‘plamda integrallanuvchi va quyidagi tenglik o‘rinli

∫

A

[f + g]dµ =

∫

A

fdµ+

∫

A

gdµ.

B) Agar f funksiya A ⊂ X to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy α ∈ R uchun
αf funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi va quyidagi tenglik o‘rinli

∫

A

αfdµ = α

∫

A

fdµ.

C) Agar f funksiya A ⊂ X to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, bu funksiya A to‘plamda in-
tegrallanuvchi bo‘ladi. Shuningdek, ixtiyoriy x ∈ A uchun |f(x)| ≤ M o‘rinli bo‘lsa,
quyidagi tengsizlik bajariladi ∣

∣
∣
∣

∫

A

fdµ

∣
∣
∣
∣
≤ Mµ(A).

4.1-Topshiriq.

1. R to‘plamda quyidagi sodda funksiya berilgan: ixtiyoriy n ∈ Z uchun har bir x ∈ (n;n+1]
nuqtada f(x) = yn. Bu sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lishi uchun {yn}n∈Z ketma-
ketlik qanday bo‘lishi kerak?

2. f(x) = sign(x) sodda funksiya integrallanuvchimi?

3. 4.1.1-Teoremani isbotlang.

4. {fn} sodda funksiyalar ketma-ketligining har bir hadi integrallanuvchi va bu ketma-ketlik
f sodda funksiyaga deyarli yaqinlashsa, f ham integrallanuvchi bo‘ladimi?
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4.2 Chekli o‘lchovli to‘plamda Lebeg integrali

4.2.1-Ta’rif. X to‘plamda o‘lchovli f funksiya berilgan bo‘lsin. Agar A ⊂ X to‘plamda f
funksiyaga tekis yaqinlashuvchi {fn} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi mavjud
bo‘lsa, f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi yoki jamlanuvchi deyiladi, aks holda f funksiya
A to‘plamda integrallanmaydi yoki jamlanmaydi deyiladi. Agar f funksiya A to‘plamda inte-
grallanuvchi bo‘lsa, quyidagi

I = lim
n→∞

∫

A

fndµ (4.3)

limitga f funksiyaning A to‘plam bo‘yicha integrali deyiladi va
∫

A
fdµ kabi yoziladi.

4.2.1-Ta’rif korrekt bo‘lishi uchun (4.3) limit har qanday tekis yaqinlashuvchi sodda funksiya-
lar ketma-ketligi uchun mavjud bo‘lishi, bu limit berilgan f o‘lchovli funksiya uchun unga
tekis yaqinlashuvchi integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmasligi va integrallanuvchilikning bu ta’rifi sodda funksiyalar uchun 4.1.1-Ta’rif bilan ustma-
ust tushishi kerak.

Ta’kidlash joizki, yuqorida sanalgan uchchala shart ham bajariladi. Darhaqiqat, 4.1.1-
Teoremaga ko‘ra quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi

∣
∣
∣
∣

∫

A

fndµ−

∫

A

fmdµ

∣
∣
∣
∣
≤ µ(A) sup

x∈A
|fn(x)− fm(x)|.

Bundan birinchi shartning bajarilishi kelib chiqadi. Ikkinchi shartning bajarilishi tekshirish
uchun f funksiyaga tekis yaqinlashuvchi {fn}, {f̃n} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-
ketligini olamiz va bu ketma-ketliklar uchun (4.3) turlicha bo‘lsin deb faraz qilamiz. U holda
quyidagicha aniqlangan sodda funksiyalar ketma-ketligi

ϕn =

{
fn

2
, agar n juft bo‘lsa,

f̃n+1
2
, agar n toq bo‘lsa,

ham integrallanuvchi va f funksiyaga tekis yaqinlashadi. Lekin bu ketma-ketlik uchun (4.3)
mavjud emas. Bu esa birinchi shartga zid. Uchinchi shartning bajarilishini tekshirish uchun
har bir n ≥ 1 natural sonda fn = f deb olish yetarli.

4.2.1-Izoh. Lebeg integrali ikki bosqichda kiritildi. Birinchi bosqich integralni funksiyalar-
ning nisbatan sodda sinfi (sodda funksiyalar) uchun absolyut yaqinlashuvchi qator ko‘rinishida
kiritishdan iborat bo‘lgan bo‘lsa, ikkinchi bosqichda integral kengroq sinf uchun limitga o‘tish
orqali kiritildi. Shu bois Lebeg integralining xossalari asosan sodda funksiyalar uchun tekshi-
rilib, so‘ng limitga o‘tish yordamida isbotlanadi.

Lebeg integralining ta’rifidan bevosita kelib chiqadigan xossalarini isbotsiz keltiramiz.

1◦.
∫

A
1 · dµ = µ(A).

2◦. Ixtiyoriy α ∈ R uchun ∫

A

αfdµ = α

∫

A

fdµ

tenglik o‘rinli. Shuningdek, tenglikning o‘ng tomonidagi integral mavjud bo‘lsa, chap
tomonidagi integral ham mavjud.
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3◦. Additivlik: ∫

A

[f + g]dµ =

∫

A

fdµ+

∫

A

gdµ.

Bu yerda ham tenglikning o‘ng tomonidagi har bir integral mavjud bo‘lsa, chapdagi in-
tegral ham mavjud bo‘ladi.

4◦. A to‘plamda chegaralangan to‘plam integrallanuvchi.

5◦. Monotonlik: agar f nomanfiy funksiya integrallanuchi bo‘lsa, u holda

∫

A

fdµ ≥ 0

o‘rinli.

6◦. Agar µ(A) = 0 bo‘lsa, u holda ixtiyoriy funksiya uchun
∫

A
fdµ = 0 o‘rinli.

7◦. Agar deyarli hamma yerda f = g bo‘lsa, u holda

∫

A

fdµ =

∫

A

gdµ

bajariladi. Bu har ikki funksiya A to‘plamda bir vaqtda yoki integrallanuvchiligini yoki
integrallanmasligini bildiradi.

8◦. Agar ϕ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va deyarli hamma yerda |f(x)| ≤ ϕ(x)
tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.

9◦. f va |f | funksiyalar A to‘plamda bir vaqtda yoki integrallanuvchi bo‘ladi yoki integral-
lanmaydi.

4.2-Topshiriq.

1. 1◦ – 9◦ xossalarni isbotlang.

2. [0; 1] kesmada quyidagi funksiyani qaraymiz

f(x) =

{
−x2, x ∈ Q,
x2, x /∈ Q

Bu funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.

3. A to‘plamda nomanfiy, chegaralangan, o‘lchovli f funksiya berilgan. Agar

µ ({x ∈ A : f(x) ≥ 1}) = a

bo‘lsa,
∫

A
fdµ ≥ a tengsizlikni isbotlang.

4. [1; 2] kesmada berilgan f(x) = 1
3√x−1

funksiyaning Lebeg integralini hisoblang.

5. f(x) funksiya [0; 1] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, har qanday c > 0 uchun f(kx)
funksiya [0; 1/k] kesmada integrallanuvchi bo‘lishini isbotlang.
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4.3 Lebeg integralining σ-additivligi va absolyut uzluksizligi

O‘tgan paragrafda berilgan to‘plamdagi Lebeg integralining xossalari keltirib o‘tilgan edi.
Endi quyidagi

F (A) =

∫

A

fdµ (4.4)

to‘plam funksiyasi orqali Lebeg integralining boshqa muhim xossalarini o‘rganamiz.
Ba’zi xossalarni isbotsiz keltiramiz.
4.3.1-Teorema. {An} juft-jufti bilan kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi

bo‘lsin. U holda ∫

A

fdµ =
∑

n

∫

An

fdµ (4.5)

tenglik o‘rinli. Bunda (4.5) tenglikning chap tomonidagi integralning mavjudligidan o‘ng tomo-
nidagi har bir integrallarning mavjudligi va qatorning absolyut yaqinlashishi kelib chiqadi.

4.3.1-Natija. Agar f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya
ixtiyoriy A′ ⊂ A o‘lchovli to‘plamda ham integrallanuvchi.

4.3.2-Teorema. {An} juft-jufti bilan kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi
bo‘lsin. Agar quyidagi

∑

n

∫

An

|f |dµ (4.6)

qator yaqinlashsa, u holda f funksiya A =
⋃

n An to‘plamda integrallanuvchi va

∫

A

fdµ =
∑

n

∫

An

fdµ

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
4.3.3-Teorema.(Chebishev tengsizligi) Agar A to‘plamda ϕ(x) ≥ 0 bo‘lsa, u holda har

qanday c > 0 soni uchun

µ{x ∈ A : ϕ(x) ≥ c} ≤
1

c

∫

A

ϕdµ (4.7)

tengsizlik o‘rinli.
4.3.4-Teorema. Agar

∫

A
|f |dµ = 0 bo‘lsa, u holda A to‘plamning deyarli hamma yerida

f(x) = 0 bo‘ladi.
Avvalgi paragrafda aytilgan Lebeg integralining 6◦ xossasini quyidagi teoremaning limitga

o‘tilgan ko‘rinishi deb tushunish mumkin.
4.3.5-Teorema. (Lebeg integralining absolyut uzluksizligi) f funksiya A to‘plam-

da integrallanuvchi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ε > 0 soni uchun shunday δ > 0 soni topiladiki,
µ(A′) < δ shartni qanoatlantiruvchi barcha A′ ⊂ A o‘lchovli to‘plam uchun

∣
∣
∣
∣

∫

A′

fdµ

∣
∣
∣
∣
< ε

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
◮ Ta’kidlash joizki, agar f chegaralangan bo‘lsa, teoremaning tasdig‘i o‘rinli ekanligi ravshan.

A to‘plamda ixtiyoriy integrallanuvchi f funksiya olamiz. Quyidagi to‘plamlarni aniqlaymiz

An = {x ∈ A : n ≤ f(x) < n+ 1}, ∀n ∈ N.
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U holda 4.3.1-Teoremaga ko‘ra

∫

A

|f |dµ =
∞∑

n=0

∫

An

|f |dµ

tenglikka egamiz. Ixtiyoriy ε > 0 soni uchun N ∈ N sonni shunday tanlaymizki,

∑

n>N

∫

An

|f |dµ <
ε

2

tengsizlik bajarilsin. Qulaylik uchun belgilash kiritamiz

BN =
N⋃

n=0

An, CN = A \BN ,

va 0 < δ < ε
2(N+1)

sonni olamiz. Agar A′ ⊂ A to‘plam uchun µ(A′) < δ o‘rinli bo‘lsa, u holda
quyidagini topamiz

∣
∣
∣
∣

∫

A′

fdµ

∣
∣
∣
∣
≤

∫

A′

|f |dµ =

∫

A′∩BN

|f |dµ+

∫

A′∩CN

|f |dµ.

Lebeg integralining 5◦ xossasiga ko‘ra
∫

A′∩BN

|f |dµ <
ε

2

tengsizlik bajariladi. Boshqa tomondan quyidagi o‘rinli
∫

A′∩CN

|f |dµ ≤

∫

CN

|f |dµ =
∑

n>N

∫

An

|f |dµ <
ε

2
.

Demak, ∫

A′

|f |dµ < ε

tengsizlik bajariladi. N
4.3.1-Izoh. Isbot qilingan teoremaning ma’nosi quyidagicha: f nomanfiy funksiya X

to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda (4.4) to‘plam funksiyasi barcha A ⊂ X o‘lchovli
to‘plamlarda aniqlangan, nomanfiy va σ-additiv bo‘ladi. Boshqacha aytganda nomanfiy funksiya
uchun (4.4) X to‘plamda σ-additiv o‘lchov bo‘ladi va µ o‘lchovga nisbatan absolyut uzluksizdir.

4.4 Lebeg integrali ostidan limitga o‘tish

Matematikaning turli sohalarida integral ositidan limitga o‘tish yoki yaqinlashuvchi qa-
torni hadlab integrallash masalalari tez-tez uchrab turadi. Matematik analiz kursidan yaxshi
ma’lumki, bunday limitga o‘tish imkonini beruvchi yetarli shartlardan biri bu berilgan ketma-
ketlikning tekis yaqinlashuvchiligidir. Integral ostidan limitga o‘tish imkonini beruvchi bunday
usullarning umumlashmasi bo‘lgan teoremalarni isbotlaymiz.

Lebeg teoremasi. {fn} ketma-ketlik A to‘plamda f funksiyaga yaqinlashsin. Agar A
to‘plamning har bir nuqtasida

|fn(x)| ≤ ϕ(x), ∀n ∈ N
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tengsizlik bajarilsa va ϕ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya ham
A to‘plamda integrallanuvchi va ∫

A

fndµ →

∫

A

fdµ

o‘rinli bo‘ladi.
◮ Teorema shartidan |f(x)| ≤ ϕ(x) tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. U holda Lebeg

integralining 7◦ xossasiga ko‘ra f ham integrallanuvchi. Ixtiyoriy ε > 0 sonini olamiz. Integ-
ralning absolyut uzliksizligiga ko‘ra shunday δ > 0 soni topiladiki, µ(B) < δ shartni qanoat-
lantiruvchi har qanday B ⊂ A o‘lchovli to‘plam uchun

∫

B

ϕdµ <
ε

4
(4.8)

o‘rinli. Yegorov teoremasiga ko‘ra B to‘plmani shunday tanlash mumkinki, C = A\B to‘plamda
fn ⇒ f bo‘ladi. Ya’ni, shunday N ∈ N mavjudki, har qanday n > N va ixtiyoriy x ∈ C uchun
quyidagi tengsizlik bajariladi

|f(x)− fn(x)| <
ε

2µ(C)
.

U holda ∫

A

fdµ−

∫

A

fndµ =

∫

C

[f − fn]dµ+

∫

B

fdµ−

∫

B

fndµ

tenglikdan |f(x)| ≤ ϕ(x) va |fn(x)| ≤ ϕ(x) ekanligini hisobga olib, (4.8) tengsizlikka ko‘ra
quyidagini hosil qilamiz ∣

∣
∣
∣

∫

A

fdµ−

∫

A

fndµ

∣
∣
∣
∣
< ε.

N

4.4.1-Izoh. Funksiyaning o‘lchovi nol bo‘lgan to‘plamdagi qiymatlarini o‘zgartirish funksiya-

ga ta’sir qilmasligini hisobga olib, Lebeg teoremasidagi shartlarni fn
d.y.
−→ f va |fn(x)| ≤ ϕ(x)

tengsizlikning deyarli hamma yerda o‘rinli bo‘lishiga almashtirish mumkin.
4.4.1-Natija. Agar {fn} ketma-ketlik A to‘plamda tekis chegaralangan va fn −→ f bo‘lsa,

u holda ∫

A

fndµ −→

∫

A

fdµ

o‘rinli bo‘ladi.
Levi teoremasi. A to‘plamda integrallanuvchi {fn} ketma-ketlik quyidagi shartlarni

qanoatlantirsin.

1) Ixtiyoriy x ∈ A uchun f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · ≤ fn(x) ≤ . . . o‘rinli;

2) Shunday K > 0 son mavjudki, har bir n ≥ 1 uchun
∫

A
fndµ ≤ K o‘rinli.

U holda A to‘plamning deyarli hamma yerida f(x) = limn→∞ fn(x) mavjud va chekli. Shu-
ningdek, f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va

∫

A

fndµ −→

∫

A

fdµ

o‘rinli.
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4.4.2-Izoh. Bu yerda limn→∞ fn(x) chekli bo‘lmasa, shu nuqtalarda f(x) = 0 deb olish
mumkin.

4.4.2-Natija. Agar A to‘plamda φn(x) ≥ 0 va
∑∞

n=1

∫

A
φn(x)dµ < ∞ bo‘lsa, u holda A

to‘plamning deyarli hamma yerida
∑∞

n=1 φn(x) qator yaqinlashuvchi va

∫

A

( ∞∑

n=1

φn(x)

)

dµ =
∞∑

n=1

∫

A

φn(x)dµ

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Fatu teoremasi. {fn} o‘lchovli nomanfiy funksiyalar ketma-ketligi A to‘plamda deyarli f

funksiyaga yaqinlashsin. Agar ∫

A

fndµ ≤ K, ∀n ∈ N

tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi va
∫

A

fdµ ≤ K

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
◮ Quyidagi ketma-ketlikni aniqlaymiz

ϕn(x) = inf
k≥n

fk(x).

Ravshanki, har bir n ≥ 1 uchun ϕn o‘lchovli. Shuningdek, 0 ≤ ϕn(x) ≤ fn(x) tengsizlikdan, ϕn

ham A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lishi va
∫

A

ϕn(x)dµ ≤

∫

A

fn(x)dµ ≤ K

kelib chiqadi. {ϕn} ketma-ketlikning aniqlanishiga ko‘ra ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) ≤ · · · ≤ ϕn(x) ≤ . . .
munosabat va

lim
n→∞

ϕn(x) = f(x)

deyarli hamma yerda o‘rinli. Endi {ϕn} ketma-ketlik uchun Levi teoremasini qo‘llab, kerakli
natijaga erishamiz.

N

4.5 Cheksiz o‘lchovli to‘plamda Lebeg integrali

Ushbu bobning avvalgi paragraflarida Lebeg integrali va uning xossalarini chekli o‘lchovli
to‘plamda berilgan funksiyalar uchun o‘rgandik. Lekin, amaliy masalalar har doim ham chekli
o‘lchovli to‘plamlar ustida qaralmasligini hisobga olsak, Lebeg integralini o‘lchovi cheksiz to‘p-
lamlarda berilgan funksiyalar uchun ham aniqlash zarurati tug‘iladi. Buning uchun biz (X,B)
o‘lchovli fazoda σ-chekli µ o‘lchov berilgan hol bilan cheklanamiz. Ya’ni, shunday {Xn} o‘lchovli
ketma-ketlik mavjudki,

X =
⋃

n

Xn, µ(Xn) < ∞. (4.9)

Ta’kidlash joizki, (4.9) yoyilmadagi Xn o‘lchovli to‘plamlar juft-jufti bilan kesishmasligi
umuman olganda shart emas. Aslida σ-chekli o‘lchov uchun kamida bitta juft-jufti bilan ke-
sishmaydigan Xn o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi ta’rifga ko‘ra har doim mavjud. Lekin biz
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(4.9) yoyilmaning tashkil etuvchilarini X1 ⊂ · · · ⊂ Xn ⊂ . . . kengayuvchi ketma-ketlik deb
qaraymiz. Bunday yoyilma har doim mavjud. Darhaqiqat, agar Xn to‘plamlar juft-jufti bilan
kesishmasa, X̃n =

⋃n

k=1 Xn kengayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
4.5.1-Ta’rif. X to‘plamda σ-chekli µ o‘lchov va f o‘lchovli funksiya berilgan bo‘lsin. Agar

ixtiyoriy A ⊂ X chekli o‘lchovli to‘plamda f funksiya integrallanuvchi va har qanday {Xn}
kengayuvchi ketma-ketlik uchun

lim
n→∞

∫

Xn

fdµ (4.10)

limit mavjud va {Xn} ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmasa, f funksiya X to‘plamda
integrallanuvchi deyiladi. Agar f funksiya X to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, (4.10) limitga
bu funksiyaning X to‘plamdagi integrali deyiladi va

∫

X
fdµ kabi belgilanadi.

4.5.1-Izoh. Agar f funksiya µ(A) < ∞ bo‘lgan A ⊂ X to‘plamning tashqarisida nolga
teng bo‘lsa, yuqoridagi integralning ta’rifi A to‘plamdagi integralning ta’rifi bilan ustma-ust
tushadi. Sodda funksiya uchun integralning ta’rifini cheksiz o‘lchovli to‘plam uchun o‘tkazish
mumkin. Bunda sodda funksiyaning integrallanuvchili bo‘lishi uchun bu funksiya noldan farqli
qiymatlarni faqat chekli o‘lchovli to‘plamlarda qabul qilishi zarur. Ixtiyoriy funksiya uchun
4.2.1-Ta’rif esa aynan chekli o‘lchovli to‘plamlar uchun xosdir. Ya’ni, agar µ(X) = ∞ bo‘lsa,
{fn} sodda funksiyalar ketma-ketligining tekis yaqinlashishidan ularning integrallari ketma-
ketligi ham yaqinlashishi umuman olganda kelib chiqmaydi.

Chekli o‘lchovli to‘plamda kiritligan Lebeg integralining ko‘plab xossalari cheksiz o‘lchovli
hol uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Ba’zi xossalar esa biroz o‘zgaradi. Quyida ana shunday xossalar
haqida aytib o‘tamiz.

• 4.2-Paragrafdagi xossalardan chegaralangan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi haqidagi
xossa µ(X) = ∞ uchun umuman olganda to‘g‘ri emas. Xususan, noldan farqli o‘zgarmas
funksiya cheksiz o‘lchovli to‘plamda integrallanuvchi emas.

• Lebeg, Levi va Fatu teoremalari µ(X) = ∞ bo‘lganda ham o‘rinli.

4.6 Lebeg va Riman integrallarini taqqoslash

Bu paragrafda integralning bu ikki turi orasidagi bog‘liqlik va farqlarni aytib o‘tamiz.

• Agar [a; b] kesmada berilgan f funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa, bu
funksiya Lebeg ma’nosida ham integrallanuvchi va

(R)

∫ b

a

f(x)dx =

∫

[a;b]

fdµ

o‘rinli.

• Ma’lumki, [a; b] kesmada chegaralangan har qanday funksiya Riman ma’nosida integral-
lanuvchi bo‘lishi shart emas. Lekin bunday funksiyalar [a; b] kesmada har doim Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi.

• [a; b] kesmada chegaralanmagan funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Lekin
ularning aksariyati Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi. Masalan, f(x) ≥ 0 funksiya
uchun har qanday ε > 0 olinganda

∫ b

a+ε

f(x)dx
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integral mavjud va bu integrallar ε → 0 bo‘lganda chekli limitga ega bo‘lsa, f funksiya
[a; b] kesmada Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi va bu integral uchun

∫

[a;b]

fdµ = lim
ε→0

∫ b

a+ε

f(x)dx

o‘rinli.

• [a; b] kesmada berilgan f chegaralanmagan funksiya uchun Riman ma’nosidagi xosmas
integral shartli yaqinlashsa, ya’ni

lim
ε→0

∫ b

a+ε

f(x)dx < ∞, lim
ε→0

∫ b

a+ε

|f(x)|dx = ∞

bo‘lsa, bu funksiya Lebeg ma’nosida integrallanuvchi emas.

• Agar f funksiya butun to‘g‘ri chiziqda yoki cheksiz intervalda qaralsa, uning Riman in-
tegrali faqat xosmas ma’noda mavjud bo‘lishi mumkin. Bu holda ham bunday integral
absolyut yaqinlashsa, f funksiyaning Lebeg integrali mavjud bo‘ladi.
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5 O‘LCHOVLAR DINAMIK SISTEMALARDA

Dinamik sistemalar nazariyasi o‘z ichiga fizika, biologiya, kimyo va boshqa ko‘plab fan tar-
moqlarida paydo bo‘ladigan masalalarni qamrab olgan matematikaning yo‘nalishi hisoblansa-
da, uning asosiy masalalari o‘lchovlar nazariyasi obyektlariga qurilganini eslatib o‘tish joiz.

Ushbu bobda biz dinamik sistemaning ta’rifi, uning asosiy masalalari, invariant o‘lchov,
ergodiklik xossasi kabi tushunchalar bilan tanishamiz.

Dinamik sistemaga ta’rif berishdan oldin, uning ikki turi: diskret vaqtli va uzluksiz vaqtli
dinamik sistemalar mavjudligini aytib o‘tamiz.

Diskret vaqtli dinamik sistema X 6= ∅ to‘plam va f : X → X akslantirishdan iborat.
Ixtiyoriy n ∈ N uchun f akslantirishning n marta o‘z-o‘ziga ta’sir qildirish orqali hosil qilingan
akslantirishni aniqlaymiz, ya’ni fn := f ◦ · · · ◦ f

︸ ︷︷ ︸

n

. Shuningdek, f 0 deb Id – ayniy akslantirish

tushuniladi. Agar f teskarilanuvchi bo‘lsa, u holda f−n = f−1 ◦ · · · ◦ f−1

︸ ︷︷ ︸

n

akslantirishni aniqlash

mumkin. Demak, fn+m = fn ◦ fm ekanligidan f akslantirishning barcha iteratsiyalari yarim
gruppa bo‘ladi. Agar f teskarilanuvchi bo‘lsa, bu gruppa bo‘ladi.

Shunday qilib, diskret dinamik sistemani ixtiyoriy abstrakt to‘plam uchun aniqladik. Lekin,
amaliy masalalar qaralayotganda X to‘plam f akslantirish natijasida saqlanadigan ba’zi qo‘-
shimcha strukturalarga ega bo‘lishi mumkin. Masalan, (X, f) o‘lchovli fazo va o‘lchovni saqlay-
digan akslantirish, topologik fazo va uzluksiz akslantirish, metrik fazo va izometriya yoki silliq
ko‘pxillik va differensiallanuvchi operator bo‘lishi mumkin.

Uzluksiz vaqtli dinamik sistema esa X fazo va bir parametrli f t : X → X, t ∈ R yoki
t ∈ R+ akslantirishlar oilasidan iborat bo‘ladi. Bunda ham bir parametrli akslantirishlar oilasi
yarim gruppa bo‘ladi. Agar parametr R bo‘yicha o‘zgarsa, bunday dinamik sistemaga oqim,
agar parametr R+ bo‘yicha o‘zgarsa, yarim oqim deyiladi. Ta’kidlash joizki, oqim uchun har
bir t sonda f t akslantirish teskarilanuvchi, ya’ni f−t = (f t)−1. Shuningdek har bir t0 parametr
uchun (f t0)n = f t0n ko‘rinishdagi iteratsiyalar diskret vaqtli dinamik sistemani hosil qiladi.

Biz dinamik sistemalarni alohida diskret yoki uzluksiz vaqtli deb ajratmasdan umumiy
tushuncha va xossalarini keltiramiz. Shu bois berilgan X fazodagi dinamik sistema deganda
f t akslantirishlar oilasini tushunamizki, t parametr Z, Z+, R yoki Z+ to‘plamlarning faqat
bittasida o‘zgaradi. Ixiyoriy x ∈ X nuqta uchun uning musbat orbitasini O+

f (x) =
⋃

t≥0 f
t(x)

kabi aniqlaymiz. Agar f teskarilanuvchi bo‘lsa, x ∈ X nuqtaning manfiy orbitasini O−
f (x) =⋃

t<0 f
t(x) kabi aniqlaymiz. Shuningdek, orbita Of (x) =

⋃

t f
t(x) kabi aniqlanadi. Ravshanki,

orbita musbat va manfiy orbitalarning yig‘indisiga teng. Agar x ∈ X nuqta uchun fT (x) = x
o‘rinli bo‘lsa, bu nuqtaga T -davriy nuqta deyiladi. Davriy nuqtaning orbitasi esa davriy orbita
deyiladi. Agar har qanday t uchun f t(x) = x bo‘lsa, x nuqtaga qo‘zg‘almas nuqta deyiladi.
Agar x ∈ X nuqta davriy nuqta bo‘lib, qo‘zg‘almas nuqta bo‘lmasa, fT (x) = x tenglikni qanoat-
lantiruvchi eng kichik T > 0 songa x nuqtaning eng kichik davri deyiladi. Agar biror s > 0
soni uchun f s(x) davriy nuqta bo‘lsa, x nuqtaga maxsus davriy nuqta deyiladi. Ravshanki, f
teskarilanuvchi bo‘lsa, maxsus davriy nuqta davriy nuqta bo‘ladi.

5.1 Ergodiklik

Ergodiklik o‘zgaruvchi dinamik sistemaning shunday xossasiki, sistema evolyutsiyasi jaray-
onida sistemaning deyarli har bir nuqtasi ma’lum aniqlik bilan sistemaning boshqa ixtiyoriy
nuqtasiga yaqin bo‘ladi. Boshqacha aytganda sistema o‘zining dastlabki holatini “unutib”,
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tartibsiz harakat qiladi. Ergodiklik xossasiga ega dinamik sistemalarning afzalligi shundaki,
kuzatuvning yetarli vaqti davomida bunday sistemalarni statistik usulda tavsiflash mumkin.

Aslida ergodiklik g‘oyasi dastlab termodinamikada gaz molekulasining alohida holatini gaz
harorati va uning vaqt davomidagi evolyutsiyasi bilan bog‘lash zarurati yuzasidan paydo bo‘ldi.
Shu bois gazlarni yaxshilab aralashtirib ularning termodinamik muvozanatda bo‘lishini qat’iy
matematik ta’riflashda nimani tushunish kerakligini aniqlab olish zarur bo‘ldi. Bu esa dinamik
sistemalar nazariyasida ergodik nazariyaning paydo bo‘lishiga turtki bo‘ldiki, natijada statistik
fizika masalalariga yangicha matematik qarashlar rivojlandi.

Dinamik sistemalarning eng muhim xossasi bo‘lgan ergodiklik tushunchasini berishdan oldin
o‘lchovni saqlovchi akslantirish haqida so‘z yuritamiz.

5.1.1-Ta’rif. (X,B) o‘lchovli fazoda T : X → X o‘lchovli funksiya va µ ehtimollik o‘lchovi
berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy A ∈ B uchun µ(T−1(A)) = µ(A) o‘rinli bo‘lsa, T funskiya µ
o‘lchovni saqlovchi funksiya, µ o‘lchovga esa T funksiyaga nisbatan invariant deyiladi.

5.1.1-Misol. X = {x1, x2} va P(X) algebrani olaylik. Agar T = Id akslantirish qaralsa,
har qanday µ : X → R+ ehtimollik o‘lchovi T akslantirishga nisbatan invariant bo‘ladi. Agar T
akslantirish T (x1) = x2, T (x2) = x1 kabi aniqlangan bo‘lsa, bu akslantirishga nisbatan invariant
bo‘lgan ehtimollik o‘lchovi yagona.

5.1.2-Misol. X = {x1, x2, . . . , xn} to‘plamda P(X) algebrani qaraymiz. Ehtimollik o‘lchovi

sifatida ixtiyoriy A ⊂ X uchun µ(A) = |A|
n

o‘lchovni olamiz. U holda µ o‘lchov T : X → X
o‘lchovli funksiyaga nisbatan invariant bo‘lishi uchun bu funksiyaning biyeksiya bo‘lishi zarur
va yetarli.

5.1.3-Misol. R to‘g‘ri chiziqda B Borel σ-algebrasini qaraymiz. Biror a ∈ R uchun Ta :
X → X funksiyani quyidagicha aniqlaymiz

Ta(x) = x+ a.

Bu funksiya o‘lchovli ekanligi ma’lum. Agar o‘lchov sifatida chiziqli Lebeg o‘lchovini olsak, Ta

funksiya bu o‘lchovni saqlaydi.
5.1.4-Misol. Tekislikda determinanti 1 bo‘lgan 2× 2 matritsa olinsa, bu akslantirish ham

tekislikdagi yassi shakl yuzasiga mos keluvchi Lebeg o‘lchovini saqlashini tekshirish qiyin emas.
O‘lchovni saqlaydigan dinamik sistemaning orbitasi haqida quyidagi muhim teoremani kelti-

ramiz.
5.1.1-Teorema. (Puankarening rekurrentlik teoremasi) (X,B, µ) ehtimollik fazosida

o‘lchovni saqlovchi T akslantirish berilgan bo‘lsin. Agar A o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u holda
deyarli barcha x ∈ A nuqtalar uchun shunday n ∈ N son mavjudki, T n(x) ∈ A o‘rinli bo‘ladi.
Shuningdek, deyarli barcha x ∈ A nuqtalar uchun cheksiz ko‘p k ∈ N sonlar topiladiki, T k(x) ∈
A o‘rinli bo‘ladi.

Dastlab diskret dinamik sistema uchun ergodiklik ta’rifini keltiramiz.
5.1.2-Ta’rif. (X,B) o‘lchovli fazoda µ ehtimollik o‘lchovi berilgan bo‘lsin. Shuningdek

T : X → X o‘lchovli funksiya bo‘lib, T funksiya µ o‘lchovga nisbatan quyidagi xossalarga ega
bo‘lsin.

1) T funksiya µ o‘lchovni saqlaydi, ya’ni ixtiyoriy A ∈ B uchun µ(T−1(A)) = µ(A) o‘rinli.

2) T−1(A) ⊂ A shartni qanoatlantiruvchi barcha A ∈ B to‘plam uchun yoki µ(A) = 0 yoki
µ(A) = 1 bo‘ladi.

U holda T funksiyaga µ-ergodik deyiladi.
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5.1.5-Misol. Yuqorida ko‘rilgan 5.1.2-Misolni qaraymiz. T : X → T biyektiv akslantirishni
olamiz. U holda T ergodik bo‘lishi uchun har bir x ∈ X nuqtaning eng kichik davri n bo‘lishi
zarur va yetarli.

Endi µ o‘lchovni saqlovchi T o‘lchovli funksiyaning ergodiklik ta’rifiga ekvivalent ta’riflarni
keltiramiz. Ya’ni, 5.1.2-Ta’rifdagi 2) xossani quyidagi xossalardan ixtiyoriy bittasiga almashtirish
mumkin.

• µ(T−1(A)∆A) = 0 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy A ∈ B uchun µ(A) = 0 yoki
µ(A) = 1 bo‘ladi.

• Musbat o‘lchovli ixtiyoriy A ∈ B uchun µ (
⋃∞

n=1 T
−n(A)) = 1 bo‘ladi.

• Musbat o‘lchovli har qanday A,B ∈ B to‘plamlar uchun shunday n > 0 son topiladiki,
µ ((T−n(A)) ∩B) > 0 bo‘ladi.

• f ◦ T = f bo‘lgan har qanday f : X → R o‘lchovli funksiya o‘zgarmas bo‘ladi.

Endi uzluksiz vaqtli dinamik sistemaning ergodikligi ta’rifini beramiz.
5.1.3-Ta’rif. (X,B) fazoda µ ehtimollik o‘lchovi berilgan bo‘lsin. T t : X → X, t ∈ R

o‘lchovli funksiyalar oilasi bo‘lsin. Bu oila uchun quyidagilar bajarilsin.

1) µ o‘lchov har bir t ∈ R uchun T t funksiyaga nisbatan invariant.

2) Har bir t ∈ R uchun T−t(A) ⊂ A shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy A ∈ B to‘plamning
o‘lchovi yoki 0 yoki 1.

U holda {Tt} oilaga µ-ergodik deyiladi.
5.1.1-Izoh. Biz yuqorida ergodiklikning ekvivalent ta’riflaridan ba’zilarini keltirdik. Aslida

ergodiklikning sodda ma’nosi shundan iboratki, biror nuqta trayektoriyasining vaqt bo‘yicha
o‘rtachasi butun sistemaning o‘rta qiymatiga teng bo‘lishidir. Masalan, narda toshini tashlash
kuzatuvini qaraylik. Bir kishi toshni 100 marta tashladi. Har bir tosh tashlanganda tushgan
natijalar qayd qilib borildi va bu natijalarning o‘rta arifmetigi hisoblandi. Endi 100 kishi bir
martadan toshni tashlaganda tushgan natijalarning o‘rtachasini hisoblaymiz. Har ikki holda
o‘rtacha qiymat bir xil bo‘lsa, bu ergodiklik, turli bo‘lsa, noergodiklikdir.
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6 MATEMATIK BIOLOGIYA MASALALARI

Matematikaning turli yo‘nalishlari biologiyaning masalalari uchun qat’iy asoslangan matema-
tik apparatni qurishga harakat qilgan va ayni vaqtda ham shunday urinishlarni har kuni
uchratish mumkin. Shuni alohida ta’kidlash joizki, biologiya masalalarini tavsiflashga bo‘lgan
urinishlarda matematikaning har qanday yo‘nalishi muvvaffaqiyatga erishgan deb bo‘lmaydi.
Masalan, algebraik yondoshuv matematik biologiya masalalariga hanuz o‘zining sezilarli hissa-
sini qo‘shgani yo‘q. O‘lchovlar nazariyasi, uning ehtimollar nazariyasi va dinamik sistemalardagi
tatbiqlari esa bu borada ancha yutuqlarga erishganini aytish lozim. Ana shunday yondoshuv-
lardan biri populyatsion genetika masalalarining matematik apparati haqida biroz ma’lumot
berib o‘tamiz.

Populyatsiya deb ko‘payishga nisbatan yopiq bo‘lgan organizmlarning jamlanmasiga ayti-
ladi. Populyatsion genetikaning sodda masalalaridan biri bu m ta turdan iborat biologik siste-
maning evolutsiya davrida qaysi xususiyatlari dominant, qaysilari esa yo‘qolib ketishini bashorat
qilishdan iborat. Bunday masalalarda har bir tur biror xususiyatga ega deb olinadi. Popu-
lyatsiyada ketma-ket keluvchi F1, F2, . . . avlodlar turli deb qaraladi va turli avlodlar o‘rtasida
qo‘shilish bo‘lmaydi deb qaraladi. Ikkita i va j turlarning qo‘shilishidan biror ehtimollik bilan k
avlod paydo bo‘ladi va bu ehtimollik Pij,k kabi belgilanadi. Agar turlar jinsga bog‘liq bo‘lmasa,
u holda quyidagi tabiiy shartlar olinadi:

Pij,k ≥ 0,
m∑

k=1

Pij,k = 1, Pij,k = Pji,k. (6.1)

Populyatsiyaning holati x = (x1, x2, . . . , xm) – ehtimollik turlari tanlanmasi bilan beriladi.
Ravshanki,

x ∈ Sm−1 =

{

y ∈ Rm : yk ≥ 0,
m∑

k=1

yk = 1

}

.

Sm−1 to‘plamga m−1-o‘lchamli simpleks deyiladi. Agar x ∈ Sm−1 dastlabki avlodning to‘la
ehtimolligi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy qo‘shilishda (panmiksiya) kelgusi avlodning to‘la ehtimolligi
quyidagicha aniqlanadi

x′
k =

m∑

i,j=1

Pij,kxixj, k = 1,m (6.2)

(6.2) bilan aniqlangan V : Sm−1 → Sm−1 akslantirishga kvadratik stoxastik operator de-
yiladi. Demak, populyatsiyaning biror avlodi x holatda bo‘lsa, keyingi avlod (6.2) yordamida
x′ = V x holat bilan topiladi. Shunday qilib, populyatsion genetikaning masalasi (Sm−1, V ) di-
namik sistemani o‘rganish masalasiga keltirildi. Populyatsion genetikaning asosiy masalalaridan
biri trayektoriyaning o‘zgarish qonuniyatini aniqlashdan ya’ni, har bir boshlang‘ich x(0) ∈ Sm−1

nuqta uchun OV (x
(0)) orbitaning limit to‘plamini o‘rganishdan iborat. Shuni alohida aytib

o‘tish joizki, simpleks kompakt to‘plam bo‘lgani uchun orbitaning limit nuqtalari to‘plami bo‘sh
bo‘lmaydi. Mendel qonuniga asoslanib G.Hardi va Vaynberglar Hardi-Vaynberg qonuni deb
ataluvchi V 2 = V tenglikni kiritishgan. S.N. Bernshteyn Hardi-Vaynberg qonunini qanoat-
lantiruvhi barcha akslantirishlarni m ≤ 3 bo‘lgan hol uchun aniqlagan. Keyinchalik bu ishlarni
Yu.I. Lyubich davom ettirdi.

Kvadratik stoxastik operatorlarning dinamikasini o‘rganishda uning ehtimollik koeffitsiyent-
lariga ba’zi shartlarni qo‘yish masalani birmuncha yengillatadi. Kvadratik stoxastik opera-
torlarning eng yaxshi o‘rganilgan sinflaridan biri Volterra tipidagi operatorlar bo‘lib, unda
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k /∈ {i, j} bo‘lgan (i, j, k) uchliklar uchun Pij,k = 0 deb qaraladi. Volterra kvadratik stoxastik
operatorlarining sodda biologik ma’nosi quyidagicha: ota-onasidan birortasining xususiyatini
takrorlamaydigan farzand tug‘ilishi mumkin emas. Ya’ni, populyatsiyada mutatsiya bo‘lishi
mumkin emas deb qaraladi. Yana shunday sinflardan biri qat’iy no Volterra operatorlari bo‘lib,
unda aksincha k ∈ {i, j} bo‘lgan barcha (i, j, k) uchliklar uchun Pij,k = 0 deb olinadi. Bu-
ning biologik ma’nosi esa avlod ajdodlarining hech bir xususiyatini takrorlamasligi kerak. Bu
ayniqsa yangi hosildor nav olish uchun seleksiyada keng qo‘llaniladi. Qat’iy no Volterra opera-
torini tavsiflovchi kimyoviy misollar ham bor. Masalan, Kislorod va Vodorodning birikishidan
Suv hosil bo‘ladi. Kislorod ham Vodorod ham yonish xususiyatiga ega bo‘lsa-da, ularning
farzandi – Suv yonmaydi.

Kvadratik stoxastik operatorlarning tatbig‘ini nafaqat populyatsion genetika masalalarida,
balki o‘yinlar nazariyasining iqtisodiy masalalarida prognozlashda keng qo‘llanishini ta’kidlash
joiz. Kvadratik stoxastik operatorlarni umumiy holda o‘rganishning hozirgacha imkoni bo‘lma-
gan bo‘lsa-da, ularning bir qancha sinflari to‘liq o‘rganilganini ta’kidlab o‘tamiz. Maqsadimiz
kvadratik stoxastik operator misolida ergodiklik xossani o‘rganishdan iborat. Shu bois bu
borada o‘z vaqtida keng jamoatchilikning e’tirofiga sabab bo‘lgan M.I.Zaxarevich misolini tan-
ladik.

Hisoblash mashinasi yordamida olingan natijalarga ko‘ra S.Ulam o‘zining “Matematika-
ning yechilmagan masalalari” deb nomlangan kitobida har qanday kvadratik stoxastik ope-
rator ergodik teoremani qanoatlantiradi degan gipotezani aytgan. Ya’ni, ixtiyoriy x ∈ Sm−1

uchun limn→∞
1
n

∑n

k=0 V
k(x) limit mavjud bo‘ladi degan g‘oyani ilgari surgan edi. Lekin,

M.I.Zaxarevich 1978 yilda bu gipoteza to‘g‘ri emasligiga misol qurdi.
S2 simpleksda quyidagi operatorni qaraymiz:

V :







x′
1 = x2

1 + 2x1x2,
x′
2 = x2

2 + 2x2x3,
x′
3 = x2

3 + 2x1x3.

Bu operator to‘rtta qo‘zg‘almas nuqtaga ega: M0 = (1/3, 1/3, 1/3), M1 = (1, 0, 0), M2 =
(0, 1, 0) va M3 = (0, 0, 1). V operator S.S.Vallanderning ishida ham qaralgan bo‘lib, u simpleks-
ning ichidagi ixtiyoriy a 6= M0 nuqta uchun uning musbat orbitasining limit nuqtalari to‘plami
cheksiz va simpleksning chegarasida yotishini isbotlagan. Shuningdek, Vallander a nuqtaning
trayektoriyasi asosiy vaqtini M1, M2 va M3 nuqtalarning ε atrofida o‘tkazishini ham ko‘rsatgan.
Quyidagi to‘plamlarni aniqlaymiz.

G1 = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x1 ≥ x2 ≥ x3}, G2 = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x1 ≥ x3 ≥ x2},

G3 = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x3 ≥ x1 ≥ x2}, G4 = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x3 ≥ x2 ≥ x1},

G5 = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x2 ≥ x3 ≥ x1}, G6 = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x2 ≥ x1 ≥ x3}.

H1 = G1 ∪G2, H2 = G3 ∪G4, H3 = G5 ∪G6.

Endi M0 nuqtaning quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi U0 atrofini olamiz:

1) U0 ⊂ S2;

2) U1 = H1 \ U0, U2 = H2 \ U0, U3 = H \ U0 to‘plamlarning har biri qavariq;

3) U1 ∩ U2 ∩ U3 = ∅.
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S2 simpleksning ichi deb quyidagi to‘plamni tushunamiz

intS2 = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : x1x2x3 > 0}.

6.1.1-Lemma. a = (a1, a2, a3) ∈ intS2 va U ∈ {U1, U2, U3} bo‘lsin. Agar a /∈ U , V k(a) ∈ U
(k = 1, . . . , n) va V n+1a /∈ U bo‘lsa, u holda n > A log B

ϕ(V (a))
, bu yerda A, B musbat sonlar va

ϕ(a) = a1a2a3.
◮ Dastlab x1+x2+x3 = 1 ekanligini hisobga olib V operatorning ko‘rinishini o‘zgartiramiz.

Ya’ni,

V :







x′
1 = x1(1 + x2 − x3),

x′
2 = x2(1 + x3 − x1),

x′
3 = x3(1 + x1 − x2).

Bundan ko‘rinadiki, ixtiyoriy a = (a1, a2, a3) ∈ G1 uchun a′1 ≥ a1, a
′
2 ≤ a2 va a′3 ≥ a3 o‘rinli.

Demak, bir nechta qadamdan keyin a nuqtaning trayektoriyasi G2 to‘plamga tushadi va hokazo.
Shunday qilib, berilgan nuqta harakatining marshruti quyidagicha ekan

G1 → G2 → G3 → G4 → G5 → G6 → G1. (6.3)

Lemma tasdig‘ini U = U1 uchun isbotlaymiz. Qolgan hollar ham shu kabi isbotlanadi. U
holda quyidagini topamiz

a /∈ U1 =⇒ a ∈ G6 =⇒ a2 ≥ a1 ≥ a3; a′ ∈ U =⇒ a′1 ≥ a′2 ≥ a′3.

a) a′2 = a2(a2 + 2a3) ≥
a1(a2+2a2)

3
≥ a1(a1+2a2)

3
=

a′1
3
.

b) a(n) = V n(a), a(n+1) /∈ U =⇒ a
(n+1)
3 ≥ a

(n+1)
1 ≥ a

(n+1)
2 ≥=⇒ a

(n+1)
3 ≥ 1

3
.

c)
a
(n+1)
3

a′3
=
∏n

k=1
a
(k+1)
3

a
(k)
3

=
∏n

k=1(1 + a
(k)
1 − a

(k)
2 ) < 2n.

Natijada quyidagini hosil qilamiz

2n >
a
(n+1)
3

a′3
>

1

3z1
=

a′1a
′
2

3ϕ(a′)
≥

(a′1)
2

9ϕ(a′)
≥

1

81ϕ(a′)
,

n > log2
1

81ϕ(a′)
> A log

B

ϕ(a′)
.

N

6.1.1-Teorema. U ∈ {U1, U2, U3} va a ∈ intS2 \ {M0} bo‘lsin. {ni}i≥1 va {mi}i≥1 natural
sonlarning quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi ketma-ketligi bo‘lsin:

I) ni+1 > ni +mi;

II) V ni(a) /∈ U ;

III) har bir k < mi natural son uchun V ni+k(a) ∈ U ;

IV) V ni+mi(a) /∈ U .
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U holda ni → ∞ va ixtiyoriy c olinganda ham yetarlicha katta i ∈ N indekslarda ni > cmi

o‘rinli.
◮ Lemmaning isbotidagi ϕ funksiyani qaraylik. U holda ϕ(V (a)) < ϕ(a) ekanligini tek-

shirish qiyin emas. Bundan
ϕ(V n(a)) → 0 (6.4)

kelib chiqadi.
Ixiyoriy α ∈ (0; 1) son uchun M0 nuqtaning shunday U ′ atrofi topiladiki, har qanday a ∈

S2\U ′ uchun αϕ(V (a)) < αϕ(a) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda (6.4) limitga ko‘ra yetarlicha
katta n ∈ N indekslarda V n(a) /∈ U ′ kelib chiqadi. Bundan (6.3) marshrutga ko‘ra ni → ∞ deb
xulosa qilamiz. Nihoyat isbot qilingan lemmaga ko‘ra yetarlicha katta i indekslar uchun

mi > A log
B

ϕ(V i(a))
> A′ log

B

αniϕ(a)
> cni

tengsizliklarni hosil qilamiz. N
6.1.2-Teorema. Ixtiyoriy a ∈ intS2\{M0} nuqta uchun

1
n

∑n

k=0 V
k(a) ketma-ketlik limitga

ega emas.
◮ Faraz qilaylik a = 1

n

∑n

k=0 V
k(a) bo‘lsin. Qulaylik, uchun a /∈ U1 deb olamiz. {ni} va

{mi} ketma-ketliklar 1-Teoremadagi barcha shartlarni qanoatlantirsin. ρ Yevklid metrikasiga
nisbatan δ = ρ(a, U1) sonni aniqlaymiz. U holda n0 ∈ N sonni shunday tanlaymizki,

ρ

(

1

n

n∑

k=1

V k(a), a

)

<
δ

3

tengsizlik barcha n > n0 sonlarda o‘rinli bo‘lsin. Shuningdek, mi > 3ni deb hisoblashimiz
mumkin. U holda

ã =
1

ni +mi

ni+mi∑

k=0

V k(a)

soni uchun ρ(ã, a) < δ
3
tengsizlik bajariladi. Boshqa tomondan

ã =
ni

ni +mi

(

1

ni

ni∑

k=0

V k(a)

)

+
mi

ni +mi

(

1

mi

ni+mi∑

k=ni+1

V k(a)

)

(6.5)

tenglikdagi oxirgi qo‘shiluvchi U1 to‘plamga tegishli. Bundan yetarlicha katta i indekslarda
ρ(ã, a) > δ

3
tengsizlikning o‘rinliligi kelib chiqadi. Bu esa ρ(ã, a) < δ

3
tengsizlikka zid. Demak,

faraz noto‘g‘ri. Ya’ni, a soni mavjud emas. N
S2 simpleksda qurilgan Zaxarevichning misoli Ulam tomonidan aytilgan gipotezaning to‘g‘ri

emasligini ko‘rsatib berish bilan birgalikda, yuqori o‘lchamli simplekslarda ham noergodik
kvadratik stoxastik operatorlar sinfini qurish imkonini berganligini ta’kidlab o‘tish zarur. Shu-
ningdek, ergodiklik xossasiga ega kvadratik stoxastik operatorlar ham qisman o‘rganilgan.
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7 STATISTIK FIZIKA MASALALARI

Statistik fizikada keng qo‘llanuvchi ehtimollik o‘lchovlaridan biri bu Gibbs o‘lchovidir.
Atrof-muhit bilan issiqlik muvozanatida bo‘lgan sistema uchun taqsimot qonunini birinchi
bo‘lib amerikalik olim J.Gibbs kiritdi. Bunday taqsimotlar Gibbs o‘lchovlari nomini oldi va
turli sistemalar uchun uning holatini tasvirlab berishga xizmat qiladigan Gibbs o‘lchovlari
nazariyasining yaratilishiga sabab bo‘ldi. Bunda berilgan fizik sistemaning energiyasi deb
ataluvchi funksiya — Hamiltoninanga mos taqsimotni, ya’ni Gibbs o‘lchovini aniqlash masalasi
tushuniladi. Gibbs o‘lchovlari nazariyasining asosiy masalalari berilgan sistema uchun haro-
ratning o‘zgarishi va uning taqsimoti orasidagi bog‘liqlikni topishdan iborat. Bu esa berilgan
Hamiltonianga mos Gibbs o‘lchovlari to‘plamini tasvirlash, bu to‘plamda faza almashishlari
mavjudligini tekshirish va energiyasi eng katta konfiguratsiyalarni qurish kabi masalalarni o‘z
ichiga oladi. Gibbs o‘lchovlarini ixtiyoriy sistema uchun kiritish mumkin bo‘lsa-da, asosan Zd

— butun sonlar to‘ri va Γk —Keli daraxtida ko‘proq o‘rganilgan. Bu turdagi masalalarning mo-
hiyatini yaxshi anglash uchun biz Γk daraxtda berilgan Izing modeli uchun Gibbs o‘lchovining
qurilishini ko‘rsatib beramiz.

Γk har bir uchidan k + 1 ta qirra chiqadigan cheksiz graf bo‘lsin. Uning uchlari to‘plamini
V , qirralari to‘plamini esa L kabi belgilaymiz. Odatda Γk = (V, L) grafga k-tartibli Keli
daraxti deyiladi. x, y ∈ V uchlar bitta qirraning uchlari bo‘lsa, qo‘shni uchlar deyiladi va 〈x, y〉
kabi belgilanadi. Berilgan x, y ∈ V uchlar uchun cheklita x1, x2, . . . , xn ∈ V uchlar topilib,
〈x, x1〉, 〈x1, x2〉, . . . , 〈xn, y〉 bo‘lsa, u holda bu qirralar (yozilgan tartibdagi) ketma-ketligiga x
va y uchlarni tutashtiruvchi yo‘l deyiladi. Keli daraxtining uchlari orasida masofa quyidagicha
kiritiladi: d(x, y) — x va y uchlarni tutashtiruvchi eng qisqa yo‘ldagi qirralar soni. Keli daraxti
har bir nuqtasiga nisbatan simmetrik bo‘lganidan, uning biror x(0) uchini darxtning asosi deb
olamiz. Natijada quyidagi muhim to‘plamlarni aniqlash imkoniga ega bo‘lamiz.

Wn = {x ∈ V : d(x, x(0)) = n}, Vn =
n⋃

m=0

Wm, Ln = {〈x, y〉 ∈ L : x, y ∈ Vn}.

S(x) = {y ∈ Wn+1 : 〈x, y〉 ∈ Vn+1}, ∀x ∈ Wn.

Odatda Wn va Vn to‘plamlar mos ravishda n radiusli sfera va shar deyiladi. S(x) to‘plam
esa x nuqtaning birinchi avlodlari to‘plami deyiladi.

σ : V → {−1; 1} funksiyaga spin qiymatlari ±1 bo‘lgan konfiguratsiya deyiladi. V to‘plam-
dagi barcha konfiguratsiyalar to‘plamini ΩV kabi belgilaymiz. Ta’kidlash joizki, bu holda ΩV

to‘plam V to‘plamning barcha qism to‘plamlari oilasi deb qarash mumkin. Darhaqiqat A ⊂ V
uchun bu to‘plamdagi har bir uchga 1 sonini, bu to‘plamning to‘ldiruvchisidagi har bir uchga esa
-1 sonini mos qoyib, σ ∈ ΩV konfiguratsiya hosil qilimiz. Aksincha, har bir konfiguratsiyaning
1 qiymat qabul qiladigan uchlari V to‘plamning qism to‘plami bo‘ladi. Shuningdek ixtiyoriy
A ⊂ V bu to‘plamda konfiguratsiya aniqlash mumkin. A to‘plamdagi barcha konfiguratsiyalar
to‘plamini ΩA kabi belgilaymiz.

Endi har qanday A ⊂ V chekli to‘plam va σ ∈ ΩA uchun quyidagi to‘plamni aniqlaymiz

{σ̃ ∈ ΩV : σ̃(x) = σ(x), ∀x ∈ A} . (7.1)

Bunday to‘plamga silindrik to‘plam deyiladi. Boshqacha aytganda asosi A to‘plamdagi beril-
gan σ konfiguratsiya bo‘lgan barcha konfiguratsiyalar oilasiga silindrik to‘plam deyiladi. De-
mak, silindrik to‘plam ΩV to‘plamning qism to‘plami bo‘ladi. ΩV to‘plamdagi barcha silindrik
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to‘plamlar oilasidan hosil qilingan σ-algebrani B deb olamiz. Shunday qilib, (ΩV ,B) o‘lchovli
fazoni hosil qildik. Bu fazoda kiritiladigan o‘lchovlardan biri bu Izing modeli uchun Gibbs
o‘lchovidir.

Izing modeli quyidagicha aniqlanadi:

H(σ) = −J
∑

〈x,y〉∈L
σ(x)σ(y), ∀σ ∈ ΩV , (7.2)

bu yerda J ∈ R o‘zgarmas son.
Umuman olganda (7.2) qator yaxshi aniqlanmagan. Ya’ni, qator uzoqlashuvchi bo‘lishi

ham mumkin. Buning fizik nuqtai nazaridan unchalik ahamiyati yo‘q. Biz mana shu formal
ko‘rinishda yozilgan Hamiltonianga mos keluvchi Gibbs o‘lchovini qurish jarayonida faqat chekli
yig‘indi bilan ishlaymiz.

Asosiy masala (7.2) Hamiltonianga mos keluvchi (ΩV ,B) fazoda aniqlangan Gibbs o‘lchovini
qurishdan iborat. Buning uchun biz dastlab, (ΩVn

,Bn) chekli fazolarda ehtimollik o‘lchovlarini
aniqlab, keyin bu o‘lchovlarni Kolmogorov teoremasi bo‘yicha davom ettirishga harakat qilamiz.

Har bir n ≥ 1 uchun (ΩVn
,Bn) fazoda quyidagi ehtimollik o‘lchovini aniqlaymiz

µ(n)(σ) =
1

Zn,h

exp

{

−βH(σ) +
∑

x∈Wn

hxσ(x)

}

, (7.3)

bu yerda β = 1
T
, T — harorat, har bir x ∈ V uchun hx ∈ R va

Zn =
∑

σ∈ΩVn

exp

{

−βH(σ) +
∑

x∈Wn

hxσ(x)

}

(7.4)

Agar (Ω,B) fazoda aniqlangan σ-additiv µ o‘lchov uchun har bir n ≥ 1 va σ ∈ ΩVn
olinganda

ham
µ ({σ̃ ∈ ΩV : σ̃(x) = σ(x), ∀x ∈ Vn}) = µ(n)(σ) (7.5)

o‘rinli bo‘lsa, µ o‘lchovga Izing modeli uchun Gibbs o‘lchovi deyiladi. Demak, berilgan ehti-
mollik o‘lchovining Gibbs o‘lchovi ekanligini tekshirish oson ish emas. Lekin, (7.3) o‘lchovlar
ketma-ketligi yordamida Gibbs o‘lchovini hosil qilish mumkin. Buni esa yuqorida eslatga-
nimizdek, o‘lchovlarni davom ettirish haqidagi Kolmogorov teoremasidan foydalanib amalga
oshiramiz.

Agar {µ(n)}n≥1 ehtimollik o‘lchovlari ketma-ketligi har bir n ≥ 1 uchun quyidagi

∑

σ̃∈ΩVn+1
:

σ̃|Vn
≡σ

µ(n+1)(σ̃) = µ(n)(σ), ∀σ ∈ ΩVn
(7.6)

shartni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlik muvofiqlashgan deyiladi. Ma’lumki, muvofiqlashgan
ehtimollik o‘lchovlari ketma-ketligi uchun Kolmogorov teoremasiga ko‘ra butun fazoda aniqlan-
gan yagona ehtimollik o‘lchovi mavjud va bu o‘lchov uchun (7.5) shartni qanoatlantiradi.

Demak, Izing modeli uchun (ΩV ,B) fazoda aniqlangan Gibbs o‘lchovining mavjudligini tek-
shirish masalasi (7.3) kabi aniqlangan ketma-ketlik uchun muvofiqlik shartini tekshirishga kelti-
rildi.

Quyidagi teorema (7.3) kabi aniqlangan ketma-ketlikning muvofiqlik shartini qanoatlantirishi
uchun mezon bo‘lib xizmat qiladi.
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7.1.1-Teorema. (7.3) ko‘rinishida aniqlangan {µ(n)}n≥1 ehtimollik o‘lchovlari muvofiqlash-
gan bo‘lishi uchun har qanday x ∈ V \ {x(0)} nuqtada quyidagi

hx =
∑

y∈S(x)
f(hy, θ) (7.7)

tenglik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda θ = tanh(Jβ) va f(h, θ) = arctanh(θ tanhh).
Bu teoremaning asl kuchi shundaki, (7.7) funksional tenglamaning yechimi bo‘lgan har

qanday {hx}x∈V funksiya Gibbs o‘lchovini aniqlaydi. Statistik fizikada berilgan sistema uchun
Gibbs o‘lchovlari sonining haroratga nisbatan o‘zgarishini bilish muhim hisoblanadi. Gibbs
o‘lchovlari soni o‘zgaradigan haroratlarni aniqlash yordamida biz bu sistemada holatlarning
o‘zgarishini, ya’ni faza almashishlar mavjudligini aytishimizi mumkin. Buni suvning uch holati
haqidagi mashhur misol yordamida tushuntirish mumkin. Ma’lumki, suv uch holatda: suyuq,
muz va bug‘ holatida bo‘ladi. Harorat 100◦C darajadan oshsa, suv o‘z holatini bug‘ga, harorat
0◦C darajadan pasaysa, suv muz holatiga o‘tadi. Shuningdek, fizik sistema uchun o‘lchovlar
sonining keskin o‘zgarishi bir holatdan ikkinchi holatga o‘tishni anglatadi.
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8 NOARHIMED O‘LCHOVLAR

O‘lchovlar nazariyasi doirasidagi ehtimollar nazariyasini aksiomatik qurishda Kolmogorov
fon Mizesning chastotali ehtimollar nazariyasini asos qilib olgan edi. Fon Mizesning chastotali
ehtimollar nazariyasining asosiy jihatlaridan birini eslatib o‘tamiz.

Ixtiyoriy S tajribani qaraymiz. Bu tajriba natijasida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan barcha
holatlar to‘plamini Ω = {ω1, . . . , ωs} bilan belgilaymiz. Soddalik uchun Ω chekli bo‘lgan holni
oldik. Ω to‘plamga elementar hodisalar to‘plami deyiladi. S tajribani N marta o‘tkazishdagi
j-tajriba natijasini xj bilan belgilaymiz. U holda kuzatuvlarning chekli ketma-ketligini hosil
qilamiz:

x = (x1, x2, . . . , xN), xj ∈ Ω. (8.1)

(8.1) tanlanmaning cheksiz idealizatsiyasi

x = (x1, x2, . . . , xN , . . . ), xj ∈ Ω. (8.2)

uchun fon Mizesning ikkita prinsipi bajariladi. Ulardan biri (8.2) ketma-ketlikdagi har bir ωi ∈
Ω elementar hodisa ro‘y berishining nisbiy chastotasi statistik turg‘unlashganligi qonunidir.
Ya’ni, dastlabki N ta kuzatuv natijasida ωi hodisaning ro‘y berishlari soni ni bo‘lsa, ν(ωi) =
ni

N
nisbiy chastotaning N → ∞ bo‘lganda limiti chekli deb qaraladi va chastotali ehtimollar

nazariyasida bu limitga ωi hodisaning ehtimoli deyiladi.
Demak, nisbiy chastotaning limiti mavjud bo‘lmasa, bunday hodisalarni va umuman kuza-

tuvlarni biz bilgan ehtimollar nazariyasi yordamida tushuntirib bo‘lmaydi. Buning sababi ni-
mada? Javob quyidagicha.

Nisbiy chastota bu ratsional son. Ratsional sonlar ketma-ketligining limiti odatdagi absolyut

qiymatga nisbatan mavjud bo‘lmasa, boshqa norma aniqlash kerakki, bu normada kuzatuv nati-

jalariga ma’no berish mumkin bo‘lsin.

Bu esa ratsional sonlar maydonida boshqa norma kiritish zaruratini paydo qiladi. Ana
shunday normalardan biri p-adik normadir. Biz p-adik norma haqida biroz to‘xtalib o‘tamiz.

Aytaylik, p tub son bo‘lsin. U holda har qanday x 6= 0 ratsional sonni x = pr m
n
ko‘rinishda

yagona ravishda tasvirlash mumkinki, bunda r,m ∈ Z, n ∈ N va (m,n) = (m, p) = (n, p) = 1
bo‘ladi. Endi ratsional sonlarning bunday yagona ifodasidan foydalanib, Q maydonida quyidagi
akslantirishni qaraymiz

|x|p =

{
0, x = 0,
p−r, x 6= 0.

(8.3)

Tekshirish qiyin emaski, (8.3) akslantirish Q maydonda norma bo‘ladi va bu normaga p-adik
norma deyiladi. p-adik norma kuchli uchburchak tengsizligi deb ataluvchi quyidagi

|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}, ∀x, y ∈ Q

tengsizlikni qanoatlantiradi. Bu tengsizlik esa o‘z navbatida (Q, | · |p) normalangan maydon-
ning noarhimed maydoni bo‘lishini ko‘rsatadi. Ta’kidlash kerakki, (Q, | · |p) maydon to‘la emas.
Ratsional sonlar maydonini p-adik normaga nisbatan to‘ldirishdan hosil bo‘lgan maydon p-adik
sonlar maydoni deyiladi va Qp kabi belgilanadi. Demak, (Qp, | · |p) maydon to‘la va noarhimed
maydonidir. Shu o‘rinda ratsional sonlar maydonidagi normalarni tasniflovchi Ostrovski teore-
masini eslatib o‘tish joiz. Ostrovski teoremasiga ko‘ra ratsional sonlar maydonidagi har qanday
notrivial norma yoki | · | – absolyut qiymatga yoki biror p tub son uchun | · |p — p-adik normaga
ekvivalent. Boshqacha aytganda ekvivalentlik nuqtai nazaridan ratsional sonlar maydonida tri-
vial norma (bu norma umuman ahamiyatga ega emas), absolyut qiymat va p-adik normalargina
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bor ekan. Bu esa ratsional sonlar maydonidagi ketma-ketlikning qaysidir ma’noda yaqinlashishi
biz uchun muhim bo‘lsa, odatdagi absolyut qiymat yoki p-adik normalarga nisbatan tekshirish
kerakligini bildiradi. Natijada p-adik ehtimollar nazariyasini qurish zarurati oydinlashdi.

O‘lchovlar bobida ehtimollik o‘lchovi bu o‘lchovning xususiy holi ekanligini aytib o‘tgan
edik. Demak, p-adik ehtimollik o‘lchovidan oldin p-adik o‘lchov tushunchasini aniqlab olish
zarur. Biz o‘lchovni aniqlanish sohasi yarim halqa va qiymatlari R+ bo‘lgan to‘plam funksiyasi
sifatida kiritgan edik. Shu kabi p-adik o‘lchovni kiritish mumkin.

X 6= ∅ to‘plamda G yarim halqa berilgan bo‘lsin. f : G → Qp to‘plam funksiyasi
additiv bo‘lsa, ya’ni juft-jufti bilan kesishmaydigan ixtiyoriy A1, A2, . . . , An ∈ G to‘plamlar
uchun

⋃n

k=1 Ak ∈ G ekanligidan µ (
⋃n

k=1 Ak) =
∑n

k=1 µ(Ak) kelib chiqadi. Bunday to‘plam
funksiyasiga yarim halqada berilgan p-adik o‘lchov deyiladi. Tabiiyki, yarim halqadagi p-
adik o‘lchovni shu yarim halqadan hosil qilingan halgacha (algebragacha ham) yagona ravishda
davom ettirish mumkin. Shu o‘rinda p-adik va haqiqiy o‘lchovlarni ajratuvchi asosiy jihatlarni
sanab o‘tamiz.

• Haqiqiy o‘lchovning qiymati nomanfiy edi, p-adik o‘lchovning qiymati esa ixtiyoriy p-
adik son bo‘lishi mumkin. Bu Qp maydonda undagi arifmetik amallar va limitga o‘tishga
nisbatan yopiq bo‘lgan chiziqli tartib kiritish mumkin emasligi bilan bog‘liq.

• Haqiqiy o‘lchov oxir oqibat σ-algebragacha davom ettirilar edi. p-adik o‘lchov uchun bu
jarayon biroz boshqacha. Ya’ni, agar p-adik o‘lchovning σ-additivlik xossasiga ega bo‘lishi
talab qilinsa, diskret qiymatli o‘lchov hosil bo‘ladi. Bunday o‘lchovlarning amaliy ahami-
yati kamligi nuqtai nazaridan p-adik o‘lchovlarda bu xossa deyarli qaralmaydi. Tabiiyki,
o‘lchovning bu xossasisiz σ-algebrani qarash ham o‘z zaruratini yo‘qotadi. Shu bois, p-
adik o‘lchovlar asosan algebrada qaraladi. Agar p-adik o‘lchov bilan ishlash uchun fazo
qaralayotgan bo‘lsa, boshidanoq (X,B) o‘lchovli fazo deganda B oilaning faqat algebra
bo‘lishi talab qilinadi.

• (X,B) o‘lchovli fazoda µ p-adik o‘lchov berilgan bo‘lib, µ(X) = 1 bo‘lsa, bu o‘lchovga
p-adik ehtimollik o‘lchovi deyiladi.
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IV. КЕЙСЛАР

1-кейс учун мавзу 

Ўлчов тушунчаси ва хоссалари келтирин. Лебег ўлчовлари.

2кейс учун мавзу 
 σ – аддитивлик нима? 

3-кейс учун мавзу 
 Лебег ўлчовлари. Лебег маъносида ўлчовли тўпламлар нима? 

4-кейс учун мавзу 
 Бири йўқ ярим ҳалқада аниқланган ўлчовларнинг Лабег бўйича 

давоми нима? 

6-кейс учун мавзу 
 Ўлчовларнинг кўпайтмаси. Ўлчовсиз тўплам нима? 
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7-кейс учун мавзу 
 Ўлчовли функциялар нима? 

8-кейс учун мавзу 
 Деярли яқинлашиш нима? Содда функция нима? 

9-кейс учун мавзу 
Интеграллар нима? Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг 

қўлланиши нима? 

10-кейс учун мавзу 
Гиббс ўлчовлари (физикада қўлланиши) нима? 

11-кейс учун мавзу 

Биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар 
назарияси нима? 

12-кейс учун мавзу 
Ноархимед фазоларда ўлчовлар ва уларнинг татбиқлари нима? 
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Glossariy 

(Izohli lug‘at). 

Birgalikda- chiziqli tenglamalar sistemasining hech bo‘lmaganda bitta echimi 

mavjud bo‘lsa; 

birgalikda bo‘lmagan sistema- chiziqli tenglamalar sistemasining birorta ham 

echimi mavjud bo‘lmasa; 

aniqmas sistema- chiziqli tenglamalar sistemasi bittadan ko‘p echimlarga ega 

bo‘lsa; 

Gauss usuli-noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish usuli; 
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Kramer usuli-minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar yordamida hisoblash 

abel gruppa - >∗< ',,G  gruppa, agar gruppaning “∗”  binar amali

kommutativ bulsa, ya’ni xar kanday a,b∈G lar uchun a∗b=b∗a urinli bulsa,

kommutativ yoki abel gruppa deyiladi. 

cheksiz tartibli gruppa- >∗< ',,G   gruppaning G asosiy elementlar

tuplami chekli bulsa, bu elementlar soniga gruppaning tartibi deyiladi. 

Agar G cheksiz bulsa, u cheksiz tartibli gruppa deyiladi. 

qism gruppa-<G,⋅,-1>gruppaning qism gruppasi deb, bu gruppaning xar 

kanday qism algebrasiga aytiladi. 

gomomorfizm- >⋅< −1,,G gruppani − >< −1,, �H gruppaga (ustiga)

gomomorfizmi deb G tыplamni H tuplamga (tuplamning ustiga) 

akslantiruvchi va G gruppaning asosiy amallarini saklovchi, ya’ni kuyidagi; 

(1 ) G dan olingan xar  kanday a, b larda  )()()( bhahbah �=⋅ ;

(2) G dan olingan xar  kanday a da 11 ))(()( −−− = ahah

shartlarni kanoatlantiruvchi h:G→H  (ustiga) akslantirishga aytiladi.

siklik-Agar gruppaning barcha elementlari, shu gruppaning muayyan 

bir elementining darajalaridan (karralilaridan) hosil qilingan bo‘lsa  bunday 

gruppa siklik deyiladi va bu element siklik gruppaning barpo etuvchi 

elementi deyiladi.  

Matritsaning determinanti - quyidagi formula bilan aniqlanuvchi songa 

aytiladi: 

11 12 1
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n

n
n j

ij j

j

n n nn

a a a

a a a
A a M

a a a

+

=

= = −∑

…

…

…

 

ustki uchburchak (ostki uchburchak)-Agar A matritsa bosh diagonalining 

ostidagi (ustidagi) barcha elementlar nol’ga teng bo`lsa. 
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uchburchak-Ustki va ostki uchburchak matritsalar uchburchak matritsalar 

deyiladi. 

ko`p chiziqli-Agar bir necha argumentli sonli funktsiya har bir argumentiga 

nisbatan chiziqli bo`lsa. 

chiziqli qism fazosi -V chiziqli fazoning L qism to`plamining o`zi ham V da 

aniqlangan vektorlarni qo`shish va vektorni songa ko`paytirish amallariga nisbatan 

chiziqli fazo bo`lsa, L va V fazoning chiziqli qism fazosi deyiladi. 

dim-fazoning o`lchovi 

fazolarning kesishmasi -Ham L1 ga, ham L2 ga tegishli bo`lgan vektorlar 

to`plami L0 chiziqli qism fazo    bo`lishini tekshirib ko`rsh oson; u L1 va L2 qism 

fazolarning kesishmasi deyiladi. 

matritsa -m ta satr va n ta ustundan iborat sonlar jadvali  

kvadrat matritsa- matritsaning satrlari soni ustunlar soniga teng  

nol matritsa -barcha elementlari noldan iborat matritsa. 

diagonal matritsa -faqat bosh dioganal elementlari noldan farqli bo‘lgan kvadrat 

matritsa  

birlik matritsa -bosh diagonal elementlari birdan iborat bo‘lgan diagonal matritsa.  

matritsani qo’shish songa ko‘paytmasi- matritsaning barcha elementlarini songa 

ko‘paytmasidan hosil bo‘lgan matritsa. 

skalyar ko`paytma - Agar V xaqiqiy chiziqli fazoda ikki vektor argumentli 

(x,y) skalyar funktsiya uchun ushbu 

1) xar qanday  uchun 

2) xar qanday  uchun  

3) xar qanday  uchun 

,x y V∈ ( , ) ( , );x y y x=

1 2, ,x x y V∈ 1 2 1 2( , ) ( , ) ( );x x y x y x y+ = +

, ,x y V Rλ∈ ∈ ( , ) ( , );x y x yλ λ=
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 xar qanday nol’dan farqli vektor uchun shartlar bajarilsa, u 

skalyar ko`paytma deb ataladi. 

vektorlarning orasidagi masofa - x va u vektorlarning orasidagi masofa 

(ko`pincha metrika xam deyiladi) deb  xaqiqiy funktsiyaga

aytiladi. 

ortogonal-Agar x va y vektorlar orasidagi burchak ga teng bo`lsa, bu 

vektorlar ortogonal deyiladi. 

ortogonal proektsiya- qismfazoga tegshili bo`lmagan vektor

uchun shunday vektor topilsaki,  vektor  qismfazoga ortogonal

bo`lsa, bunday x1 vektor x vektorning  qismfazoga ortogonal proektsiyasi (soyasi) 

deb ataladi. 

k-tartibli minor-A matritsada qandaydir k ta satr va k ta ustunlarning 

kesishgan joyidagi elementlardan tashkil topgan k-tartibli matritsaning 

determinanti k-tartibli minor deyiladi. 

algebraik to`ldiruvchisi-A-kvadrat matritsa bo`lsin . Bu holda 

 minorning elementlaridan o`tmaydigan satrlar va ustunlarning 

kesishishidan hosil bo`lgan minor M ga to`ldiruvchi minor deb ataladi. Ushbu 

son esa M minorning algebraik to`ldiruvchisi deyiladi. 

Laplas teoremasi- A kvadrat matritsada  satrlar 

(ustunlar) tanlangan bo`lsin. Agar satrlari (ustunlari) shu tanlangan satrlarda 

(ustunlarda) joylashgan mumkin bo`lgan tartibli minorlarni ularning algebraik 

to`ldiruvchilariga ko`paytirib, bu ko`paytmalar barchasining yig`indisi olinsa, A 

matritsaning determinanti hosil bo`ladi.  

elementning algebraik to`ldiruvchisi-Laplas teoremasining bo`lgan 

xususiy holini ko`ramiz. Ushbu belgilash kiritamiz. Bu xolda 

x V∈ ( , ) 0x x >

( , ) | |x y x yρ = −

2

π

1V x V∈

1 1x V∈ 1x x− 1V

1V

( )n s=

1 2

1 2
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j j j
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... ...( 1)k k k k

k k

j j j i i i j j j j

i i i i iA M
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1k =

1 1,i i j j= = i
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minor A matritsaning elementiga teng bo`lib, bu minorning algebraik 

to`ldiruvchisi  elementning algebraik to`ldiruvchisi deyiladi. 

determinantning satrlar bo`yicha yoyish xaqidagi teorema-A kvadrat 

matritsaning biror satr (ustun) elementlarini ularning algebra to`ldiruvchilariga 

ko`paytirib, yig`sak, bu matritsaning determinanti xosil bo`ladi, ya`ni har qanday 

 uchun 

va xar qanday  uchun 

tengliklar o`rinli. 

1. ortogonal vektorlar sistemasi-Sistema vektorlarning  har qanday ikki jufti

o’zaro ortogonal  bo’lsa, u holda sistemaga ortogonal vektorlar sistemasi

deyiladi.

2. chiziqli erkli sistema-Har qanday nolmas vektorlardan iborat ortoginal

vektorlar sistemasi chiziqli erkli sistemadir.

3. ortogonallangan vektorlar sistemasi-Har bir vektori normallangan, ya’ni

birlik ko’rinishga keltirilgan ortogonal sistemaga ortogonallangan vektorlar

sistemasi  deyiladi.

4. kvadratik forma musbat (manfiy)-Agar xar qanday nol’dan farqli x vektor

uchun tengsizlik bajarilsa, qo’shish kvadratik 

forma musbat (manfiy) deb ataladi; 

5. inertsiya qonuni - Xaqiqiy kvadratik formaning ixtiyoriy kanonik bazisi

vektorlaridagi musbat qiymatlari soni va manfiy qiymatlari soni bazisning

tanlanishiga bog`liq emas;

chiziqli forma-Agar  funktsiya ushbu: 

1) xar qanday  uchun 

ija

ija

1,i n=

1

det
n

ij ij

j

a A A
=

=∑

1,j n=

1

det
n

ij ij

i

a A A
=

=∑

( ) 0 ( ( ) 0)q x q x> < ( )q x

V Fϕ →

, ,x y V∈ ( ) ( ) ( );x y x yϕ ϕ ϕ+ = +
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2) xar qanday  uchun shartlarni qanoatlantirsa, u 

chiziqli forma (chiziqli funktsiya, chiziqli funktsional) deb ataladi.

bichiziqli forma -Agar ishi vektor argumentli skalyar  funktsiya 

xar bir argumenti bo`yicha chiziqli bo`lsa, ya`ni 

1) xar qanday  va  uchun 

2) xar qanday  va uchun 

shartlar bajarilsa, u bichiziqli forma (funktsiya, funktsional) deb ataladi. 

simmetrik -Agar xar qanday  vektorlar uchun  tenglik 

o`rinli bo`lsa, bu bichiziqli forma simmetrik deb ataladi. 

kvadratik formaning matritsasi -Kvadratik formani xosil qiluvchi yagona 

simmetrik bichiziqli formaning matritsasiga kvadratik formaning matritsasi deb 

ataladi. 

Kanonik-Agar V dagi  bazisda bichiziqli formaning matritsasi 

diagonal (ya`ni  bo`lganda ) bo`lsa, bu bazis  bichiziqli forma 

uchun kanonik deb ataladi. 

musbat (manfiy)-Agar xar qanday nol’dan farqli x vektor uchun 

 tengsizlik bajarilsa, qo’shish kvadratik forma musbat 

(manfiy) deb ataladi. 

chiziqli operator-Chiziqli fazoning o`zini o`ziga chiziqli akslantirishi 

chiziqli operator deb ataladi. 

teskari -Agar akslantrish (chizitsli bo`lishi shart emas) uchun 

shunday akslantirish mavjud bo`lsaki, birlik (ayniy)

akslantirish bo`lsa, g akslantirish f ga teskari deb ataladi. 

xos vektori (xos son)-Agar nol’dan farqli x vektor uchun shunday 

mavjud bo`lsaki,  tenglik bajarilsa, x vektor f chiziqli operatorning xos

,x V Fλ∈ ∈ ( ) ( )x xϕ λ λϕ=

( , )x yϕ
2:V Fϕ →

1 2,x x V∈ , Fλ µ ∈

1 2 1 2
( , ) ( , ) ( , );x x y x y x yϕ λ µ λϕ µϕ+ = +

1 2,y y V∈ , Fλ µ ∈

1 2 1 2
( , ) ( , ) ( , )x y y x y x yϕ λ µ λϕ µϕ+ = +

,x y V∈ ( , ) ( , )x y y xϕ ϕ=

1{ ,..., }ne e ( , )x yϕ

i k≠ ( , ) 0
i k

e eϕ = ( , )x yϕ

( ) 0 ( ( ) 0)q x q x> < ( )q x

:f V V→

:g V V→ fg gf e= = −

Fλ∈

( )f x xλ=
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vektori va  esa bu xos vektorga mos xos son deb ataladi. 

o’z-o’ziga qo’shma -Agar A
*
=A bo’lsa, u holda, u holda A chiziqli almashtirish 

o’z-o’ziga qo’shma (yoki Ermit bichiziqli almashtirishi) deyildadi. 

chiziqli almashtirish Agar UU
*
=U

*
U=E

1
 bo’lsa, u holda U unitar chiziqli 

almashtirish deyiladi. 

normal chiziqli almashtirish-Agar AA
*
=A

*
A bo’lsa, A-normal chiziqli 

almashtirish deyiladi. 

polynomial matrisa-elementlari biror λ harfiga nisbatan ko`phadlardan iborat 

bo`lganmatrisaga aytiladi. 

matrisaning darajasi -λ- matrisaning darajasi deb , matrisa tarkibiga kirgan 

ko`phadlarning eng yuqori darajasiga aytiladi. 

Ekvivalent-Agar elementar almashtirishlarni bir necha marta ketma-ket qo`llash 

yo`li bilan bir λ-matrisadan ikkinchi λ-matrisani hosil qilish mumkin bo`lsa , u 

holda bunday ikki λ- matrisa – bir –biriga ekvivalent λ-matrisalar deyiladi. 

elementar almashtirishlari-Biz hozir λ-matrisaning elementar almashtirishlari 

deb atalgan almashtirishlarga nisbatan kanonik ko`rinishi haqidagi masalani 

ko`ramiz. 

      λ- matrisaning elementar almashtirishkari deb , almashtirishlarning quyidagi 

tiplariga aytiladi. 

       1
◦
. Matrisaning qandaydir ikki yo`li yoki ustunlarining o`rinlarini o`zaro 

almashtirish. 

       2
◦
. Biron yo`lga qandaydir boshqa yo`lni biror f(λ)  ko`phadga ko`paytirib 

qo`shish va shunga o`xshash , biron ustunga boshqa bir ustunni biror ko`phadga 

ko`paytirib qo`shish. 

 3
◦
. Biron yoki ustunni noldan farqli biror songa ko`paytirish. 

jordan katagi-Agar F maydon ustidagi kvadrat matritsaning diagonalidagi 

barcha elementlar o`zaro teng, xar bir satrda diagonaldagi elementning o`ng tomonida 

turgan ele-ment birga teng va qolgan barcha elementlar nol`ga teng bo`lsa, bunday 

λ
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matritsa jordan katagi deb ataladi: 

Bu erdagi  son jordan katagining xos soni deb ata-ladi. 

jordan matritsasi -Agar F maydon ustidagi kvadrat matritsaning bosh 

diagonali birin-ketin joylashgan jordan kataklardan iborat va bu kataklardan 

tashqaridagi barcha elementlar nol’ bo`lsa, bunday matritsa jordan matritsasi deb 

ataladi. 

1 0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 0 ... 0 0
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Kapar<a,rrnan MaMreKerJ'rr.rK ytrr{Bepcnrerl{ xtaHbIHAarbI fleAaror

KaApJIapAr,I Kafira ranpnaf XoM oJIapA[,IH KoHI{reJII{rIIH XeTI{JILlCrupu}

afiuaK,rtrq opafisrHbrH Xoqapsr orcr,rf opbIHJIapbI Tr,IHJraf.nayutlJrapblHa

apHaJrraH <<O.nurellep reopuflcbr xaM oHbrH KoJIJIaHbt.nutftt>> IIoHI{HHH o4rt}-

METONI,I KAJI bI K KOM TI JI CKCI,I H E

tIPIKI4P

@yHxquoHaJrJrbrK aHaJrr43, anre6pa xoM feoMerpvr. xa$eapacri 6aclrrrbl, 0.-

M.r{.K. Aou. T.Kyp6aH6aes ropenuHeH <Onue}nep reopuflcbl XeM oHblr{

KoJrJraHbrnrrllr> neHHHr{H o4sr}- MeroAr,IKaJIbIK KoMrIi'IeKcI4 4y3vrlrr4av xarblHaH

I,/.cutv, oxlr! 6argapnaMacbr, MoAynAH oqnrmtlAa KoJIJIaHbIrIaryrbIH I4HTepaKTuB

TeJrr4M MeroAnapbr, JreKurrq reKcrrepr4, eMerrwfi ca6aKnap yiublH Marepnannap,

rancbrpManap xeM onapAbr oprrHra! 6ofir,IHura ycbIHbIcJIap, xeficnep 6auru,

rnoccapu it, eqe6vtsrnap Ar43MI4HeH u6apat.

lleuuuH r4crrru o4lr! 6ar4apnaMacbr MeMJreKerJII{K TOJTI4M craHAaprnapblHa

ruftxaplaHun raflpJraHraH. OHla rrrq.rrafurblnapAblr{ 6ulnruuue 4ofiruaryruH

TaJrannap, rreHHr4r{ eMeJiuflTTarbr opHbl Kopcernrl orI4JIfeH. Ear4apnauara eue;rHft

ca6a4napAbrq Ma3MyHrr 6eprzJrreH. Far4apnaMara yluiua ayruropilf,Jlbl( Qaar -

20, couuaH reKrlr4{ yrxbrH - 8 caar, elaelufi ca6a4nap yIxbIH 72 caat$a Monluepne[

AY3rlnfeH.

Jlexuzq KypcbrHAa onure! rycr{Hr{rr4 XeM qeczfieuepu, o-a[,AurwBJ]HK,

Jle6er onurellepr.r, Jle6er MeHucr{HAe onurelru4 KonJII{Knep Knaccbl, oJIIUe}cn:

KorrJrr4KJrep, olurelnn $yHxrJvrflilap xaKKbIHAa 3apyp reopn.snblK Marepl4annap

Kenrupr4nreH. {ep 6r,rp enaenuit ca6ax yIubIH MarepnanJrap, Ta[cblpManap XeM

onapAbr optrn.rra! 6ofrrrsrua ycbrHbrcJrap, coHbIH MeHeH 6upre xeKe rancblpManap

xeM TecTtlep I4cJIe[ IxbIFbIJIfaH.

Kypcrrr Marx(aJraJrbr oKbrrrr! 6ofirrH[Ia xeficlep ucJIeII IrIbIrbIrIfaH XaM

onapAbrH oprrurraurrlrr 6ofrlrsua No6anap KepcerI4JIreH. CouAafr-aK, Kypc

6 ofi rruura rnoc capxfi nep xena eAe6 vrflT nap [r43vruvr 6 ep nlreu.

Ynrrlualacr6lpbln afirKasAa, <Olueflep reopl4scbl XeM oHbIH

KoJrJraHbrnrrlri> Kypcbr 6ofisluura, Ay3r{JIreH oxlr!-uero.{IrKaJlbl( KoMUIeKcrI4

x(oKapbr o4lr! opbrHnapbr mrqnalrxbrnapblH o6lrrrrlAa nafi.n:attaHufra 6olaArt

rer ecallJlaftuaH.
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