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I. ИШЧИ ДАСТУР 

Кириш 

“Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши” модули ҳозирги кунда 

ўлчовлар назариясидан математика, физика ва биология масалаларида кенг 

фойдаланиш, ўлчовлар назарияси ва унинг татбиқини турли фазоларда 

қўллай олиш, интеграл ва ўлчов тушунчаларини амалиётга кенг қўллаш 

бўйича, ҳамда уларнинг келажакдаги ўрни масалаларини қамрайди. 

Модулнинг мақсади ва вазифалари 

«Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши» модулининг мақсади:  

педагог кадрларни қайта тайёрлаш ва малака ошириш курс 

тингловчиларининг бу борада мамлакатимизда ва хорижий давлатларда 

тўпланган замонавий усулларини ўрганиш, амалда қўллаш, кўникма ва 

малакаларини  шакллантириш. 

«Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши» модулнинг вазифалари: 

•  замонавий талабларга мос ҳолда олий таълимнинг сифатини 

таъминлаш учун зарур бўлган педагогларнинг касбий компетентлик 

даражасини ошириш; 

•  ўлчов назарияси фанини ўқитиш жараёнига замонавий ахборот-

коммуникaция технологиялари ва хорижий тилларни самарали тадбиқ 

этилишини таъминлаш; 

•  математика соҳасидаги ўқитишнинг инновaцион технологиялар ва  

ўқитишнинг энг сўнгги замонавий усулларидан фойдаланишни ўргатиш;  

•  тингловчиларга «Математика» масалалари бўйича концептуал асослар, 

мазмуни, таркиби ва асосий муаммолари бўйича  маълумотлар бериш ҳамда  

уларни мазкур йўналишда малакасини оширишга кўмаклашиш; 

Модуль бўйича тингловчиларнинг билими, кўникма, малака ва 

компетентлигига қўйиладиган талаблар 

«Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши» ўзлаштириш жараёнида 

амалга ошириладиган масалалар доирасида: 

Тингловчи: 
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- ўлчов тушунчаси ва хоссаларини; 

- эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг қўлланиши; 

- биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар ва уларнинг 

татбиқларини билиши керак. 

Тингловчи: 

- ўлчовлар назариясидан математика, физика ва биология масалаларида 

кенг фойдаланиш; 

- математик анализнинг биоматематика, механика, оммавий хизмат 

назарияси, иқтисодий соҳалар ва бошқа соҳаларда кенг қўллай олиш 

кўникмаларига эга бўлиши лозим. 

Тингловчи: 

- ўлчовлар назарияси ва унинг татбиқини турли фазоларда қўллай олиш 

малакаларига эга бўлиши лозим. 

Тингловчи: 

- математиканинг хориж ва республика миқёсидаги долзарб 

муаммолари, ечимлари, тенденциялари асосида ўқув жараёнини ташкил 

этиш; 

- математикани турли соҳаларга татбиқ этиш; 

- олий таълим тизимида математик фанлар мазмунининг узвийлиги ва 

узлуксизлигини таҳлил қила олиш компетенцияларига эга бўлиши лозим. 

Модулнинг ўқув режадаги бошқа модуллар билан боғлиқлиги ва 

узвийлиги 

 «Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши» модули ўқув режадаги 

бошқа модуллар ва мутахассислик фанларининг барча соҳалари билан узвий 

боғланган ҳолда педагогларнинг бу соҳа бўйича касбий педагогик 

тайёргарлик даражасини орттиришга хизмат қилади.  

Модулнинг олий таълимдаги ўрни 

Модулни ўзлаштириш орқали тингловчилар математика фанларини 

ўқитишда замонавий усуллар ёрдамида таълим жараёнини ташкил этишда  

педагогик ёндашув асослари ва бу борадаги илғор тажрибаларни  
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ўрганадилар, уларни таҳлил этиш, амалда қўллаш ва баҳолашга доир касбий 

лаёқатга эга бўлиш, илмий-тадқиқотда инновацион фаолият ва ишлаб 

чиқариш фаолияти олиб бориш каби касбий компетентликка эга бўладилар. 

Модуль  бўйича соатлар тақсимоти 

№ Модул мавзулари 

Тингловчининг ўқув 

юкламаси, соат 

Ҳ
а
м

м
а

си
 

Аудитория ўқув 

юкламаси 

Ж
а

м
и

 

жумладан 

Н
а

за
р

и
й

 

м
а

ш
ғ
у
л

о
т
 

А
м

а
л

и
й

 

м
а

ш
ғ
у
л

о
т
 

1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари. 4 4 2 2 

2 Ўлчовсиз тўпламлар.  4 4 2 2 

3 
Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг 

қўлланиши.  
2 2  2 

4 Инвариант ўлчовлар.  4 4 2 2 

5 
Биологик динамик системаларни 

ўрганишда ўлчовлар назарияси.  
4 4 2 2 

6 
Ноархимед фазоларда ўлчовлар ва 

уларнинг татбиқлари. 
2 2  2 

 Жами 20 20 8 12 

 

НАЗАРИЙ  МАШҒУЛОТЛАР МАЗМУНИ 

1 – мавзу. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари. 

Режа: 

1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари.  

2. σ – аддитивлик.  

3. Лебег ўлчовлари.  

4. Лебег маъносида ўлчовли тўпламлар синфи. 
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2-мавзу. Ўлчовсиз тўпламлар. 

Режа: 

1. Ўлчовсиз тўпламлар. 

2. Ўлчовли функциялар.  

3. Турли фазолар ва улар устидаги ўлчовларга мисоллар.  

4. Интеграллар.  

5. Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг қўлланиши. 

 

3 – мавзу. Инвариант ўлчовлар. 

Режа: 

1. Инвариант ўлчовлар.  

2. Эргодик теоремалар.  

3. Гиббс ўлчовлари (физикада қўлланиши). 

 

4 – мавзу. Биологик динамик системаларни ўрганишда ўлчовлар 

назарияси. 

Режа: 

1. Биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар назарияси. 

2. Биологик динамик ситемалар устидаги ўлчовларга мисоллар. 

 

АМАЛИЙ МАШҒУЛОТЛАР МАЗМУНИ 

1–Мавзу: Ўлчов тушунчаси ва хоссалари. 

Режа: 

1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари.  

2. σ – аддитивлик. Лебег ўлчовлари.  

3. Лебег маъносида ўлчовли тўпламлар синфи. 

 

2–Мавзу: Ўлчовсиз тўпламлар. 

Режа: 

1. Ўлчовсиз тўпламлар.  
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2. Ўлчовли функциялар.  

3. Турли фазолар ва улар устидаги ўлчовларга мисоллар.  

 

3–Мавзу: Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг қўлланиши. 

Режа: 

1. Эҳтимоллик ўлчовлари ва уларнинг қўлланиши.  

2. Эҳтимоллик ўлчовларининг қўлланиши.  

3. Интеграллар. 

 

4–Мавзу: Инвариант ўлчовлар. 

Режа: 

1. Инвариант ўлчовлар. 

2. Эргодик теоремалар. 

3. Гиббс ўлчовлари ва уларнинг физикада қўлланиши. 

 

5–Мавзу: Биологик динамик системаларни ўрганишда ўлчовлар 

назарияси. 

Режа: 

1. Биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар назарияси. 

2. Биологик динамик ситемалар устидаги ўлчовларга мисоллар. 

 

6–Мавзу: Ноархимед фазоларда ўлчовлар ва уларнинг татбиқлари. 

Режа: 

1. Ноархимед фазоларда ўлчовлар. 

2. Ноархимед фазоларда ўлчовларнинг татбиқлари. 

 

ЎҚИТИШ ШАКЛЛАРИ. 

Мазкур модул бўйича қуйидаги ўқитиш шаклларидан фойдаланилади: 

маърузалар, амалий машғулотлар (маълумотлар ва технологияларни англаб 

олиш, ақлий қизиқишни ривожлантириш, назарий билимларни 
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мустаҳкамлаш); 

баҳс ва мунозаралар (лойиҳалар ечими бўйича далиллар ва асосли 

аргументларни тақдим қилиш, эшитиш ва муаммолар ечимини топиш 

қобилиятини ривожлантириш). 

МУСТАҚИЛ ТАЪЛИМ. 

Мустақил ишни ташкил этишнинг шакли ва мазмуни: 

Тингловчи мустақил ишни муайян модулнинг хусусиятларини ҳисобга 

олган ҳолда қуйидаги шакллардан фойдаланиб тайёрлаши тавсия этилади: 

- меъёрий хужжатлардан, ўқув ва илмий адабиётлардан фойдаланиш асосида 

модул мавзуларини ўрганиш; 

- тарқатма материаллар бўйича маърузалар қисмини ўзлаштириш; 

- махсус адабиётлар бўйича модул бўлимлари ёки мавзулари устида ишлаш; 

- амалий машғулотларда берилган топшириқларни бажариш. 
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II. МОДУЛНИ ЎҚИТИШДА ФОЙДАЛАНИЛАДИГАН ИНТЕРФАОЛ 

ТАЪЛИМ МЕТОДЛАРИ 

«ФСМУ» методи 

Технологиянинг мақсади: Мазкур технология иштирокчилардаги 

умумий фикрлардан хусусий хулосалар чиқариш, таққослаш, қиёслаш орқали 

ахборотни ўзлаштириш, хулосалаш, шунингдек, мустақил ижодий фикрлаш 

кўникмаларини шакллантиришга хизмат қилади. Мазкур технологиядан 

маъруза машғулотларида, мустаҳкамлашда, ўтилган мавзуни сўрашда, уйга 

вазифа беришда ҳамда амалий машғулот натижаларини таҳлил этишда 

фойдаланиш тавсия этилади.  

Технологияни амалга ошириш тартиби: 

- қатнашчиларга мавзуга оид бўлган якуний хулоса ёки ғоя таклиф 

этилади; 

- ҳар бир иштирокчига ФСМУ технологиясининг босқичлари ёзилган 

қоғозларни тарқатилади: 

 

 

 

- иштирокчиларнинг муносабатлари индивидуал ёки гуруҳий тартибда 

тақдимот қилинади. 

ФСМУ таҳлили қатнашчиларда касбий-назарий билимларни амалий 

машқлар ва мавжуд тажрибалар асосида тезроқ ва муваффақиятли 
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ўзлаштирилишига асос бўлади. 

“Брифинг” методи 

“Брифинг”- (инг. briefing-қисқа) бирор-бир масала ёки саволнинг 

муҳокамасига бағишланган қисқа пресс-конференция. 

Ўтказиш босқичлари: 

1. Тақдимот қисми. 

2. Муҳокама жараёни (савол-жавоблар асосида). 

Брифинглардан тренинг якунларини таҳлил қилишда фойдаланиш 

мумкин. Шунингдек, амалий ўйинларнинг бир шакли сифатида қатнашчилар 

билан бирга долзарб  мавзу ёки муаммо муҳокамасига бағишланган 

брифинглар ташкил этиш мумкин бўлади. Талабалар ёки тингловчилар 

томонидан яратилган мобил иловаларнинг тақдимотини ўтказишда ҳам 

фойдаланиш мумкин. 
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III. НАЗАРИЙ МАТЕРИАЛЛАР 

1-мавзу: Ўлчов тушунчаси ва хоссалари. 

Режа: 

1. Ўлчов тушунчаси ва хоссалари.  

2. σ – аддитивлик.  

3. Лебег ўлчовлари.  

4. Лебег маъносида ўлчовли тўпламлар синфи. 

 

Таянч иборалар: Ўлчов, ҳалқа, ярим ҳалқа, минимал  ҳалқа,  очиқ 

шар, ёпиқ шар, аддитивлик, ярим  аддитивлик. 

 

1 Ўлчов тушунчаси ва хоссалари. 

Фараз қилайлик,  Rdcba ,,,   лар ихтиёрий  сонлар  бўлсин.  Текисликда  

,,,, bxabxabxabxa   

dycdycdycdyc  ,,,  

тенгсизликларнинг  исталган  бир  жуфти  билан  аниқланган  тўпламлар  

системаси  берилган  бўлсин.   Бу  тўпламларни  тўғри  тўртбурчаклар  деб  

атаймиз.  

Бизга  dycbxa  ,   тенгсизликлари  билан  аниқланган  тўғри  

тўртбурчак  берилган  бўлсин.  Агар  dcba  ,   бўлса,  у  чегараси  ўзига  

қарашли  бўлган  тўғри  тўртбурчакни,  агар  ba =  ва  dc     ёки  ba   ва 

dc =  бўлса  кесмани,  агар  dcba == ,  бўлса  нуқтани,  агар  ba    ёки  

dc    бўлса,  бўш  тўпламни  аниқлайди. 

  орқали  текисликдаги  барча  тўғри  тўртбурчаклар  системасини  

белгилаймиз. 

1-лемма.  Текисликдаги  барча  тўғри  тўртбурчаклар  системаси  ярим   

ҳалқани  ташкил  қилади. 

Исбот.  cba ,,  ва d  сонлари  билан  аниқланувчи  очиқ тўғри тўртбурчак  

ba =   бўлганда  бўш  тўплам  бўлади,  демак  Ø  .  Иккита  тўғри  
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тўртбурчакнинг  кесишмаси  яна  тўғри  тўртбурчакдир,  яъни  

 
2121

, PPPP . 

Фараз қилайлик  
abcd

PP =  тўғри  тўртбурчак  
11111 dcba

PP =  тўғри  тўртбурчакни  

ўзида  сақласин.  У  ҳолда  

ddccbbaa 
1111

,  

муносабатлар  ўринли.  
1

\ PP   ни  қуйидагича  тасвирлаш  мумкин : 

,\
54321

PPPPPP =   

бу ерда  

.,,,
11111111 5432 ccbabcdbdbdacdaa

PPPPPPPP ====  

Демак  G  – ярим  ҳалқа бўлар  экан. 

1-таъриф.   G  ярим  ҳалқадан  олинган  ва  dcba ,,,  сонлари  билан  

аниқланган  (ёпиқ, очиқ  ёки  ярим  очиқ)  
abcd

PP =    тўғри  тўртбурчак  учун  

))(()( cdabPm −−=    сонни  мос  қўямиз.  Агар  =P Ø  бўлса,  у  ҳолда  

0)( =Pm   деймиз  ва  RGm →:   тўплам  функциясини  ўлчов  деб  

атаймиз. 

Шундай  қилиб,  G  даги  ҳар  бир P  тўғри  тўртбурчакка  унинг  ўлчови 

))(()( cdabPm −−=    сон  мос  қўйилади.  Бу  мослик  қуйидаги 

шартларни  қаноатлантиради : 

1)  ;0)( Pm  

2)  RGm →:  ўлчов  аддитив,  яъни  агар 


n

k
kik

PPPP
1

,
=

== Ø, ki   

 бўлса,  у  ҳолда   
=

=
n

k
k

Pmpm
1

)()(  тенглик   ўринлидир. 

 1)  ва  2)  хоссаларни  сақлаган  ҳолда m  ўлчовни  барча  тўғри  

тўртбурчаклар  системаси    дан  кенгроқ  синфга  давом эттириш  

мақсадида     ярим  ҳалқа   устида  қурилган  )(m   минимал  ҳалқани  

қараймиз. 
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2-таъриф. )(M   ҳалқа  элементлари   элементар  тўпламлар  дейилади. 

Ихтиёрий  )(mA   тўплам  чекли   сондаги  ўзаро  кесишмайдиган  тўғри  

тўртбурчаклар   бирлашмаси  шаклида  ифодаланади  ва  аксинча. 

2-лемма.  Иккита  элементар  тўпламнинг  бирлашмаси,  кесишмаси, 

айирмаси  ва  симметрик  айирмаси  яна  элементар  тўплам  бўлади. 

1.2   аддитивлик  хоссаси 

3-таъриф.   Ҳар  бир  
n

k
k

mPA
1

)(
=

=     элементар  тўпламга  


=

=
n

k
k

PmAm
1

)()('  

сонни  мос   қўювчи  RMm →)(:'    мосликни  аниқлаймиз.  )(' Am   

миқдорга  A   тўпламнинг  ўлчови  дейилади. 

'm   функциянинг  қиймати  A   элементар  тўпламни  чекли  сондаги  тўғри  

тўртбурчаклар  йиғиндисига  ёйиш  усулидан  боғлиқ  эмаслигини 

кўрсатамиз.  Фараз  қилайлик,  },,1,{ mkP
k

=   ва  },,1,{ njQ
j

=   

ларнинг  ҳар  бири  ўзаро  кесишмайдиган  тўғри  тўртбурчаклар  системаси  

бўлиб,   

 
n

k

m

j
jk

QPA
1 1= =

==  

тенглик  ўринли  бўлсин.   У  ҳолда 


m

k

n

j
jk

QPA
1 1

)(
= =

=  

тенглик  ўринлидир.  Шу  сабабли   

 
= = =

==
m

k

m

k

n

j
jkk

QPmPmAm
1 1 1

);()()('  

 
= = =

==
n

j

n

j
j

m

k
kj

QPmQmAm
1 1 1

).()()('  

Демак,   элементар  тўплам  ўлчови  'm  нинг  аниқланиши  коррект   экан. 

1) Агар  )(MA   тўплам  тўғри  тўртбурчак  бўлса,  у  ҳолда  

)()(' AmAm =   бўлади. 
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2) Агар  )(MA    тўплам  чекли  сондаги  ўзаро  кесишмайдиган  

n
AA ,,

1
  элементар  тўпламларнинг  йиғиндиси  шаклида  тасвирланса,  

яъни  
n

k
k

AA
1=

=   бўлса,  у  ҳолда   

.)(')('
1


=

=
n

k
k

AmAm  

1-теорема.  Агар )(MA  ва }{
n

A - элементар  тўпламларнинг  чекли ёки  

саноқли  системаси  бўлиб,  
n

n
AA    бўлса,  у  ҳолда   

                                              
n

n
AmAm )(')('                                   (1.1) 

тенгсизлик  ўринли  бўлади. 

(1.1) тенгсизликга 'm  ўлчовнинг  ярим  аддитивлик  хоссаси  дейилади. 

2-теорема. A  элементар  тўплам  саноқли  сондаги  ўзаро  кесишмайдиган 

 ,,,
1 n

AA  элементар тўпламларнинг  йиғиндисидан  иборат,  яъни  




=


1n

n
AA   бўлса,  у  ҳолда   

                                        


=

=
1

)(')('
k

k
AmAm                                         (1.2)  

тенглик  ўринли.  

 Исбот. 'm  ўлчовнинг чекли аддитивлик хоссасига кўра ихтиёрий 

NN   учун 

( ) 
==

=
N

n
n

N

n
n

AmAmAm
11

)('')('   

тенгсизлик ўринли. Агар →N  да лимитга ўтсак, 




=


1

)(')('
n

n
AmAm  

бўлади. 1.1-теоремага кўра 




=


1

)(')('
n

n
AmAm  

Охирги икки муносабатдан (1.2) тенглик келиб чиқади. (1.2) га  'm  нинг    

аддитивлик  хоссаси  дейилади. 
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3 Текисликдаги  тўпламларнинг  Лебег ўлчови 

Бизга 

                      }10,10:),{( = yxyxE  

бирлик  квадрат  берилган  бўлсин. 

4-таъриф. Ихтиёрий  EA   тўплам  учун   

                         


=
k

k
PA

PmA

k

k

)()( inf
*


                                          (1) 

сон  A   тўпламнинг  ташқи  ўлчови  дейилади.  Бу  ерда  аниқ  қуйи  чегара  

A   тўпламни  қопловчи  тўғри  тўртбурчакларнинг  барча  чекли  ёки  

саноқли  системалари  бўйича  олинади. 

Агар A-элементар  тўплам  бўлса,  у ҳолда  )(')(* AmA = . Ҳақиқатан  ҳам, 

A-элементар  тўплам  
n

PPP ,,,
21
 тўғри  тўртбурчакларнинг  бирлашмаси  

кўринишида  тасвирлансин,  у  ҳолда   

                                   )(')()(
1

* AmPmA
n

k
k
=

=

  

}{
k

P   тўғри  тўртбурчаклар  системаси A   тўпламни  тўлиқ  қоплайди, 

шунинг  учун  (1)  тенглик  ўринли. 

Иккинчи  томондан,  }{
j

Q   система A  тўпламни  қопловчи  чекли  ёки  

саноқли  сондаги  ихтиёрий  тўғри  тўртбурчаклар  системаси  бўлса,  1.1-

теоремага  кўра  
j

j
QmAm )()('  келиб  чиқади.  Шунинг учун   

                                    =
j

j
AQmAm )()(inf)(' *                            (2) 

Демак,  (1)  ва   (2)лардан  )()(' * AAm =   га  эга  бўламиз.  Шундай  қилиб, 

)(GM  га  'm   ва   
*   ўлчовлар  устма-уст  тушар  экан. 

3-теорема.  Агар  чекли  ёки  саноқли  сондаги  }{
n

A   тўпламлар  системаси  

учун  
n

n
AA    бўлса,  у  ҳолда   


n

n
AA )()( **   
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тенгсизлик  ўринли. Хусусий  ҳолда,  агар  BA  бўлса,  )()( ** BA     

бўлади. 

Исбот. Итиёрий 0  ва ҳар бир 
n

A  учун ташқи ўлчов таърифига кўра тўғри 

тўртбурчакларнинг шундай чекли ёки саноқли 
nk

P  системаси мавжудки, 


k

nkn
PA   ва  +

k
nnnk

APm
2

)()( * 
  

бўлади. У ҳолда 


n k

nk
PA  ва   +

n k n
nnk

APmA  )()()( **
 

тенгсизлик ўринли. 0  соннинг ихтиёрийлигидан теореманинг исботи 

келиб чиқади. 

5-таъриф. Бизга  EA  тўплам берилган бўлсин. Агар ихтиёрий 0  сони 

учун шундай EB   элементар  тўплам  мавжуд  бўлиб,    )(* BA  

тенгсизлик бажарилса, у ҳолда A  Лебег  маъносида  ўлчовли тўплам 

дейилади. Агар  A  Лебег  маъносида  ўлчовли тўплам бўлса ,  унинг ўлчови 

деб ташқи ўлчовни қабул қиламиз.  

Фақат  ўлчовли тўпламлар системасида аниқланган    
*     тўплам  

функцияси   Лебег ўлчови  деб аталади  ва   у     билан  белгиланади. 

Шундай қилиб,  ўлчовли тўпламлар  системаси  )(EM   ва унда  Лебег 

ўлчови   аниқланади. Демак, ихтиёрий )(EMA  учун  )()( * AA  = . 

Ўлчовли тўпламларнинг хоссаларини келтирамиз: 

4-теорема. Ўлчовли тўпламларнинг тўлдирувчиси ўлчовлидир. 

Исбот. Теореманинг тасдиғи элементар тўпламнинг тўлдирувчиси элементар 

тўплам эканлигидан ва  

)\()\( BEAEBA =  

тенгликдан келиб чиқади.  

5- теорема. Ўлчовли  тўпламлар  системаси  )(EM   ҳалқа бўлади. 

Исбот. Теоремани исботлаш учун ўлчовли тўпламларнинг кесишмаси ва 

симметрик айирмаси яна ўлчовли тўплам эканлигидан кўрсатиш этарли. 
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21
, AA  ўлчовли тўпламлар бўлсин. Таърифга кўра, ихтиёрий 0  сон учун 

шундай )(
1

GMB   ва )(
2

GMB   элементар тўпламлар  мавжуд бўлиб, 

қуйидаги тенгсизликлар бажарилади 

.
2

)(,
2

)(
22

*

11

* 



  BABA  

У ҳолда )()()()(
22112121

BABABBAA    муносабатдан ва ташқи 

ўлчовнинг ярим аддитивлик хоссасидан  

 + )()())()((
22

*

11

*

2121

* BABABBAA   

га эга бўламиз. 
21

BB   нинг элементар тўплам эканлигидан 
21

AA   нинг 

ўлчовли тўплам эканлиги келиб чиқади. 

 Икки тўплам симметрик айирмасининг ўлчовли эканлиги 

)()()()(
22112121

BABABBAA =  

тенгликдан келиб чиқади.  

 Агар ўлчовли тўпламлар системаси )(EM  да бирлик элемент мавжуд 

бўлса, у алгебра ташкил қилади. )(EM  да }10,10:),{( = yxyxE  

тўплам бирлик элемент шартларини қаноатлантиради. Демак, ўлчовли 

тўпламлар системаси )(EM  алгебра ташкил қилади. 

1- натижа. Ўлчовли тўпламларнинг  бирлашмаси  ва  айирмаси  яна  

ўлчовлидир. 

2- натижа. Чекли сондаги ўлчовли тўпламларнинг  бирлашмаси  ва  

кесишмаси  яна  ўлчовли тўпламдир.  

6- теорема (Ўлчовнинг аддитивлик хоссаси).  Агар  
n

AA ,...,
1

    лар  ўзаро  

кесишмайдиган  ўлчовли  тўпламлар  бўлса,  у  ҳолда   


n

k

n

k
kk

AA
1 1

)()(
= =

=   

тенглик  ўринли. 

1-лемма.  Ихтиёрий  A   ва  B  тўпламлар  учун  

)()()( *** BABA −   
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 тенглик  ўринлидир. 

3- натижа.  Ихтиёрий  EA    ўлчовли  тўпламлар  учун   

)(1)\( AAE  −=  

  тенглик ўринлидир.  

7- теорема. Саноқли сондаги  ўлчовли  тўпламларнинг  бирлашмаси  ва  

кесишмаси  яна  ўлчовли  тўпламдир. 

4- натижа. Ўлчовли тўпламлар системаси  ),(EM  −  алгебра  ташкил  

қилади. 

8- теорема (Ўлчовнинг  − аддитивлик хоссаси). Агар  }{
n

A   ўзаро  

кесишмайдиган  ўлчовли  тўпламлар  кетма -  кетлиги  учун   




=

=
1n

n
AA  

бўлса, у ҳолда  қуйидаги  тенглик  ўринли: 




=

=
1

)()(
n

n
AA  . 

9- теорема (Ўлчовнинг узликсизлик хоссаси).  Агар  ўлчовли  тўпламларнинг 

......
21


n

AAA    кетма-  кетлиги  учун  


=

=
1n

n
AA   бўлса,  у  ҳолда  

)(lim)(
nn

AA 
→

=  

бўлади. 

5- натижа. Агар  ......
21


n

AAA   ўлчовли  тўпламлар  кетма  -  

кетлиги  учун   


=

=
1n

n
AA   бўлса,  у ҳолда   

)(lim)(
nn

AA 
→

=  

бўлади. 

6-таъриф. Агар исталган nm,  бутун сонлар учун 
mnmn

EAA =  

тўпламлар ўлчовли бўлса, у ҳолда A  тўплам ўлчовли дейилади. Агар A  

тўплам ўлчовли бўлса, 




=
Znm

mn
AA

,

)()(   
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қатор йиғиндиси A  тўпламнинг Лебег ўлчови дейилади. 

Агар (2.1) тенгликдан аниқ қуйи чегара RA  тўпламни қопловчи барча B  

содда тўпламалр олинса, A  тўпламнинг Жордан маъносидаги ташқи ўлчови 

ҳосил бўлади, у )(* Aj  билан белгиланади, яъни 

)(),()( '*

inf GMBBmAj
AB

=


. 

Ушбу  

),(),()( '

* sup GMBBmAj
AB

=


 

сон A  тўпламнинг Жордан маъносидаги ички ўлчови дейилади. 

7-таъриф. Агар )()(
*

* AjAj =  бўлса, A  Жордан маъносида ўлчовли тўплам 

дейилади. 

Ҳозир биз қурилиши Кантор тўплами K  билан боғлиқ бўлган Канторнинг 

зинапоя функцияси келтирамиз. Канторнинг зинапоя функцияси k  билан 

белгилаймиз ва уни R  да қуйидагича аниқлаймиз. ]0,(,0)( −= xxk  ва 

).,1[,1)( = xxk  

Энди K\]1,0[  да қуйидагича аниқлаймиз. 







=

3

2
,

2

1
1

K  тўплам ва унинг 

чегарасида 







=

3

2
,

3

1
,

2

1
)( xxk  

















==

9

8
,

9

7

9

2
,

9

1
22212

KKK  тўплам ва унинг чегараларида 





























=

.
9

8
,

9

7
,

4

3

,
9

2
,

9

1
,

4

1

)(

xagar

xagar

xk  

Энди  
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==

=
33333333

4

1
33

3

26
,

3

25

3

20
,

3

19

3

8
,

3

7

3

2
,

3

1


k
k

KK  

тўплам ва унинг чегараларида 

.4,3,2,1,,
2

12
)(

33
=

−
= kKx

k
xk

k
 

Худди шундай 
12

1

−

=

=
n

k
nkn

KK  тўпламнинг k - қўшни интервали ва унинг 

чегарасида  

.2,,3,2,1,,
2

12
)( 1−=

−
= n

nkn
kKx

k
xk   

Шундай қилиб, 
n

K  тўпламлар ва уларнинг чегараларида k   функция 

аниқланади. Бу 


=

=
1

\]1,0[
n

n
KK  тўплам [0, 1] кесмада зич. Энди Kx 

0
 сони 

k   функция аниқланмаган борор нуқта бўлсин, у ҳолда  

 


=

=
1

00
,:)(sup)(

n
n

Kxxxxkxk   

деймиз. Ҳосил қилинган функция Канторнинг зинапоя функцияси дейилади. 

Канторнинг зинапоя функцияси [0,1] кесмада узлюксиз, монотон 

камаймайдиган функция бўлади. Хусусан .1)1(,0)0( == kk    

1.4 Ўлчовнинг Лебег бўйича давоми 

Бирли (бирлик элементли) ярим ҳалқада аниқланган ўлчовнинг 

Лебег бўйича давоми. Агар 
m

G  ярим ҳалқада аниқланган m  ўлчов 

аддитивлик хоссасига эга бўлиб, аммо −  аддитив бўлмаса, у ҳолда m   

нинг  
m

G   дан )(
m

GM  гача давоми билан ўлчовни давом эттириш жараёни 

тугайди, яъни m  ўлчовни )(
m

GM   дан кенгроқ синфга давом эттириб 

бўлмайди. Агар 
m

G   да аниқланган m  ўлчов − аддитив бўлса, у ҳолда, m  

ни 
m

G  дан )(
m

GM   га нисбатан кенгроқ бўлган ва қандайдир маънода 

максимал синфга давом эттириш мумкин. Буни Лебег бўйича давом эттириш 

ёрдамида амалга ошириш мумкин. Бу бандда бирли ярим ҳалқада берилган 
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ўлчовни Лебег бўйича давом эттириш масаласини қараймиз. 

Бизга бирор 
m

G  бирли ярим ҳалқада аниқланган −  аддитив m  ўлчов 

берилган бўлсин ва E  тўплам 
m

G  ҳалқанинг бири бўлсин. E  нинг барча 

қисм тўпламларидан ташкил топган )(E  системада ташқи ўлчов деб 

аталувчи 
*  функцияни қуйидаги усулда аниқлаймиз.     

1-таъриф. Ихтиёрий  EA   тўплам  учун   

                         =
n

n
BmA )()( inf

*                                                  (1) 

сон  A   тўпламнинг  ташқи  ўлчови  дейилади.  Бу  ерда  аниқ  қуйи  чегара  

A   тўпламни  қопловчи барча чекли ёки саноқли 
mnn

GBB },{  тўпламалар  

системалари  бўйича  олинади. 

 1-теорема (Саноқли ярим аддитивлик). Агар A  ва саноқлита 

 ,,,,
21 n

AAA  тўпламлар учун 


=


1n

n
AA  бўлса, у ҳолда қуйидаги 

тенгсизлик ўринли  




=


1

** ).(inf
n

n
A  

 Бу теорема тасдиғининг 2.1-теорема тасдиғи исботига(айнан) ўхшаш 

амалга ошорилди. 

2-таъриф. Агар EA  тўплам ва исталган 0  учун шундай )(
m

GMB  

тўплам мавжуд бўлиб, 

  )(* BA  

тенгсизлик бажарилса, A  (Лебег бўйича) ўлчовли тўплам дейилади. 

 2-теорема. Ўлчовли тўпламлар системаси )(EM  ҳалқа бўлади. 

 Исбот. Ихтиёрий 
1

A  ва 
2

A  тўпламлар учун 

                                     )\(\
21121

AAAAA =                                      (2) 

ва  

                           )]\()\[(\
2121

AEAEEAA  =                         (3) 

тенгликлар ўринли бўлгани учун қуйидагини исботлаш етарли. Агар 
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)(),(
21

EMAEMA   бўлса, у ҳолда )(\
21

EMAAA = бўлади, яъни 

ўлчовли тўпламларнинг айирмаси ўлчовлидир. Ҳақиқатдан ҳам, 
1

A   ва 
2

A   

ўлчовли тўпламлар учун шундай )(
1

GMB    ва  )(
1

GMB   тўпламлар 

мавжудки,  

2
)(

11

* 
 BA   ва  

2
)(

22

* 
 BA  

тенгсизликлар ўринли бўлади. )(\
21

GMBBB =  бўлганлиги учун  

)()()\()\(
22112121

BABABBAA    

муносабатдан фойдаланиб,   )(* BA  тенгсизликни оламиз. Демак, 

)(\
21

EMAA   у ҳолда (4.2) ва (4.3) муносабатлардан )(
21

EMAA    ва 

)(
21

EMAA    эканлигини оламиз. 
1

A  ва 
2

A  тўпламларнинг симметрик 

айирмасининг ўлчовли эканлиги  

)\()\(
122121

AAAAAA =  

тенгликдан келиб чиқади.  

1-эслатма. 
m

G  нинг бирлик элементи – E   ўлчовли тўпламлар системаси 

)(EM   учун ҳам бирлик элемент бўлади, шунинг учун ўлчовли тўпламлар 

системаси )(EM   алгебра ташкил этади.  

 3-теорема. Ўлчовли тўпламлар системаси )(EM  да аниқланган   

тўплам функцияси аддитивдир. 

 4-теорема. Ўлчовли тўпламлар системаси )(EM  да аниқланган   

тўплам функцияси  - аддитивдир. 

 Исбот. Айтайлик  


=

=
1

21
)(,,,,,

n
nn

EMAAAAA  бўлиб 

jiAA
ji

= ,  бўлсин. 4.1-теоремага кўра, 

                      


=


1

'' )()(
n

n
AA   ёки 



=


1

' )()(
n

n
AA                       (4) 

тенгсизлик ўринли. 4.3-теоремага кўра, ҳар бир n  да 
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n

k k
kk

AAA
1 1

)()()(
=



=

=                       (5) 

тенгсизликни оламиз. (4.5) дан →n  да лимитга ўтиб, 

                                              


=


1

)()(
n

n
AA                                       (6) 

га эга бўламиз. (4.4) ва (4.6) лардан теорема тасдиғи келиб чиқади. 

 5-теорема. Лебег бўйича ўлчовли бўлган барча тўпламлар системаси 

)(EM , E  бирлик элементли  - алгебрадир. 

 3-таъриф. Ўлчовли тўпламлар системаси )(EM  да аниқланган ва 

)(EM  да ташқи ўлчов 
*  билан устма-уст тушувчи   функция m  

ўлчовнинг )(mL=   Лебег давоми деб аталади. 

 2. Бирлик элементга эга бўлмаган ярим ҳалқада берилган ўлчовни 

давом эттириш.  

 6-теорема. Исталган бошланғич m  ўлчов учун Лебег бўйича ўлчовли 

тўпламлар системаси )(EM   - ҳалқа бўлади. Саноқли сондаги ўлчовли 

 ,,,
21 n

AAA  тўпламлар бирлашмаси бўлган 


=

=
1n

n
AA  тўпламнинг 

ўлчовли бўлиши учун )(
1


n

k
k

A
=

  миқдорнинг n  га боғлиқсиз ўзгармас билан 

чегараланган бўлиши зарур ва етарли. 

 Исбот. Етарлилиги. Ўлчовли тўпламларнинг  ,,,,
21 n

AAA  саноқли 

система берилган бўлиб, 

( ) =
=

KA
n

k
k

n


11

sup  

бўлсин. Янги  

 
1

1

'

213

'

312

'

21

'

1
,\,),(\,\,

−

=

====
n

k
knn

AAAAAAAAAAAA  

ўлчовли тўпламлар  кетма-кетлигини тузамиз. Тузилишига кўра, 

 ,,,, ''

2

'

1 n
AAA  тўпламлар ўзаро кесишмайди. Бундан ташқари, исталган n  

да 
n

k
k

n

k
k

AA
11

'

==

= тенглик ўринли. Бундан ташқари 
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KAAAA
n

k
k

n

k
k

n

n

k
k

n

n

k
k

n

== 
==== 1

'

1

'

1

'

1

)()()()( supsupsup    

шарт бажарилади. Демак, исталган 0  сон учун шундай Nn  мавжудки, 




+=+=


1

'

1

'

2
)()(

nk
k

n

nk
k

AA


   

тенгсизлик ўринли бўлади. 
n

k
k

AC
1

'

=

=   тўплам ўлчовли бўлгани учун, шундай 

m
GB  тўплам мавжуд бўлиб, 

2
)(* 

 BC  

тенгсизлик бажарилади. 

( )


+=


1

')(
nk

k
ABCBA  

муносабатдан фойдалансак, 

  )(* BA  

тенгсизликни оламиз. Демак, A  ўлчовли тўплам экан. 

 Зарурийлиги. Айтайлик саноқлита  ,,,
21 n

AAA  ўлчовли тўпламлар 

учун 


=

=
1n

n
AA  тўплам ўлчовли бўлсин ва )(A  чекли бўлсин. У ҳолда 

исталган Nn  учун 
n

k
k

AA
1=

  муносабатдан ва 
n

k
k

A
1=

 ўлчовли тўплам 

бўлгани учун 

.)()()()(
11

sup 
==

AAAA
n

k
k

n

n

k
k

    

 1-натижа. Ўлчовли тўпламлар синфи )(EM  ва )(EMA  тўплам 

берилган бўлсин. A  тўпламнинг барча )(EMB  қисм тўпламларидан 

тузилган ))(( AMB  система  - алгебра бўлади. 

 4-таъриф. Агар 0)( =A  ва AA'  бўлишидан 'A  нинг ўлчовли 

эканлиги келиб чиқса,   ўлчов тўла дейилади. 

 Умуман олганда  - алгебрада аниқланган ҳар қандай  - аддитив 
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ўлчови тўла ўлчовгача давом эттириш мумкин. Бунинг учун нол ўлчови 

тўпламнинг ихтиёрий қисмига нолни мос қўйиш кифоя қилади.  

Назорат саволлари: 

1. Лебег маъносида ўлчовли, аммо Жордан маъносида ўлчовли бўлмаган 

тўпламга мисол келтиринг. 

2. Кантор тўплами ]1,0[K  нинг Жордан маъносида ўлчовли эмаслигини 

исботланг. 

3. RA  тўпламнинг ўлчови нолга тенг бўлса, 0)( =
−

A  бўлиши шартми? 

Бу ерда AA−
−

 тўпламнинг ёпиғи. 

4. RA  чегараланмаган мусбат ўлчовли тўплам бўлсин, у ҳолда шундай 

Ayx ,  лар мавжудки Qyx −  бўлади. Исботланг. 

 

2-мавзу. Ўлчовсиз тўпламлар. 

Режа: 

1. Ўлчовсиз тўпламлар. 

2. Ўлчовли функциялар.  

3. Турли фазолар ва улар устидаги ўлчовларга мисоллар.  

4. Интеграллар.  

5. Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг қўлланиши. 

 

Таянч иборалар:  ўлчовли тўплам, ўлчовли функция,  гармоник 

функциялар, субгармоник функциялар, монотон камаювчи, текис 

яқинлашувчи, максимумлар принципи. 

 

Ўлчовли функциялар ва улар устида амаллар. 

Бизга ( )2RERE   ўлчовли тўплам ва унда аниқланган ҳақиқий 

қийматли f   функция берилган бўлсин. 

1-таъриф. Агар ихтиёрий Rc  учун )(:})(:{ cfEcxfEx =  
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тўплам ўлчовли бўлса, у ҳолда f  функция E  тўпламда ўлчовли функция 

дейилади. 

1-мисол. Биз RE  тўплам сифатида ]1,0[  кесмани  f  функция 

сифатида ўзгармас бир функцияни оламиз, яъни  1)( =xf  аниқланишига 

кўра ихтиёрий Rc  учун 








==

1,

,1],1,0[
})(:{)(

cagar

cagar
cxfxcfE  

тенглик ўринли. ]1,0[  кесма ва    тўплам ўлчовли. Демак, ихтиёрий 

Rc  учун ( )cfE   тўплам ўлчовли экан. Таърифга кўра, 1)( =xf  

функция ]1,0[  да ўлчовли функция бўлади. 

1-теорема. Агар  f  ва  g  функциялар E  тўпламда ўлчовли бўлса, у 

ҳолда уларнинг йиғиндиси gf + , айирмаси gf −  ва кўпайтмаси gf   

ўлчовли бўлади. Агар 0)( xg  бўлса, у ҳолда 
g

f
 функция ҳам  Е да ўлчовли 

бўлади. 

Теоремани исботлашда қуйидаги леммалардан фойдаланамиз. 

1-лемма.  Агар f  функция Е тўпламда ўлчовли бўлса, у ҳолда 

ихтиёрий Rba ,  лар учун қуйидаги тўпламларнинг ҳар бири ўлчовли 

бўлади. 

).()5);()4);()3);()2);()1 afEafEafEbfaEafE =

 2- лемма. Агар ихтиёрий Rba ,  лар учун 1), 2), 4), 5) тўпламларнинг 

бирортаси ўлчовли бўлса, у ҳолда f  функция  E   тўпламда ўлчовли бўлади. 

Исбот. f  ўлчовли бўлсин, у ҳолда таърифга кўра, ихтиёрий Rba ,  

учун  )( afE   тўплам ўлчовли бўлади. 

)(\)()1 afEEafE =  тенгликдан, ҳамда ўлчовли тўпламнинг 

тўлдирувчиси ўлчовли эканлигидан )( afE   тўпламларнинг ўлчовлилиги 

келиб чиқади. 
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)()()()2 bfEafEbfaE =  тенгликдан, ҳамда ўлчовли 

тўпламлар кесишмаси ўлчовли эканлигидан )( bfaE   тўпламнинг 

ўлчовли эканлиги келиб чиқади. 

)()3 afE =  тўпламни ўлчовлилигини кўрсатамиз  




=

+==
1

)
1

()(
n n

afaEafE  

Бу ерда 







+

n
afaE

1
  тўплам 2)  кўринишдаги тўплам бўлгани 

учун ўлчовли. Ўлчовли тўпламларнинг саноқли сондаги кесишмаси ўлчовли 

бўлгани учун  )( afE =  тўплам ўлчовли бўлади. 

)()4 afE   тўпламнинг ўлчовли эканлиги таърифидан, 3) дан ҳамда 

)()()( afEafEafE ==   тенгликдан келиб чиқади. 

)(\)()5 afEEafE =  тенгликдан ҳамда тўлдирувчи 

тўпламнинг ўлчовлилигидан келиб чиқади. 

3-лемма. Агар f  ва g  лар  E  да ўлчовли функциялар бўлса, у ҳолда  

)()}()(:{ gfExgxfEx =  

тўплам ўлчовли бўлади. 

Исбот. Ратсионал сонлар тўплами Q  саноқли бўлгани учун унинг 

элементларини номерлаб чиқамиз, яъни ,...}....,,,{
21 k

rrrQ =  ва қуйидаги 

тенгсизликни исботлаймиз: 

     ( ) QrrxgxrxfxxgxfEx
kkk

k

=


=

,)(:)(:)()(:
1

      

(5.1) 

фараз қилайлик, )}()(:{
0

xgxfExх   бўлсин, у ҳолда ратсионал 

сонларнинг зичлик хоссасига кўра шундай Qr
k
  мавжудки 

)()(
00

xgrxf
k
  муносабат ўринли бўлади. Демак, 

     ( ) QrrxgхrxfxxgxfEx
kkk

k

=


=

,)(:)(:)()(:
1

0
 . 
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 Бундан 

   ( )
kk

k

rxgxrxfхx 


=

)(:)(:
1

0
  

эканлиги келиб чиқади. Энди  

   ( )
kk

k

rxgхrxfхx 


=

)(:)(:
1

0
  

ихтиёрий нуқта бўлсин, у ҳолда 
0

x  йиғиндининг бирортасига тегишли 

бўлади, яъни шундай  Qr
k
  мавжудки бир вақтда  

k
rxf )(

0
 ва 

k
rxg )(

0
 

бўлади. Бундан )()(
00

xgxf   эканлиги ва демак )}()(:{
0

xgxfExx   

эканлиги келиб чиқади. 

Биз (1) тенгликни исботладик. 3-лемманинг исботи (1) тенгликдан, 

ҳамда ўлчовли тўпламларнинг саноқли бирлашмаси яна ўлчовли эканлигидан 

келиб чиқади. 

 Теоремани исботини бир неча қисмга ажратамиз. 

1) агар  ф – ўлчовли функция бўлса, у ҳолда ихтиёрий  Rk  учун 

fk   ва kf +  функциялар ҳам ўлчовли бўлади. Ҳақиқатан ҳам 

                                   )}()(:{ xgxfEx                                         (2) 

(5.2) тенгликнинг ўнг томонидаги тўпламларнинг ҳар бир ўлчови 

бўлгани учун fk   функция ўлчовли бўлади. kf +  функциянинг ўлчовлиги 

қуйидаги тенгликдан  

})(:{})(:{ kcxfExckxfEx −=+  

келиб чиқади. 

2) Агар ф  ва г ўлчовли функциялар бўлса, у ҳолда 3-леммага кўра   

)}()(:{})()(:{ xgcxfExcxgxfEx −=+  

 тўплам ихтиёрий Rc  да ўлчовли бўлади. Демак, таърифга кўра 

gf +  ўлчовли бўлади.  

3) 1) ва 2) дан келиб чиқадики  gf −  ўлчовли функция бўлади. 

4) Агар  ф   ўлчовли бўлса f  ва 
2f  лар ҳам ўлчовлилар ҳам ўлчовли  

функциялар бўлади. Ҳақиқатан ҳам     
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       ( )




−


=

0),()(

0,

cаgаrcfEcfE

cаgarE
cfE


             (3) 

                ( )
( )







=

0,

0,
2

cаgаrcfE

cаgаrE
cfE                    (4) 

(3) ва (4) тенгликларнинг ўнг томонидаги тўпламлар ихтиёрий Rc  да 

ўлчовли бўлгани учун f  ва 
2f  лар ўлчовли функциялар бўлади. 

5) Ўлчовли функцияларнинг кўпайтмаси ўлчовли эканлиги қуйидаги   

( ) ( ) 22

4

1
gfgfgf −−+=  

айниятдан, ҳам  1), 2), 3) ва 4) хоссалардан келиб чиқади. 

6)Агар  f   ўлчовли  бўлиб,  0)( xf  бўлса, у ҳолда 
f

1
 ўлчовли 

бўлади. 

Исботи: 















=





















=









0),0(

0,0
1

0,
1

)0(

1

cagarfE

cagarf
c

E

cagar
c

fEfE

c
f

E



   

тенгликнинг ўнг томони ўлчовли тўпламлар бўлгани учун  







 c

f
E

1
 

ўлчовли тўплам экан. Демак  
f

1
 ўлчовли функция. 5-хоссага кўра, 

)(

1
)(

xf
xg   функция ҳам ўлчовли бўлади, бунда  .0)( xf   

Шундай қилиб, биз ўлчовли функциялар тўпламининг арифметик 

амалларга нисбатан ёпиқлигини кўрсатдик.  
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2-таъриф. Агар ихтиёрий 0  учун шундай 0
0
n  мавжуд бўлиб, 

барча 
0

nn   ва ҳамма Ex  ларда − )()( xfxf
n

 бўлса, у ҳолда }{
n

f  

функциялар кетма-кетлиги E  тўпламда f  функцияга текис яқинлашади 

дейилади. 

3-таъриф. Агар ҳар бир Ex  да )()(lim xfxf
nn

=
→

 бўлса, у ҳолда 

}{
n

f  функциялар кетма-кетлиги  f  функцияга нуқтали  яқинлашади 

дейилади. 

Қуйидаги теорема ўлчовли функциялар тўпламининг лимитга ўтиш 

амалига нисбатан ҳам ёпиқлигини ифодалайди. 

2-теорема. Агар }{
n

f  ўлчовли функциялар кетма-кетлиги ҳар бир 

Ex  да )(xf  га яқинлашса, у ҳолда лимитик функция ф  ўлчовли бўлади. 

Исбот.  Ихтиёрий  Ex  учун )()(lim xfxf
nn

=
→

 бўлсин. Агар биз 

             








−==






=



= k
cxfxcxfxcfE

m
nmnk

1
)(:})(:{)(

11

              

(5.5) 

тенгликни  исботласак   теорема исботланган бўлади. Чунки, саноқли 

сондаги ўлчовли тўпламларнинг бирлашмаси ва кесишмаси яна ўлчовли 

тўпламдир. (5.5) тенглик амалиёт дарсида кўрсатилади. 

Ўлчовли  функциялар   кетма- кетликларининг  яқинлашишлари 

1-таъриф. E  ўлчовли тўпламда аниқланган f  ва g  функциялар учун  

( ) ( )  0: = xgxfEx  

бўлса   у  ҳолда  f  ва  g   лар  эквивалент      функциялар   дейилади  ва  

gf   каби  белгиланади  

1-мисол.    ]1,0[=E  

 
 







=

Ix

Qx
xF

1,0,0

1,0,1
)(    ,   0)( =xg  

Функциялар  эквивалентдир    чунки   
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   Qxgxfx = ]1,0[)()(:1,0  

ва   ( ) 01,0 =Q    тенгликлар   ўринлидир . 

2-таъриф. Агар  бирор  хосса   E    тўпламнинг нол ўлчовли    қисм   

тўпламидан  бошқа барча  нуқталарида    бажарилса , бу  хосса   E   тўпламда   

деярли  бажарилади  дейилади . 

1-теорема: Агар  f   функция   Y    ўлчовли    тўпламда   аниқланган   

бўлиб , ўлчовли REG →:    функцияга   эквивалент   бўлса  у  ҳолда  f    

ҳам  E   га  ўлчовли  функция дейилади. 

2-мисол.  ]2,0[ =E  

 
;

,,),(cossin

,/2,0,cos

)(
2

































=

Nn
n

xx

Nn
n

xx

xF





         xxg cos)( =  

gf    ва  g  ўлчовли  функциялар.  Шу  сабабли 6.1- теоремага  

асосан, f   ҳам ўлчовли функциядир. 

Деярли  яқинлашиш. 

3-таъриф. Агар E   тўпламда аниқланган    
n

f   функциялар   кетма- 

кетлигининг f   функцияга  яқинлашмайдиган   нуқталари   тўпламнинг  

ўлчови  0  бўлса. У  ҳолда   
n

f   функциялар   кетма-кетлиги  E  тўпламда  

функцияга деярли  яқинлашади  дейилади, яни 

)()(lim xfxf
n

n

=
→

.  

Тенглик  E   даги  деярли  барча  x   лар  учун  ўринли,  ёки 

 ( ) xfxfExA
n

n

==
→

)(: lim ,  ( ) 0/ = AE  

3-мисол.   ]2,0[),(cos)( = xxxf n

n
  функциялар   кетма –кетлиги  

0   функцияга деярли  яқинлашишини  кўрсатинг  . 

Маълумки,   \)2,0(x    лар  учун  1cos x   тенгсизлик  ўринли 
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ҳамда ,12cos0cos ==   1cos −=  

( )  

 







=

=



=
→

;2,0,1

,

\2,0,0

)(lim







xagar

xagaremasmavjud

xagar

xf
nn

 

Агар       }{\)2,0(0)(: lim ===
→

xfxA
n

n

  белгилаш   киритсак ,  у 

ҳолда   02,,0)\( ==  AE  

Таърифга   асосан  xxf n

n
cos)( =     функциялар   кетма-кетлиги   

]2,0[ =E  га   0)( =x функция  деярли  яқинлашади.   

2-теорема. Агар  E   тўпламда   
n

f   ўлчовли  функциялар  кетма- 

кетлиги  f га деярли  яқинлашса,  у  ҳолда лимитик  функция   f   ҳам  

ўлчовлидир. 

Текис  яқинлашишдан  нуқтали  яқинлашиш, нуқтали  яқинлашишдан  

эса   деярли  яқинлашиш  келиб  чиқади . 

Қуйидаги   теорема  деярли  яқинлашиш,  ва  текис  яқинлашиш    

орасидаги  боғланишни ифодалайди 

3-теорема  (Эгоров). E  чекли  ўлчовли  тўпламда   
n

f    функциялар  

кетма-кетлиги f  га  деярли  яқинлашсин .У  ҳолда   0   сони  учун   

шундай  EE 


   тўплам  мавжудки,  унинг   учун   қуйидагилар  ўринли:  

1) ( ) ,\ 


ЕЕ  

2) 


E  тўпламга   
n

f   функциялар  кетма- кетлиги  f  га  текис  

яқинлашади. 

2. Ўлчов бўйича яқинлашиш. Бизга E  тўпламда аниқланган  
n

f  

ўлчовли функциялар кетма-кетлиги ва f ўлчовли функция берилган бўлсин. 

Ўлчов бўйича яқинлашиш. 

Бизга }{
n

f   функциялар кетма-кетлиги ва f   функция берилган. 

4-таъриф. Агар ихтиёрий 0  учун  
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                          0})()(:{lim =−
→

 xfxfEx
nn

 

тенглик бажарилса, у ҳолда }{
n

f  функциялар кетма-кетлиги E  

тўпламда f  функцияга ўлчов бўйича яқинлашади дейилади. 

 Деярли яқинлашишдан ўлчов бўйича яқинлашиш келиб чиқади. 

Қуйидаги теорема шу ҳақда. 

4-теорема. Агар }{
n

f  ўлчовли функциялар кетма-кетлиги 

))(( EE   тўпламда f  функцияга деярли яқинлашса, у ҳолда }{
n

f  

кетма-кетлик E  тўпламда f  га ўлчов бўйича ҳам яқинлашади. 

Исбот. 2-теоремага кўра, лимитик функция f  ўлчовли бўлади.  

 )()(lim: xfxfxA
n

n
==

=

 

бўлсин, у ҳолда 0)\( =AE  бўлади. Қуйидаги белгилашларни 

киритамиз. 

 

),(),()(

;)()(:)(

11





n
n

k
k

n

kk

RMER

xfxfxE



=



=

==

−=


 

ўлчовли тўпламларнинг хоссаларидан фойдаланиб кўрсатиш 

мумкинки, юқорида киритилган барча тўпламлар   ўлчовли   бўлади.   

Равшанки,   

 .......)()(
21
 RR  

Ўлчовнинг узлюксизлик хоссасидан  

( ) )()(lim MR
nn

 =
→

 

тенглик келиб чиқади.  

Кўрсатамизки AEM \  бўлади, ҳақиқатан ҳам Ax 
0

 бўлсин, яъни 

( ) ( )
00

lim xfxf
nn

=
→

 

Лимит таърифига кўра берилган 0  сон учун шундай н  мавжудки, 

( ) ( ) −
00

xfxf
k

 



36                                                                                    Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши 

тенгсизлик барча nk   лар учун ўринли, яъни )(
0


n

Rx   демак, 

албатта .
0

Mx   Бундан .\\ AEMMEA   Ўлчовнинг ярим 

аддитивлик хоссасидан 

( ) 0)(0)\()( == MAEM   

Демак ( ) →→ nR
n

,0)(  яна бир марта ўлчовнинг ярим 

аддитивлик хоссасидан фойдалансак, )()( 
nn

RE   муносабатдан                          

( ) 0)(lim =
→


nn

E  

 эканлиги келиб чиқади. Бу эса теоремани исботлайди. 

Умуман олганда ўлчов бўйича яқинлашишдан деярли яқинлашиш 

келиб чиқмайди. Қуйидаги мисол шу фикрни тўғрилигини тасдиқлайди. 

4-мисол. Ҳар бир Nk   учун ]1,0[  ярим интервалда 
)()(

2

)(

1
,....,, k

k

kk fff  

функцияларни қуйидаги усул билан аниқлаймиз. 

( )




























−

=

k

i

k

m
xагар

k

i
x

k

i
агар

хf k

i

,\]1,0[,0

1
1

)(



 

Бу функцияларни тартиб билан номерлаб, )}({
n

xg  кетма-кетликни 

ҳосил қиламиз. Кўрсатиш мумкинки )}({
n

xg  кетма-кетликнинг нол 

функцияга ўлчов бўйича яқинлашишини ва бирор нуқтада ҳам нолга 

яқинлашмаслиги исботланг. 

Исбот. Ҳар бир Nn  учун шундай к ва и сонлар топиладики, 

)()()( xgxf
n

k

i
=  тенглик бажарилади ва n  чексизга интилиши билан к ҳам 

чексизга интилади. Демак, ихтиёрий 0  учун  

    .0
11

,
1

:)(:
0

)(

→
→=




 −
=

k

k

in

kkk

i
fxxgx   

Энди }{
n

g  кетма-кетликни )(xQ  га деярли яқинлашмаслигини 

кўрсатамиз. Ихтиёрий ( 1,0
0
x     нуқтани оламиз. Шундай  

n
k   ва 

n
i  
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( )
n

kkk ...
21

   сонлар топиладики, 










−


nn

n

K

in

K

i
x ,

1
0

 

бўлади. Демак 

( ) .01lim
0

)(
=

→
xf n

n

k

in
 

6-теорема. Агар )}({ xf
n

 кетма-кетлик )(xf  га ўлчов бўйича 

яқинлашса ундан   )(xf  га деярли яқинлашувчи қисмий кетма-кетлик 

ажратиш мумкин. 

Исбот. Биз мусбат ва нолга интилувчи  ,,,,
21 n

  кетма-кетликни 

ва  ,,,,
21 n

   мусбат сонларни  ++++
n


21

 қатор 

яқинлашувчи бўладиган қилиб танлаймиз. Индекслар кетма-кетлиги 

,
21

nn   ларни қуйидагича танлаймиз 
1

n  индексни шундай танлаймизки, 

11
}))()(:({

1

 − xfxfx
n

   

тенгсизлик бажарилсин. Бу тенгсизликни қаноатлантирувчи 
1

n  

мавжудлиги }{
n

f  кетма-кетликнинг f  га ўлчов бўйича яқинлашувчи 

эканлигидан келиб чиқади. Энди 
12

nn   индекс шундай танланадики, 

22
}))()(:({

2

 − xfxfx
n

 

тенгсизлик бажарилсин. Умуман 
1−


kk

nn  индекс шундай танланадики, 

kkn
xfxfx

k

 − }))()(:({  

тенгсизлик бажарилсин. Танланган }{
kn

f  кетма-кетликнинг f  га 

деярли яқинлашувчи бўлишини кўрсатамиз. Қуйидаги белгилашларни 

киритамиз: 




=

−=
ik

kni
xfxfxR

k

})()(:{   ва 


=

=
1

.
i

i
RR  

Танланишига кўра,  
n

RRR
21

. Ўлчовнинг узлюксиз 
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хоссасига кўра, )()( RR
n

 → . Иккинчи томондан, равшанки, 




=


ik

ki
R  )(  

тенгсизлик ўринли. Сўнги қатор яқинлашувчи қаторнинг қолдиғИ 

бўлганлиги учун, у →i  да нолга интилади. Демак, 0)()( lim ==
→

i
i

RR  . 

Энди RE \  тўпламда )()( xfxf
kn

→  ни кўрсатиш қолди. Фараз қилайлик, 

,\
0

REx   яни Rx 
0

 бўлсин. У ҳолда шундай 
0
i  мавжудки, 

00 i
Rx  . Бу 

шни англатадики, барча 
0
ik   лар учун  

})()(:{
0 kn

xfxfxx
k

−  яъни 
kn

xfxf
k

− )()(
00

. 

шартга кўра ,0→
k
  шунинг учун ).()(

00lim xfxf
kn

k

=
→

 

  7-теорема. (Лузин). ],[ ba  да аниқланган f  функция ўлчовли 

бўлиши учун ихтиёрий 0  сон учун ],[ ba  да узлюксиз бо'лган шундай   

функция мавжуд бўлиб,     )()(:],[ xxfbax  тенгсизлик 

бажарилиши зарур ва етарли. 

1-натижа. ],[ ba  кесмада узлюксиз функция ўлчовлидир. 

5-мисол.  







=

Qxxx

Qxx
xf

)(sincos

\],0[sin
)(

2


 Лузин теоремасига кўра  

функция ўлчовли,  чунки  ],0[,sin)(  = xxx   ва  

.0],0[)}()(:{ == Qxxfx   

Ихтиёрий ўлчовли функция учун Лебег интеграли ва унинг 

хоссалари 

Биз доим чекли ўлчовли ))(( +AA   тўплам ва унда аниқланган f  

ўлчовли функцияни қараймиз. 

1-таъриф. Агар A  тўпламда f  функцияга текис яқинлашувчи, 

интегралланувчи содда функцияларнинг }{
n

f  кетма-кетлиги мавжуд бўлса, у 

ҳолда f  функция  A  тўпламда Лебег маъносида интегралланувчи дейилади 
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ва унинг интеграли 

                                 =
→

A A

nn
dxfdxf  )()(lim                                  (1) 

тенглик билан аниқланади. 

Бу таъриф коррект, яъни камчиликлардан ҳоли бўлиши учун қуйидаги 

шартлар бажарилиши керак: 

1) Ҳар қандай текис яқинлашувчи ва A  тўпламда интегралланувчи 

содда функциялар кетма-кетлиги учун (8.1) лимит мавжуд бўлиши керак. 

2) Берилган f функция учун (8.1) лимит }{
n

f  кетма-кетликнинг 

танлашига боғлиқ эмас. 

3) Агар  f функция содда  функция бўлса, бу  таъриф  7-мавзудаги 

содда функциялар учун берилган 2-таъриф билан устма-уст тушиши керак. 

1-3 шартларнинг бажарилишини кўрсатамиз. 

1) Содда функциялар учун интегралнинг А, Б ва C  хоссаларидан 

)()(sup)()()(()()( xfxfAdxfdxfdxfdxf
mn

AxA

nm

A A

mn
−−−


  

 

тенгсизлик келиб чиқади. 

2) (1) лимитнинг }{
n

f  кетма-кетликнинг танланишига боғлиқ 

эмаслигини исботлаймиз. Фараз қилайлик, f  га  текис яқинлашувчи иккита 

}{
n

f  ва }{
n

f   кетма-кетликлар  учун (1) лимит  ҳар хил қийматлар қабул 

қилсин. У ҳолда ,...,,....,,,,
2211 nn

ffffff    кетма-кетлик f га текис 

яқинлашади, лекин бу кетма-кетлик учун (1)  лимит мавжуд эмас. Бу эса 

ҳозиргина исботланган 1) шартга зид. 

3) шартни исботлаш учун ихтиёрий n  да )()( xfxf
n

=  деб олиш 

етарли. 

2-таъриф. Агар  ҳар бир Nn  учун (1) тенглик билан аниқланувчи 

but

n
f  содда функция интегралланувчи бўлса, у ҳолда f  функция А тўпламда 

Лебег маъносида интегралланувчи дейилади ва унинг интеграли 
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→

=
A A

but

nn
dxfdxf  )(lim)(  

1-теорема. (Лебег интегралининг − аддитивлик хоссаси ). Ўлчовли 

A  тўплам ўзаро кесишмайдиган ,...,...,,
21 n

AAA  ўлчовли тўпламнинг 

бирлашмасидан иборат бўлсин, яъни  

jiAAAA
jin

n

==


=

,,
1

  

ва f  функция A  тўпламда интегралланувчи бўлсин. У ҳолда ҳар бир 

n
A  тўплам бўйича f  функциянинг интеграли мавжуд, 

( ) dxf
n An

 


=1

 

қатор абсолют яқинлашади ва қуйидаги тенглик ўринли  

                                     

  


=

=
A An

dxfdxf  )()(
1

.                             (2) 

1-натижа. Агар f  функция A  тўпламда интегралланувчи бўлса, у 

ҳолда f  функция A  тўпламнинг ихтиёрий ўлчовли 'A  қисмида ҳам 

интегралланувчи бўлади. 

2-теорема. Ўлчовли A  тўплам ўзаро кесишмайдиган ,...,...,,
21 n

AAA  

ўлчовли тўпламнинг бирлашмасидан иборат бўлсин, яъни  

jiAAAA
jin

n

==


=

,,
1

  

Ҳар бир 
n

A  тўпламда f  функция интеграналланувчи ва  

( ) dxf
n An

 


=1

 

 

қатор яқинлашувчи бўлсин. У ҳолда A  тўпламда интеграналланувчи ва 

(2) тенглик ўринли бўлади. 

 Исбот. Теоремани исботлаш учун f  функциянинг A  тўпламда 

интегралланувчи эканлигини кўрсатиш этарли. Аввало исботни 
i

B  
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тўпламларда 
i

f  қийматларни қабул қилувчи f  содда функция учун 

келтирамиз. Қуйидаги белгилашларни киритамиз: 

.},)(:{
inniii

BAAfxfAxB ===  

У ҳолда қуйидаги ўринли  


n

ini
BA =  ва ).()(

ni
i

i

A

Afdxf
n

  =  

(2) қаторнинг яқинлашувчилигидан  


i

nii
n

Af )(  

қаторнинг яқинлашувчилиги келиб чиқади. Яқинлашувчи мусбат ҳадли 

қатор ҳадларининг ўринларини ихтиёрий тартибда алмаштириш мумкин. 

Шунинг учун  

.)()()(   ==
i

i
i

i
n

nii
i

nii
n

BfAfAf   

Охирги қаторнинг яқинлашувчилиги 

 =
A i

ii
Bfdxf )()(   

интегралнинг мавжудлигини билдиради. 

 Умумий ҳолда ихтиёрий 0  сон ва f  функция учун шундай 
~

f  

содда функция мавжудки, барча Ax  учун 

                                                       .)()(
~

− xfxf                           (3) 

тенгсизлик ўринли. У ҳолда ВИИ хоссага кўра, ҳар бир 
n

А  тўпламда 
~

f  

функциянинг интеграли мавжуд ва  

)()()(
~

n

AA

Adxfdxf
nn

 +   

тенгсизлик ўринли. (2) қаторнинг яқинлашувчи эканлигидан, ҳамда 

 


=1

~

)(
n A

dxf
n

  

қаторнинг яқинлашувчи эканлиги келиб чиқади. Бундан 
~

f  содда 
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функциянинг A  да интегралланувчи эканлиги, (3) тенгсизликдан эса  f  

функциянинг A  тўпламда интегралланувчи эканлиги келиб чиқади. 

 3-теорема. (Чебишев тенгсизлиги). A  ўлчовли тўпламда 

манфиймас   функция ва 0c  сон берилган бўлсин. У ҳолда қуйидаги 

тенгсизлик ўринли 


A

dx
c

cxAx  )(
1

}))(:({  

 Исбот. Айтайлик, })(:{ cxAxA
c

=   бўлсин. У ҳолда 

).()()()()(
\

c

AAAAA

Acdxdxdxdx
ccc

 +=   

Бу ердан 


A

c
dx

c
A  )(

1
)(  

тенгсизлик келиб чиқади. 

 2-натижа. Агар 

 =
A

dxf 0)(   

бўлса, у ҳолда деярли барча Ax  учун 0)( =xf  бўлади. 

 4-теорема. (Лебег интегралининг абсолют узлюксизлик хоссаси). 

Агар f  функция ))(( +AA   тўпламда интегралланувчи бўлса, у ҳолда 

ихтиёрий 0  сон учун шундай 0  сон мавжудки,  )(D  

тенгсизликни қаноатлантирувчи ҳар қандай AD   тўплам учун 

 
D

dxf )(  

тенгсизлик ўринли. 

 Исбот. Агар f  функция A  тўпламда M  сони билан 

чегараланган бўлса, теоремани исботлаш учун 
M


 =  деб олиш етарли, 

чунки 
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.)()( 


 ==
M

MMDMdxf
D

 

 Энди f  ихтиёрий ўлчовли ва интегралланувчи функция бўлсин. 

Қуйидаги белгилашларни киритамиз: 

.\,},1)(:{
0

Nn

N

n
nnn

BACABnxfnAxA ==+=
=

  

У ҳолда Лебег интегралининг аддитивлик хоссасига кўра, 

 


=

=
0

)()(
n AA

dxfdxf
n

  

тенглик ўринли. Берилган 0  сон учун N  ни шундай танлаймизки, 

2
)()(

1


 =  



+=

dxfdxf
Nn CNn A

 

тенгсизлик бажарилсин ва  

)1(2
0

+


N


  

бўлсин. Агар  )(D  бўлса у ҳолда 

.
2)1(2

)1()()()1(

)()()()(






+
+

+++

+=





N
NdxfDN

dxfdxfdxfdxf

N

NN

C

CDBDDD 

 

  

Лебег интеграли белгиси остида лимитга ўтиш. 

 

1-теорема. (Лебег). Агар  
n

f   кетма-кетлик А  тўпламнинг ҳар бир 

нуқтасида f  функцияга яқинлашса ва барча Nn  лар учун  )()( xxf
n

  

тенгсизлик бажарилиб,   фуҳксия А  тўпламда интегралланувчи бўлса, у 

ҳолда лимитик функция f  ҳам А  да интегралланувчи бўлади ва 

 =
→

A A

nn
dxfdxf  )()(lim  
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Исбот. Теорема шартидан лимитик функция f  учун  )()( xxf   

тенгсизликнинг бажарилиши келиб чиқади. Лебег интегралининг ВИИ 

хоссасига кора, f  интегралланувчи фунсия бўлади. Энди 0  ихтиёрий 

сон бўлсин. Лебег интегралининг абсолют узлюксизлик хоссасига кўра 

шундай 0  сон мавжудки, агар  )(B  бўлса,у ҳолда 

                                            
B

dx
4

)(


                                    (9.1) 

тенгсизлик ўринли бўлади. 6.3-Эгоров теоремасига кўра, B  тўпламни 

шундай танлаш мумкинки,  
n

f  кетма-кетлик ВАС \=  тўпламда  f  

функцияга текис яқинлашади. Демак,шундай N  мавжудки, ихтиёрий Nn   

лар ва ихтиёрий Cx учун                                 

                             ( ) ( )
( )C

xfxf
n





2
−                                (9.2) 

тенгсизлик бажарилади.У ҳолда 

     −+−=−
A A C B

n

B

nn
dxfdxfdxfxfdxfdxf  )()()()()()(  

бўлади. Энди 

),()( xxf                               )()( xxf
n

  

эканлигидан ҳамда (9.1) ва (9.2) лардан 

− 
A A

n
dxfdxf  )()(

.
44

)(
)(2

)()()()( 






 =++++−  C

C
dxfdxfdxfxf

n

BBC

n

  

1-натижа. Агар constMxf
n

=)(   ва  )()( xfxf
n

→  бўлса, у 

ҳолда 

 =
→

A

n

A
n

dxfdxf .)()(lim   

1-эслатма. Нол ўлчовли тўпламда функциянинг қийматини ўзгартириш 

интеграл қийматига (ВИ хоссага қаранг) таъсир қилмайди, шунинг учун 9.1-
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теоремада 
n

f     кетма- кетликнинг  f  функцияга деярли яқинлашишини 

ва )()( xxf      тенгсизликнинг ҳам деярли барча  x  лар учун 

бажарилишини талаб қилиш етарли. 

2- теорема. (Леви). A   тўпламда монотон 

...,)(...)()(
21

 xfxfxf
n

 

интегралланувчи 
n

f   функциялар кетма-кетлиги берилган бўлиб, 

барча Nn   лар учун        

Kdxf
n

A

 )(  

тенгсизлик бажарилсин. У ҳолда A  тўпламнинг деярли ҳамма ерида   

)()(lim xfxf
nn

=
→

 чекли лимит мавжуд ҳамда f  функция A  да 

интегралланувчи ва интеграл белгиси остида лимитга ўтиш мумкин, яъни 

.)()(lim  dxfdxf
A

n

A
n

 =
→

 

Исбот. Фараз  қилайлик 0)(
1

xf  бўлсин. Умумий ҳол 

)()()(
1

xfxfxf
nn

−=  алмаштириш ёрдамида 0)(
1

xf   ҳолга  

келтирилади. 

 ==
→

)(lim: xfAx
nn

 

тўпламни қараймиз. Агар биз  rxfAx
n

r

n
= )(:)(

 тўпламни 

киритсак, у ҳолда қуйидаги тенглик ўринли бўлади: 

,
1

)(


=

=
r

r
  .)(

1

)( r

n
n

r =


=

  

Чебишев тенгсизлигига (8.3-теоремага қаранг) кўра, 

.)(
1

)( )(

r

K
dxf

r
n

A

r

n
    

Ҳар бир тайинланган r  да  ...... )()(

2

)(

1
 r

n

rr
 муносабат 

ўринли. Ўлчовнинг узлюксизлик хоссасига кўра 

.)(lim)( )()(

r

Kr

nn

r =
→
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Ҳар бир r  учун 
( )r  эканлигидан  

r

K
)(  эканлиги келиб 

чиқади ва r  ихтиёрий бўлгани учун .0)( =  

Шу билан монотон  )(xf
n

 кетма-кетлик деярли барча Ax  ларда 

чекли )(xf  лимитга эга эканлиги келиб чиқади. 

Энди )],([)( xfxf but =   ,)(: rxfAxA but

r
==  ,...2,1,0=r  деб 

оламиз. 
butf  функциянинг A  тўпламда интегралланувчи эканлигини 

кўрсатамиз. 
s

r
rs

AB
0=

=  деймиз. 
s

B  да 
n

f  ва f  функциялар чегараланган ва 

ҳар доим )()( xfxf but   бўлгани учун 9.1- натижага кўра 

   =
→

s s sB B B

nn

but Kdxfdxfdxf .)(lim)()(   

Иккинчи томондан, 

 
=

=
sB

s

r
r

but KArdxf
0

.)()(   

Бу йиғиндининг чегараланганлиги 

   
=

s

r
r

Ar
0

)(  

қаторнинг яқинлашувчилигини билдиради. Демак, 

 


=

=
A r

r

but Ardxf
0

).()(   

Шундай қилиб, 
butf  нинг  A  да интегралланувчи эканлиги исботланди. 

  

Теоремани монотон ўсмайдиган кетма – кетликлар учун ҳам исботлаш 

мумкин. 

2- натижа. Агар 0)( x
n

  бўлиб, 

+


=1

)(
n A

n
dx   

бўлса, у ҳолда A   тўпламнинг деярли барча нуқталарида 



 Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши                                                                               47 




=1

)(
n

n
x  

қатор яқинлашади ва қаторни ҳадлаб интеграллаш мумкин, яъни 

  


=



=

=
A n n A

nn
dxdx

1 1

)())((   

тенглик ўринли. 

3- теорема (Фату). Агар манфиймас, ўлчовли }{
n

f   функциялар кетма 

– кетлиги A  тўпламнинг деярли барча нуқталарида f  функцияга яқинлашса 

ва 

 
A

n
Kdxf )(  

бўлса, у ҳолда f  функция A   тўпламда интегралланувчи ва 

 
A

Kdxf )(  

тенгсизлик ўринли. 

Исбот. )(inf)( xfx
knkn 

=  деб белгилаймиз. 
n

  ўлчовли, чунки 


nk

kn
cxfxcxx



= }.)(:{})(:{   

Бундан ташқари )()(0 xfx
nn

  бўлгани учун 
n

  интегралланувчи 

ва 

  
A A

nn
Kdxfdx .)()(   

Ниҳоят,   )()()(
21

xxx
n

  деярли барча x  лар учун 

).()(lim xfx
nn

=
→
  

Шунинг учун 9.2 – теоремани }{
n

  кетма–кетликка қўллаб, 9.3 – 

теореманинг исботига эга бўламиз.  

 3-теорема. Айтайлик A  тўпламнинг ўлчови чексиз бўлсин. 

Чеклита нолмас 
n

yyy ,,,
21
  қийматларни қабул қилувчи RAf →:  содда 

функция A  да интегралланувчи бўлиши учун 

nkyxfAxA
kk

,,2,1},)(:{ ===  тўпламларнинг  ўлчови чекли 
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бўлиши зарур ва этарли. Хусусан AB  тўпламнинг характеристик 

функцияси - )(x
B

  интегралланувчи бўлиши учун )(B  бўлиши зарур 

ва етарли. 

1-таъриф. Айтайлик A  чексиз ўлчовли тўплам , RAf →:  саноқлита 

 ,,,,
21 n

yyy  қийматларни қабул қилувчи содда функция бўлсин. Агар ҳар 

бир нолмас 
k

y  чун })(:{
kk

yxfAxA ==  тўплам чекли ўлчовли бўлиб, 




=1

)(
n

nn
Ay   қатор абсолют яқинлашувчи бўлса, RAf →:  содда функция A  

тўпламда Лебег маъносида интегралланувчи дейилади. 

Эҳтимоллик ўлчовлар ва уларнинг қўлланиши. 

Елементар ҳодисалар фазоси чексиз бўлган умумий ҳолда биз барча 

ҳодисаларни қараш ўрнига, ҳодисаларнинг алгебралари ёки - алгебралари 

деб аталувчи баъзи синфларинигина қараймиз. Шундай қилиб, элементар 

ҳодисалар фазоси -ихтиёрий тўпламдан иборат ва  э са  тўпламнинг 

қисм тўпламларидан ташкил топган бирорта система бўлсин. 

1-таъриф. Агар 

1. ; 

2°.   ва  муносабатдан  экани келиб чиқса; 

3.  муносабатдан  экани келиб чиқса, у ҳолда  система 

алгебра деб аталади. 

2-таъриф.  - ҳодисалар алгебраси,  эса  да 

аниқланган ва [0;1] тўпламдан қийматлар қабул қиладиган тўплам функцияси 

бўлсин. Агар  дан олинган ва биргаликда бажарилмайдиган ихтиёрий А  ва 

В  ҳодисалар учун 

П(А + Б)=П(А) + П(Б) 

тенглик ўринли бўлса, у ҳолда  да чекли аддитив ўлчов киритилган 

дейилади. П ( 1  шартни қаноатлантирувчи чекли аддитив ўлчовга эса  

да аниқланган чекли аддитив эҳтимоллик ўлчови дейилади. 

Агар  ҳодисалар алгебраси бўлса, у ҳолда  в а   
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ҳодисалар учун  ва  муносабатларга кўра 

 ва  эканлиги келиб чиқади. Шу каби 10 ва 30 шартдан 

, яни  э канлиги келиб чиқади. 

Ҳодисаларнинг  алгебраси баъзан ҳодисалар ҳалқаси деб ҳам 

аталади, чунки  да ҳалқанинг барча шартларини қаноатлантирувчи иккита 

алгебраик амал (қўшиш ва кўпайтириш: )  киритилган. Ҳодисаларнинг 

 алгебраси,  бўлгани учун бирлик ҳалқани ташкил этади. 

Алгебра ташкил қилувчи ҳодисалар системасининг “енг кичиги” 

еканлиги равшан. Шу билан бирга тўпламнинг барча қисм 

тўпларнларидан ташкил топган ҳодисалар системаси  ҳам алгебрадан 

иборат эканлигини текшириш мумкин. 

Агар  чекли фазо бўлса, у ҳолда унинг барча қисм тўпламларидан 

ташкил топган   система ҳам чекли тўплам бўлади. 

1-мисол Тажриба бир жинсли симметрик тангани икки марта 

ташлашдан иборат бўлсин. У ҳолда элементар ҳодисалар фазоси 

 4 та элементдан ташкил топган чекли тўпламдан иборат 

бўлади ва  алгебранинг барча ҳодисаларини ёзиб чиқиш мумкин: 

 

 

Бу мисолда  алгебра -та элементар ҳодисалардан ташкил 

топган. Агар  тўплам  та элементдан ташкил топган бўлса, у ҳолда  

тўплам  т а  элементдан иборат. Ҳақиқатан ҳам 0 ва 1 лардан ташкил 

топган узунликлари  га тенг бўлган кетма-кетликларнинг сони 2Н га тенг 

ва бундай кетма-кетликлар билан  орасида ўзаро бирқийматлик мослик 

ўрнатиш мумкин ( ). 

3-таъриф. Агар  тўпламнинг қисм тўпламларидан ташкил топган 

ҳодисаларнинг  -алгебрасида (2° шарт ўрнида): 

2*.  д а н   эканлиги келиб чиқса, у 

ҳолда   -алгебра ёки Борел алгебраси дейилади.  фазо ва унинг қисм 
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тўп- ламларидан ташкил топган   -алгебра биргаликда ўлчовли фазо деб 

аталади ва   орқали белгиланади. 

2-мисол. 1)  сонли тўғри чизиқ бўлсин.  орқали 

чекли ёки чексиз кесмалардан, интерваллар ва ярим интерваллардан ташкил 

топган тўпламлар системасини белгилаймиз.  алгебра ташкил қилмайди. 

Масалан,  ва  тўпламлар йиғиндиси 

 тўплам   системага кирмайди. Агар ни, ундан 

олинган тўпламларнинг барча чекли йиғиндилари билан тўлдирсак, у ҳолда 

ҳосил бўлган янги тўпламлар системаси  алгебрани ташкил қилади. 

 алгебрани ўз ичига олган барча -алгебралани қараймиз.  

ва   -алгебрани ташкил қилгани сабабли,  алгебрани ўз ичига олган 

камида битта -алгебра мавжуд. Бундай  - алгебраларнинг кесишмаси (яъни 

 -алгебраларнинг барчасига тегишли бўлган тўпламлар синфи) яна  -

алгебрани ташкил қилади. Бу барча интервалларни ўз ичига олган минимал  

-алгебра бўлиб, Борел  - алгебраси дейилади ва  орқали 

белгиланади. 

4-таъриф. Бизга  -ўлчовли фазо берилган бўлсин. Агар   -

алгебрада аниқланган П сонли функция учун қуйидаги аксиомалар ўринли 

бўлса: 

К л .  Исталган  учун  (П  нинг номанфийлиги);  

К2.  (П нинг нормаланганлиги); 

КЗ. Жуфт-жуфти билан биргаликда бўлмаган   

ҳодисалар кетма-кетлиги учун 

   (П нинг саноқли аддитивлиги), 

у ҳолда   -алгебрада П  эҳтимоллик ўлчови ёки эҳтимол 

киритилган дейилади. 

 учликка эҳтимоллар фазоси ёки эҳтимоллик модели 

дейилади, бу ерда  ҳодисаларнинг  -алгебраси, П  да аниқланган 

эҳтимол,  сонга А  ҳодисанинг эҳтимоли дейилади. 

Демак, эҳтимоллик моделини яратиш ўлчовли фазода манфий 
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бўлмаган, саноқли аддитив  фазонинг ўлчови 1 бўлган ўлчов киритишдан 

иборат экан. 

Еҳтимоллар назариясининг, юқорида киритилган, аксиоматикасини 

А.Н.Колмогоров таклиф қилган. К л ,  К2, КЗ аксиомалар системаси, уларни 

қаноатлантирувчи реал обектлар мавжуд бўлгани сабабли ўзаро зид эмас 

Назорат саволлари: 

1. RA  ихтиёрий мусбат ўлчовли тўплам бўлсин, у ҳолда шундай Ayx ,  

мавжудки Qyx −  бўлади. Исботланг. 

2. R  даги нол ўлчовли тўпламлар системаси  - ҳалқа бўлишини исботланг. 

3.Ўлчовли тўпламлар системаси )(RU  ҳалқа ташкил қилади. Исботланг. 

4. Чекли сондаги ўлчовли тўпламларнинг бирлашмаси ва кесишмаси яна 

ўлчовли тўпламдир. Исботланг. 

 

3 – мавзу. Инвариант ўлчовлар. 

Режа: 

1. Инвариант ўлчовлар.  

2. Эргодик теоремалар.  

3. Гиббс ўлчовлари (физикада қўлланиши). 

 

Таянч иборалар: ўлчов, чекли ўлчов,  Инвариант ўлчов, Гиббс ўлчов. 

 

Берилган модел учун топиладиган Гиббс ўлчовлари сонини топишда 

алгебранинг асосий теоремасидан фойдаланилади. Шу мақсадда, ушбу бобда 

алгебранинг асосий теоремасини баён этамиз. 

        1.-теорема: Даражаси бирдан кичик бўлмаган ҳақиқий коеффитсиентли 

ҳар қандай кўпҳад камида битта комплекс илдизга эга. 

         Исбот: Тоқ даражали кўпҳад  илдизга эга эканлигидан фақат теорема 

учун кўрсатамиз. 

         Фараз қилайлик, н- даражали ф(х) кўпҳад берилган бўлиб, унда 

бўлсин -тоқ сон). Исботнига нисбатан индуксия асосида 
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олиб борамиз.  вабўлса, бўлиб, теорема чин. 

Енди теоремани даражаси  га бўлиниб, га бўлинмайдиган 

барча ҳақиқий коеффитсиентли кўпҳадлар учун тўғри  деб фараз қиламиз. 

           Ҳар қандай кўпҳад учун ёйилма майдон мавжуд эди. Шунга кўра 

бирор   майдонни кўпҳадни комплекс сонлар майдони устидаги 

ёйилма майдони деб оламиз.  кўпҳад ёйилма майдонда  та илдизга 

эга бўлганидан   бўлади..Енди   майдоннинг  элементлари 

ва ∀   ҳақиқий сондан фойдаланиб,  

 

кўринишда тузилган элементларни  қараймиз. Ўз-ўзидан маълумки,  

ларнинг сони  та    элементдан иккитадан группалашлар сонига, я`ни 

 

га тенгдир. 

Иккинчи томондан  

     (1) 

         Бу ерда м ва лар тоқ сон бўлганидан  

                                

ҳам тоқ сондир. Энди илдизлари фақат  лардан иборат бўлган ва  

ҳалқага тегишли         

 

кўпҳадни тузиб оламиз. Бу кўпҳаднинг коеффитсиентлари  лардан 

тузилган  элементлар симметрик кўпҳадлардан иборат бўлади.Агар ларни 

алмаштирсакнинг коеффисиентлари ҳам  ларга боғлиқ бўлган 

симметрик кўпҳадлар бўлиб бу симметрик кўпҳадларнинг коеффитсиентлари 

ҳақиқий сонлардан иборат бўлади. г(х) нинг коеффитсиентлари ҳам 

ҳақиқийсонлар бўлади. г(х) кўпҳаднинг даражаси бу илдизлар сонига 

тенг бўлгани учун ва га асосан бу даража га бўлиниб, га 

бўлинмайди.Индуктив фаразимизга асосан   нинг  ,  
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илдизларидан камида биттаси комплекс сон бўлади. 

Демак, 

                 

елементлар учун шундай бир жуфт  номер мавжуд эканки, бу 

номерларга мос келувчи  комплекс сонлар бўлар экан. 

        Агар  ҳақиқий сонни оладиган бўлсак, унга мос келувчи ( ) 

номерлар ҳам ( ) билан устма – уст тушмайди. 

Демак,шундай ўзаро ҳар хил ( дан )ҳақиқий сонлар мавжудки буларга 

бир хил  жуфтлар мос келади, яъни 

               ( ) 

бўлиб ва   лар комплекс сонлардир. 

Асосий теореманинг натижалари. 

1- натижа. Комплекс сонлар майдони устида н-даражали кўпҳаднинг роса  

та илдизи бор. 

2-натижа.  даражали  кўпҳад  нинг  тадан ортиқ ҳар хил 

қийматларида нолга тенг бўлса, у ҳолда кўпҳад  нол кўпҳад бўлади. 

3-натижа. Даражалари  дан юқори бўлмаган икки  ва  кўпҳад  

нинг  тадан ортиқ ҳар хил қийматларида бир-бирига тенг бўлса,  ва 

ўзаро тенг кўпҳадлар бўлади. 

1-таъриф.  ихтиёрий тўплам ва унинг қисм тўпламларидан тузилган бирор 

 тўпламлар алгебраси берилган бўлсин. Аниқланиш соҳаси э бўлган м(А) 

тўплам функцияси учун: 

• ихтиёрий  учун ; 

•  саноқли-аддитив. 

шартлари бажарилса,  тўплам функцияси  да чекли ўлчов дейилади. 

Демак, ўлчов деганда қийматлари чекли ва мусбат бўлган саноқли-аддитив 

тўплам функциясини тушунар эканмиз. 

Қулайлик учун келгусида "чекли ўлчов" ўрнига, оддий қилиб, ўлчов сўзи 
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ишлатилади. 

Ўлчовларнинг ба`зи хоссаларини кўриб ўтайлик. 

1) Бўш тўпламнинг ўлчови нолга тенг   

2) Агар  ва  тўпламлар  нинг элементлари бўлиб,  Бўлса, у ҳолда 

 бўлади (ўлчовнинг монотонлик хоссаси). 

 . 

3) Ҳар бир  учун ўринли. Бу 2) дан келиб чиқади. 

Шундай қилиб, берилган ўлчов тўпламлар алгебраси  да чегараланган экан. 

4) Агар э нинг ихтиёрий  элементи учун  

 

бўлиб, бу ердаги қўшилувчиларнинг сони чекли ёки саноқли  бўлса, у ҳолда 

тенгсизлик ўринли бўлади. 

Бу хоссани исботлаш учун хар бир  тўпламдан  қисм тўпламларни 

қуйидагича ажратиб оламиз 

                                                      , 

 

         Кўриниб турибдики,  лар  нинг элементи ва ўзаро 

кесишмайди.Қолаверса,  энди  тўплам  бирлашмага текшириш 

қолди.Агар  бўлса у ҳолда шундай бир номери топиладики шартга 

кўра  бўлади. Агар  бир нечта ларга тегишли бўлиб қолса у холда 

бу индекслардан энг кичиги   бўлсин  деймиз.Бундан  бўлади ва 

керакли муносабат келиб чиқади. 

          энди ўлчовнинг саноқли –аддитивлигини ва монотонлигини эътиборга 

олсак , 

 

бўлади.  Ўлчовнинг узлуксизлиги исботланади.  

          Қуйидагича белгилашлар қилиб оламиз, ихтиёрий фиксирланган Vx 0
 

нуқта учун бу ерда ( )yxd ,  - k  дарахтнинг x  ва y   учлари орасидаги 
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масофа, яъни  x  ва  y  учларни туташтирувчи йўлдаги (енг қисқа йўлдаги) 

қирралар сонидир.       Фараз қилайлик, }1,1{−=Ф  ва 

−= VФ конфигуратсия, яъни ( ) }:{ VxФx =   ҳамда VA  бўлсин. 
A

  

билан A  тўпламда аниқланган ва }1,1{−=Ф  тўпламдан қиймат қабул 

қилувчи барча конфигуратсиялар фазосини белгилаймиз. 

 Изинг модели Гамилтонианини қараймиз, у қуйидагича бўлиши бизга 

маълум эди:  

( ) ( )

,

( ) x y

x y L

H J   
 

= −     (4) 

бу ерда,   yxRJ ,,  -енг яқин қўшнилар. 

 Фараз қилайлик, VxRhx  ,  бўлсин. Ҳар бир n  учун n  ўлчовни 
nV

 да 

қуйидагича  аниқлаймиз : 

( ) ( ) ( )},exp{1




− +−=
nWx

xnnnn
xhHZ     (5) 

бу ерда 
T

1
= ( 0T  - температура), ( ) 1,},{ −=

nVnn
ZVxx

n
  эса 

нормаллаштирувчи кўпайтувчи. 

( ) ( ) ( )


−=

n

nn

Lyx

yxn JH
.

.  

( ) ,1, n
nn

  ўлчов учун мувофиқлик шарти қуйидаги тенглик билан 

аниқланади:  

( )( )
( )

( ) ,,
111 −−−

= nn

n

nn
n




    (6) 

бу ерда 
( ) ( ) .},{

n

n Wxx =   

Фараз қилайлик, 1, nn  лар 
nV  даги ўлчовлар кетма-кетлиги бўлсин ҳамда 

бу кетма-кетлик (6) мувофиқлик шартини бажарсин. У ҳолда Колмогоров 

теоремасига кўра =V  да аниқланган лимит ўлчов мавжуд ва у ягона 

бўлади, (Уни лимит Гиббс ўлчови деб аталади) бу ўлчов, ҳар бир ,...2,1=n  

учун қуйидаги тенгликни қаноатлантиради: 

( ) ( )n n n   = . 
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 Гиббс ўлчовларига оид илмий мақолалар ва рисолалардан бизга 

маълумки, (5) ўлчов (6) шартни фақат ва фақатгина бажарадики, бунда 

қуйидаги },{
kx

Gxhh =  қийматлар ушбу тенгликни бажаради 

( )
( )



=
xSy

yx
hfh ,,                (7) 

бу ерда  ( )xS  -тўплам Vx  нуқтанинг  «бевосита авлодлари» тўплами ва  

( ) ( ) ( ) 0,
1

,,, === T
T

Jthxtharcthxf   температура. 

 Худди шунга ўхшаш ғояларни қуйидаги моделлар учун ҳам келтириш 

мумкин. 

1) Кели дарахтида ўзаро таъсири 2 га тенг бўлган  Поттс  моделининг 

Гамилтоняни қуйидаги кўринишда ифодаланади 


=





+=

2),(
,

)()(2

,
,

)()(1)(

yxd
Vyx

yx

Vyx
yx

yx JJH    

бу ерда 

Ж1  , Ж2 Р ва 






=
=

)()(,0

)()(,1
)()(

yx

yx
yx




   

)()( yx   -Кроникер символи дейилади.  

 Поттс модели учун топилган асосий ҳолатлар Розиков ва Ботировлар 

томонидан Тҳрорй Матҳематиcал Пҳйсиcс номли жоурналда нашр этилган. 

Бу мақолада иккинчи тартибли Кели дарахтида аниқланган спин қиймати 

учга тенг бўлган Поттс модели учун асосий ҳолатлар ва уларнинг сонлари 

топилган.   

Розиқов  томонидан Кроникер символининг  умумлашмаси қуйидаги 

функция кўринишида киритилган.  

  ФAAAAaaU ,min,....2,1:)( −−−→  

бу қуйидагича ифодаланади:  

AxxфaAa −− ),(=) ( V   

Масалан, агар AG  ўзгармас  конфигуратсия бўлса у ҳолда 1=ФA  бўлади.  

Шуни таъкидлаш лозимки агар 2=A бўлиб  А= yx,  бўлса, у ҳолда:  
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 бу ерда  нинг бутун қисми.  







=
=

)()(,0

)()(,1
)()(

yx

yx
yx




  

 ва бўлсин бу ерда  нинг  бутун қисми. r  билан 

барча  

 радиуси  бўлган  барча шарлар тўпламини 

белгилаймиз, яъни  

 Vxxbrr = :)(  

Розиқов томонидан қуйидаги гамилтаниан киритилган:  

)()( bVJTH
Mrb




−=  бу ерда  RJ   

Бу модел учун Кели дарахтининг асосий ҳолатлари ва уларнинг сони 

топилган ҳамда Ботиров томонидан Матҳематиcал Нотес номли журналда 

натижалар нашр этилган. 

2) қ- компонентли модел. Бу моделнинг Гамилтаниан я`ни қуйидагича 

аниқланади  

 


+=
eLyx xev

xGhyGxGGH
,

))(())()(()(   

бу ерда,                              
jiji VV  =),( ,  и, ж=1,2, 

қ- эса конфигуратсиянинг қабул қиладиган спин қийматлари: 

RVjhqq  )(, ,   ж=1,2,....,қ 

ва (  ) симметрик матритсани ташкил қилади. - барча конфигуратсиялар 

тўплами. 

 Бу модел учун Розиков ва Ботировларнинг олинган натижалари 2007 

йилда Жоурнал  Статистиcал Мечаниcс: Тҳеорй анд эхпремент номли 

журналда нашр этилган. 

3) 2- ўлчовли назария квант майдонида панжарали модел   бўлсин. Ҳ- 

қадам билан 2  панжарани қараймиз. Мо Ганс статсионар тақсимотига  мос 

келувчи гамилтаниан қуйидагича аниқланади.  
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(( ) ( ) ) ),(,),(,
2

1
21

22
0

22

222221 xxhmxxhxxxhx
ч

 +−+−+  

),( 21 xxX =  бу ерда 
2Zh   дан олинган  нуқта.  

          Кели дарахтида спин қийматлари  Vxx )(  Ф=  q ,...,2,1  

тўплам элементлари  қабул қилувчи   моделларнинг гамилтаниани  

қуйидагича аниқланади.  

Ҳ (Т)=Ҳ )( = ( )Jyx
Lyx

),(),(
,




 бу ерда Ж NnRn  ,  

барча  ён қўшнилар билан жамланувчидир.  

Бу модел учун, М. Ракҳматуллаев томонидан кучсиз асосий ҳолатлар 

тушунчаси киритилган ва олинган натижалар Тҳеорй Матҳематиcал Пҳйсиcс 

номли журналда нашр этилган. 

4) 2- ўлчовли панжарада Изинг модели қуйидагича аниқланади:  

Ҳ0=Ж 21111

111

,,1)()( ztttt
vtAt

=
=−

  

Агар  бўлса феррамагнит ҳолати бўлади, бу ерда 2 та даврий  

 1)( ==+ t ,  1)( −== t асосий ҳолат  бўлади. Кели дарахтининг бирлик 

шарида энергиясини ҳисоблаш:  

( )






=
=

)()(,0

)((,1
)(

yxagar

yxagar
yx




 . 

Назорат саволлари: 

1. Кели дарахтида ўзаро таъсири 2 га тенг бўлган  Поттс  моделининг 

Гамилтоняни кўринишини айтинг.  

2. қ- компонентли моделини кўринишини айтинг. 

3. Мо Ганс стационар тақсимотини  айтинг 

 

4 – мавзу. Биологик динамик системаларни ўрганишда ўлчовлар 

назарияси. 

Режа: 

1. Биологик динамик ситемаларни ўрганишда ўлчовлар назарияси. 
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2. Биологик динамик ситемалар устидаги ўлчовларга мисоллар. 

 

Таянч иборалар: компакт, σ- компакт , топологик фазо, ўлчов,  (ф) 

интеграл Риман йиғиндиси. 

 

Ноархимед қийматли ўлчовга нисбатан интеграллашнинг Монна-

Спрингер назарияси. 

X  орқали нол ўлчамли лоcал компакт σ- компакт  топологик фазони, 

)(x   орқали X  тўпламнинг компакт очиқ қисм тўпламлари ҳалқсини, )(xcc  

орқали эса компакт ташувчили KXf →:  узлуксиз функциялар фазосини 

белгилаймиз. Бу фазода текис нормани 

K
Xx

xff )(max


=                                       (1) 

каби киритамиз. 

1-таъриф. Агар К-чизиқли KxCc →)(:  функсионал учун )(xA   учун 

шундай 0AM  сони топилиб, Asuppf  бўладиган барча )(xCf c лар 

учун 

fMf AK
)(                     (2) 

тенгсизлик бажарилса,  га ўлчов дейилади. 

2-таъриф. Агар шундай ўзгармас 0M  сони топилиб, 

,)( fMf
K
    )(xCf c           (3) 

тенгсизлик ўринли бўлса,ўлчовга чегараланган дейилади. 

Чегараланган   ўлчовнинг нормаси )(' xfC иккили фазосидаги 

элементнинг нормаси каби аниқланади: 

K

f

ff )(
1

0

sup 
−



=                          (4) 

Исталган XB   қисм тўплам учун Б тўпламнинг характеристик 

функцияси BФ  орқали белгиланади. Агар )(xB  , у ҳолда )(xCФ cB  . Ҳар бир 

   ўлчов )()(,)(: AФAKx  =→  тўплам функциясини аниқлайди. 

1-теорема.  Фараз қилайлик Ф-Х топология базаси бўлиб, компакт очиқ 
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қисм тўпламлардан ташкил топган бўлсин ва KF →:  қуйидаги шартларни 

қаноатлантиради. 

1.Фараз қилайлик = jik AAFAA ,,....,1
Ø, ji   ва 

k

j

i FAA
1

.
=

=   (5) бўлсин. 

У ҳолда                                    
=

=
k

i

iAA
1

)()(            (6) 

2.Фараз қилайлик   FAA , -фиксирланган )(xB   тўпламнинг қисм 

тўпламлари тўплами бўлсин. У ҳолда  
K

A)( -Кда чегараланган бўлади. У 

ҳолда   тўплам функциясини )(xCc  ўлчовгача давом эттириш мумкин. 

Аксинча, ҳар бир   ўлчов 1 ва 2 шартларни қаноатлантиради. 1 ва 2 

шартларни қаноатлантирувчи  KF →:  функция учун  (ф) интеграл Риман 

йиғиндисининг лимити сифатида аниқланади, яъни 


=

=
k

i

iu i
AaffS

1

),()()(                             (7) 

бу ерда pfBAUaaUu k

ik sup)(),,...,,( 11 =−== =
 тўпламнинг қопламаси, 

= jii AAFA , Ø, ., jj Aaji   

)(xCc фазода ҳақиқий қийматли 
fN  функцияни киритамиз: 

)(,)(sup)(
1

0

XCgfggfN cK
g

=
−



        (8) 

Бу )(xCc даги ноархимед ярим нормаси бўлиб,қуйидаги хоссаларга эга: 

а) )()( fNf
K   ; 

б) gfNfgN )()(    (Телдер тенгсизлиги). 

Агар = ji UU Ø, )(, xUji i   бўлса, XUU i −= )(  учун қоплама дейилади. 

)(xCf c  учун 














=



)()(sup),( sup i

Ux
i

фuNxfUfN

i

     (9) 

деб оламиз. У ҳолда           ).,(inf)( UfNfN
U

 =                              (10) 

Xx  учун )(inf)( UФNxN  =  деб оламиз,бу ерда  U -х нуқтанинг 

компакт очиқ атрофлари системаси. 
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2-теорема. )(xCf c  бўлсин. У ҳолда 

).()(sup)( xNxffN
K

Xx




=                                (11) 

0  учун 

    XXxNXxX 0,)(: + ==  

  .,0)(: 00 XXXxNXxX == +                        (12) 

ни ҳосил қиламиз. (1) дан фойдаланиб, KXf → :  функция учун )( fN  

ни аниқлаш мумкин, хусусан,  ).()( xФNxN  =  

3-таъриф. Агар 0)( =fN  бўлса, ф функция  -еътиборсиз дейилади. 

1-тасдиқ. ф функция  -еътиборсиз бўлиши учун исталган х, 0)( xf  

учун 0)( =fN  бўлиши зарур ва етарли. 

4-таъриф. Агар (ф-г) функция  -еътиборсиз бўлса , ф ва г функциялар 

эквивалент дейилади. 

)(F  орқали )( fN  бўладиган  -еквивалент ф функцияларнинг 

фазосини белгилаймиз. 

5-таъриф.   ўлчовга нисбатан инегралланувчи функцияларнинг ),(1 xL  

синфи )(F да )(xcc  фазонинг ёпиғи сифатида аниқланади. 

2-тасдиқ. ),(1 xLf   бўлсин. У ҳолда ф функциянинг исталган X  

тўпламдаги қисқартмаси узлуксиз бўлади. 

6-таъриф. Агар қуйидаги шартлар бажарилса, KXf →: функция N га 

нисбатан абсолют узлуксиз дейилади: 

а) 0  учун шундай 0 сони топилиб,  )(,)( xUФN U  лар учун 

 )( UfФN  тенгсизлик бажарилади; 

б) ,0)(lim =UV fФN  бу ерда В-Х тўпламнинг компакт қисм тўпламлари 

тўлдирувчиси бўладиган тўпламлар филтри. 

3-теорема. KXf →:  функция интегралланувчи бўлиши учун 

а) функциянинг исталган  ,X даги қисми узлуксиз 

б) ф функция N  га нисбатан узлуксиз бўлиши зарур ва етарли. 
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3-тасдиқ. ),(1 xLf   бўлсин. У ҳолда 

)(,),(sup)(
1

0

xCggfgfN CK
g

=
−



      (13) 

A  орқали Х тўпламниг А қисм тўпламининг тўлдирувчиси 

белгиланган, .\ AAA =  

7-таъриф. Агар исталган KB   компакт ва 0  сони учун шундай 

BB 1  компакт тъплам топилиб,   )( 1BBN  ва ф функциянинг 1B даги 

қисми узлуксиз бўлса,у ҳолда KXf →:  функция  -ўлчовли дейилади. 

4-тасдиқ. KXf →: функция  -ўлчовли бўлиши учун 0 учун ф 

функциянинг X даги қисми узлуксиз бўлиши зарур ва етарли. 

8-таъриф. Агар B  компакт тўплам ва 0   Учун Б компакт 

тўпламнинг 1B  компакт қисм тўлами топилиб   )( 1BBN  ва  nf  кетма-

кетлик 1B да текис яқинлашувчи бўлса,Хда  -ўлчовли бўлган  nf  

функциялар кетма-кетлиги Егоров бўйича яқинлашувчи дейилади. 

5-тасдиқ. Агар  nf  кетма-кетлик исталган X , 0 да текис 

яқинлашувчи бўлса,  nf  кетма-кетлик Егоров бўйича яқинлашувчи бўлади. 

4-теорема. (Монна-Спрингер интеграли учун лимит теоремаси).  nf - 

Егоров бўйича яқинлашувчи интегралланувчи функциялар кетма-кетлиги 

бўлсин. Фараз қилайлик шундай г интегралланувчи г функция топилиб, 

барча Xx ларда 
KKn xgxf )()(   бўлсин. У ҳолда ф лимитик функция 

интегралланувчи ва ).(lim)( n
n

ff 
→

=  

Х даги   ва Йдаги   ўлчовларнинг   -тўғри кўпайтмасини 

).()(),( yNxNyxN  =           (3) 

каби аниқлаймиз. 

Монна-Спрингер назариясида Радон-Никодим теоремасининг аналоги 

ёқ. 

Биз кўпинча pQ да аниқланган ва қийматлари qQ да бўлган Хаар ўлчови 

мавжуд деб ҳисоблаймиз, бу ерда qp  . Бу ўлчов 1)( =pZ  шарт бўйича 
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ягонадир. Бу ҳолда )(xN  функция c=1 ўзгармасга тенг ва 1L  фазо CC  фазо 

билан устма-уст тушади 

 Чексизда камаювчи ўлчовлар. 

Биз 
pQ -қийматли эҳтимоллик ўлчовини аниқламоқчимиз. Бизни σ-

аддитивлик шартининг П-адик аналоги қизиқтиради. 

  ўлчовга қўйиладиган 1-шарт-бу чегараланганлик шартидир. 

1-теорема.   ўлчов чегараланган бўлиши учун N  функция Х да 

чегараланган ва                     ).(sup xN =          

бўлиши зарур ва етарлидир. 

Исбот.   чегараланган бўлсин ,{У} эса х нуқтанинг ёпиқ-очиқ 

айрофлари системаси бўлсин. У ҳолда 

( ) .supsupinf)(
1

0

1

0

 =
−



−


U

g
KU

gU
gфggфgxN   

Иккинчи томондан, )(xCf C  учун 

.)(sup)()(sup)()( fxNxNxffNf
x

K
x

K  =   

pQ  қийматли эҳтимоллик ўлчовини аниқлаш учун қуйидаги шартдан 

фойдаланамиз. Татбиқ учун бизга нафақат )(x даги,балки барча ёпиқ-очиқ 

қисм тўпламлар алгебрасидаги ўлчов керак бўлади. 

2-таъриф. Агар 0  учун шундай )(xU   топилиб, 

   UxxN :)(sup  

бўлса,   ўлчов чексизда камаювчи дейилади.  

1-теоремага кўра камаювчи   ўлчов чегаралангандир. 

1-мисол. Х=К=
pQ ,  

=

−=
0n

n

n px  ва  ( ) ,....1,0,1 == nxn  бўлсин. У ҳолда   

чегараланган, лекин эмас. 

Х фазонинг ёпиқ очиқ тўпламлари алгебрасини Ф(х) билан белгилаймиз. 

2-теорема.   камаювчи ўлчов бўлсин. У ҳолда )(xФA  тўплам 

камаювчи бўлади. 

Исботи. ( ) 0→− nA GФN  бўладиган )(xCg Cn   кетма-кетликни 
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қуришимиз керак.   )(xBn − даги қисм тўпламлар кетма-кетлиги 

бўлиб,  
n

BxxN n
1:)(sup   бўлсин. Бундан ташқари, 

( ) .1)()()(sup
n

xNxфxфффN
K

СА
Xx

СА nn
−=−


   

Хусусан,бу теоремани қўллаб Х фазо жамланувчи эканлигини ҳосил 

қиламиз. 

  камаювчи ўлчовни Ф(х) алгебрага чекли аддитивлик ва 

чегараланганлик хоссаларини сақлаган ҳолда давом эттириш мумкин: 

)(xФA  учун 

                                .)(,:)(sup  XBABB
K

                                            

Бу тасдиқни исботлаш учун 

                           == )()(sup)()( xNxффNB В
x

ВK
.    

еканлигини кўрсатиш керак. 

)(xФA  учун шундай ( ) )(, xCC nn  кетма-кетлик 

топилиб, )(lim)( n
n

CA 
→

=  бўлади. 

Узлуксиз чегараланаган KXf →:  гунксиялар фазосини )(xCb  билан 

белгилаймиз. Бу фазо   текис норма билан тасдиқланади. 

1-тасдиқ.    камаювчи ўлчов бўлсин. У ҳолда )(XCf b  функция учун 

),(1 XLf   элемент мос келади ва 

.)()(   ffNf
K

    

тенгсизлик бажарилади. 

Исботи.  Фараз қилайлик ( )nB -2.2.2-теоремада айтилган кетма-кетлик 

бўлсин. 

У ҳолда                           .)()(sup)( nfxNxffфfN
K

Bx
B

n

n
−


  

2-тасдиқ.  ўлчов камаювчи бўлиши учун  X  тўплам 0  учун 

компакт бўлиши зарур ва етарли. 

Исботи. 1. X  тўплам ёпиқ-очиқдир.   ўлчов камаювчи бўлгани учун 
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шундай )(xU    топилиб,барча Ux ларда  )(xN  бўлади. Шу 

сабабли, . UX   

2. Энди аксинча барча 0+ X  учун компакт бўлсин. У ҳолда ҳар бир 

Xx  нуқта учун У(х) ёпиқ-очиқ атроф мавжуд бўлади. Бундай атрофлар 

системаси X компакт қисм тўпламнинг очиқ қопламаси бўлади. ( )( )n
jjxU

1=
 

чекли қисм қоплама мавжуд. 
n

j

jj xUG
1

)(
=

= ни ҳосил қиламиз. Бу тўплам )(x га 

тегишли,лекин 

    .:)(sup:)(sup   XxxNGxxN a  

Функциялар ва ўлчовларнинг кўпайтмаси. 

 -Х даги   ўлчов бўлиб , ),(1 XLf   бўлсин. Барча )(xCg c  учун 

)()(, fggf  ==  функсионални қараймиз. Бунда 

.)()()( gfNfgNg
K      

Шу сабабли − чегараланган ўлчов бўлади. 

1-теорема. .   ўлчов, ),(1 XLf  , , f=  бўлсин. У ҳолда 

).()()( xNxfxN
K  =                                  (1) 

Исбот. )(xN  ва )(xN ларнинг таърифидан х нуқтанинг шундай очиқ-

компакт У атрофи топилиб, 

 − )()( xNфN U          (2) 

бўлиши ва  − )()( xNфN U
 бўлиши келиб чиқади. 1Lf   бўлгани учун 

шундай )(xCg C  топилиб,  − )( gfN  бўлади, Uy  учун −
K

xgyg )()(  

бўладиган У атрофни қараш мумкин. (2.3.2)га кўра 

.)()()( xNxffфN
KU  −     

ни баҳолаш етарли. 

.0,0)()(sup

)()()()()()(sup)()()(

→→







+

−+−−





 



K
Yy

UKK
Yy

KU

xgyN

xNfфNxgyNygxgxNxffфN

   

ўринли. Яъни 
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 − )()( UU gфNfфN   

ва 

    −− )()()(sup)()()()( xNxfxgxNxfxNxg
K

x
KK

.    

ни ҳосил қиламиз. 

1-тасдиқ.  -ўлчов бўлиб, ),(1 XLf   бўлсин. У ҳолда  f=  камаювчи 

бўлади. 

    Камаювчи ўлчов учун Монна-Спрингер интегралида ўзгарувчиларни 

алмаштириш формуласи. 

Локал-компакт тўла ноархимед майдонни С билан белгилаймиз. С-

қийматли ўлчов ва функцияларни қараймиз. 

2-теорема.    камаювчи ўлчов ва ),(1  XL  бўлсин. У ҳолда 

).,(1 XLfog  

Исбот. ),(1  XL  бўлгани учун  X− да узлуксиз бўлади. Шу сабабли 

)(   XM =  компакт бўлади. V  орқали С майдондаги марказ О нуқтада 

бўлган ва  VM   бўлган шарни белгилаймиз. 

Фараз қилайлик )(xU   учун    UxxN :)(sup бўлсин. 1L  

бўлгани учун шундай 0  топилиб, )(xCC  ва   − )(N  бўлади. 

Энди 

  UV фfфxg
a

])[()( = .    

функциялар системасини қараймиз. Бу функциялар )(xCC га тегишли. 

Барча  UXx   учун 

))(())(()( xфxfxg
aV  =     

ўринли. 0, →   бўлганда 0)( →−   gfN   бўлишини кўрсатамиз. 

Аввал   ни шундай танлаймизки,  f бўлсин. У ҳолда 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

 .,max

)(sup),(supmax










=

=







−−−



xNxgxfxNxgxfgfN
S

Xx
S

Xx


   

  f  бўлгани учун 
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           ( ) ( ) ).())(())((sup

)())(())(())((sup

xNxfфxfф

xNxфxxf

S
VV

Xx

S
V

Xx

aa

a













−=

=−=





        

 = деб оламиз. У ҳолда ( )   −N . Шундай қилиб, 

( ) ( )   − )(xNxx
S

. Бу Xx учун ( ) ( )   −
S

xx  бўлишини билдиради. 

Vf функция компакт ташувчига эга ва шу сабабли у текис узлуксиздир. 

Демак, 0  учун шундай 0  топилиб, −
1

21 S
yy  бўлганда 


−

S
yfyf )()( 21  бўлиши керак. 

Исботни якункаш учун   ==  деб олиш керак. 

3-теорема.  -камаювчи ўлчов, ),(1  XL  бўлсин. У ҳолда ( ) ( )gff  =  

тенглама ёрдамида аниқлнган SSCC →)(:  функсионал )(SCC  даги 

чегараланган ўлчов бўлади. 

Агар   ўлчов чегараланган,лекин камаювчи бўлмаса, )(SCf C  учун 

),(1 XLgf   бўлиши мумкин. 

1-мисол.   теоремадаги ўлчов бўлсин. ( ) n

nn pyx ==  ва nxx   да ( ) 0=x  

бўладиган функцияни қараймиз. 1L  бўлишини кўрсатамиз. Ҳар бир nx  

нуқта учун турли нуқталар учун бўш кесишмага эга ёпиқ-очиқ nV  шарлар 

мавжуд. Компакт ташувчили узлуксиз функцияларни қараймиз: 


=

=
N

k

VkN xфyx
k

1

)()(
 

У ҳолда 0)( →− NN  . Энди ф функция )0(1U  да 1+й га ва ундан 

ташқарида 0 га тенг бўлсин. У ҳолда n

nn pyfz +== 1)(  ва nn z  нолга 

интилмайди,н→0. 

2-тасдиқ.   камаювчи ўлчов, ),(1  XL  бўлсин. У ҳолда 

).()(  fNfN                           (3) 

Исбот.        ( )( ) )(sup)(sup)(
1

,0

xNxffggfN
S

x
S

Cgg c

 


=
−



.    



68                                                                                    Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши 

Бу тенгсизлик қатъий бўлиши мумкин. 

1-лемма. Агар )(   xMy =  бўлса, у ҳолда .)(  yN  

Исботи. M  ёпиқ тўплам,шу сабабли My  учун =  MV Ø 

бўладиган V  атроф мавжуд. (2.3.1) тенглик ва (2.3.3) тенгсизликни қўллаб,  

.)())((sup)(inf)(inf)(
)()(

  
=


xNxффvNфvNyN

S
V

xxVyxVy
  

ни ҳосил қиламиз. 

3-тасдиқ. ),(1  xL  учун   ўлчов камаювчи бўлади. 

Бу тасдиқ 2.3.1-лемманинг натижаси ҳисобланади. 2.3.2-теоремада ф 

функцияга кучсизроқ шарт қўйиш мумкин. 

1L  бўлсин. 0  учун M  да узлуксиз ф:С→С функцияларнинг 

функсионал фазоси )(  ни киритамиз. ( )b  орқали )(  га кирувчи 

чегараланган функциялар қисм фазосини белгилаймиз. 

4-теорема.  -камаювчи ўлчов, ),(1  xL , ( )bf   бўлсин. У ҳолда 

),(),,( 11

 SLfxLf   ва 

                                              ( ) ff =)( .                                      (2.3.4) 

тенглик ўринли. 

Исботи. 

1. ( ) ),(1 xLgf   ни кўрсатамиз. ф функциянинг M  даги қисми f  нинг 

текис узлуксизлигини қўллаб, 0  сони учун шундай 0  топилиб, 

−
S

yx  да ( ) ( ) −
S

yfxf  ни ҳосил қиламиз.  MxxU ),(  қопламани 

қараймиз.  MxU
n

j

j 
=


1

)(  чекли қисм қоплама мавжуд.  =  учун 


=

=
n

j

xUj xфxfxf
j

1

)( )()()(
     

бўлсин. У ҳолда 
cCf   ва 

                                        .)()(sup 



−


S
Mx

xfxf                  
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  функциялар 2.3.2-теоремадаги каби бўлсин. ( ) )()()( xфxfxg U
 =  

функцияни қараймиз, бу ерда U   аввалги теоремадаги каби. 6.1-теоремага 

ўхшаш 

.0,,,0)( →→−=   gfN    

ни исботлаш мумкин. Шундай қилиб,(2.3.4) тенгламанинг ўнг томонини 

аниқланган. 

Енди  ),(1

SLf   бўлишини кўрсатамиз. Бунинг учун шундай 

  )(, SCcnn    кетма-кетлик топилиб, 0)( →− nfN


 бўлишини кўрсатиш 

етарли. Леммага кўра 

         

  .0,,0,max

)()(sup);()(supmax

)()(sup)(

→→











−=−





















f

yNyfyNyf

NyfyfffN

S
My

S
My

S
Sy

                   

Шу сабабли, (2.3.4) тенгламанинг чап томони аниқланган. Энди ўнг 

томон чап томонга тенглигини кўрсатамиз. Аввалги мулоҳазаларни қўллаб, 

)(lim)(   ff =  ни ҳосил қиламиз. Шунга кўра .0)( →−    ffN  

Демак, 

                                       ( ) ( ) ).(limlim   fff ==   

1-эслатма. Олинган натижаларни веcтор қийматли 

1

1 ),,...,(,: LSX jn

n =→   ҳолга умумлаштириш мумкин.   ўлчов ( )nS  да 

аниқланган бўлади. 

                 П-адик қийматли эҳтимоллик ўлчови. 

                         Камаювчи ўлчовларга асосланган аксиоматика. 

Камаювчи ўлчовлар назарияси п-адик эҳтимоллар назарияси аксиоматик 

даражада пайдо бўлишига асос бўлган. 

1-таъриф. ( )( )P,,  -учлик бу эҳтимоллик фазосидир,бу ерда  -нол 

ўлчамли локал компакт  -компакт топологиc фазо, ( ) -ёпиқ-очиқ қисм 

тўпламлар алгебраси, П-камаювчи 
pQ -қийматли ( )  даги ўлчов бўлиб, 



70                                                                                    Ўлчов назарияси ва унинг қўлланиши 

( ) 1=P . 

1-эслатма. Колмогоров аксиоматикасиисталган абстракт   тўплам ва 

унинг қисм тўпламлари алгебраси асосида қурилган. Лекин бундай мулоҳаза 

бизни ҳолга тўғри келмайди. Бизнинг мулоҳазаларда   фазонинг топологиc 

хоссалари муҳим рол ўйнайди. Бизнинг аксиоматика Фреше ва Крамернинг 

геометрик эҳтимоллар назариясига бироз ўхшаш. 

С бу 
pQ  ни қисм майдон сифатида ўзида сақловчи лоcал компакт 

ноархимед майдон бўлсин. 

2-таъриф. 1L  синфдан олинган S→:  функцияга тасодифий миқдор 

дейилади. 

Одатдаги 

( ) ( ) ( ), PdPM = 


 

таъриф ёрдамида   математик кутилмани киритамиз, K

K Mm  =)( -

моментлар,агар 1LK   бўлса,бу моментлар коррект аниқланган, ва 

)() AA =   эҳтимоллик тақсимоти. ),...,( 1 n =  векторга тасодифий 

миқдор дейилади, бу ерда K -тасодифий миқдор.   тасодифий веcтор учун 

P  тасоддифий тақсимотни тасодифий миқдор учун ҳам киритиш мумкин. 

Шу билан бирга ( ) m

nMm


  ...1

1=  тасодифий векторларнинг аралаш 

моментларини киритиш мумкин. 

Назорат саволлари. 

1. Тасодифий миқдор деб нимага айтилади. 

2. Камаювчи ўлчовларга асосланган аксиоматика. 

3. Камаювчи ўлчов учун Монна-Спрингер интегралида ўзгарувчиларни 

алмаштириш формуласи. 
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IV. АМАЛИЙ МАШҒУЛОТЛАРИНИНГ МАЗМУНИ 

1- амалий машғулот: Ўлчов тушунчаси ва хоссалари.  

1.  







+−=

= 8

11
,

8

118

1 nn
A

n

 . 

8,,2,1,
8

11
,

8

11
=








+−= n

nn
Pn

 белгилаш оламиз ва nP  оралиқларнинг кесишиш 

ёки кесишмаслигини текширамиз.  

,
24

11
,

24

5
,

8

5
,

8

3
,

8

9
,

8

7
321 








=








=








= PPP  








=








=

4

1
,0,,

8

3
,

8

1
84 PP  . 

1-чизмадан маълум бўлдики, 8,,3,2,, 121  == + kPPPP kk . Шунинг учун  

S







===

=
11

8

2
111 ,,

8

5
,0, QPPQQPA n

n

  

тасвир энг кам сонли ёйилма бўлади. Демак, A  содда тўплам. Бу ёйилмадан  

1 1

2 5 7
( ) ( ) ( )

8 8 8
A P Qm m m= + = + =  

тенгликни оламиз. D   

 

2.  ,70,70:),( = yxyxA  

                   .73,74:),(1 = yxyxA  

5-теорема.  Агар  чекли  ёки  саноқли  сондаги  }{
n

A   тўпламлар  системаси  

учун  
n

n
AA    бўлса,  у  ҳолда   


n

n
AA )()( **   

тенгсизлик  ўринли. Хусусий  ҳолда,  агар  BA  бўлса,  )()( ** BA     

бўлади. 

 Исбот. Итиёрий 0  ва ҳар бир 
n

A  учун ташқи ўлчов таърифига кўра 

тўғри тўртбурчакларнинг шундай чекли ёки саноқли 
nk

P  системаси 

мавжудки, 
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k

nkn
PA   ва  +

k
nnnk

APm
2

)()( * 
  

бўлади. У ҳолда 


n k

nk
PA  ва   +

n k n
nnk

APmA  )()()( **
 

тенгсизлик ўринли. 0  соннинг ихтиёрийлигидан теореманинг исботи 

келиб чиқади. 

 -камаювчи ўлчов, ),(1  xL , ( )bf   бўлсин. У ҳолда 

),(),,( 11

 SLfxLf   ва 

                                              ( ) ff =)( .                                      (2.3.4) 

тенглик ўринли. 

Исботи. 

1. ( ) ),(1 xLgf   ни кўрсатамиз. ф функсиянинг M  даги қисми f  нинг текис 

узлуксизлигини қўллаб, 0  сони учун шундай 0  топилиб, −
S

yx  да 

( ) ( ) −
S

yfxf  ни ҳосил қиламиз.  MxxU ),(  қопламани қараймиз. 

 MxU
n

j

j 
=


1

)(  чекли қисм қоплама мавжуд.  =  учун 

                                                                        
=

=
n

j

xUj xфxfxf
j

1

)( )()()(
     

бўлсин. У ҳолда 
cCf   ва 

                                        .)()(sup 



−


S
Mx

xfxf                  

  функсиялар 2-теоремадаги каби бўлсин. ( ) )()()( xфxfxg U
 =  функсияни 

қараймиз, бу ерда U   аввалги теоремадаги каби. 6.1-теоремага ўхшаш 

.0,,,0)( →→−=   gfN    

ни исботлаш мумкин. Шундай қилиб, (2.3.4) тенгламанинг ўнг томонини 

аниқланган. 

Енди  ),(1

SLf   бўлишини кўрсатамиз. Бунинг учун шундай   )(, SCcnn    
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кетма-кетлик топилиб, 0)( →− nfN


 бўлишини кўрсатиш етарли. Леммага 

кўра 

  .0,,0,max

)()(sup);()(supmax

)()(sup)(

→→











−=−





















f

yNyfyNyf

NyfyfffN

S
My

S
My

S
Sy

 

Шу сабабли, (4) тенгламанинг чап томони аниқланган. Энди ўнг томон чап 

томонга тенглигини кўрсатамиз. Аввалги мулоҳазаларни қўллаб, 

)(lim)(   ff =  ни ҳосил қиламиз. Шунга кўра .0)( →−    ffN  

Демак, 

                                       ( ) ( ) ).(limlim   fff ==   

 

2-– амалий машғулот: Ўлчовсиз тўпламлар. 

1. (0, 1)a О  ихтиёрий сон бўлсин. [0, 1]  кесманинг ўртасидан узунлиги  
2

a
 га 

тенг 1

2 2
,

4 4

a a
A

- +ж ц
чз= чз чи ш

  интервални чиқариб ташлаймиз. 1A  ни ўрта 

интервал деб атаймиз. Иккинчи қадамда қолган икки кесманинг  узунлиги 
8

a
 

га тенг бўлган ўрта интервалини чиқариб ташлаймиз. Бу интерваллар 

бирлашмасини 2A  билан белгилаймиз. Учинчи қадамда қолган тўртта 

кесманинг ҳар биридан узунлиги 
32

a
 га тенг бўлган ўрта интервалини 

чиқариб ташлаймиз. Уларнинг бирлашмасини 3A  орқали белгилаймиз. Бу 

жараённи чексиз давом эттирамиз. A  билан 
1

[0, 1]\ n
n

A
Ґ

=

U  тўпламни 

белгилаймиз. A  нинг ўлчовли эканлигини кўрсатинг ва унинг ўлчовини 

топинг.  

2. 5.36-мисолда келтирилган A  тўплам [0, 1]  кесманинг ҳеч ерида зич 

эмаслигини исботланг. 
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3. [ , ]A a bМ   ўлчовли   тўплам ва ( ) 0Am l= >  бўлсин. У ҳолда  

( )( ) [ , )f x a x Am= I  функсиянинг узлюксизлигини исботланг. : [ , ]f a b ® R  

функсиянинг қийматлар соҳасини топинг. 

4. [0, 1]  кесмада [0, 1]  дан фарқли ва ўлчови 1 бўлган ёпиқ тўплам 

мавжудми? 

5. Текисликда шундай ўлчовли 2A МR  тўпламга мисол келтирингки, унинг 

координата ўқларига проексиялари ўлчовсиз бўлсин.  

Қуйидаги мисолларда 
1A AМ  шартни қаноатлантирувчи A  ва 

1A   тўпламлар 

берилган. 1\A A  тўпламни энг кам сондаги ўзаро кесиш-майдиган 

1 2, , , nP P PK  тўғри тўртбурчаклар бирлашмаси кўринишида тасвирланг. 

1
1

\
n

k
k

A A P
=

= U  ёйилмадан фойдаланиб 1\A A  тўплам ўлчовини топинг.  

1. { }( , ) :0 7, 0 7 ,A x y x y= Ј < Ј <  

            { }1 ( , ) :4 6, 3 5 .A x y x y= Ј < Ј <  

2. 
{ }( , ) :0 7, 0 7 ,A x y x y= Ј Ј Ј Ј

 

                  { }1 ( , ) :4 7, 3 7 .A x y x y= Ј < Ј Ј  

2-мисолнинг ечими. Текисликда A  ва 1A  тўпламларни чизмада 

тасвирлаймиз. 5.6-чизмадан 1 1 2 3\A A P P P= U U  ёйилмани оламиз. Бу ерда 

{ }1 ( , ) : 0 4, 0 7 ,P x y x y= Ј < Ј Ј  { }2 ( , ) : 4 7, 0 3 ,P x y x y= Ј < Ј Ј    

{ }3 ( , ) : 7, 0 7P x y x y= = Ј Ј . Бу тўғри тўртбурчаклар ўзаро кесиш-майди. 

Ўлчовнинг аддитивлик хоссасига кўра  1 1 2( \ ) ( ) ( )A A P Pm m m= + +  

3( ) 28 9 0 37Pm+ = + + =   бўлади. D  
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6. A МR  тўплам ўлчовли бўлиши учун ихтиёрий 0e >  га кўра шундай 

( )G G AЙ  очиқ тўплам мавжуд бўлиб, *( \ )G Am e<  тенгсизликнинг 

бажарилиши зарур ва етарли. Исботланг. 

7. Агар A МR  ўлчовли тўплам бўлса, у ҳолда ихтиёрий 0e >  учун шундай 

( )G G AМ  ёпиқ тўплам мавжуд бўлиб, 
*( \ )A Gm e<  тенгсизликнинг 

бажарилишини исботланг. 

8. Агар A BМ  бўлса, * *( ) ( )A Bm mЈ   бўлади. Исботланг. 

9. Агар A - содда тўплам бўлса, у ҳолда *( ) = ( )A m Am ў  тенгликни 

исботланг. 

10. Агар чекли ёки саноқли сондаги { }nA  тўпламлар системаси учун 

n
n

A AМU   бўлса, у ҳолда  

( )* *( ) n

n

A Am mЈ е  

тенгсизлик ўринли. Исботланг.  

11. Агар [0, 1]A М  ўлчовли тўплам бўлса, у ҳолда [0, 1]\ A  нинг ўлчовли 

бўлишини исботланг. 

12. Агар A  ва B  тўпламлар ўлчовли бўлса, у ҳолда , ,A B A BU I  

, \A B A BD  тўпламларнинг ўлчовли бўлишини исботланг. 

13. Ўлчовли тўпламлар системаси ( )U R  ҳалқа ташкил қилади. Исботланг. 
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14. Чекли сондаги ўлчовли тўпламларнинг бирлашмаси ва кесиш-маси яна 

ўлчовли тўпламдир. Исботланг. 

15. Агар A  ва B  лар ўзаро кесишмайдиган ўлчовли тўпламлар бўлса, у ҳолда 

( ) ( ) ( )A B A Bm m m= +U  тенгликни исботланг.   

16. Агар A  ва B  лар ўлчовли тўпламлар бўлса, у ҳолда қуйидаги 

тенгликларни исботланг:  

a) ( ) ( ) ( ) ( )A B A B A Bm m m m= + -U I ,   

b) ( ) ( ) ( ) 2 ( )A B A B A Bm m m mD = + - I . 

17. Ихтиёрий иккита A  ва B  тўпламлар учун  

* * *( ) ( ) ( )A B A Bm m m- Ј D  

тенгсизлик ўринли. Исботланг. 

18. [0, 1]A EМ =  ўлчовли тўплам учун ( )\ = 1 ( )E A Am m-  тенглик 

ўринли. Исботланг.  

 

3- амалий машғулот: Эҳтимоллик ўлчови ва уларнинг қўлланилиша. 

1-теорема.   ўлчов чегараланган бўлиши учун N  функсия Х да 

чегараланган ва 

).(sup xN =          

бўлиши зарур ва етарлидир. 

Исбот.   чегараланган бўлсин ,{У} эса х нуқтанинг ёпиқ-очиқ айрофлари 

системаси бўлсин. У ҳолда 

( ) .supsupinf)(
1

0

1

0

 =
−



−


U

g
KU

gU
gфggфgxN   

Иккинчи томондан, )(xCf C  учун 

.)(sup)()(sup)()( fxNxNxffNf
x

K
x

K  =   

pQ  қийматли эҳтимоллик ўлчовини аниқлаш учун қуйидаги шартдан 

фойдаланамиз. Татбиқ учун бизга нафақат )(x даги,балки барча ёпиқ-очиқ 

қисм тўпламлар алгебрасидаги ўлчов керак бўлади. 
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 -камаювчи ўлчов, ),(1  xL , ( )bf   бўлсин. У ҳолда 

),(),,( 11

 SLfxLf   ва 

                                              ( ) ff =)( .                                      (2.3.4) 

тенглик ўринли. 

Исботи. 

1. ( ) ),(1 xLgf   ни кўрсатамиз. ф функсиянинг M  даги қисми f  нинг текис 

узлуксизлигини қўллаб, 0  сони учун шундай 0  топилиб, −
S

yx  да 

( ) ( ) −
S

yfxf  ни ҳосил қиламиз.  MxxU ),(  қопламани қараймиз. 

 MxU
n

j

j 
=


1

)(  чекли қисм қоплама мавжуд.  =  учун 

                                                                        
=

=
n

j

xUj xфxfxf
j

1

)( )()()(
     

бўлсин. У ҳолда 
cCf   ва 

                                        .)()(sup 



−


S
Mx

xfxf                  

  функсиялар 2.3.2-теоремадаги каби бўлсин. ( ) )()()( xфxfxg U
 =  

функсияни қараймиз, бу ерда U   аввалги теоремадаги каби. 6.1-теоремага 

ўхшаш 

.0,,,0)( →→−=   gfN    

ни исботлаш мумкин. Шундай қилиб,(2.3.4) тенгламанинг ўнг томонини 

аниқланган. 

Енди  ),(1

SLf   бўлишини кўрсатамиз. Бунинг учун шундай   )(, SCcnn    

кетма-кетлик топилиб, 0)( →− nfN


 бўлишини кўрсатиш етарли. Леммага 

кўра                         

  .0,,0,max

)()(sup);()(supmax

)()(sup)(

→→











−=−





















f

yNyfyNyf

NyfyfffN

S
My

S
My

S
Sy
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Шу сабабли, (2.3.4) тенгламанинг чап томони аниқланган. Энди ўнг томон 

чап томонга тенглигини кўрсатамиз. Аввалги мулоҳазаларни қўллаб, 

)(lim)(   ff =  ни ҳосил қиламиз. Шунга кўра .0)( →−    ffN  

Демак, 

                                       ( ) ( ) ).(limlim   fff ==   

 

4- амалий машғулот: Инвариант ўлчовлар. 

1. Айтайлик, 1 2=E A AU  ва 1 2 =A A ЖI  бўлсин. Агар 
1 1:f A ® R  ва 

2 2:f A ® R  функсиялар ўлчовли бўлса, у ҳолда  

 
1 1

2 2

( ),
( )

( ),

f x agar x A
f x

f x agar x A

м Оппп= н
п Оппо

 

функсиянинг E  тўпламда ўлчовли бўлишини исботланг. 

Исбот. Ихтиёрий c ОR  да  

 1 1 2 2{ : ( ) < } = { : ( ) } { : ( ) < }x E f x c x A f x c x A f x cО О < ОU  

тўплам - ўлчовли. Демак, f  функсия - E  да ўлчовли.   

2. Нол ўлчовли A  тўпламда аниқланган ихтиёрий :f A ® R  функсиянинг 

ўлчовли бўлишини исботланг. 

3. Агар :f E ® R  функсия, ўлчовли :g E ® R  функсияга эквива-лент 

бўлса, у ҳолда f  ҳам E  да ўлчовли функсия бўлади. Исботланг. 

4. Агар : [0, 1]f ® R  ва : [0, 1]g ® R  узлюксиз функсиялар эквива-лент 

бўлса, улар айнан тенг бўлишини исботланг. 

5. Агар { }nf  ўлчовли функсиялар кетма-кетлиги :f E ® R  функси-яга ҳар 

бир x EО   да яқинлашса, у ҳолда ихтиёрий :g ®R R  узликсиз функсия 

учун { }( )n ng fj =  кетма-кетлик ( )g f  функсияга нуқтали яқинлашади. 

Исботланг.  

6.  Агар { }nf  ўлчовли функсиялар кетма-кетлиги :f E ® R  функсияга 
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ўлчов бўйича яқинлашса, у ҳолда ихтиёрий :g ®R R  узликсиз функсия 

учун { }( )n ng fj =  кетма-кетлик ( )g f  функсияга E  тўпламда ўлчов бўйича 

яқинлашади.   Исботланг.    

        Қуйидаги :nf ®R R   функсиялар кетма-кетлигини ўлчов бўйича 

яқинлаҳувчиликка текширинг. Яқинлашувчи бўлса, лимитик функсиясини 

топинг. 

7. 
, 1

( ) ( ).n n n
f x xc й щ+к ъл ы

=  

8. 
2 , 2

( ) sin ( ).n

n n n
f x x x

p p p
c й щ+к ъл ы

= Ч  

2,
( ) ( ).n k k kk n

f x xc -

Ґ

й щ+к ъ= л ы

= е  

 

5- амалий машғулот: Биологик динамик системаларни ўрганишда 

ўлчовлар назарияси. 

Мисол. Фараз қилайлик 

dcz

baz
zL

+

+
=)(  

бўлсин, бу ерда dcba ,,,  лар комплекс сонлар бўлиб 0−bcad  ўринли. Л 

функсия каср чизиқли акслантириш дейилади. Агар 0c  бўлса, =
c

aL )(  

бўлади. Агар 0a  бўлса, z  ни 
z

1  га алмаштириб 

bza

dzc
zF

+

+
=)(  

ни ҳосил қиламиз ва 0
)(

)0( 2 
−

=
a

bcad
F  бўлади. Демак,   нуқта L  учун 

регуляр нуқта экан. 

Умумий ҳолда, агар )(zR  функсия 
)(

)(
zQ

zP  кўринишдаги ратсионал функсия 

бўлса, бу ерда P  ва Q  лар кўпҳадлар, у ҳолда R  функсия бутун Риман 

сферасида аналитик функсия бўлади.   нуқта кўпҳад ҳолига қўзғалмас 

нуқта, nz
zR 1)( =  ҳолда даврий бўлиши мумкин.   нуқтага акслантирилувчи 
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нуқталарга қутб нуқталар дейилади. 

Қуйидаги 





+

+
=

z

z
zT )(  

функсия ратсионал функсия бўлади, бу ерда C ,,, . Агар 0−   

бўлса, бу акслантиришга Мёбиус акслантириши дейилади. Энди 0−   

деб фараз қиламиз. 

1. Мёбиус функсияси Риман сиртида диффеоморфизм бўлишини 

исботланг. 

2. T  тескариланувчан бўлиб, яна Мёбиус функсия бўлишини кўрсатинг. 

3. )(T ни ҳисобланг ва =− )(


T  эканлигини кўрсатинг. 

4. Мёбиус акслантириши 
z

zazz 1, →+→   ва bzz →  алмаштиришлар 

композитсияси кўринишда тасвирланишини кўрсатинг. 

5. Мёбиус акслантириши C  даги тўғри чизиқни ё айланага ёки тўғри 

чизиққа ўтказишини исботланг. Худди шунга ўхшаш айланани ё айланага 

ёки тўғри чизиққа ўтказишини кўрсатинг. C  даги тўғри чизиқлар Риман 

сиртида айланага мос келгани учун уларни ҳам айлана деб атаймиз. 

6. Агар 04)( 2 =+−   бўлса T функсия  −=z  нуқтада ягона 

қўзғалмас нуқтага эга бўлишини исботланг. Бу ҳолда T  га параболик 

акслантириш дейилади. 

7. Параболик акслантириш +→ zz  акслантиришга қўшма аналитик 

эканлигини кўрсатинг. 

8. Агар T  да 2 та қўзғалмас нуқтаси бўлса, у ҳолда zz →  кўринишдаги 

ягона акслантиришга қўшма аналитик бўлишини кўрсатинг. Агар 1=  

бўлса, T га эллиптик, агар 1  бўлса, T  га гиперболик акслантириш 

дейилади. 

9. Қуйидаги Мёбиус акслантиришларидан қайсилари параболик, 

гиперболик ёки эллиптик акслантириш эканини аниқланг: 
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iizzTe

zzzTd

zzzTc

zzTb

z
zTa

−+=

−=

−+=

+=

=

1)(.

)2()(.

)1()1()(.

12)(.

1)(..

 

10. Координата бошидан ўтувчи тўғри чизиқлар тўпламини 1C  билан, 

консентрик айланалар тўпламини 2C билан белгилаймиз. zz →  акслантириш 

1C  ва 2C  элементларини яна ўзига ўтказади. 1C  ва 2C  ларнинг образлари 

Cтейнер айланалари дейилади. Бу айланаларни қуйидаги 

)2()(.

12)(.

1)(..

zzzTс

zzTb

z
zTa

−=

+=

=

 

Мёбиус акслантиришдаги аксини топинг. 

11. Мёбиус акслантиришиниг Швартс ҳосиласи айнан 0 га тенглигини 

исботланг. 

 

6- амалий машғулот: Ноархимед фазоларда ўлчовлар ва уларнинг 

тадбиқлари. 

Тасдиқ. Фараз қилайлик, 1a бўлсин. Ушбу 

za

az
zTa

−

−
=

1
)(  

белгилаш киритамиз. У ҳолда 
1−

 az  учун aT  аналитик бўлади.шу сабабли, 

1z учун 
aa TT −

− =1  бўлади ва DDTa → . 

 Исбот. Тасдиқнинг исботи тўғридан-тўғри ҳисоблашлардан келиб 

чиқади ва уни мисол сифатида қолдирамиз. 

 Теорема. P - бу кўпҳад ва 0z  нуқта P  учун ҳаракатланувчи даврий 

нуқта бўлсин. У ҳолда 0z  ҳаракатланувчи нуқта атрофида ётувчи критик 

қиймат мавжуд. 

 Исбот. Яна соддалик учун бу натижани ҳаракатланувчи 0z қўзғалмас 

нуқта учун келтириб чиқарамиз. Аввалги натижаларга кўра, P ни чизиқли 
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қилувчи 0z  нуқтанинг U атрофи ва DUH →:  аналитик гомеоморфизм 

мавжуддир. V орқали U ни ўзида сақловчи очиқ тўпламни белгилаймиз ва 

UVP →: - устига акслантириш бўлсин. P акслантириш ё V да критик нуқтага 

эга ёки P нинг VUP →− :1  аналитик тескариси мавжуд. Буни исботлаш учун 

P нинг U да аналитик тескариси мавжуд бўлмасин деб фараз қиламиз. P  

аналитик ва V  да суръектив бўлгани учун P  бир қийматли бўлмаслиги керак. 

Шу сабабли шундай Vzz 21 нуқталар топилиб qzPzP == )()( 21  бўлади. Фараз 

қилайлик aqH =)(  ва DDTa →:  аввалги тасдиқдаги каби акслантириш 

бўлсин. 

D  да маркази O  нуқтада радиуси 1r  га тенг rC  айланани қараймиз. 1−

aT  

акслантириш бу айланалар оиласини бир боғламли ёпиқ чизиқларга ўтказади. 

UVP →:  аналитик ва барча i  ларда 0)( 
izP  бўлгани учун етарлича кичи r  

ларда ))(( 111

ra CTHP −−−  - айланалар жуфти бўлиб, бири 1z  нуқтада иккинчиси 

2z  нуқтада бўлади. Бунда 1−P  орқали акслантириш эмас тўплам асли 

белгиланган. Энди r камайиши билан кичик r  топилиб икки оила кесишади. 

P  орқали ))(( 111

ara CTHP −−−   кўринишдаги боғламли ёпиқ чизиқларнинг 

умумий нуқтасини белгилаймиз. У ҳолда осонгина кўриш мумкинки, p  

нуқта P  учун критик қиймат бўлади. 

Шундай қилиб, 1−P  акслантиришни ҳаракатланувчи 0z нинг мумкин бўлган 

катта соҳасигача аниқлаш мумкин, бунда кейинги критик қийматни 

учратгунча давом этамиз ва барча мусбат k лар учун CUP k →− :  ни қурамиз. 

Таъкидлаш лозимки, исталган k учун )(UP k− - C  ни қопламайди. Шундай 

қилиб, kP− акслантиришлар оиласи U да нормал эмас. Монтел теоремасига 

кўра CUP
k

k −


=

− )(
0

  минус камида битта нуқтани қоплаши керак. Бу зиддият 

натижани исботлайди. 

  Мисоллар 

1. Аналитик акслантиришлар итератсияси ҳар қандай ҳаракатланувчи 

даврий нуқта бўйича нормал оилани ташкил қилишини исботланг. 
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2. Чекли ҳаракатланувчи даврий нуқта бассейни бир боғламли 

эканлигини исботланг. 

3. 1a  учун 

za

az
zTa

−

−
=

1
)(  

деб оламиз. У ҳолда }1:{ =− zzDTa  ни ўзига ўтказувчи аналитик 

гомеоморфизм эканлигини исботланг. 

4. Агар P  даражаси 1 дан катта кўпҳад бўлса, у ҳолда шундай 0R  сони 

топилиб, агар Rz   бўлса, zzP )(  бўлади. Агар Rz   бўлса, →)(zPn  

бўлади. 
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V. ГЛОССАРИЙ 

Термин Ўзбек тилидаги шарҳи Инглиз тилидаги шарҳи 

Ўлчовли 

функция 

 

Measurable 

function 

Агар ихтиёрий Rc  учун 

)(:})(:{ cfEcxfEx =  тўплам 

ўлчовли бўлса, у ҳолда f  

функсия E  тўпламда ўлчовли 

функция дейилади. 

The function REf →:  is 

measurable iff 

)(:})(:{ cfEcxfEx =  is 

measurable for all Rc . 

Лебег ўлчови 

 

Lebesgue 

measure 

Ўзаро кесишмайдиган 

интерваллар бирлашмасидан 

тузилган   очиқ 

тўплам берилган бўлсин. Бу 

тўпламнинг Лебег ўлчови 

қуйидагича аниқланади: 

. 

 ёпиқ 

тўплам берилган бўлса, 

. 

Given an open set  

containing disjoint intervals, the 

Lebesgue measure is defined by 

. 

Given a closed set 

, 

. 

Сигма алгебра 

 

Sigma-algebra 

 тўплам берилган бўлсин. 

Қуйидаги шартлар бажарилса, 

  тўпламнинг бўш бўлмаган 

қисм тўпламларидан тузилган 

  тўплам  алгебра ташкил 

қилади дейилади: 1. ; 2. 

Агар   га тегишли бўлса, у 

ҳолда  нинг тўлдирувчиси ҳам 

 га тегишли; 3. Агар   

тўплам элементларидан 

тузилган кетма-кетлик бўлса, у 

ҳолда  тўпламлар 

Let  be a set. Then a algebra 

 is nonempty collection of 

subsets of  such that the 

following hold: 1.  is in ; 2. If 

 is in , then so is the 

complement of ; 3. If  is a 

sequence of elements of , then 

the union of the s is in . 
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бирлашмаси ҳам  нинг 

элементи бўлади. 

Ўлчовли фазо 

 

Measurable 

space 

Сигма-алгебра ташкил 

қиладиган тўпламлар системаси 

A set considered together with the 

sigma-algebra on the set. 

Эҳтимолликлар 

фазоси 

 

Probability space 

учлик, бу ерда   

тўплам ва бу тўпламда 

аниқланган  ўлчовли фазо,  

  нинг ўлчовли қисм 

тўпламлари,  эса  даги 

 шартни 

қаноатлантирувчи ўлчов. 

A triple  on the domain , 

where  is a measurable 

space,  are the measurable 

subsets of , and  is a measure 

on  with . 

Эҳтимоллик 

ўлчови 

 

Probability 

measure 

 эҳтимолликлар фазоси 

берилган бўлсин. У ҳолда  

ўлчовга эҳтимолликлар ўлчови 

дейилади. 

Let  be is probability 

space. Then the measure  is said 

to be a probability measure. 

 га нисбатан 

инвариант 

 

Invariant under 

 

- ўлчовли фазо ва   

тўпламни ўзини-ўзига 

акслантирувчи ўлчовли 

функция бўлсин.  фазода 

аниқланган  ўлчов  га 

нисбатан инвариант дейилади, 

агар  даги барча ўлчовли  

тўпламлар учун 

 бўлса. 

Let  be a measurable space 

and let  be a measurable 

function from  to itself. A 

measure  on   is said to be 

invariant under  if, for every 

measurable set  in , 

. 

Инвариант 

ўлчов 

 ўлчовли фазо,  моноид 

ва  акслантириш 

Let  is a measurable space, 

 is monoid and  is 
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Invariant 

measure 

бўлсин,   фазодаги  

ўлчов инвариант ўлчов бўлади, 

агар у ихтиёрий  

акслантиришга нисбатан 

инвариант бўлса. 

the flow map, a measure  on 

 is said to be an invariant 

measure if it is an invariant 

measure for each map . 
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