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I.ISHCHI DASTUR 

KIRISH 

Dastur O‘zbekiston Respublikasining 2020-yil 23-sentyabrda tasdiqlangan 

“Ta’lim to‘g‘risida”gi Qonuni, O‘zbekiston Respublikasi Prezidentining 2020-yil        

3- dekabrdagi “Iqtidorli yoshlarni saralab olish tizimi va akademik litseylar 

faoliyatini takomillashtirish chora-tadbirlari to‘g‘risida”gi PQ-4910-son hamda 

Vazirlar Mahkamasining 2022-yil 1-iyundagi “Akademik litseylar rahbar va 

pedagog xodimlarining uzduksiz malakasini oshirish tizimini joriy etish 

to‘g‘risida”gi 296-son Qarorlarida belgilangan  ustuvor yo‘nalishlar mazmunidan 

kelib chiqqan holda tuzilgan bo‘lib, u zamonaviy talablar asosida malaka oshirish 

jarayonlarining mazmunini takomillashtirish hamda akademik litseylar pedagog 

xodimlarining kasbiy kompetentligini muntazam oshirib borishni maqsad qiladi. 

Dastur doirasida berilayotgan tayanch modullari mavzulari orqali akademik 

litseylarda faoliyat olib borayotgan pedagog xodimlarning matematikaning asosi 

bo‘lib xizmat qiladigan hosila tushunchasi va uning tatbiqlari, elementar 

funksiyalar va ularning grafiklarini almashtirishlar, geometriyaning asosiy 

masalalari yechish usullarini o‘zlashtirish hisobiga ularning pedagogik mahorat va 

kasbiy kompetentligini muntazam takomillashtirish bilan birgalikda pedagog 

xodimlarning ehtiyojlari asosida tanlab olingan tanlov modullari bo‘yicha bilim, 

ko‘nikma va malakalarga ega bo‘lishlari ta’minlanadi. 

Modulning maqsadi va vazifalari 

Akademik litseylar pedagog kadrlarining malakasini oshirish kursining 

maqsadi  pedagog kadrlarning o‘quv-tarbiyaviy jarayonlarini yuqori ilmiy-metodik 

darajada ta’minlashlari uchun zarur bo‘ladigan kasbiy bilim, ko‘nikma va 

malakalarini muntazam yangilash, kasbiy kompetentligi va pedagogik mahoratining 

uzluksiz rivojlanishini ta’minlashdan iborat. 

Kursning vazifalariga quyidagilar kiradi: 

- pedagog kadrlarning kasbiy bilim, ko‘nikma, malakalarini uzluksiz oshirish 

va rivojlantirish;  

- pedagoglarning zamonaviy talablarga mos holda akademik litseylardagi 

o‘qitish sifati va samaradorligini ta’minlash uchun zarur bo‘lgan kasbiy mahorat 

darajasini oshirish; 

- pedagog kadrlar tomonidan zamonaviy raqamli texnologiyalar va xorijiy 

tillarning samarali o‘zlashtirilishini ta’minlash; 

- o‘qitishning innovatsion texnologiyalari va ilg‘or xorijiy   tajribalarni  

o‘zlashtirish hamda ulardan o‘quv jarayonida samarali foydalanish ko‘nikmalarini 

shakllantirish; 

- o‘quv jarayonini ilm-fan va ishlab chiqarish bilan samarali integratsiyasini 

ta’minlashga qaratilgan faoliyatni tashkil etish.  
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Kurs yakunida tinglovchilarning bilim, ko‘nikma va malakalari hamda 

kompetentligiga qo‘yiladigan talablar:  

Kurs yakunida tinglovchilar quyidagi yo‘nalishlarda bilim, ko‘nikma, malaka 

hamda kompetensiyalarga  ega bo‘lishlari talab etiladi: 

Tinglovchi: 

• o‘zgaruvchi miqdorlar orttirmalarining nisbati va uning ma’nosini; 

• hosila yordamida funksiyani tekshirish va grafigini yasashni; 

• aunksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini; 

• elementar funksiyalarning aniqlanish sohalari va qiymatlar toʻplamini; 

• elementar funksiyalar superpozitsiyasi natijasida hosil qilinadigan murakkab 

funksiyalarni; 

• funksiyaning berilish usullarini; 

• geometriyaning sodda masalalarini;   

• tekislikda va fazoda affin almashtirishlarini bilishi kerak. 

 

Tinglovchi:  

• funksiyaning hosilasi va funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma va normal 

tenglamalarini tuzish; 

• hosila yordamida funksiyani tekshirish va grafiklarni yasash; 

• funksiya ekstremum nuqtalari va ekstremumlarini topish; 

• chiziqli va kvadratik modellashtirish; 

• bir bazisdan boshqa bazisga o‘tish matrisasini tuzish, ortogonal 

almashtirishlarni bajarish; 

• masalalarni yechishda geometrik modellashtirish, fazoviy mushohada va 

vizuallashtirish usullaridan foydalanish ko‘nikma va malakalariga ega 

bo‘lishi lozim. 

 

Tinglovchi:  

• funksiyaning hosilasi tushunchasining mohiyatini yoritib berish, hosilaning 

geometrik va fizik ma’nolarini hamda funksiyalarni hosila yordamidan 

tekshirish algoritmini o‘zlashtirish va undan funksiyalarning xossalarini 

aniqlashda, shuningdek, amaliy, ekstremumga doir masalalarni yechishda 

qoʻllay olish; 

• elementar funksiyalarning aniqlanish va ularni amaliyotga tadbiq etish; 

• fazoda geometrik almashtirishlar, burish va parallel ko‘chish, tekislikda 

fazoda  markaziy simmetriya tushunchalarini tabiatda va texnikada qo‘llay 

olish   kompetensiyalariga ega bo‘lishi lozim. 
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“Matematika fanida funksiyaning hosilasi va uning  amaliy masalalardagi 

tatbiqlari” moduli bo‘yicha soatlar taqsimoti 

№ Modul mavzulari 

Tinglovchining o‘quv 

yuklamasi, soat 

H
a

m
m

a
si

 

Auditoriya 

o‘quv yuklamasi 

J
a

m
i 

jumladan 

N
a

za
ri

y
 

A
m

a
li

y
 

 

1.  

O‘zgaruvchi miqdorlar 

orttirmalarining nisbati va uning 

ma’nosi. Uzluksizlik. 

2 2 2  

2.  
Hosilaning fizika, texnika va iqtisodiy 

masalallarga tatbiqlari. 
2 2 2  

3.  Ko‘paytmaning hosilasi. 2 2  2 

4.  
Hosila yordamida funksiyani 

tekshirish va grafiklarni yasash. 
2 2  2 

Jami: 8 8 4 4 

NAZARIY MASHGʻULOTLAR MAZMUNI 

        1-MAVZU: O‘ZGARUVCHI MIQDORLAR ORTTIRMALARINING 

NISBATI VA UNING MA’NOSI. UZLUKSIZLIK. (2 SOAT) 

1O‘zgaruvchi miqdorlar orttirmalarining nisbati va uning ma’nosi. Urinma 

ta’rifi. Funksiya orttirmasi. 2.Funksiya limiti. Uzluksizlik. Uzluksiz funksiyalarning 

xossalari. Uzilish nuqtasi.  

2-MAVZU: HOSILANING FIZIKA, TEXNIKA VA IQTISODIY 

MASALALLARGA TATBIQLARI. (2 SOAT) 

Hosila, uning geometrik va fizik ma’nosi. Funksiya grafigiga o‘tkazilgan 

urinma va normal tenglamalari. Hosilaviy funksiya. O‘rtacha tezlik. Oniy tezlik. 

Hosilaning fizika, texnika va iqtisodiy masalallarga tatbiqlari. 

 

AMALIY  MASHGʻULOTLAR MAZMUNI 

1-AMALIY MASHG‘ULOT: KO‘PAYTMANING HOSILASI. (2 SOAT) 

Yig‘indi va ayirmaning hosilasi. O‘zgarmas sonni hosila belgisidan tashqariga 

chiqarish. Ko‘paytmaning hosilasi. Bo‘linmaning hosilasi. Murakkab funksiya. 

Murakkab funksiyaning hosilasi.  

  2-AMALIY MASHG‘ULOT: HOSILA YORDAMIDA FUNKSIYANI 

TEKSHIRISH VA GRAFIKLARNI YASASH. (2 SOAT) 

 Hosila yordamida funksiyani tekshirish va grafiklarni yasash. Funksiyaning 

statsionar nuqtalari. Funksiyaning lokal maksimum va minimumlari. 

Ekstremumlari. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari.  
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II. MODULNI O‘QITISHDA FOYDALANILADIGAN INTERFAOL 

TA’LIM METODLARI 

 

AQLIY XUJUM METODI 

Aqliy xujum - g‘oyalarni generatsiya (ishlab chiqish) qilish metodidir. 

«Aqliy xujum» metodi biror muammoni echishda talabalar tomonidan bildi - rilgan 

erkin fikr va mulohazalarni to‘plab, ular orqali ma’lum bir echimga kelinadigan eng 

samarali metoddir. Aqliy xujum metodining yozma va og‘zaki shakllari mavjud. 

Og‘zaki shaklida o‘qituvchi tomonidan berilgan savolga ta -labalarning har biri o‘z 

fikrini og‘zaki bildiradi. Talabalar o‘z javoblarini aniq va qisqa tarzda bayon 

etadilar. YOzma shaklida esa berilgan savolga talaba - lar o‘z javoblarini qog‘oz 

kartochkalarga qisqa va barchaga ko‘rinarli tarzda yozadilar. Javoblar doskaga 

(magnitlar yordamida) yoki «pinbord» doskasiga (ignalar yordamida) 

mahkamlanadi. «Aqliy xujum» metodining yozma shaklida javoblarni ma’lum 

belgilar bo‘yicha guruhlab chiqish imkoniyati mavjuddir. Ushbu metod to‘g‘ri va 

ijobiy qo‘llanilganda shaxsni erkin, ijodiy va no - standart fikrlashga o‘rgatadi.  

Aqliy xujum metodidan foydalanilganda talabalarning barchasini jalb etish 

imkoniyati bo‘ladi, shu jumladan talabalarda muloqot qilish va munozara olib 

borish madaniyati shakllanadi. Talabalar o‘z fikrini faqat og‘zaki emas, balki 

yozma ravishda bayon etish mahorati, mantiqiy va tizimli fikr yuritish ko‘nikmasi 

rivojlanadi. Bildirilgan fikrlar baholanmasligi talabalarda turli g‘oyalar 

shakllanishiga olib keladi. Bu metod talabalarda ijodiy tafakkurni rivojlantirish 

uchun xizmat qiladi.  

Vazifasi. “Aqliy xujum” qiyin vaziyatlardan qutulish choralarini topishga, 

muammoni ko‘rish chegarasini kengaytirishga, fikrlash bir xilli - ligini yo‘qotishga 

va keng doirada tafakkurlashga imkon beradi. Eng asosiysi, muammoni echish 

jarayonida kurashish muhitidan ijodiy hamkorlik kayfiyatiga o‘tiladi va guruh 

yanada jipslashadi. 

Ob’ekti. Qo‘llanish maqsadiga ko‘ra bu metod universal hisoblanib 

tadqiqotchilikda (yangi muammoni echishga imkon yaratadi), o‘qitish jarayonida 

(o‘quv materiallarini tezkor o‘zlashtirishga qaratiladi), rivojlantirishda (o‘z-o‘zini 

bir muncha samarali boshqarish asosida faol fikrlashni shakllanti - radi) asqotadi. 

Qo‘llanish usuli. “Aqliy xujum” ishtirokchilari oldiga qo‘yilgan muammo 

bo‘yicha xar qanday muloxaza va takliflarni bildirishlari mumkin. Aytilgan fikrlar 

yozib borildi va ularning mualliflari o‘z fikrlarini qay - tadan xotirasida tiklash 

imkoniyatiga ega bo‘ldi. Metod samarasi fikrlar   xilma-xilligi bilan tavsiflandi va 

xujum davomida ular tanqid qilin - maydi, qaytadan ifodalanmaydi. Aqliy xujum 

tugagach, muhimlik jixatiga ko‘ra eng yaxshi takliflar generatsiyalanadi va 
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muammoni echish uchun zarurlari tanlanadi. 

«Aqliy xujum» metodi o‘qituvchi tomonidan qo‘yilgan maqsadga qarab 

amalga oshiriladi: 

1. Talabalarning boshlang‘ich bilimlarini aniqlash maqsad qilib qo‘yilganda, 

bu metod darsning mavzuga kirish qismida amalga oshiriladi. 

2. Mavzuni takrorlash yoki bir mavzuni keyingi mavzu bilan bog‘lash  

maqsad qilib qo‘yilganda - yangi mavzuga o‘tish qismida amalga 

oshiriladi. 

3. O‘tilgan mavzuni mustahkamlash maqsad qilib qo‘yilganda - mavzudan 

so‘ng, darsning mustahkamlash qismida amalga oshiriladi. 

«Aqliy xujum» metodining afzallik tomonlari: 

• natijalar baholanmasligi talabalarni turli fikr-g‘oyalarning shakl - lanishiga 

olib keladi; 

• talabalarning barchasi ishtirok etadi; 

• fikr-g‘oyalar vizuallashtirilib boriladi; 

• talabalarning boshlang‘ich bilimlarini tekshirib ko‘rish imkoniyati mavjud; 

• talabalarda mavzuga qiziqish uyg‘otish mumkin. 

 

«Aqliy xujum» metodining kamchilik tomonlari: 

• o‘qituvchi tomonidan savolni to‘g‘ri qo‘ya olmaslik; 

• o‘qituvchidan yuqori darajada eshitish qobiliyatining talab etilishi. 

«Aqliy xujum» metodining tarkibiy tuzilmasi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Muammoli savol beriladi 

Fikr va g‘oyalar bildiriladi 

Fikr va g‘oyalar to‘planadi 

Fikr va g‘oyalar guruhlanadi 

Aniq va to‘g‘ri javob tanlab olinadi 
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«Aqliy xujum» metodining bosqichlari: 

1. Talabalarga savol tashlanadi va ularga shu savol bo‘yicha o‘z javoblarini 

(fikr, mulohaza) bildirishlarini so‘raladi; 

2. Talabalar savol bo‘yicha o‘z fikr-mulohazalarini bildirishadi; 

3. Talabalarning fikr-g‘oyalari (magnitafonga, videotasmaga, rangli 

qog‘ozlarga yoki doskaga)  to‘planadi; 

4. Fikr-g‘oyalar ma’lum belgilar bo‘yicha guruhlanadi; 

5. Yuqorida qo‘yilgan savolga aniq va to‘g‘ri javob tanlab olinadi. 

«Aqliy xujum» metodini qo‘llashdagi asosiy qoidalar: 

 a) Bildirilgan fikr-g‘oyalar muhokama qilinmaydi va baholanmaydi. 

 b) Bildirilgan har qanday fikr-g‘oyalar, ular hatto to‘g‘ri bo‘lmasa ham      inobatga 

olinadi. 

 v) Bildirilgan fikr-g‘oyalarni to‘ldirish va yanada kengaytirish mumkin. 

ilova 

Mavzu bo‘yicha asosiy tushuncha va iboralar 

 

 

 

 

 

Ilova  

Guruxlarda ish olib borish qoidalari 

 

 

  

 

 

 

 

ilova    

“Davra suhbati” munozarasini o‘tkazish bo‘yicha yo‘riqnoma 

1. So‘zga chiqqanlarni diqqat bilan, bo‘lmasdan tinglang. 

2. Ma’ruzachining fikriga qo‘shilmasang, o‘z fikringni bildirishga ruxsat 

so‘ra. 

3. Ma’ruzachining fikriga qo‘shilsang, ko‘rib chiqilayotgan masala 

bo‘yicha qo‘shimcha fikrlar bildir. 

ilova 

Zamonaviy ta’lim vositasi tushunchasi , ta’lim vositasi turlari, ta’lim vositasini qo‘llash usullari 

✓ O‘zaro hurmat va iltifot ko‘rsatgan xolda har kim o‘z do‘stlarini тинглай 

олиши керак; 

✓ Berilgan topshiriqga nisbatan  har kim aktiv, o‘zaro hamkorlikda va 

ma’suliyatli yondashishi kerak; 

✓ Zarur paytda g‘ar kim yordam so‘rashi kerak; 

✓ So‘ralgan paytda har kim yordam ko‘rsatishi kerak; 

✓ Gurux ish natijalari baholanayotganda hamma qatnashishi kerak; 

✓ Har kim aniq tushunishi kerakki: 

✓ O‘zgalarga yordam berib, o‘zimiz o‘rganamiz! 

✓ Biz bir qayiqda suzayapmiz: yo birga ko‘zlagan manzilga yetamiz, yoki 

birga cho‘kamiz! 
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Tayanch so‘zlar va iboralar: 

❖ o‘zgaruvchi miqdorlar orttirmalari 

❖  funksiyaning hosilasi 

❖ funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma va normal 

❖ funksiya ekstremum nuqtalari 

❖ funksiyani tekshirish va grafigini yasash 

❖ hosilaning fizika va texnikaga tatbiqlari 

 5. Ta’lim texnologiyasi 

“Matematika fanida funksiyaning hosilasi va uning  amaliy masalalardagi 

tatbiqlari” modulidan ma’ruza o‘qish texnologiyasi modeli 

Mavzu: Funksiya hosilasi tushunchasi 

O‘quv vaqti: 80 daqiqa Tinglovchilar: Akademik litsey o‘qituvchilari 

O‘quv mashg‘ulot turi Ma’ruza  

O‘quv mashg‘ulot rejasi 1. Funksiya hosilasi tushunchasi 

2. Funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma va 

normal tenglamalari  

3. Hosilaning masalalar echishga va boshqa 

fanlarga tatbiqlari  

O‘quv mashg‘ulot maqsadi: Sonli ketma-ketliklar haqidagi tushunchalarni 

shakllantirish va rivojlantirishdan iborat 

 

Pedagogik vazifalar: 

 

• Mavzu bo‘yicha 

tinglovchilarning bilimlarini 

oshirish; 

• Sonli ketma-ketliklarning 

maqsadi va vazifalarini 

tushuntirib berish; 

• Tinglovchilarga sonli ketma-

ketlik tatbiqlarini tushuntirish; 

 

O‘quv faoliyati natijalari: tinglovchilar bilishlari 

kerak: 

• Funksiya hosilasi tushunchasini bilishlari; 

• Funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma va 

normal tenglamalarini topa olishlari; 

• Funksiya hosilasi haqida teoremalardan 

foydalanib turli nostandart tenglamalarni echshni; 

• Mavzuga oid misol va masalalar echa olishlari. 

O‘qitish metodi va texnikasi Interfaol metod 

O‘qitish vositasi T.A. Azlarov, X.T. Mansurovlarning “Matematik 

analiz” darsligi, doska, tarqatma materiallar 
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Ish vaqti 

bosqichlari 
O‘qituvchi faoliyatining mazmuni 

Tinglovchilar 

faoliyatining 

mazmuni 

1-bosqich.  

O‘quv 

mashg‘ulotiga 

kirish 

(10 daqiqa) 

1.1. Mavzuni, mavzu rejasini, maqsadini, 

rejalashtirilayotgan o‘quv natijalarini va 

o‘quv mashg‘ulot xususiyatini 

tushuntiradi. 

1.2. Avvalgi darsda o‘tilgan mavzuni 

takrorlagan xolda bugungi mavzu bilan 

bog‘lanishni tushuntirib beradi. 

Eshitadilar, yozadilar. 

2-bosqich. 

Asosiy 

(60 daqiqa) 

2.1. Mavzuni to‘lig‘icha talqin etadi. 

Rejadagi har bir tushunchalarni 

tinglovchilarga tushuntirib beradi. 

2.2. Mavzu bo‘yicha talabalarga savollar 

beradi. 

2.3. Mavzu bo‘yicha tipik masala va 

misollar keltiradi. 

Eshitadilar, yozadilar, 

savollar beradilar. 

3-bosqich. 

YAkunlovchi 

(10 daqiqa) 

3.1. Mavzuni yakunlaydi. 

3.2. Tinglovchilarga mustaqil 

o‘rganishlari uchun vazifalar topshiradi. 

Eshitadilar, yozadilar 
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III. NAZARIY MASHG‘ULOT MATERIALLARI 
 

1-Mavzu: Matematika fanida funksiyaning hosilasi va uning amaliy 

masalalardagi tadbiqlari. 

Reja: 

1.1.O‘zgaruvchi miqdorlar orttirmalarining nisbati va uning ma’nosi. Urinma 

ta’rifi. Funksiya orttirmasi. 

1.2. Funksiya limiti. Uzluksizlik. Uzluksiz funksiyalarning xossalari. Uzilish 

nuqtasi.  

 

O‘zgaruvchi miqdorlar orttirmalarining nisbati va uning ma’nosi.  

Faraz qilaylik, ( )xf  funksiya ( ) Rba ,  da berilgan bo‘lib, ( )bax ,0

, ( )baxx ,0 +  bo‘lsin. 

Ma’lumki ushbu 

( ) ( ) ( )000 xfxxfxf −+=  

ayirma ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi orttirmasi deyiladi. 

1-ta’rif. Agar ushbu 

x

xfxxf

x 

−+

→

)()(
lim 00

0
 

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi hosilasi deyiladi 

va 
dx

xdf )( 0 , yoki ),( 0xf   yoki 
0

))(( xxf   kabi belgilanadi.  Demak, 

x

xfxxf
xf

x 

−+
=

→

)()(
lim)( 00

0
0 .                    (1) 

Agar xxx =+0  deyilsa, unda 0xxx −=  va 0→x  da 0xx→  bo‘lib, 

(1) munosabat quyidagi 

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→
                       (2) 

ko‘rinishga keladi. 

20. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, ( )xf  funksiya 

RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, Xxx − ),( 00   )0(   bo‘lsin.  

2-ta’rif. Agar ushbu  
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0

0

0

)()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−

−→
 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi chap hosilasi deyiladi 

va )0( 0 − xf  kabi belgilanadi: 

0

0

0
0

)()(
lim)0(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=−

−→
. 

Aytaylik, ( )xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan bo‘lib, 

Xxx + ),( 00   )0(   bo‘lsin. 

3-ta’rif. Agar ushbu  

0

0

0

)()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−

+→
 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi 

va )0( 0 + xf  kabi belgilanadi: 

0

0

0
0

)()(
lim)0(

0 xx

xfxf
xf

xx −

−
=+

+→
. 

Masalan, ||)( xxf =  funksiyaning 00 =x  nuqtadagi o‘ng hosilasi ,1)0( =+f  

chap hosilasi 1)0( −=−f  bo‘ladi.  

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi: 

1. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada )(
0

xf   hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu 

funksiya x0 nuqtada o‘ng )0( 0 + xf  hamda chap )0( 0 − xf  hosilalarga ega va 

)0()()0 000 +==− xfxfxf  tengliklar o‘rinli bo‘ladi. 

2. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada o‘ng )0(' 0 +xf  hamda chap  )0( 0 − xf  

hosilalarga ega bo‘lib, )0()0( 00 +=− xfxf  bo‘lsa, u holda ( )xf  funksiya 0x  

nuqtada  )(
0

xf   hosilaga ega va )0()()0( 000 +==− xfxfxf  tengliklar o‘rinli 

bo‘ladi. 

 

Urinma ta’rifi.  

Faraz qilaylik, ( )xf  funksiya ( )ba,  da berilgan bo‘lib, ( )bax ,0  nuqtada 
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)('
0

xf  hosilaga ega bo‘lsin. Bu ( )xf  funksiya-ning grafigi 5-chizmada 

tasvirlangan Г  egri chiziqni ifodalasin: 

 

1-chizma. 

 

Bu Г  chiziqda ( )000 , yxM , ( )yxM ,  nuqtalarni olib, ular orqali o‘tuvchi l  

kesuvchini qaraymiz. 

( )( ) ГxfxM 000 , , ( )( ) ГxfxM , , 0MM →  da l  kesuvchi limit holati Г  

chiziqqa 0M  nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi. 

Ravshanki,   burchak x  ga boђliq: ( )x= . ( )xf  funksiyaning grafigiga 

0M  nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun 

 =
→

)(lim
0

x
x

 

ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda  –urinmaning OX  o‘qining musbat yo‘nalishi 

bilan tashkil etgan burchak. 

MPM0  uchburchakdan: 

x

xfxxf

PM

MP
xtg



−+
==

)()(
)( 00

0

  

bo‘lib, undan 

x

xfxxf
arctgx



−+
=

)()(
)( 00  

bo‘lishi kelib chiqadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz: 

=


−+
=

→→ x

xfxxf
arctgx

xx

)()(
lim)(lim 00

00
  



 16 

).(
)()(

lim 0
00

0
xfarctg

x

xfxxf
arctg

x
=











−+
=

→
 

Demak,  0→x  da ( )x  ning limiti mavjud va  

)( 0xfarctg = . 

Keyingi tenglikdan 

tgxf = )( 0  

bo‘lishi kelib chiqadi.  

Demak, funksiyaning 0x  nuqtadagi )('
0

xf  hosilasi urin-maning burchak 

koeffitsentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi  

))(()( 000 xxxfxfy −+=  

ko‘rinishda bo‘ladi.  

Aytaylik, P  nuqta to‘ђri chiziq bo‘ylab )(tss =  qonun bilan harakat qilsin, 

bunda −t vaqt, −s o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning 1t  va 2t  )( 21 tt   qiymatlaridagi 

o‘tilgan yo‘l )(),( 21 tsts  bo‘lsa, unda ushbu nisbat 

12

12 )()(

tt

tsts

−

−
 

],[ 21 tt  vaqt oraliђidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.  

Quyidagi 

12

12 )()(
lim

012 tt

tsts

tt −

−

+→

 

limit harakatdagi nuqtaning 1t  vaqtdagi oniy tezligini bildiradi. 

Demak, harakatdagi P  nuqtaning t  vaqtdagi oniy tezligi )(tv , o‘tilgan )(ts  

yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi: 

).()( tstv =  

Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi 

Faraz qilaylik, )(xf  funksiya Rba ),(  da berilgan bo‘lsin.  

Teorema. Agar )(xf  funksiya ),(0 bax   nuqtada chekli )( 0xf   hosilaga 

ega bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘ladi. 

 Aytaylik, )(xf  funksiya  ),(0 bax   nuqtada chekli )( 0xf   hosilaga ega 
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bo‘lsin. Ta’rifga binoan 

x

xfxxf

x

xf
xf

xx 

−+
=




=

→→

)()(
lim

)(
lim)( 00

0

0

0
0  

ya’ni 

0→x  da )(
)(

0
0 xf

x

xf
→



  

bo‘ladi. 

Endi  

)(
)(

0
0 xf

x

xf
−




=  

deb belgilaymiz. 

Ravshanki,  

0→x  da .0→  

Keyingi tengliklardan topamiz: 

.)()( 00 xxxfxf +=   

Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan 

0)(lim 0
0

=
→

xf
x

 

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu )(xf  funksiyaning 0x  nuqtada uzluksiz ekanini bildiradi.  

Eslatma. Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishi-dan uning shu nuqtada 

chekli hosilaga ega bo‘lishi har doim ham kelib chiqavermaydi. Masalan, ||)( xxf =  

funksiya 0=x  nuqtada uzluksiz, ammo u shu nuqtada hosilaga ega emas. 

10. Ikki funksiya yiђindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining hosilasi. 

Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalari  ( ) Rba ,  da  berilgan  bo‘lib, ( )bax ,0  

nuqtada )( 0xf   va )( 0xg  hosilalarga ega bo‘lsin. Hosila ta’rifiga ko‘ra 

),(
)()(

lim 0

0

0

0

xf
xx

xfxf

xx
=

−

−

→
                        (1) 

)(
)()(

lim 0

0

0

0

xg
xx

xgxg

xx
=

−

−

→
                       (2) 

bo‘ladi.  

1) ( )xgxf )(  funksiya x0 nuqtada hosilaga ega bo‘lib,  
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)()())()(( 000
xgxfxgxf x

=  

bo‘ladi. 

( ) ( )xgxfxF = )(  deb topamiz:  

0

0

0

0

0

0 )()()()()()(

xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xFxF

−

−


−

−
=

−

−
. 

Bu tenglikda 0xx→  da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2) munosabatlarni 

e’tiborga olsak, unda  

)()(
)()(

lim

)()(
lim

)()(
lim

00

0

0

0

0

0

0

0

00

xgxf
xx

xgxg

xx

xfxf

xx

xFxF

xx

xxxx

=
−

−



−

+
=

−

−

→

→→

 

bo‘lishi kelib chiqadi.  Demak, 

)()())()(()( 000 0
xgxfxgxfxF x

== . 

2) ( )xgxf )(  funksiya 0x  nuqtada hosilaga ega bo‘lib,  

)()()()())()(( 00000
xgxfxgxfxgxf x

=  

bo‘ladi.  

 )()()( xgxfx =  deb  

0

0 )()(

xx

xx

−

−
 

nisbatni quyidagicha   

)(
)()(

)(
)()()()(

0

0
0

0

0

0

0 xf
xx

xgxg
xg

xx

xfxf

xx

xx


−

−
+

−

−
=

−

−
 

yozib olamiz. So‘ng 0xx →  da limitga o‘tib topamiz: 

=
−

−
+

−

−
=

−

−

→→→
)(

)()(
lim

)()(
lim)(

)()(
lim

0

0

0

0
0

0

0

000

xf
xx

xgxg

xx

xfxf
xg

xx

xx

xxxxxx
 

).()()()( 0000 xgxfxgxf +=  

Demak,  

( ) )()()()()()()( 00000 0 xgxfxgxfxgxfx x +=


=  
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3) 
)(

)(

xg

xf
 funksiya 00 )0)(( xxg   nuqtada hosilaga ega bo‘lib,  

)(

)()()()(

)(

)(

0
2

0000

0 xg

xgxfxgxf

xg

xf
x

−
=











 

bo‘ladi.  

 Modomiki, 0)( 0 xg  ekan, unda 0x  nuqtaning biror atrofidagi x  larda 

0)( xg  bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib topamiz:  

=
−

−+−
=

−

−

)()()(

)()()()()()()()()(

)(

)(

)(

00

000000

0

0

0

xxxgxg

xgxfxgxfxgxfxgxf

xx

xg

xf

xg

xf

 

.
)()(

)()(
)()(

)()(

1

0

0
00

0

0

0










−

−
−

−

−


=

xx

xgxg
xfxg

xx

xfxf

xgxg
 

Bu tenglikda 0xx→  da limitga o‘tib, ushbu  

)(

)(')()()('

)(

)(

0
2

0000

'

0
xg

xgxfxgxf

xg

xf

x

−
=








 

tenglikka kelamiz.  

1-natija. Agar ( )xf  funksiya 0x  nuqtada )( 0xf   hosilaga ega bo‘lsa, )(xfc   

funksiya  ( ) 0xconstc =  nuqtada hosilaga ega bo‘lib, 

( ) )()( 00 xfcxfc x =


  

bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chiqarish mumkin. 

2-natija. Agar )(...,),(),( 21 xfxfxf n  funksiyalar 0x  nuqtada hosilalarga 

ega bulib, nссс ...,,, 21  o‘zgarmas sonlar bo‘lsa,  u holda  

( ) )(...)()()(...)()( 0
'

0
'

220112211 0 xfcxfcxfcxfcxfcxfc nnxnn +++=


+++  

bo‘ladi.  

 

Ko‘paytmaning hosilasi. 

 

Faraz qilaylik,  ( )xfy =  funksiya RX   to‘plamda, ( )yg  funksiya 
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 Xxxf |)(  to‘plamda berilgan bo‘lib, Xx 0  nuqtada )(' 0xf  hosilaga,  

 Xxxfy  |)(0  nuqtada ( )( ) ( )000 ygxfy =  hosilaga  ega bo‘lsin. U holda 

( )( )xfg  murakkab funksiya 0x  nuqtada hosilaga ega bo‘lib,  

( ) )())(())(( 00

'

0
xfxfgxfg x

=  

bo‘ladi.  

 ( )yg  funksiyaning 0y  nuqtada )(' 0yg  hosilaga ega bo‘lganligidan  

)()()()()( 0000 yyyyygygyg −+−=−   

bo‘lishi kelib chiqadi, bunda  

),(xfy =  )( 00 xfy =  va  0yy →  da  0→ . 

Keyingi tenglikning har ikki tomonini 
0xx −  ga bo‘lib topamiz: 

0

0

0

0
0

0

0 )()()()(
))((

))(())((

xx

xfxf

xx

xfxf
xfg

xx

xfgxfg

−

−
+

−

−
=

−

−
 . 

Bundan 
0xx →  da limitga o‘tib,  

( ) )())(())(( 00

'

0
xfxfgxfg x

=  

tenglikka kelamiz.  

30. Teskari funksiyaning hosilasi.  Aytaylik, ( )xfy =  funksiya ( )ba,  da 

berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lib, ( )bax ,0  

nuqtada )(' 0xf  )0)('( 0 xf  hosilaga ega bo‘lsin. U holda )(1 yfx −=  funksiya 

( )( )000 xfyy =  nuqtada hosilaga ega va 

 
)(

1
)(

0

1
0

xf
yf x


=

−
 

bo‘ladi.  

Ravshanki,  

)())(()()( 0000 xxxxxfxfxf −+−=−   

bo‘lib, 0xx→  da 0→  bo‘ladi. Bu tenglikdan  

   =−−−=− −−−− )()()()()( 0
11

0
11

00 yfyfyfyfxfyy   

   +−= −− )()()( 00
11 xfyfyf  
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ifodaga kelamiz.  Bundan esa 

+
=

−

− −−

)(

1)()(

00

0
11

xfyy

yfyf
 

bo‘lishi kelib chiqadi.  

Keyingi tenglikda  
0yy→  da limitga o‘tib topamiz: 

  .
)(

1
)(

0

'1

0 xf
yf y 

=−
 

 

Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar 

 Bu teoremlar funksiyalarni tekshirishda muhim rol o‘ynaydi. 

1-teorema (Ferma teoremasi). )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan. 

Xx 0
 nuqtaning atrofi uchun )0(),()( 000 +−=  XxxxU  bo‘lib, 

quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) )( 0xUx   da )),()(()()( 00 xfxfxfxf   

2) )( 0xf  mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda  0)( 0 = xf  bo‘ladi. 

 Aytaylik, )( 0xUx   da )()( 0xfxf  bo‘lsin. Ravshanki, bu holda  

0)()( 0 − xfxf  

bo‘ladi. 

SHartga ko‘ra )(xf  funksiya 
0x  nuqtada chekli  )( 0xf   hosilaga ega. 

SHuning uchun 

0

0

0
0

0

0
0

0
0

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim)(

000 xx

xfxf

xx

xfxf

xx

xfxf
xf

xxxxxx −

−
=

−

−
=

−

−
=

−→+→→
 

bo‘ladi. Ayni paytda, 
0xx   bo‘lganda 

,0)('
)()(

lim0
)()(

0

0

0

0
0

0

0

=
−

−


−

−

+→
xf

xx

xfxf

xx

xfxf

xx
 

0xx   bo‘lganda 

0)('
)()(

lim0
)()(

0

0

0

0
0

0

0

=
−

−


−

−

−→
xf

xx

xfxf

xx

xfxf

xx
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bo‘lishidan   0)(' 0 =xf  ekani kelib chiqadi.  

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik,  )(xf  funksiya ],[ ba  da 

berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ],,[)( baCxf   

2) ),( bax  da )(xf   mavjud va chekli, 

3) )()( bfaf =  bo‘lsin. 

U holda shunday ),(0 bax  nuqta topiladiki, 0)( 0 = xf  bo‘ladi. 

SHartga ko‘ra ],[)( baCxf  . Unda Veershtrassning ikkinchi teoremasiga 

ko‘ra  )(xf  funksiya  ],[ ba  da o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlarga 

erishadi, ya’ni shunday 
21, cс   nuqtalar ]),[,( 21 bacc   topiladiki, 

]},,[|)(max{)( 1 baxxfcf =  

]},[|)(min{)( 2 baxxfcf =  

bo‘ladi. 

Agar )()( 21 cfcf =  bo‘lsa, unda   ],[ ba  da constxf =)(  bo‘lib, 

),(0 bax   da 0)(' 0 =xf  bo‘ladi. 

Agar )()( 21 cfcf   bo‘lsa, unda )()( bfaf =  bo‘lganligi sababli )(xf  

funksiya  )( 1cf  hamda )( 2cf  qiymatlarning kamida bittasiga ],[ ba  segmentning 

ichki )( 00 bxax   nuqtasida erishadi. Ferma teoremasiga binoan 0)( 0 = xf  

bo‘ladi.  

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ],[ ba  da 

berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: 

1) ],[)( baCxf  , 

2) ),( bax  da )(xf   hosila mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki,  

))(()()( abcfafbf −=−  

bo‘ladi. 

Ushbu 
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)(
)()(

)()()( ax
ab

afbf
afxfxF −

−

−
−−=                  (1) 

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi  

ab

afbf
xfxF

−

−
−=

)()(
)()(  

bo‘ladi. 

Roll teoremasiga binoan, shunday )),(( baсc    nuqta topiladiki,  

0)(' =cF                                   (2) 

bo‘ladi. 

(1) va (2) munosabatlardan 

0
)()(

)( =
−

−
−

ab

afbf
cf , 

ya’ni 

))(()()( abcfafbf −=−  

bo‘lishi kelib chiqadi.  

1-natija. Aytaylik, )(xf  funksiya ),( ba  da )(xf   hosilaga ega bo‘lib, 

),( bax  da 0)( = xf   bo‘lsin. U holda ),( bax  da constxf =)(  bo‘ladi. 

 ),(, 0 baxx   ni olib, chekkalari x  va 
0x  bo‘lgan segmentda )(xf  

funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab constxfxf == )()( 0  bo‘lishini topamiz.  

2-natija. )(xf  va )(xg  funksiyalari ),( ba  da )(xf  , )(xg  hosilalarga ega 

bo‘lib, ),( bax  da )()( xgxf =  bo‘lsin. U holda ),( bax  da 

constxgxf += )()(  bo‘ladi. 

 Bu natijaning isboti )()( xgxf −  funksiyaga nisbatan 1-natijani qo‘llash 

bilan kelib chiqadi.  

4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, )(xf  va )(xg  funksiyalar quyidagi 

shartlarni bajarsin. 

1) ],[)( baCxf  , ],[)( baCxg  , 

2) ),( bax  da )(xf   va )(xg  hosilalar mavjud va chekli; 
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3) ),( bax  da 0)(' xg  bo‘lsin. 

U holda shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

)(

)(

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf




=

−

−
 

bo’ladi. 

Avvalo )()( agbg   bo’lishini ta’kidlab o’tamiz, chunki )()( agbg =  

bo’ladigan bo’lsa, unda Roll teoremasiga ko’ra shunday ),( baс  nuqta topilar 

ediki, 0)( = cg  bo’lar edi. Bu 3)-shartga zid. 

Quyidagi 

]),[()]()([
)()(

)()(
)()()( baxagxg

agbg

afbf
afxfxФ −

−

−
−−=  

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 

qanoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ),( baс  nuqta topiladiki, 

0)( = cФ                                      (3) 

bo‘ladi. 

Ravshanki, 

)(
)()(

)()(
)()( xg

agbg

afbf
xfxФ 

−

−
−=                       (4) 

(3) va (4) munosabatlardan  

0)(
)()(

)()(
)( =

−

−
− cg

agbg

afbf
cf  

ya’ni 

)(

)(

)()(

)()(

cg

cf

agbg

afbf




=

−

−
 

bo‘lishi kelib chiqadi.  

Funksiya hosilasinig uzilishi haqida. Faraz qilaylik, )(xf  funksiya ),( ba  

ning 
0x  nuqtasidan boshqa barcha nuqtalarida )(xf   hosilaga ega bo‘lib, funksiya 

0x  nuqtada uzluksiz bo‘lsin. 

Agar bxf
xx

=
−→

)(lim
00

 limit mavjud bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada 
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chap hosila )0( 0 − xf  ga ega bo‘lib, bxf =− )0( 0
 bo‘ladi. 

Agar dxf
xx

=
+→

)(lim
00

 limit mavjud bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 
0x  

nuqtada o‘ng hosila )0( 0 + xf  ga ega bo‘lib, dxf =+ )0( 0
 bo‘ladi. 

Aytaylik, 0x  va ),(0 baxx +  bo‘lsin. Lagranj teoremasidan 

foydalanib topamiz: 

)10(),(
)()(

0
00 +=



−+
 xxf

x

xfxxf
. 

Endi  

bxf
xx

=
−→

)(lim
00

 

mavjud bo‘lsin deylik. Unda 

bxxfxfxf
xxxxx

=+==
−→−→−−→

)(lim)(lim)(lim 0
000 00

 

bo‘lib, 

0−→x  da  ,)( 0 bxxf →+   

ya’ni 

0−→x  da    b
x

xfxxf
→



−+ )()( 00  

bo‘ladi. Demak, bxf =− )0(' 0 .  SHunga o‘xshash, dxf =+ )0( 0  bo‘lishi 

ko‘rsatiladi.  

Aytaylik, )(xf  funksiya 
0x  nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. Unda, ravshanki,  

)()0()0( 000 xfxfxf =+=−  

bo‘ladi. Ayni paytda,  

)(lim),(lim
00 00

xfxf
xxxx


+→−→

 

limitlarnig mavjud va chekli bo‘lishidan 

)()(lim)(lim 0
00 00

xfxfxf
xxxx

==
+→−→

 

bo‘lishi kelib chiqadi.  

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar )(xf  funksiya ),( ba  da  )(xf   
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hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu )(xf   hosila birinchi tur uzilishga ega bo‘lolmaydi. 

Boshqacha aytganda har bir  ),(0 bax   nuqtada )(' xf  funksiya yoki 

uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.  

 

3-mavzu Funksiya hosilasining fizika, texnika va iqtisodiyotda qo‘llanilishi 

1. Fizikada hosilaning qo‘llanilishi 

Fizikada hosila ko‘pincha harakat qonunlarini ifodalash uchun ishlatiladi. 

Masalan, tezlik va tezlanish hosila orqali topiladi. 

Misol 1: Yo‘l, tezlik va tezlanish 

Avtomobilning yo‘l koordinatasi vaqtga bog‘liq s(t) funksiyasi orqali beriladi: 

2 1( 2) 5s t t t= + +  

1️.Tezlikni aniqlash: Tezlik hosila orqali topiladi: 

2( 0) 1
ds

v t t
dt

= = +  

2.Tezlanishni aniqlash: Tezlanish esa ikkinchi hosila orqali hisoblanadi: 

0( 1)
dv

a t
dt

= =  

 Bu misolda tezlik va tezlanish funksiyalarini topish uchun birinchi va ikkinchi 

hosilalar ishlatildi. 

 

Misol 2: Harorat o‘zgarishi (Nyutonning sovish qonuni) 

Nyutonning sovish qonuni bo‘yicha, jismning harorati atrof-muhit haroratiga 

nisbatan o‘zgarish tezligi quyidagi hosila orqali ifodalanadi: 

( )атроф

dT
k T T

dt
= − −  

Bu differensial tenglama jismning sovish yoki isishi sur’atini tahlil qilish uchun 

qo‘llaniladi. 
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2. Texnikada hosilaning qo‘llanilishi 

Muhandislik va texnik sohalarda hosila mexanik tizimlar, elektrika, 

termodinamika, signallar tahlili kabi yo‘nalishlarda qo‘llaniladi. 

Misol 3: elektr zanjiridagi tok o‘zgarishi 

Toki I(t) vaqtga bog‘liq bo‘lib, u o‘tkazgichdagi kuchlanish V(t) bilan bog‘liq: 

dQ
I

dt
=  

Bu erda Q – elektr zaryadidir. Agar 

23( 2)Q t t t= +  

bo‘lsa, tokni topamiz: 

2( 6)
dQ

I t t
dt

= = +  

Bu formula elektr zanjirida tok o‘zgarishi qanday sodir bo‘lishini tushunishga 

yordam beradi. 

 

Misol 4: Robototexnika va Avtomatikada Hosila 

Avtomatik boshqarish tizimlarida pozitsiya, tezlik va tezlanish hosilalar orqali 

modellashtiriladi. 

1. Robot qo‘lining pozitsiyasi: 
3 2( 2) 4x t t t= +  

2. Robotning harakat tezligi: 22( 1) 4
dx

v t t t
dt

= = +   

3. Robotning tezlanishi: 4( 4) 2
dv

a t t
dt

= = + 22( 1) 4
dx

v t t t
dt

= = +  

Bu formulalar avtomatlashtirilgan tizimlar, sanoat robotlari va dronlarni 

boshqarish uchun qo‘llaniladi. 

 

3. Iqtisodiyotda hosilaning qo‘llanilishi 
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Iqtisodiyotda hosila ishlab chiqarish, xarajatlar, foyda, talab va taklif 

dinamikasi kabi yo‘nalishlarda muhim o‘rin tutadi. 

Bu firmaga maxsulot ishlab chiqarishni optimallashtirish va daromadni 

oshirish uchun yordam beradi. 

 
 

Misol 5: Talab va taklifning elastikligi 

Talab funksiyasi: 

500 3Q P= −  

Talabning elastikligini hisoblash: 

dQ P
E

dP Q
=    

Bu elastiklik funksiyasi bozordagi talabning narxga munosabatini tahlil qilish 

uchun ishlatiladi. 

 
 

 

4-Mavzu: Hosilaning amaliy masalalardagi tatbiqlari. 

 

1. Funksiyaning ekstremum qiymatlari  

2. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi  

3. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarini yasash  

 

Funksiyaning ekstremum qiymatlari 

( )f x  funksiya ( ),a b  intervalda aniqlangan bo‘lib, ( )0 ,x a b bulsin. 

1-ta’rif. Agar ( )0 ,x a b  nuktaning shunday atrofi  

( )  ( )0 0 0: , ; 0 ,U x x x R x x x a b    −   +    

mavjud bo‘lsaki, ( )0x U x   uchun 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0f x f x f x f x   

tengsizlik o‘rinli bulsa, u holda ( )f x  funksiya 
0x  nuqtada maksimumga 

(minimumga) ega deyiladi, ( )0f x  qiymat ( )f x funksiyaning ( )0U x  dagi 

maksimumi (minimumi) deyiladi. 

2- ta’rif. Agar ( )0 ,x a b  nuqtaning shunday atrofi ( ) ( )0 ,U x a b   mavjud 
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bo‘lsaki, 

( ) ( )0 0 0\{ }x U x x U x   = uchun 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0f x f x f x f x   

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u xolda ( )f x  funksiya 
0x  nuqtada qat’iy maksimumga 

(qat’iy minimumga) ega deyiladi, ( )0f x   qiymat ( )f x funksiyaning ( )0U x  dagi 

qat’iy maksimumi (minimumi) deyiladi. 

 YUqoridagi ta’riflardagi 
0x  nuqta ( )f x  funksiyaga mos ravishda 

maksimum (minimum), qat’iy maksimum (qat’iy minimum) kiymat beradigan nuqta 

deb ataladi. 

 

Funksiyaning ( )0U x  dagi maksimum (minimum) qiymatlari 

( )   
( )

( )   
( )0 0

max min
x U x x U x

f x f x f x f x

  

 
= = 

 
 

 

kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha maximum (minimum) so‘zidan olingan 

bo‘lib, eng katta (eng kichik) degan ma’noni anglatadi. 

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremumi deb 

ataladi. 

1 - eslatma. YUkoridagi ta’riflarda ( )f x  funksiyaning ( )0 ,x a b  dagi ( )0f x

kiymati uning shu nuqta ( )0U x  atrofidan olingan nuqtalardagi qiymatlari bilangina 

takdos landi. SHuning uchun funksiyaning ekstremumini (maksimum yoki 

minimumini) lokal ekstremum (lokal maksimum yoki lokal minimum) deb 

yuritiladi. 

2-eslatma. ( )f x  funksiya ( ),a b  intervalda bir qancha maksimum va 

minimumlarga ega bulishi mumkin. 

Funksiya hosilalari yordamida uning ekstremum lari xamda funksiyaga ekstremum 

qiymat beradigan nuqtalar topiladi. 

Ekstremumning zaruriy sharti. ( )f x  funksiya ( ),a b intervalda niqlangan bo‘lib, 

( )0 ,x a b  nuktada maksimum (minimum) ga erishsin. Demak, ta’rifga ko‘ra 
0x  

nuqtaning shunday ( ) ( )0 ,U x a b   atrofi topiladiki, ( )0x U x  da 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0f x f x f x f x   tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

Masalan, ( ) sinf x x=  : funksiyani ( )0,4  intervalda saraylik. By funksiya unksiya 
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2
x


=  nuqtada maksimum, 

3

2
x


=  nuktada minimum, 

5

2
x


=  nuqtada maksimum, 

7

2
x


=  nuqtada minimumga ega ekanini aniqlash kiyin emas. Demak, bu funksiya 

( )0,4  interEalda ikkita maksimum, ikkita minimumga ega bo‘lib, maksimum va 

minimumlar navbatma- navbat keladi. 

Teorema. Agar ( )y f x=  funksiya ( )0 ,x a b ) nuktada chekli ( )f x  hosilaga ega 

bo‘lib, bu nuqtada ( )y f x=  funksiya ekstremumga erishsa, u holda 

( ) 0f x =  

bo‘ladi. 

 

Funksiyaning qavariqligi va botiqligi 

 

  ( )y f x=  funksiya ( ),a b  intervalda differensiallanuvchi bo‘lsin. U 

holda ( )y f x=  funksiya grafigining ( )( ),M x f x , ( ),x a b   nuqtada urinmasi 

mavjud bo‘ladi. 

        1-ta’rif. Agar ( ),a b  intervalning istalgan nuqtasida ( )y f x=  funksiya 

grafigi  unga o‘tkazilgan urinmadan yuqorida (pastda) yotsa, funksiya 

grafigi ( ),a b  intervalda botiq (qavariq) deyiladi. 

         Funksiya grafigining  botiq qismini qavariq qismidan 

ajratuvchi  ( )( ),M c f c  nuqta  funksiya grafigining egilish nuqtasi  deb ataladi . 

         1-teorema.  Agar ( )y f x=  funksiya ( ),a b  intervalda ikkinchi tartibli 

hosilaga ega va ( ),x a b  da ( ) ( )( )0 0f x f x    bo‘lsa,  u 

holda   ( )y f x=  funksiya grafigi ( ),a b  intervalda  qavariq (botiq) bo‘ladi. 

         Isboti. ( ),x a b  da ( ) 0f x   bo‘lsin. Funksiya 

grafigida ( )0 ,x a b  abssissali ixtiyoriy M nuqta olamiz. Funksiyaning grafigi bu 

urinmadan pastda yotishini ko‘rsatamiz. Buning 

uchun ( ),x a b  nuqtada  ( )y f x=  egri chiziqning y  ordinatasi bilan 

urinmaning 
uy  ordinatasini solishtiramiz. 

       Urinma tenglamasini tuzamiz: 

( ) ( )( )0 0 0'uy f x f x x x− = −  

  yoki    

 ( ) ( )( )0 0 0'uy f x f x x x= + −  

U holda 

( ) ( ) ( )( )0 0 0'uy y f x f x f x x x− = − − −  
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        Lagranj teoremasiga ko‘ra  ( ) ( ) ( )( )0 0'f x f x f c x x− = −  bu erda c -

0x  bilan x ning orasida yotadi. SHu sababli 

( ) ( ) ( )( )0 0 0'uy y f x f x f x x x− = − − −  yoki  ( ) ( )( )( )0 0' 'uy y f c f x x x− = − − . 

( ) ( )0' 'f c f x−  ayirmaga Lagranj teoremasini takror qo‘llaymiz: 

( ) ( ) ( )( )0 0f x f x f c x x  − = − , bu erda 
1c  - c  bilan 

0x ning orasida yotadi. 

Demak, ( )( )( )1 0 0uy y f c c x x x− = − − . 

  

Bu tengsizlikni tekshiramiz: 

1) agar 
0x x  bo‘lsa, u holda 

0 0x x−  , 
0 0c x−   bo‘ladi va ( ) 0f c  . 

Bundan 0uy y−   yoki  
uy y ; 

2) agar 
0x x  bo‘lsa, u holda 

0 0x x−  , 
0 0c x−   bo‘ladi va ( ) 0f c  . 

Bundan 0uy y−   yoki  
uy y . 

Demak, ( ),x a b  da urinmaning ordinatasi funksiya grafigining 

ordinatasidan katta bo‘ladi va ( ),a b intervalda funksiya grafigi qavariq. 

( ) 0f x   da funksiya grafigi botiq bo‘lishi shu kabi isbotlanadi. 

Funksiya grafigining egilish nuqtasini topish quyidagi teoremalarga asoslanadi. 

       2-teorema (egilish nuqta mavjud bo‘lishining zaruriy sharti). 

Agar ( )y f x=  funksiya ( ),a b  intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega 

va ( )( )0 0,M x f x  nuqta  funksiya grafigining egilish nuqtasi  bo‘lsa, u 

holda ( ) 0f x =  bo‘ladi. 

       Isboti. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni ( ) 0f x  , aniqlik uchun ( )0 0f x  , 

bo‘lsin. Teoremaning shartiga ko‘ra ikkinchi tartibli hosila uzluksiz. U 

holda ( )f x  hosila 
0x nuqtaning biror atrofida musbat bo‘ladi va funksiya grafigi 

bu atrofda botiq bo‘ladi. Bu 
0x  nuqta egilish nuqtaning abssissasi bo‘ladi 

mulohazasiga zid.  Demak, qilingan faraz noto‘g‘ri va  ( ) 0f x = . 

( ) 0f x =  bo‘ladigan nuqtalarning barchasi ham funksiya grafigining egilish 

nuqtasi bo‘lmaydi.  

Masalan, ( ) 4f x x=  funksiya grafigining ( )0,0M  nuqtasi egilish nuqta emas, 

ammo 0x = da ( ) 212 0f x x = = .  

        Demak, ( )0 0f x =  shart egilish nuqta mavjud bo‘lishining zaruriy sharti 

bo‘ladi.   

          3-teorema (egilish nuqta mavjud bo‘lishining etarli 
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sharti)  ( )y f x=  funksiya 
0x  nuqtaning biror   atrofida ikkinchi tartibli hosilaga 

ega bo‘lsin. Agar   atrofning 
0x  nuqtadan chap va o‘ng tomonlarida  ( )f x  hosila 

har  xil ishoraga ega bo‘lsa,  u holda ( )( )0 0,M x f x nuqta  funksiya grafigining 

egilish nuqtasi  bo‘ladi. 

 

       Isboti.  

( )0 0,x x x −    da ( ) 0f x   va ( )0 0,x x x  +  da  ( ) 0f x   bo‘lsin.  

U holda  1-teoremaga ko‘ra 
0x nuqtadan chapda funksiya grafigi botiq va o‘ngda 

qavariq bo‘ladi. Demak, ( )( )0 0,M x f x  nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi 

bo‘ladi.  

       ( )0 0,x x x −  da ( ) 0f x   va ( )0 0,x x x  +  da ( ) 0f x    bo‘lgan hol 

uchun teorema shu kabi isbotlanadi. 

        

        Bu teorema  ( )y f x=  funksiya 
0x  nuqtaning biror   atrofida  ikkinchi 

tartibli hosilaga ega bo‘lib,   
0x  nuqtada  ( )f x  mavjud bo‘lmasa ham o‘rinli 

bo‘ladi.  SHu sababli egilish nuqtalarni ikkinchi tartibli  hosila  nolga  teng  bo‘lgan 

yoki uzilishga ega bo‘lgan  nuqtalar,  ya’ni  ikkinchi  tur  kritik  nuqtalar  orasidan 

izlash kerak.       

        Misol         
21

x
y

x
=

−
  funksiya   grafigini  botiq va  qavariqlikka tekshiramiz. 

 

 
 

      

Ikkinchi tartibli hosila 
1 1x =− , 

2 0x = , 
3 1x = nuqtalarda nolga teng va mavjud 

emas.    

 ( )f x  hosilaning bu nuqtalardan chapdan o‘ngga o‘tishdagi ishoralarini 

tekshiramiz:     

Demak, funksiyaning grafigi ( )1;0−  va ( )1; intervallarda 

qavariq, ( ); 1− −  va ( )0,1 intervallarda botiq 

bo‘ladi. ( )0;0O   nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi. 

 

Funksiyani tekshirish va grafigini 
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chizishning umumiy sxemasi 

 

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish ma’lum tartibda (sxema asosida) 

bajariladi. SHunday sxemalardan birini keltiramiz. 

        Funksiyaning aniqlanish sohasini topish. 

        Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishadigan nuqtalarini (agar 

ular mavjud bo‘lsa) aniqlash. 

        Funksiyaning  ishorasi o‘zgarmaydigan oraliqlarni ( ( ) 0f x   yoki 

( ) 0f x    bo‘ladigan oraliqlarni) aniqlash. 

        Funksiyaning juft-toqligini tekshirish. 

         Funksiya grafigining asimptotalarini topish. 

          Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlash va ekstremumlarini topish. 

        Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini hamda egilish nuqtalarini 

aniqlash. 

           bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigi chiziladi. 

        Keltirilgan sxemaning hamma bandlari albatta bajarilishi shart emas. Soddaroq 

hollarda keltirilgan bandlardan ayrimlarini, masalan 0 0 01 ,2 ,6  ni bajarish etarli 

bo‘ladi. Agar funksiya grafigi juda tushunarli bo‘lmasa 
0 01 7−   bandlardan keyin 

funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qo‘shmcha 

nuqtalarini   topish   va   funksiyaning  boshqa  xususiyatlarini   aniqlash   bo‘yicha 

qo‘shmcha tekshirishlar o‘tkajish mumkin. 

         Misollar 

      1. 
2

2

1

1

x
y

x

+
=

−
   funksiyani tekshiramiz va grafigini chizamiz. 

       Funksiyaning aniqlanish sohasi: ( ) ( ) ( ) ( ); 1 1;1 1;D f = − −  −    

         0x =  da 1y = −  bo‘ladi. Funksiya Oy  o‘qini ( )0; 1−  nuqtada 

kesadi. 0y   bo‘lgani uchun funksiya Ox o‘qini kesmaydi.     

         Funksiya ( ); 1− −  va ( )1;+  intervallarda musbat ishorali va ( )1;1−

interval-da manfiy ishorali. 

        Funksiya uchun ( ) ( )f x f x− =  bo‘ladi. Demak, u juft.       

      

Demak, 1x = −  va 1x =  to‘g‘ri chiziqlar vertikal asimptotalar bo‘ladi. 
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( x→+  da ham x→− da ham 0k =  

  

       Demak,  1y =  to‘g‘ri chiziq x→+da ham x→−  da ham gorizontal 

asimptota bo‘ladi. 

          Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlaymiz va ekstremumlarini 

topamiz. 

. 

        Birinchi tartibli hosila 1x = −  va 1x = da mavjud emas va 0x =  da nolga teng. 

Bu nuqtalar berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini 

to‘rtta ( ) ( ) ( ) ( ); 1 , 0; 1 , 0;1 , 1;− − − + intervallarga ajratadi. Hosilaning bu 

intervallardagi va ha r bir birinchi tur kritik nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tishdagi 

ishoralarini chizmada  belgilaymiz: 

              Demak, funksiya( );0−  intervalda o‘sadi va ( )0;+  intervalda 

kamayadi. 0x =  maksimum nuqta, ( )max 0 1y f= = − . 

         Funksiyaning qavariqlik va botiq-lik oraliqlarini hamda egilish nuqtalarini 

aniqlaymiz. 

 

       Ikkinchi tartibli hosila 1x = −  va 1x =  nuqtalarda mavjud emas. 

y  hosilaning( ) ( ) ( ); 1 , 1;1 , 1;− − − +  intervallardagi va har bir ikkinchi tur 

kritik nuqtalardan chapdan o‘ngga o‘tishdagi ishoralarini tekshiramiz:    

       Demak, funksiyaning grafigi ( )1;1−   intervalda 

qavariq, ( ); 1− −  va ( )1;+  intervallarda botiq bo‘ladi. Funksiya grafigining 

egilish nuqtasi yo‘q. 

    bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz (17-shakl). 
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(17-shakl). 

 

2. 2 xy x e−=    funksiyani tekshiramiz va grafigini chizamiz. 

         Funksiyaning aniqlanish sohasi: ( )D f R=  

          0x =  da 0y =  bo‘ladi.  Funksiya Ox  va Oy  o‘qlarini ( )0;0O  nuqtada 

kesadi. 

         Funksiya ( );0−  va ( )0;+  intervallarda musbat ishorali. 

         Funksiya uchun ( ) ( )f x f x= −  va ( ) ( )f x f x −  bo‘ladi. Demak, 

u umumiy ko‘rinishdagi funksiya.       

         Funksiya aniqlanish sohasida uzluksiz bo‘lgani uchun u vertikal 

asimptotaga ega emas. 

 

. 

         Demak, x→+  da 0y =  to‘g‘ri chiziq gorizontal assimptota. 
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         Demak, x→−  da funksiya assimptotaga ega emas. 

          Funksiyaning monotonlik intervallarini aniqlaymiz va ekstremumlarini 

topamiz. 

 

         Hosila 
1 0x =  va 2x =  da nolga teng.  Bu nuqtalar berilgan funksiyaning 

aniqlanish sohasini uchta( ) ( );0 , 0;2− , ( )2;+  intervallarga ajratadi. 

        Hosilaning bu intervallardagi va har 

bir birinchi tur kritik nuqtadan chapdan 

o‘ngga o‘tgandagi ishoralarini 

chizmada  belgilaymiz: 

        Demak, funksiya ( )0;2  intervalda o‘sadi va ( );0−  va ( )0;+ intervallarda 

kamayadi. 0x =  minimum nuqta,  ( )min 0 0y f= = va 2x =  maksimum 

nuqta  ( ) 2

max 2 4y f e−= = . 

           Funksiyaning qavariqlik va botiqlik intervallarini hamda egilish 

nuqtalarini aniqlaymiz. 

. 

 

          Ikkinchi tartibli hosila   
3 2 2x = −   va   

4 2 2x = +  nuqtalarda nolga teng.Bu nuqtalar funksiyaning aniqlanish cohasini 

 

 ( );2 2− − ,( )2 2;2 2− + , 

( )2;+  intervallarga ajratadi. 

y   hosilaning bu intervallardagi va ikkinchi tur kritik nuqtalardan chapdan o‘ngga 

o‘tgandagi ishora- larini chizmada belgilaymiz:    

       Demak, funksiyaning grafigi ( )2 2;2 2− +  intervalda 

qavariq,  ( );2 2− −  va ( )2;+  intervallarda botiq bo‘ladi, 

( )1 2 2;0,2M −  va ( )2 2 2;0,4M +   funksiya grafigining egilish nuqtalari. 

   bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz (18 shakl). 
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18 shakl 
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IV. AMALIY MASHG‘ULOTLAR  

 

Amaliy mashg‘ulot. Hosilaning tatbiqlari. 

 

Ishdan maqsad: Ma’ruza materiallari bo‘yicha talabalar bilim, malaka va 

ko‘nikmalarini shakllantirish, chuqurlashtirish va kengaytirishdan iboratdir. 

Bunda, mavzuda ko‘rilgan barcha tushuncha, formula va teoremalarga doir misol 

va masalalarni echishda, echimlarni tahlil qilishda olgan nazariy bilimlarini qo‘llay 

olishlari nazarda tutiladi.  

           

Masalaning qo‘yilishi: CHekli va cheksiz sonli ketma-ketliklar, sonli ketma-ketlik 

ning berilish usullari, monoton ketma-ketliklar, yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi 

ketma-ketliklar, ketma-ketlikning limiti, limitiar haqida teoremalar, cheksiz kichik 

ketma-ketliklar doir misol va masalalar echish. 

Mavzuga doir echimlari bilan berilgan topshiriqlardan namunalar: 

 

1. 𝑦 = 𝑥3 funksiyaning 𝑥 = 1 nuqtadagi hosilasi topilsin. 

Echish: 1) 𝑥 argumentga ∆𝑥 orttirma beramiz. U holda y funksiya 𝑦 ∆𝑦 

orttirma oladi.  𝑦 + ∆𝑦 = (𝑥 + ∆𝑥)3 = 𝑥3 + 3𝑥2 ∙ ∆𝑥 + 3𝑥 ∙ (∆𝑥)2 + (∆𝑥)3; 

2) ∆𝑦 ni topamiz:  

∆𝑦 = (𝑥 + ∆𝑥)3 − 𝑥3 = 𝑥3 + 3𝑥2 ∙ ∆𝑥 + 3𝑥 ∙ (∆𝑥)2 + (∆𝑥)3 − 𝑥3 = 

= [3𝑥2 + 3𝑥∆𝑥 + (∆𝑥)2] ∙ ∆𝑥;  

3) 
∆𝑦

∆𝑥
 ni topamiz:  

∆𝑦

∆𝑥
=

[3𝑥2+3𝑥∙∆𝑥+(∆𝑥)2]∙∆𝑥

∆𝑥
= 3𝑥2 + 3𝑥 ∙ ∆𝑥 + (∆𝑥)2; 

4) lim
 ∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥 
 ni topamiz: Agar bu limit mavjud bo‘lsa, u holda 𝑦 berilgan 

funksiyaning hosilasidan iborat bo‘ladi. 

𝑦′ = lim
 ∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥 
= lim

 ∆𝑥→0
[3𝑥2 + 3𝑥 ∙ ∆𝑥 + (∆𝑥)2] = 3𝑥2. 

𝑦′(1) = 3 ∙ 12 = 3. 

 2. 𝑦 = 2𝑥2 − 2 parabolaning absissasi 𝑥0 = −2 bo‘lgan nuqtasiga o‘tkazilgan 

urinmaning tenglamasi tuzilsin. 

Echish: Parabolaga tegishli bo‘lgan va absissasi 𝑥0 = −2  bo‘lgan nuqtaning 

ordinatasini topamiz: 

𝑦0 = 𝑦(𝑥0) = 𝑦(−2) = 2 ∙ (−2)2 − 2 = 2 ∙ 4 − 2 = 6.  

𝑦 = 𝑓(𝑥) egri chiziqning 𝑀0(𝑥0; 𝑦0) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma tenglamasi 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑦′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) dan iborat bo‘lgani uchun dastlab 𝑦′ ni so‘ngra 𝑦′(𝑥0) =

𝑦′(2) ni topamiz.  
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𝑦′ = (2𝑥2 − 2)′ = (2𝑥2)′ − (2)′ = 4𝑥 − 0 = 4𝑥;       

𝑦′(−2) = 4 ∙ (−2) = −8. 

 Demak urinma tenglamasi  

𝑦 − 𝑦0 = 𝑦′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0),  𝑦 − 6 = −8(𝑥 + 2),  𝑦 = −8𝑥 − 10 dan iborat. 

3. 𝑦 = 𝑥2 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2 funksiyaning hosilasi topilsin. 

Echish: Funksiyalar yig‘indisining hosilasini topish formulasidan 

foydalanamiz: 

𝑦′ = (𝑥2 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2)′ = (𝑥2)′ − (𝑐𝑜𝑠𝑥)′ + (2)′ = 2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 0 =  =

2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥. 

4. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin: 

1) 𝑦 = (2𝑥 + 1)(3𝑥 − 1);   2) 𝑦 = 𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥;  3) 𝑦 =
3+2𝑥

1+𝑥
. 

Echish: 1) Ko‘paytmani hosilasini toppish qoidasidan foydalanamiz: 

 y' = [(2x + 1)(3x-1)]' = (2x + 1)' ∙ (3x-1) + +(3x-1)' ∙ (2x + 1) = 2 ∙

(3x-1) + 3 ∙ (2x + 1) = 6x-2 + 6x + 

 y' = [(2x + 1)(3x-1)]' = (2x + 1)' ∙ (3x-1) + +(3x-1)' ∙ (2x + 1)

= 2 ∙ (3x-1) + 3 ∙ (2x + 1) = 6x-2 + 6x + y' = [(2x + 1)(3x-1)]'

= (2x + 1)' ∙ (3x-1) + +(3x-1)' ∙ (2x + 1)

= 2 ∙ (3x-1) + 3 ∙ (2x + 1) = 6x-2 + 6x + 

+3 = 12𝑥 + 1; 

2) 𝑦′ = (𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥)′ = (𝑥)′ ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 + (𝑐𝑜𝑠𝑥)′ ∙ 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥; 

3) Bu funksiyani hosilasini topish uchun bo‘linmani hosilasini topish 

qoidasidan foydalanamiz: 𝑦′ = (
3+2𝑥

1+𝑥
)

′
=

(3+2𝑥)′∙(1+𝑥)−(1+𝑥)′∙(3+2𝑥)

(1+𝑥)2
=

2∙(1+𝑥)−1∙(3+2𝑥)

(1+𝑥)2
=       =

2+2𝑥−3−2𝑥

(1+𝑥)2
= −

1

(1+𝑥)2
. 

5. To‘g‘ri chiziqli harakat qonuni 

      𝑆 = 4𝑡3 − 𝑡2 + 1 (𝑚)    

formula bilan berilgan. Bu harakatning 𝑡 = 4𝑐 bo‘lgan paytdagi tezlanishi topilsin. 

Echish: Harakatning 𝑡 paytdagi tezligi: 

     𝑣(𝑡) = 𝑠′(𝑡) = (4𝑡3 − 𝑡2 + 1 )′ = (12𝑡2 − 2𝑡)
𝑚

𝑐
, 

𝑡 paytdagi tezlanishi esa 

 𝑎(𝑡) = 𝑣′(𝑡) = (12𝑡2 − 2𝑡)′ = (24𝑡 − 2)
𝑚

𝑐2
; 

ga teng bo‘lib undan  𝑎(4) = 24 ∙ 4 − 2 = 96 − 2 = 94
𝑚

𝑐2
, 

6. 𝑦 =
1

3
𝑥6 + 2𝑥5 − 4𝑥 + 10 funksiyaning beshinchi tartibli hosilasi topilsin. 

Echish: 𝑦𝐼 = (
1

3
𝑥6 + 2𝑥5 − 4𝑥 + 10)

′
= 2𝑥5 + 10𝑥4 − 4; 

    𝑦𝐼𝐼 = (2𝑥5 + 10𝑥4 − 4)′ = 10𝑥4 + 40𝑥3;  

    𝑦𝐼𝐼𝐼 = (10𝑥4 + 40𝑥3)′ = 40𝑥3 + 120𝑥2; 
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    𝑦𝐼𝑉 = (40𝑥3 + 120𝑥2)′ = 120𝑥2 + 240𝑥; 

    𝑦𝑉 = (120𝑥2 + 240𝑥)′ = 240𝑥 + 240 = 240(𝑥 + 1). 

7. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 funksiyaning to‘rtinchi tartibli hosilasi topilsin. 

Echish: 𝑦′ = (𝑐𝑜𝑠𝑥)′ = −𝑠𝑖𝑛𝑥;     𝑦′′ = (−𝑠𝑖𝑛𝑥)′ = −𝑐𝑜𝑠𝑥;     𝑦′′′ =

(−𝑐𝑜𝑠𝑥)′ = 𝑠𝑖𝑛𝑥;    𝑦𝐼𝑉 = (𝑠𝑖𝑛𝑥)′ = 𝑐𝑜𝑠𝑥.  

8. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 5𝑥2 − 1 funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi topilsin va 

𝑓′′(0.5) hisoblansin. 

Echish: 𝑓′(𝑥) = (𝑥3 + 5𝑥2 − 1)′ = 3𝑥2 + 10𝑥;  

     𝑓′′(𝑥) = (3𝑥2 + 10𝑥)′ = 6𝑥 + 10;  

     𝑓′′(0.5) = 6 ∙ 0.5 + 10 = 3 + 10 = 13.  

 

Mustaqil echish uchun topshiriqlar: 

1. Hosilaning ta’rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalari 

topilsin: 

1) 𝑦 = 𝑥3;   2) 𝑦 = 𝑥4;   3) 𝑦 =
1

𝑥2
;    4) 𝑦 =4𝑥2 − 5;   5) 𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛2𝑥        6) 𝑦 =

3𝑥2 + 2𝑥 + 5;       7) 𝑦 = √𝑥
3

;      8) 𝑦 = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥. 

Javob: 1) 3𝑥2;   2) 4𝑥3;   3) −
2

𝑥3
;    4) 8𝑥;    5) 2𝑠𝑖𝑛2𝑥;    6) 6𝑥 + 2; 7) 

1

3 √𝑥23 ;   

8) −2𝑠𝑖𝑛2𝑥. 

2. Hosilani hisoblash qoidalaridan va hosilalar jadvalidan foydalanib, quyidagi 

funksiyalarning hosilalari topilsin:  

1) 𝑦 = 2 + 𝑥 − 𝑥2;       2) 𝑦 =
𝑥3

3
+

𝑥2

2
− 2𝑥 + 7; 

3) 𝑦 = (𝑥 + 1)(𝑥 + 2)2(𝑥 + 3)3;  

4) 𝑦 = (𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑐𝑜𝑠𝛼)(𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼 − −𝑠𝑖𝑛𝛼);  

5) =
2𝑥

1−𝑥2
;     6) 𝑦 =

 1+𝑥−𝑥2

1−𝑥+𝑥2
;     7) 𝑦 = 𝑥 + √𝑥 + √𝑥

3
; 

8) 𝑦 =
1

𝑥
+

1

√𝑥
+

1

√𝑥
3 ; 9) 𝑦 = √𝑥23

−
2

√𝑥
; 10) 𝑦 = (2 − 𝑥2) ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥; 11) 𝑦 =

𝑠𝑖𝑛𝑥−𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥
;       12) 𝑦 =

𝑙𝑛3∙𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥

3𝑥
; 

13) 𝑦 =
𝑐𝑜𝑠𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
;   14) 𝑦 =

√𝑥

√𝑥+1
;   15) 𝑦 =

1

2𝑥2
−

1

3𝑥3
;    16) 𝑦 =

8

√𝑥
4 −

6

√𝑥
3 . 

Javob: 1) 1 − 2𝑥;   2) 𝑥2 + 𝑥 − 2;  

3) 2(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)2(3𝑥2 + 11𝑥 + 9); 4) 𝑥𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛼; 5) 
2(1+𝑥2)

(1−𝑥2)2
;  
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6) 
2(1−2𝑥)

(1−𝑥+𝑥2)2 
; 7) 1 +

1

2√𝑥
+

1

3 √𝑥23 ; 8) −
1

𝑥2
−

1

2𝑥√𝑥
−

1

3𝑥 √𝑥
3  (𝑥 > 0);            

9) 
2

3 √𝑥
3 +

1

𝑥√𝑥
 (𝑥 > 0);   10) 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥;  11)

𝑥2

(𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥)2
; 12) −

1+𝑙𝑛23

3𝑥
∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥.   

13) 
1

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
;   14)

1

2√𝑥(√𝑥+1)2
;   15) 

1−𝑥

𝑥4
;     16) 

2

𝑥
(

1

√𝑥
3 −

1

√𝑥
4 ). 

3. Quyida berilgan funksiyalarning hosilalari topilsin va ko‘rsatilgan 

nuqtalardagi qiymatlari hisoblansin:  

1) 𝑓(𝑥) =
𝑥3

3
− 𝑥2 + 𝑥;   𝑓′(0),   𝑓′(1),    𝑓′(−1); 

2) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 −
1

2𝑥2
;    𝑓′(2) − 𝑓′(−2); 

3) 𝑓(𝑥) =
(√𝑥−1)2

𝑥
;     )01,0(01,0 f ; 

4) 𝑓(𝑥) = √𝑥23
;    𝑓′(−8); 

5) 𝑓(𝑥) =
𝑥

2𝑥−1
;    𝑓(0),   𝑓′(2),    𝑓′(−2). 

Javob: 1) 1;0;4; 2) 8,25; 3) -90;  4) −
1

3
;  5) −1; −

1

9
; −

1

25
 . 

4. Quyidagi masalalarda egri chizilarga o‘tkazilgan urinmalarning tenglamalari 

yozilsin va egri chiziqlar hamda urinmalar yasalsin. 

1) 𝑦 =
𝑥3

3
 egri chiziqqa 𝑥 = −1 nuqtada; 

2) 𝑦2 = 𝑥3 egri chiziqqa 𝑥1 = 0 va 𝑥2 = 1 nuqtalarga; 

3) 𝑦 =
8

4+𝑥2
 lokonga (zulfga) 𝑥 = 2 nuqtada; 

4) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 sinusoudaga 𝑥 = 𝜋 nuqtada. 

Javob: 1) 𝑦 = 𝑥 +
2

3
;   2) 𝑦 = 0 va 𝑦 = ±

1

2
(3𝑥 − 1);   

3) 𝑦 = −
𝑥

2
+ 2; 4) 𝑦 = −𝑥 + 𝜋. 

5. 𝑥𝑦 = 4 giperbolaga 𝑥1 = 1 va 𝑥2 = −4 nuqtalarda o‘tkazilgan 

urinmalarning tenglamalari yozilsin va urinmalar orasidagi burchak topilsin. Egri 

chiziq va urinmalar yasalsin. 

Javob: 𝑦 = −4𝑥 + 8,     𝑦 = −
1

4
𝑥 − 2;    𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

15

8
. 

6. 𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 parabolaga qaysi nuqtada o‘tkazilgan urinma 𝑂𝑥 o‘qqa parallel 

bo‘ladi?  
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Javob: (−2; −4). 

7. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin. 

1) 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥;    2) 𝑦 = 𝑥2 ∙ 2𝑥;    3) 𝑦 = 𝑥2 ∙ 𝑒𝑥;    4) 𝑦 =
1+𝑒𝑥

1+𝑒𝑥
;          

5) 𝑦 =
𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑒𝑥
;     6) 𝑦 = 𝑥 − 𝑎𝑐𝑡𝑔𝑥;   7) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 −

1

𝑥
; 

Javob: 1) 3ln32 + xx ;    2) 𝑥 ∙ 2𝑥(2 + 𝑥𝑙𝑛2);     3) 𝑥𝑒𝑥(𝑥 + 2);       

4) 
2𝑒2𝑥

(1−𝑒𝑥)2
;   5) −

2𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑒𝑥
;    6) 

𝑥2

1+𝑥2
;   7) −

1+𝑥+𝑥2

𝑥(1+𝑥2)
. 

8. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin: 

1) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥;     2) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔𝑥. 

Javob: 1) 0;    2) 0. 

9. Quyidagi funksiyalarning uchinchi tartibli hosilalari topilsin. 

1) 𝑦 = 𝑥2𝑙𝑛𝑥;   2) 𝑦 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥. 

Javob: 1) 
2

𝑥
;   2) 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠𝑥. 

10. Quyidagi funksiyalarning n-tartibli hosillalari topilsin. 

1) 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥;   2) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥;   3) 𝑦 = √𝑥;   4) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 

Javob: 1) 
(−1)𝑛−1∙(𝑛−1)!

𝑥𝑛
;    2) sin (𝑥 + 𝑛 ∙

𝜋

2
);     

3) 
(−1)𝑛−1∙1∙3∙5…(2𝑛−3)

2𝑛√𝑥2𝑛−1
;      4) 2𝑛−1 ∙ cos (2𝑥 + 𝑛 ∙

𝜋

2
) . 

11. Jism 𝑥(𝑡) =
𝑡3

3
− 2𝑡2 + 3𝑡 qonuniga asosan 𝑂𝑥 to‘g‘ri chiziq bo‘yicha 

harakat qiladi. Harakat tezligi va tezlanishi aniqlansin. 

Javob: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑡2 − 4𝑡 + 3;     

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 2𝑡 − 4. 

12. Qandaydir kimyoviy reaksiya natijasida hosil qilinadigan jism miqdori 𝑥 

bilan 𝑡 vaqt orasidagi bog‘lanish 𝑥 = 𝐴(1 − 𝑒−𝑘𝑡) tenglama bilan ifodalanadi. 

Reaksiya tezligi aniqlansin. 

Javob: 𝑘𝐴𝑒−𝑘𝑡. 

13. Jism qo‘zg‘almas o‘q atrofida  

   𝜑(𝑡) = 3𝑡2 − 4𝑡 + 2 (rad).            

qonun bo‘yicha aylanadi. Jismning 𝑡 = 4𝑐. dagi burchak tezligi va burchak 
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tezlanishi topilsin. 

Javob: 𝑤(4) = 𝜑′(4) = 20;    𝑎(𝑡) = 𝑤′(𝑡) = 6. 

14. Nuqta 𝑆(𝑡) = 2𝑡3 + 𝑡 − 1 qonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakat 

qilmoqda. Nuqtaning t paytdagi tezligi va tezlanishini toping. 

Javob: 𝑣(𝑡) = 6𝑡2 + 1;   𝑎(𝑡) = 12𝑡.  

15. Jismning 𝑇 temperaturasi 𝑡 vaqtga bog‘liq holda 𝑇(𝑡) = 0.5𝑡2 − 2𝑡 qonun 

bo‘yicha o‘zgaradi. Vaqtning 𝑡 = 5(𝑐) paytida bu jism qanday tezlik bilan isiydi? 

Javob: 𝑣(5) = 3. 

Mustaqil ta’lim mavzulari 

1. Hosila yordamida funksiyani tekshirish va grafiklarni yasash. 

2. Funksiyaning statsionar nuqtalari. 

3. Funksiyaning lokal maksimum va minimumlari.  

4. Ekstremumlar. 

5. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari. 

 

 

Glossariy  

1. Funksiyaning 0x  nuqtadagi orttirmasi – ( ) ( ) ( )000 xfxxfxf −+=  

ayirma qiymati. 

2. Funksiyaning funksiyaning 0x  nuqtadagi hosilasi – Ushbu 

x

xfxxf

x 

−+

→

)()(
lim 00

0
 

limit qiymati va 
dx

xdf )( 0 , yoki ),( 0xf   yoki 
0

))(( xxf   kabi belgilanadi.   

3. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari –  

–  Agar ushbu  

0

0

0

)()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−

−→
 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi chap hosilasi deyiladi 

va )0( 0 − xf  kabi belgilanadi 

    –  Agar ushbu  
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0

0

0

)()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−

+→
 

limit mavjud bo‘lsa, bu limit ( )xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi 

va )0( 0 + xf  kabi belgilanadi 

4. Urinmaning tenglamasi – ))(()( 000 xxxfxfy −+=  

ko‘rinishda bo‘ladi.  

5. O‘rtacha tezlik –  vaqtning 1t  va 2t  )( 21 tt   qiymatlaridagi o‘tilgan yo‘l 

)(),( 21 tsts  bo‘lsa, unda ushbu nisbat 

12

12 )()(

tt

tsts

−

−
 

],[ 21 tt  vaqt oraliђidagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.  

6. funksiyaning 0x  nuqtadagi uzluksizligi – )(xf  funksiya ),(0 bax   

nuqtada chekli )( 0xf   hosilaga ega bo‘lsa, u holda )(xf  funksiya 0x  nuqtada 

uzluksiz bo‘ladi 

7. Murakkab funksiyaning hosilasi – ( )( )xfg  murakkab  funksiya 0x  

nuqtada hosilaga ega bo‘lib,  

( ) )())(())(( 00

'

0
xfxfgxfg x

=  

bo‘ladi. 

8. Teskari funksiyaning hosilasi – ( )xfy =  funksiya ( )ba,  da berilgan, 

uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lib, ( )bax ,0  nuqtada 

)(' 0xf  )0)('( 0 xf  hosilaga ega bo‘lsin. U holda )(1 yfx −=  funksiya 

( )( )000 xfyy =  nuqtada hosilaga  ega va 

 
)(

1
)(

0

1
0

xf
yf x


=

−  

bo‘ladi. 

9. Ferma teoremasi – )(xf  funksiya RX   to‘plamda berilgan. Xx 0  

nuqtaning atrofi uchun )0(),()( 000 +−=  XxxxU  bo‘lib, quyidagi 

shartlar bajarilsin: 
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1) )( 0xUx   da )),()(()()( 00 xfxfxfxf   

2) )( 0xf  mavjud va chekli bo‘lsin. 

U holda  0)( 0 = xf  bo‘ladi. 

10. Roll teoremasi –   )(xf  funksiya ],[ ba  da berilgan bo‘lib, quyidagi 

shartlarni bajarsin: 

1) ],,[)( baCxf   

2) ),( bax  da )(xf   mavjud va chekli, 

3) )()( bfaf =  bo‘lsin. 

U holda shunday ),(0 bax  nuqta topiladiki, 0)( 0 = xf  bo‘ladi. 

 

Keyslar banki 

1-keys. Masala o‘rtaga tashlanadi: Jism 𝑥(𝑡) =
𝑡3

3
− 2𝑡2 + 3𝑡 qonuniga asosan 𝑂𝑥 

to‘g‘ri chiziq bo‘yicha harakat qiladi. Harakat tezligi va tezlanishi aniqlansin. 

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriqlar:  

• keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo‘lgan asosiy formula, tushuncha va 

tasdiqlarni keltiring (individual va kichik guruhlarda); 

 • to‘plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo‘yilgan masalani eching (individual). 

 

Nazorat  savollari 

1. Funksiya hosilasi nima? 

2. Hosilaning geometrik va fizik ma’nolarini ayting. 

3.Urinma va normal tenglamalarini ta’rifini ayting. 

4. Hosila hisoblash qoidalarini ayting. 

5. Funksiyaning o‘sish va kamayish shartlari ta’riflarini keltiring.  

6. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti ta’riflarini keltiring 

7. Funksiyaning to‘plamda eng katta va eng kichik qiymatlari topishni misollarda 

tushuntiring. 

8. Funksiyaning qavariqligi. Egilish nuqtalari ta’riflarini keltiring. 

9. Funksiyani tekshirish va grafigini chizishning umumiy sxemasi keltiring 

10. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensial hisobi ta’riflarini keltiring. 
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V. GLOSSARIY 

Termin O‘zbek tilidagi sharhi Ingliz tilidagi sharhi 

Assesment 

angl. assessment  

«baholash», bilimni, 

ko‘nikma va malakalarni  

bir necha xil yondashuvlar 

orqali baholash, tahlil qilish, 

sinab ko‘rishdan pedagogik 

texnologiyasi. 

the technology of teaching.by 

documenting of knowledge, 

skills, attitudes, with using of 

different ways of assesment, 

analysis and testing. 

Guruhli 

ta’lim 

Group 

traning 

bir o‘qituvchi bir necha 

o‘qituvchini o‘qitadigan 

ta’lim shakli. Guruhlar 

o‘quvchilar soniga qarab: 

kichik (3-6 o‘quvchi), o‘rta 

(7-15 o‘quvchi), katta (15 

dan ortiq o‘quvchi, 

guruhlar) ga ajratiladi. 

SHuningdek, har bir  

guruhdagi ta’lim 

oluvchilarning yoshiga, 

ta’lim yo‘nalishiga va shu 

kabilarga qarab ham 

guruhlarga ajratiladi. Bu 

shaklni qo‘llash jarayonida 

yakka ta’lim shakllari ham 

amalga oshiriladi. 

Biologiyadan dars o‘tishda 

eng samarali guruxlar 3-5 

kishi 

A form of teaching in which a 

person teaches a few students. 

Depending on the number of 

students the groups can be 

small (3-6 students), medium 

(7-15 students) and large (more 

than 15 students, groups). 

In addition the each group can 

be devided by age,  training, 

direction, and etc. In this form 

of traning the individual 

education is also used/ For 

teaching biology the groups 

from 3-5 students is the most  

effective 

Edvayzer 

- yakka holda diplom ishi, 

kurs ishini ishlab chiqish, 

ilmiy-tadqiqot olib borish, 

Person consulting individual 

diploma work, course work, 

scientific research, thesis,  
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individual dasturlarni ishlab 

chiqish, talabalarning 

individual o‘sish va 

rivojlanishiga yordam 

beruvchi maslahatchidir 

development of individual 

programs and individual 

academic growth and 

development of students 

 

Intellektual 

mulk 

Intellectual 

proper 

ijodiy aqliy faoliyat mahsuli. 

Ixtirochilik va mualliflik 

manbai huquqi majmuiga 

kiruvchi, fan, adabiyot, 

san’at va ishlab chiqarish 

sohasida ijodiy faoliyatning 

boshqa turlari, adabiy, 

badiiy, ilmiy asarlar, ijrochi 

aktyorlik san’ati, jumladan, 

ovoz yozish, radio va 

televidenie asarlari 

kashfiyotlar, ixtirolar, sanoat 

namunalari, kompyuter 

uchun dasturlar, 

ma’lumotlar ombori, tovar 

belgilari, firma atamalari va 

boshqa 

aqliy mulk manbalari kiradi 

creations of the intellect for 

which a monopoly is assigned to 

designated owners by law. Some 

common types of intellectual 

property rights (IPR) 

are trademarks, copyright,pate

nts, industrial design rights, 

and in some jurisdictionstrade 

secrets: all these cover music, 

literature, and other artistic 

works; discoveries and 

inventions; and words, phrases, 

symbols, and designs. 

Interfaol 

mashg‘ulot 

Interactive 

classes 

o‘qituvchi va o‘quvchilar 

o‘zaro faol ishtirok etadigan 

mashg‘ulot. Bunda jarayon 

o‘zaro hamkorlikda kechadi 

Classes in whicn both the 

teacher and stidents are active. 

The  studing and teaching 

process are doen in close 

cooperation 

Malaka 

oshirish 

Qualification 

of skills 

mutaxassislar va rahbar 

xodimlarning kasbiy bilim 

va ko‘nikmalarini yangilash 

hamda rivojlantirish 

jarayoni 

The process of updating and 

development of professional 

knowledge and skills of experts 

and admivistrators 

 

  

https://en.wikipedia.org/wiki/Intellect
https://en.wikipedia.org/wiki/Monopoly
https://en.wikipedia.org/wiki/Law
https://en.wikipedia.org/wiki/Trademark
https://en.wikipedia.org/wiki/Copyright
https://en.wikipedia.org/wiki/Patent
https://en.wikipedia.org/wiki/Patent
https://en.wikipedia.org/wiki/Industrial_design_right
https://en.wikipedia.org/wiki/Trade_secret
https://en.wikipedia.org/wiki/Trade_secret
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