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I. ISHCHI DASTUR

O‘ZBEKISTON RESPUBLIKASI
OLIY TA’LIM, FAN VA INNOVATSIYALAR VAZIRLIGI

Ro‘yxatga olindi
Ne Qz 7. (g
2023-yil

“MATEMATIKA”

yo‘nalishi bo‘yicha oliy ta’lim muassasalari pedagog kadrlarini
qayta tayyorlash va malakasini oshirish kursining o‘quv dasturi

Toshkent — 2023




1.8. Ko‘rgazmali geometriya.
Malakaviy attestatsiya

Kursning maqsadi va vazifalari

Oliy ta’lim muasasalari pedagog kadrlarini qayta tayyorlash va ularning
malakasini oshirish kursining magsadi pedagog kadrlarning innovatsion
yondoshuvlar asosida o‘quv-tarbiyaviy jarayonlami yuksak ilmiy-metodik darajada
loyihalashtirish, sohadagi ilg‘or tajribalar, zamonaviy bilim va malakalami
o‘zlashtirish va amaliyotga joriy etishlari uchun zarur bo‘ladigan Kasbiy bilim,
ko*nikma va malakalarini takomillashtirish, shuningdek ularning ijodiy faolligini
rivojlantirishdan iborat

Kursning vazifalariga quyidagilar kiradi:

“Matematika” yo‘nalishida pedagog kadrlarning kasbiy bilim, ko‘nikma,
malakalarini takomillashtirish va rivojlantirish;

- pedagoglaming ijodiy-innovatsion faollik darajasini oshirish;

-pedagog  kadrlar tomonidan  zamonaviy  axborot-kommunikatsiya
texnologiyalari, zamonaviy ta’lim va innovatsion texnologiyalar sohasidagi ilg‘or
xorijiy tajribalarning o‘zlashtirilishini ta’minlash;

— o‘quv jarayonini tashkil etish va uning sifatini ta’'minlash borasidagi
ilgor xorijiy tajribalar, zamonaviy yondashuvlarni o‘zlashtirish;

“Matematika” yo‘nalishida qayta tayyorlash va malaka oshirish
jarayonlarini fan va ishlab chiqarishdagi innovatsiyalar bilan o‘zaro
integratsiyasini ta’minlash.

Kurs yakunida tinglovchilarning bilim, ko‘nikma va malakalari hamda
kompetensiyalariga qo‘yfladigan talablar:
Qayta tayyorlash va malaka oshirish kursining o‘quv modullari bo‘yicha
tinglovchilar quyidagi yangi bilim, ko‘nikma, malaka hamda kompetensiyalarga
ega bo‘lishlari talab etiladi:

Tinglovchi:

e 2022-2026-yillarga mo‘ljall Yangi O‘zbeki ing taraqqiyot
strategiyasining davlat va jamiyat hayotini takomillashtirishdagi o‘mi va
ahamiyatini;

o O‘zbekiston Respublikasi Konstitutsiyasining asosiy prinsiplarini;

. Oliy ta’lim sohasiga oid gonun hujjatlari va ularning mazmunini;

o O‘zbekiston Respublikasi Prezidentining oliy ta’lim tizimiga oid
farmonlari, qarorlarini;

. Ofzbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasining oliy ta’lim
tizimiga tegishli qarorlarini;

. Oliy ta’lim, fan va innovatsiya vazirligining ta’lim jarayonlarini
rejalashtirish va tashkil etishga oid buyruglarini;

e Davlat talim standartlari, ta’lim yo‘nalishlari va magistratura
mutaxassisliklarining Malaka talablari, o‘quv rejalari, fan dasturlari va ularga
qo‘yiladigan talablarni, o‘quv yuklamalarini rejalashtirish va ularning bajarilishini
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nazorat qilish usullarini;

. ta’lim jarayonini raqamli transformatsiyasini;
ragamli ta’lim resurslari va dasturiy mahsulotlarini;
raqamli ta’lim resursini pedagogik loyihalash texnologiyasini;
mediasavodxonlik va xavfsizlik asoslarini;
raqamli ta’lim resurslarini loyihalash uchun asosiy talablarni;

e jahonda oliy ta’lim rivojlanish tendensiyalari: umumiy trendlar va
strategik yo‘nalishlarni;

e zamonaviy ta’limning global trendlarini;

e  inson Kapitalining iqtisodiy o‘sishning asosiy omili sifatida
rivojlanishida ta’limning yoshdagi ahamiyatini;

e oliy ta’limning iy i iyasi: global va
mak_ongla raqobatchilikdagi ustuvorliklari, universitetlaming xalqaro va nllilliy
reytingini;

e xalqaro reyting turlari va ularning indikatorlarini;

®  zamonaviy universitet jamiyatning faol, ko‘pqirrali va samarali
faoliyat yurituvchi instituti sifatidagi uchta yirik vazifalarini;

. universitetlarning zamonaviy modellarini;

e zamonaviy kelajak universitetlarning beshta asosiy modellarini;

° tadbirkorlik universiteti faoliyatining muhim yo‘nalishlarini;

° pedagogning kasbly kompetensiyalarini rivojlantirishning nazariy
asoslarini;

e innovatsion ta’lim muhiti ~sharoitida pedagogning  kasbiy
kompetensiyalarini rivojlantirish yo*llarini;

e kasbiy kompetensiyalarning mazmun va mohiyatini;

. kasbiy kompetensiyalar va ularning 0‘ziga xos Xususiyatlarini;

. pedagogik texnikaning asosiy komponentlarini;

e pedagogik texnikani shakllantirish yo*llarini;
! e Kkasbiy kompetensiyalarni rivojlantirish jarayonini tashkil etishda
|n{10vatsion, akmeologik, aksiologik, kreativ, refleksiv, texnologik, kompetentli,
psixologik, andragogik yondashuvlar va xalqaro tajribalar hamda ularning kasbiy
kometensiyalarni rivojlantirishga ta’sirini;

. kasbly ~kompetetnsiyalarni ~ rivojlantirish jarayonida ~pedagogik
deontologiyaning roli, ahamiyatini;

o kasbly kompetensiyalarni rivojlantirishda uchraydigan to‘siqlarni
yechishda, to‘g‘ri harakatlar gilishda pedagogning kompetentlik va kreativlik
darajasi, pedagogik kvalimetriyasini;

o ‘talabalar kasbiy tayyorgarlik sifatini kompleks baholashning
nazariyasini;

o ta’lim sifatiga ta’sir etuvchi omillarni;

. kredit-modul tizimida talabalarning bilimi, ko‘nikmasi, malakasi va
kompetensiyalarini nazorat qilish va baholashning o‘ziga xos xususiyatlari,
didaktik funksiyalarini;
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O‘ZBEKISTON RESPUBLIKASI
OLIY TA’LIM, FAN VA INNOVATSIYALAR VAZIRLIGI

OLIY TA’LIM TIZIMI PEDAGOG VA RAHBAR KADRLARINI
QAYTA TAYYORLASH VA ULARNING MALAKASINI OSHIRISHNI
TASHKIL ETISH BOSH ILMIY — METODIK MARKAZI

O‘ZBEKISTON MILLIY UNIVERSITETI HUZURIDAGI PEDAGOG
KADRLARNI QAYTA TAYYORLASH VA ULARNING MALAKASINI
OSHIRISH TARMOQ (MINTAQAVIY) MARKAZI

Qayta tayyorlash va malaka oshirish kursining o‘quy dasturi Oliy, o‘rfa maxsus va
professional ta’lim yo‘nalishlari bo'yicha o‘quv-uslubiy birlashmalar faoliyatint

Muvofiglashtiruvchi kengashining
2023-yil Z'tlag dagi é - sonli bayonnomasi bilan ma’qullangan.

Tuzuvchilar: “Yangn 0 i i iyasi va
ma’naviy asoslari” moduli: yu. fb PhD F.B. Maxmudov )
“Oliy ta’limning normativ-huquqiy asoslari” moduli: yu.fn., prof.

Vi Toplldlye‘

“Py i raqamli K i moduli: tfd,
prof. D. lrgashcva, Sh Adashboyev P f b PhD A.Obidoy.

“Ilmiy va ish ” moduli: i.f.d,, prof.
R.Nurimbetov, p.£b., PhD J.| Kushcrbayev

Kkasbiy p iyalarini rivoj ish” moduliz
pf d., prof. N.A.Muslimov, p.f.d., prof. J. Tolipova.
“Ta’lim sifatini ta’minlashda baholash metodikalari” modull: p.fd.,
prof. N.A.Muslimov, p.£.b., PhD M.Innazarov.
“Kombinatorika va graflar nazariyasi” moduli: V.L.Romanovskiy
nomidagi Matematika instituti  katta ilmiy  xodimi, fl-m.fd
E.T.Karimov.
“Ko‘rgazmali geometriya” moduli: Toshkent davlat transport
universiteti “Olly  matematika”  kafedrasi  professori,  f-m.fd.
A.Artikbayev

Tagrizchilar: f.-m.f.d., akademik A.Sadullayev — O*zbekiston Milliy universiteti,

f-m.fd, professor V.K.Jarov — AFXTI (Rossiya), Fundamental va
amaliy matematika kafedrasi mudiri.

Xorijiy ekspert:

O 'quv dasturi O ‘zbekiston Milliy universiteti Kengashining qarori bilan tasdigqa tavsiya
gilingan (2023-yil dagi - sonli bayonnoma).
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Kirish

Ushbu dastur O‘zbekiston Respublikasining 2020-yil 23-sentabrda
tasdiglangan  “Ta’lim  to‘g‘risida”gi  Qonuni, O‘zbekiston Respublikasi
Prezidentining 2015-yil 12-iyundagi “Oliy ta’lim muassasalarining rahbar va
pedagog kadrlarini qayta tayyorlash va malakasini oshirish tizimini yanada
takomillashtirish to‘g‘risida”gi PF-4732-son, 2019-yil 27-avgustdagi “Oliy ta’lim
muassasalari rahbar va pedagog kadrlarining uzluksiz malakasini oshirish tizimini
jorly etish to‘g‘risida”gi PF-5789-son, 2019-yil 8-oktabrdagi “O‘zbekiston
Respublikasi oliy ta’lim tizimini 2030-yilgacha rivojlantirish konsepsiyasini
tasdiqlash to‘g‘risida”gi PF-5847-son, 2022-yil 28- yanvardagi “2022- 2026-
yillarga mo‘ljall Yangi O‘zbeki: taraqqiyot strategiyasi to‘g‘risida”gi
PF-60-son, 2023-yil 25-yanvardagi “Respublika ijro etuvchi hokimiyat organlari
faoliyatini samarali yo‘lga qo‘yishga doir birinchi navbatdagi tashkiliy chora-
tadbirlar  to‘g‘risida"gi PF-14-son Farmonlari, shuningdek, O‘zbekiston
Respublikasi Vazirlar Mahkamasining 2019-yil 23-sentabrdagi “Oliy ta’lim
muassasalari rahbar va pedagog kadrlarining malakasini oshirish tizimini yanada
takomillashtirish bo‘yicha qo‘shimcha chora-tadbirlar to‘g‘risida”gi 797-son
Qarorida belgilangan ustuvor vazifalar mazmunidan kelib chiggan holda tuzilgan
bo‘lib, u oliy ta’lim muassasalari pedagog kadrlarining kasb mahorati hamda
innovatsion kompetentligini rivojlantirish, sohaga oid ilg‘or xorijiy tajribalar,
yangi bilim va malakalarni o‘zlashtirish, shuningdek amaliyotga joriy etish
ko*nikmalarini takomillashtirishni maqsad qiladi.

Dastur doirasida berilayotgan mavzular ta’lim sohasi bo‘yicha pedagog
kadrlamni qayta tayyorlash va malakasini oshirish mazmuni, sifati va ulaming
tayyorgarligiga qo‘yiladigan umumiy malaka talablari va o quv rejalarl asosida
shakllantirilgan  bo‘lib, uning i yangi O‘zbeki qqiyot
strategiyasi va jamiyatning ma’naviy asoslarini yoritib berish, olly ta’limning
normativ-huquqiy asoslari bo‘yicha ta’lim-tarbiya jarayonlarini tashkil etish,
pedagogik faoliyatda raqamli kompetensiyalarni rivojlantirish, ilmiy-innovatsion
faoliyat darajasini oshirish, pedagogning kasbiy kompetensiyalarini rivojlantirish,
ta’lim sifatini ta’minlashda baholash metodikalaridan samarali foydalanish,
kombinatorika va graflar nazariyasi, zamonaviy matematik tizimlar bo‘yicha
tegishli bilim, ko‘nikma, malaka va kompetensiyalami rivojlantirishga
yo‘naltirilgan.

Qayta tayyorlash va malaka oshirish kursining o‘quv dasturi quyidagi
modullar mazmunini 0°z ichiga qamrab oladi:

1.1. Yangi O‘zbekistonning taraqquot strategiyasi va jamiyatning ma’naviy
asoslari.

1.2. Oliy ta’limning normativ-huquqiy asoslari.

1.3. Pedagogik faoliyatda raqamli kompetensiyalar.

1.4. Tlmiy va innovatsion faoliyatni rivojlantirish.

1.5. Pedagogning kasbiy kompetensiyalarini rivojlantirish.

1.6. Ta’lim sifatini ta’minlashda baholash metodikalari.

1.7. Kombinatorika va graflar nazariyasi.
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. baholash turlari,tamoyillari va mezonlarini;
. kombinatorika va graflar nazariyasini;
. dekart ko*paytma, o‘rinlashtirish, o‘rin almashtirishlarni;
. paskal uchburchagi, Nyuton binomini;
e takrorly kombinatsiyalarni;
° bo‘laklash kombinatorikasini;
° braflarning  berilish usullari: ~geometrik ifodalanishi, ko‘phad
yordamida berilishi, matritsalar yordamida berilishini;
o Byler,Gamilton graflarini;
o grafning metrik xarakteristikalarini;
planar graflami;
geometriya predmeti va usullarini;
sirt ichki va tashqi geometriyani;
soordinatalar sistemasi va uni geometriyadagi o‘rnini;
geometriyaning zamonaviy yo‘nalishlari va muammolarini
tekislikdagi geometriyaga doir masalalarni;
ko‘pyogliklar va ularning turlarini;
ko‘pyoqlik yoyilmasini;
vektorlar, vektor funksiyalarni bilishi kerak.

Tinglovchi: .

o 2022- 2026-yillarga mo'‘ljall Yangi O‘zbeki ing taraqqiyot
strategiyasining asosiy yo‘nalish va magsadlarini tahlil ctish va baholash;

e O‘zbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasining Oliy ta’lim
tizimiga tegishli qarorlari asosida ta’lim-tarbi§a jarayonlarini tashkil etish':

o xorijiy tajribalar asosida malaka talablari, o'quv rejalari va fan
dasturlarini takomillashtirish;

e  multimedia va infografika asosida interaktiv didaktik mayeriallar
yaratish va bulut xizmatlarida saqlash; :

. masofiviy ta’lim platformalari uchun video kontent yaratish;

e  Intenetda mualliflik huquglarini himoya gilish usullaridan
foydalanish;

° ragamli ta’lim resurslari sifatini baholash;

. OTMlarni reyting bo‘yicha ranjirlash;

o jahon universitetlari reytingini tahlil etish va baholash;

° universitetlarni il baholash yondashuvlarini aniglashtirish;

o tadbirkorlik universitetiga o‘tish uchun zarur bo‘ladigan o‘zgarishlarni
aniglash; 1

e Universitet 1.0 dan Universitet 3.0 modeliga o‘tish borasidagi
muammolarni aniglash;

o zamonaviy tadbirkorlik universiteti modeli tamoyillarini o‘zlashtirish;

° pedagoglaming kreativ potensiali tushunchasi va mohiyatini ochib
berish;

. pedagoglar kasbiy kompetensiyalarini rivojlantirishning innovatsion
texnologiyalarini qo‘llash;

. o'qituvchi faoliyatida pedagogik texnikaning axamiyatini yoritib
berish;

. tinglovchilar diqqatini 0‘ziga tortish usullaridan foydalanish;

° kasbiy kompetentsiyalarni shakllantirish va rivojlantirish yo*llarini
tahlil etish;

¢ kasbiy kompetensiyalami rivojlantirish jarayonida uchraydigan
to‘siqlar, qiyinchiliklar va ularni bartaraf etish;

¢ talabalamning o‘quv auditoriyadagi faoliyatini baholash;

. talabalaming kurs ishi, bitiruv malakaviy ishi, o‘quv-malakaviy
amaliyot (mehnat faoliyati)ini nazorat qilish;

¢ baholashning migdor va sifat tahlilini amalga oshirish;

e hosil giluvchi funksiyalar va ularning tadbiq etish;

e graflaming berilish usullarini amaliyotga tadbiq etish;

e koordinatalar sistemasi va uni geometriyadagi o‘mini yoritib berish;

¢ geometriyaning zamonaviy yo‘nalishlari va muammolarini yechimini
topish konikmalariga ega bo*lishi lozim.

Tinglovchi:

* “Yangi O‘zbekiston — ma’rifatli jamiyat” konsepsiyasining mazmun-
mohiyatini yoritib berish;

e Oliy ta'lim, fan va innovatsiya vazirligining ta'lim-tarbiya jarayonini
tashkil etishga oid buyruglari, Davlat ta’lim standartlari, ta’lim yo‘nalishlarining
va magistratura mutaxassisliklarining malaka talablari, o‘quv rejalar va fan
dasturlarini takomillashtirish;

* o‘quv yuklamalarni rejalashtirish va ularning bajarilishini nazorat qilish;

¢ meyoriy uslubiy hujjatlami ishlab chigish amaliyotini takomillashtirish
mexanizmlarini tahlil etish;

e an’anaviy va raqamli ta’limda pedagogik dizaynning xususiyatlarini ochib
berish;

e onlayn mashg‘ulotlarni tashkil etishda raqamli texnologiyalardan
foydalanish;

* mediasavodxonlik va xavfsizlik asoslarini o‘zlashtirish;

e pedagogik faoliyatda ragamli kompetensiyalamni rivojlantirish;

e raqamli ta’lim resurslaridan foydalanish;

e xalqaro reyting turlari va ulaming indikatorlarining ahamiyatini ochib
berish;

¢ OTM reytingiga ta’sir etuvchi omillarni tahlil etish;

* universitetlarning zamonaviy modellarini o‘rganish;

¢ OTM bitiruvchilari va xodimlari tomonidan texnologiyalar transferiga
litsenziyalar oluvchi startaplarni shakllantirish va yaratish;



o professor-o‘qituvchilarning  tadqiqotchi ~ sifatidagi nashr  faolligini
rivojlantirish istigbollarini tahlil etish;

e innovatsion  ta’lim  muhiti  sharoitida  pedagogning  kasbiy
kompetensiyalarini rivojlantirish;

o pedagog kasbiy kompetensiyalarini rivojlantirish hususiyatlarini tahlil
etish va baholash;

o ijtimoiy va kasbiy tajribaga asoslangan intellektual mashqlarni ishlab
chiqish;

o o‘quv jarayoni ishtirokchilarini bir-birlari bilan tanishtirish, samimiy
dostona munosabat va ijodiy muhitni yuzaga keltirish, tinglovchilarning ijodiy
imkoniyati va shaxsiy sifatlarini ochish, tinglovchilarning hamkorlikda ishlashlari
uchun qulay sharoitni vujudga keltirish;

o tinglovchilarning kasbiy kompetensiyalar

o kasbly kompetetnsiyalami  rivojlantirish  jarayonida  pedagogik
deontologiyaning roli, ahamiyatini ochib berish;

o ta’lim sifatiga ta’sir etuvchi omillar (moddiy-texnik baza, professor-
ogituvchilarning salohiyati va o‘quv-metodik ta’minot)ni tahlil etish va baholash;

o talabalarning o‘quv auditoriyadan tashqari faoliyatini baholash;

o talabalarning o‘quv auditoriyadan tashqari faoliyatini baholashda o‘quv
topshiriglari ~ (reproduktiv, ~produktiv, gisman-izlanishli, kreativ ~ (ijodiy)
murakkablik)ni ishlab chigish metodikasidan samarali foydalanish;

o Eyler, Gamilton graflarini qo‘llash;

o grafning metrik xarakteristikalarini o‘zlashtirish;

o clementar geometriyaning asosiy elementlari va unga doir masalalarni
yechish; ‘

o ko‘pyogliklar bilan sirtga yaqinlashishga doir masalalarni yechish;

o sirtda metrikaga doir masalalami tahlil etish va yechimini topish
malakalariga ega bo‘lishi zarur.

Tinglovchi:

e Yangi O‘zbeki ing qqiyot strategiyasi va jamiyatning
ma’naviy asoslarini mazmun-mohiyatini yoritib berish:

o O‘zbekiston Respublikasi Oliy ta’lim, fan va innovatsiya vazirligining
buyruglari asosida ta’lim-tarbiya jarayonlarini tashkil etish;

. Davlat ta’lim standartlari, malaka talablari, o‘quv rejalar va fan
dasturlar asosida fanning ishchi dasturini ishlab chiqish amal qilish va ulami
ijrosini ta’minlash;

e raqamli ta’lim resurslari va dasturiy mahsulotlarini o‘quv jarayoniga
faol tatbiq etilishini tashkil etish;

. raqamli ta’lim resursini pedagogik loyihalash texnologiyasi asoslarini
ozlashtirish;

. raqamli ta’lim muhitida pedagogik dizaynga oid innovatsiyalami
amaliyotga tatbiq etish;

o universitetlarning xalqaro va milliy reytingini baholash;

. OTMlarda talim, ilmiy va innovatsion faoliyatni rivojlantirish, ilmiy
tadqiqot natijalami tijoratlashtirish yo‘llarini tahlil etish va amaliyotga tadbiq
etish;

. “Amaliyotchi professorlar” (PoP,Professor of Practice) modelini
qo‘llash;

e professor-o‘gituvchilarning tadqiqotchi sifatidagi nashr faolligini
rivojlantirish istigbollarini yoritib berish;

. pedagogning kasbiy kompetensiyalarini rivojlantirishning nazariy
asoslarini amaliyotga tadbiq etish;

e pedagogning kasbiy kompetensiyalarini rivojlantirishning pedagogik-
psixologik trayektoriyalarini ishlab chiqish;

o  kasbiy kompetensiyalami rivojlantirish jarayonida  uchraydigan
tosiglarning xilma-xilligi va o‘ziga xos xususiyatlari, sabablarini amaliy
tomonlarini yoritish, ularni yechish bosqichlarini guruh bilan birgalikda aniglash;

. talabalar kasbiy tayyorgarlik sifatini kompleks baholash;

. talabalar kasbiy tayyorgarlik sifatini kompleks baholashning elektron
monitoring tizimini yuritish;

o talabalarning ta’limiy (o‘quv predmetlari), tarbiyaviy (ma’naviy-
ma’rifiy tadbirlar) va rivojlantiruvchi (ilmiy-tadqiqot ishi, start-up loyihalar)
magsadlarini baholash;

e kombinatorika va graflar nazariyasini tahlil etish va baholash;

e tarmoqdagi oqimlarini bilish va ulardan foydalana olish;

. ko‘rgazmali geometriya asoslarini o‘zlashtirish;

. masofa, yuza va hajm tushunchalari bilan bog‘liq masalalarni tahlil
etish;

° noevklid ~geometriyasiga doir masalalarni yechimini topish
kompetensiyalariga ega bo‘lishi lozim.

Kurs hajmi

Qayta tayyorlash va malaka oshirish kursi 288 soatni tashkil etadi. Bunda
o‘quv dasturining 144 soat hajmi ishdan ajralmagan mustaqil malaka oshirish
shakllari asosida, 144 soati to‘g‘ridan-to‘g‘ri (bevosita) malaka oshirish shaklida
ishdan ajragan holda amalga oshiriladi. Malaka oshirishning bevosita shaklida bir
haftadagi o‘quv yuklamasining eng yuqori hajmi 36 soatni tashkil etadi.
Attestatsiyadan  muvaffagiyatli o‘tgan kurs tinglovchilariga O‘zbekiston
Respublikasi Prezidentining 2015-yil 12-iyundagi PF-4732-son Farmoni 3-ilovasi
bilan tasdiglangan davlat idagi malaka attestati beriladi.

“MATEMATIKA” YO‘NALISHI BO‘YICHA QAYTA
TAYYORLASH VA MALAKA OSHIRISH KURSINING 0‘QUV
MODULLARINING MAZMUNI



L.1. Yangi O‘zbekistonning taraqqiyot strategiyasi va jamiyatning
ma’naviy asoslari.

2022-2026-yillarga mo‘ljallangan  Yangi O‘zbekistonning taraqqiyot
strategiyasining davlat va jamiyat hayotini takomillashtirishdagi o‘rni va
ahamiyati.

Yangi O‘zbekiston sharoitida davlat va jamiyat hayotida olib borilayotgan
islohotlar mazmuni va mohiyati. 2022-2026-yillarga mo‘ljallangan Yangi
O‘zbekistonning  taraqqiyot ~strategiyasining o‘ri va ahamiyati. Yangi
O‘zbekistonning taraqqiyot strategiyasida Yangi O‘zbekistonni barpo etishning
siyosiy-huquqiy, ijtimoiy-iqtisodiy va ilmiy-ma’rifiy asoslari.

2022-2026-yillarga  mo‘ljallangan  Yangi O‘zbekistonning taraqqiyot
strategiyasining asosiy yo‘nalish va magsadlari.

Inson qadrini yuksaltirish va erkin fuqarolik jamiyatini yanada rivojlantirish
orqali xalgparvar davlat barpo etish. Mamlakatimizda adolat va qonun ustuvorligi
tamoyillarini taraqqiyotning eng asosiy va zarur shartiga aylantirish. Milliy
iqtisodiyotni jadal rivojlantirish va yuqori o‘sish sur’atlarini ta’minlash. Adolatli
ijtimoiy siyosat yuritish, inson kapitalini rivojlantirish. Ma’naviy taraqqiyotni
ta’minlash va sohani yangi bosgichga olib chigish. Milliy manfaatlardan kelib
chiggan holda umumbashariy muammolarga yondashish. Mamlakatimiz
xavfsizligi va mudofaa salohiyatini kuchaytirish, ochiq, pragmatik va faol tashgi
siyosat olib borish.

O‘zbekiston Respublikasining zamonaviy konstitutsionalizmi.

O‘zbekiston Respublikasi Konstitutsiyasining asosiy prinsiplari. O‘zbekiston
Respublikasi Konstitutsiyasida inson va fuqaroning asosiy huquqlari, erkinliklari
va burchlari. Jamiyatning iqtisodiy negizlari. O‘zbekiston Respublikasi
Konstitutsiyasida ma’muriy-hududiy va davlat tuzilishi masalalari. Davlat
hokimiyatining tashkil etilishining konstitutsiyaviy asoslari.

1.2. Oliy ta’limning normativ-huqugiy asoslari.

Oliy ta’lim sohasiga oid qonun hujjatlarining umumiy tavsifi.

Oliy ta’lim tizimini tartibga soluvchi normativ — huquqiy xujjatlar
tushunchasi. Normativ-huquqiy xujjatlarning turlari. Normativ huquqiy xujjatlarga
qo‘yiladigan talablar. O‘zbekiston Respublikasining Konstitutsiyasi, O‘zbekiston
Respublikasining “Ta’lim to‘g‘risida”gi qonuni. Ta’lim jarayoni ishtirokchilarini
ijtimoiy himoya qilish. Ta’lim to‘g‘risidagi qonun xujjatlarini buzganlik uchun
javobgarlik.

Oliy ta’lim sohasiga oid qonunosti hujjatlari va ularning turlari.

O‘zbekiston Respublikasi Prezidentining Oliy ta’lim tizimiga oid farmonlari
va qarorlari: O‘zbekiston Respublikasi oliy ta’lim tizimini 2030-yilgacha
rivojlantirish ~ konsepsiyasi. 2022 — 2026-yillarga mo‘ljallangan yangi

beki ing taraqqiyot iyasi. Davlat oliy ta’lim muassasalarining
akademik va tashkiliy-boshqaruv mustagilligini ta’minlash bo‘yicha qo‘shimcha
chora-tadbirlar. Davlat oliy ta’lim muassasalariga moliyaviy mustaqillik berish
chora-tadbirlari.

Oliy ta’lim, fan va innovatsiyalar vazirligining buyruglari.
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O‘zbekiston Respublikasi Oliy ta’lim, fan va innovatsiya vazirligining ta’lim
va tarbiya jarayonlarini tashkil etishga oid buyruglari. Davlat ta’lim standartlari,
ta’lim yo*nalishlari va magistratura mutaxassisliklarining Malaka talablari, o‘quy
rejalar, fan dasturlari va ularga qo‘yiladigan talablar. O‘quv yuklamalarini
rejalashtirish va ulaming bajarilishini nazorat qilish usullari. OTMlaming lokal
xujjatlari (Ustav, Ichki tartib qoidalar).

Meyoriy uslubly hujjatlarni ishlab chiqish amaliyotini takomillashtirish
mexanizmlari. Ta’lim yo‘nalishlari va i a isliklarining Malaka
talablari, o‘quv rejalari va fan dasturlarini ishlab chiqish. Xorijiy tajribalar asosida
Malaka talablari, o‘quv rejalari va fan dasturlarini takomillashtirish.

1.3. Pedagogik faoliyatda ragamli komy iy

Ta’lim jarayonini raqamli transformatsiyasi.

Pedagogning ragamli kompetentligi va uning tarkibiy tuzilmasi. Ragamli
didaktika va uning asosiy tamoyillari. Ragamli ta’lim resurslarini loyihalash uchun
asosiy talablar. Ragamli ta’lim resurslari sifatini baholash.

Raqamli ta’lim muhitida pedagogik dizayn. Mediasavodxonlik va xavfsizlik.

An’anaviy va raqamli ta’limda pedagogik dizaynning xususiyatlari. Raqamli
ta’lim resursini pedagogik loyihalash texnologiyasi. ADDIE pedagogik dizayn
tushunchasi. UX-dizayn. Internetdagi turli manbalar bilan ishlashda maxsus norma
va qoidalarga rioya qilish: mediasavodxonlik, mualliflik huquqi, axborot
xavfsizligi. Internetda mualliflik huquglarini himoya qilish usullari.

Raqamli ta’lim resurslari va dasturiy mahsulotlari.

Raqamli ta’lim resurslaridan (RTR) foydalanish. RTRni tanlash, elektron
kutubxonalar bilan ishlash, ta’lim oluvchilaming ehtiyojlaridan kelib chiqgan
holda ochiq o‘quv platformalarida ommaviy onlayn kurslarni tanlash.

Multimedia va infografika asosida interaktiv didaktik mayeriallar yaratish va
bulut xizmatlarida saglash.

Pedagogik faoliyatda bulutli xizmatlardan (Google, HSP, Canva, figma)
foydalanish. Bulutli xizmatlardan foydalanib infografika, videoma’ruza va
multimedia vositalarini oz ichiga qamrab olgan interaktiv taqdimot yaratish,
animatsiya effektlarini o‘matish, giperhavolalar yordamida taqdimot namoyishini
boshqarish.

Masofiviy ta’lim platformalariga videokontent yaratish: Onlayn video
muharrirlardan (AdobePremiere Pro, Davici Resolve, FinalCut) foydalangan holda
audio va video montaj qilish. Taklif etilgan muharrirdan foydalanib, tanlangan
mavzu bo‘yicha video yozish, tahrirlash va saqlash.

Onlayn  mashg‘ulotlarni  tashkil etishda ragamli ~texnologiyalardan
foydalanish.

Onlayn mashg‘ulotlarni tashkil etishda vebinar xizmatlari (Zoom,
Yandeks.Telemost Google Meet va b.) bilan ishlash.

1.4. imiy va innovatsion faoliyatni rivojlantirish.

Jahonda oliy ta’lim rivojlanish tendensiyalari: umumiy trendlar va strategik
yo‘nalishlar.



Zamonaviy ta’limning global trendlari. Ta’limning globallashuvi, ta’limning
oxirgi o‘n yilliklarda butun dunyoda butun jahon iqtisodiy, siyosiy, madaniy
integratsiyasi va unifikatsiyasi, kengaytirish jarayoni vazifasini bajarishi. Milliy
ta’lim tizimlarining davlat chegaralaridan chigib, ta’limning baynallminallashuvi
va yagona ta’lim makoni va ta’lim xizmatlari bozorining shakllanishi. Ta’limning
ommaviylashuvi. Ta’limning demokratlashuvi. Ta’lim texnologiyasi. Inson
kapitalining iqtisodiy o‘sishning asosiy omili sifatida rivojlanishida ta’limning
yoshdagi ahamiyati. Uzluksiz va umr davomida ta’lim olish. Talantlar uchun
raqobatchilikning kuchayishi.

Oliy ta’limning zamonaviy integratsiyasi: global va mintaqaviy makonda
raqobatchilikdagi ustuvorliklari, universitetlarning xalqaro va milliy reytingi.

OTMlarni reyting bo‘yicha ranjirlash. Xalqaro reyting turlari va ularmning
indikatorlari. Jahon universitetlari reytingi. Universitetlarni mustaqil baholash
yondast ini aniglashtirish. Q 11i Symond(QS). Shanxay (Shanghai Jiao
Tong University) universitetining oliy ta’lim instituti (Institute of Higher

.. Education) tomonidan dunyoning 500 ta yetakchi universitetlari- ARWU-500
ro‘yxati. Times Higher Education(THE) World University Ranking reytingi.

Oliy ta’limning zamonaviy integratsiyasi: global va mintaqaviy makonda
‘Traqobatchilikdagi ustuvorliklari, universitetlarning xalqaro va milliy reytingi.
5 OTM reytingiga ta’sir etuvchi omillar. OTMIarni reyting bo* ylcha ranjxrlash
Xa]qam reyting turlari va ulaming indik Ian Jahon i i reytingi.
Universitetlari mustaqil baholash y T ini htirish. Quacquarelli
Symond(QS). Shanxay (Shanghai Jiao Tong Umversnty) universitetining oliy
ta’lim instituti (Institute of Higher Education) tomonidan dunyoning 500 ta
yetakchi universitetlari- ARWU-500 ro ‘yxati. Times Higher Education(THE)
World University Ranking reytingi.
OTM larda talim, ilmiy va innovatsion faoliyatni rivojlantirish, ilmiy
tadgiqot natijalarnj tijoraﬂashtirish
Z iy iyatning faol, ko‘pqirrali va samarali faoliyat
yurituvchi instituti sifatidagi uchta ymk vamfalan Umversntetlammg zamonaviy
modellan va ulammg transfc 5 ning klassik modellari.
ning iy dellari. Z: iy kelajak universitetlarning
beshta asosiy modellari. Universitet 1.0 dan universitet 3.0 modeliga o‘tish
borasidagi muammolar, yechimlar va istiqbollar. Tadbirkorlik universitetiga o‘tish
uchun zarur bo‘ladxgan o‘zgarishlar. Tadbirkorlik universitetining asosiy vazifalari.
irish. Akademik tadbirkorlik = “universitet spin-offi”.
Akademik spin-off — universitetga tzalluqll bo‘lgan texnologiyalar asosida
universitet xodimlari yoki bitiruvchilari iladigan shu’ba tashkilot.
OTM bitiruvchilari va xodimlari tomonidan texnologiyalar transferiga litsenziyalar
oluvchi start-aplarni st irish va yaratish. Z: iy tadbirkorlik universiteti
modeli tamoyillari. Tadbirkorlik universiteti faoliyatining muhim yo‘nalishlari.
Universitet 4.0 kelajak universiteti sifatida. Kelajak universitetining asosiy
konturlari.
Universitet 3.0 modelida professor — o‘gituvchilar faoliyatini tashkil etish:
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ishtirokchilarini bir-birlari bilan tanishtirish, samimiy do‘stona munosabat va
ijodiy muhitni yuzaga Kkeltirish, tinglovchilaring ijodiy imkoniyati va shaxsiy
sifatlarini ochish, tinglovchilaming hamkorlikda ishlashlari uchun qu]ay sharoitni
vujudga keltirish. Tinglovchilarni kasbiy K iyalarini  o‘rganish,
tanishish. Tarqatma materiallar bilan kichik guruhlarda ishlash. Guruhlar
taqdimoti.

Kasbiy ~ kompetetnsiyalami  rivojlantirish  jarayonida  pedagogik
deontologiyaning roli, ahamiyati.

Pedagogik deontologiya — pedagogning odab ahlogi fani: mazmuni,
mohiyati, ahamiyati. Pedagog obro‘si va uni faoliyatda namoyon bulishi. Pedagog
nafosati va odobini shakllantirish, rivojlantirish yo‘llari xamda unga erishish shart-
sharoitlari. Talabalarning o‘quv-bilish faoliyati faolligini oshirish va mustagil
ta’limini tashkil etish. P ing kasbiy komp iyalarini rivojlantirishning
pedagogik-psixologik troyektoriyalarini ishlab chigish.

Kasbiy kompetensiyalari rivojlantirish jarayonida uchraydigan to‘siqlar,
qiyinchiliklar va ularni bartaraf etish yo‘llari.

Pedagog faoliyatida uchraydigan to‘siqlar va ularni yechish yo‘llari. Yosh
pedagoglar faoliyatida odatda yul qo ylladlgan xatolar va ulamx yenglsh Yo' llan
Kasbiy kompetensiyalarni rivojlantirish ji to’
xilma-xilligi va o‘ziga xos xususiyatlari, sabablanm amaliy tomonlarini yoritilishi,
ulami yechish bosqichlarini guruh bilan birgalikda aniglanishi. Kasbiy
kompetensiyalarni nvoj]antlnshda uchraydigan to‘siglarni yechishda, to‘g‘ri

qilishda ped: lik va kreativlik darajasi, pedagogik
kvalimetriyasi. Kichik c'u.ruhlelrdz\ tarqal:ma materiallar bilan ishlash. Guruhlar
taqdimoti.

1.6. Ta’lim sifatini ta’minkashda baholash metodikalari.

Talabalar kasbiy tayyorgarlik sifatini kompleks baholashning nazariyasi.

Baholash, baholashning magsadi va Va2|falan ta’ I|m sifatiga ta’sir etuvchi
omillar (moddiy-texnik baza, fe -0'q b lohiyati va o‘quv-
metodik ta’minot). Baholash turlari (joriy, orallq, yakuniy va xalqaro). Baholash
tamoyillari va mezonlari.

Talabalarning o*quv auditoriyadagi faoliyatini baholash.

Kredit-modul tizimida talabalarning bilimi, ko‘nikmasi, malakasn va
kompetensiyalarini nazorat qilish va baholashning o‘ziga xos iy i,
didaktik funksiyalari.

Talabalarning  o‘quv  auditoriyadan tashqari faoliyatini  baholash.
Talabalarning kurs ishi, bitiruv malakaviy ishi, o‘quv-malakaviy amaliyot (mehnat
faoliyati)ini nazorat qilish. Talabalarning o quv audnonyadan lashqan faohyatmx
baholashda o‘quv topshiriglari (reproduktiv, produktiv, qi i kreativ
(ijodiy) murakkablik)ni ishlab chiqish metodikasi.

Talabalar kasbiy tayyorgarlik sifatini kompleks baholashning elektron
monitoring tizimi.

“amaliyotchi professorlar” (pop,professor of practice) modeli.

Universitetlarning an’anaviy vazifalari (transformatsiya): o‘quv faoliyati
(yangi o*quv predmetlarining paydo bo‘lish, ta’limning innovatsion usullarining
rivojlanishi); ilmiy faoliyat (yangi bilimlarni generatsiyalash; individual va
fanlararodan guruhli larga o‘tish). universitetlarning yangi (“uchinchi”)
vazifasi: universitetlar bo‘linmalarida olingan ilmiy natijalarni tijoratlashtirish
(patentlashtirish, litsenziyalashtirish, kichik innovatsion kompaniyalarni yaratish
va boshq.). Istitutsional sohalar kesishuvidagi innovatsiya. Uch girrali spiral
modeli: innovatsiyalar, kelishuvlar va bilimlar makoni. “Amaliyotchi
professorlar” (PoP, Professor of Practice) modeli. “Amaliyotchi professorlar”
(PoP, Professor of Practice) modeli asosida universitetga yuqori texnologiyaga
asoslangan ﬂrmalaml yaratgan xodlmlaml Jalb ensh mexamzm1

Professor-o°q ilarnin, iqe idagi  nashr  faolligini
rivojlantirish istigbollari.

ORCID, JEL Classification (Code) va Mendeley, Grammarly, CorelDraw
dasturlaridan foydalanib dissertatsiya ishi paragraflari, ilmiy maqolalar va biznes
hisobotlami IMRAD formatida rasmiylashtirish. Scopus xalqaro ilmiy bazasida
Sifat ko‘rsatkichlari: Quartile (kvartil); CiteScore (yiliga sitatalash soni); SIR
(SCImago Journal Rank); SNIP (Source Normalized Impact per Paper); kvartillar
va protsentillar; Scopusdagi jurnallarni tekshirish; Scopus, Web of Science yoki
yuqori impakt faktorli (IF) jurnallarda maqola chop etish. Tlmiy magqolalaming
turlari (nazariy) ilmiy maqoalalaming turlari (empirik/amaliy). Maqolaning
tahririyatda o‘tish protsedurasi. Mahsuldor va ko‘p nashr ettiruvchi tadqiqotchi
bo‘lish yo*llari.

1.5. Ped ing kasbiy |

Pedagogning  kasbiy ~ kompetensiyalarini ~ rivojlantirishga  yangicha
yondashuv.

Kasbiy kompetensiyalarning mazmun va mohiyati. Kasbiy kompetensiyalar
va ularning o‘ziga xos xususiyatlari Kasbiy kompetensiyalarni rivojlantirish
Jjarayonini tashkil enshda 1nnovatsxon akmeologik, aksiologik, kreativ, refleksiv,

P iy ini rivojlantirish.

texnologik, komp logik, andragogik yondast va xalqaro tajribalar
hamda ularning kasbiy kometen51yalam1 nvoﬂannnshga ta’s sm
Pedagogik texnika — kasbiy komp komp iyalarni

rivojlantirishning asosiy omili sifatida.

Pedagogik texnika xakida tushuncha. Pedagoglk wxmka - pedagog
xulkining boshkarish omili sifatida. O*gituvchi iyati
axamiyati. Pedagogik texnikaning asosiy komponentlan Pedagogik texnikani
shakllantirish yo‘llari. Tinglovchilar dikkatini o‘ziga tortish usullari. Auditoriyani
boshqarish psixologiyasi, tinglovchilarga ta’sir etish va ishontirish usullari.
Pedagog faohyanga qo’ ylladlgan baho darajasi — pedagogik kvalimetriya.
ik boshqaruv va texnika o‘qituvchi faoliyatini
samarall tashkil eushmng asosly shakli.

Kasbiy kompetentsiyalarni shakllantirish va rivojlantirish yo*llari.

Ijtimoiy va kasbiy tajribaga asoslangan intellektual mashq. O‘quv jarayoni
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Talabalarning ta’limiy (o‘quv predmetlari), tarbiyaviy (ma’naviy-ma’rifiy
tadbirlar) va rivojlantiruvchi (ilmiy-tadgiqot ishi, start-up loyihalar) magsadlarini
baholash. Baholashning miqdor va sifat tahlili.

1.7. Kombinatorika va graflar nazariyasi.

Dekart ko‘paytma, o‘rinlashtirish, o‘rin al irishlar, Paskal i.
Nyuton binomi. Takroriy kombinasiyalar.Fibonachchi sonlari. Bo‘laklash
kombinatorikasi. Hosil qiluvchi funksiyalar va ulaming tadbigi.

Graflarning  berilish usullari: geometrik ifodalanishi, ko‘phad
yordamida berilishi, matrisalar yordamida berilishi. Eyler graflari. Gamilton
graflari. Grafning metrik xarakteristikalari. Planar graflar. Tarmoqdagi oqimlarini
bilishi va ulardan foydalana olishi.

1.8. Ko‘rgazmali geometriya.

Geometriya predmeti va usullari. Ko‘pyoqliklar. ~Sirt ichki va tashqi
geometriyasi. Koordinatalar ~ sistemasi va uni  geometriyadagi o‘mi.
Geometriyaning onaviy  yo‘nalishlari va lari.  Elementar
geometriyaning asosiy elementlari va unga doir masalalar. Tekislikdagi
geometriyaga doir masalalar. Ko‘pyogliklar va ularning turlari. Ko‘pyoqlik
yoyilmasi. Ko‘pyoqliklar bilan sirtga yaqinlashishga doir masalalar. Masofa, yuza
va hajm tushunchalari bilan bog‘liq masalalar. Sirtda metrikaga doir masalalar.
Vektorlar. Vektor funksiyalar. Noyevklid geometriyasiga doir masalalar.

Malakaviy attestatsiya

Tinglovchilarni lakaviy iyasi kasbiy, o‘q etodik va ilmiy-
metodik faoliyati natijalari (elektron portfolioda qayd etilgan ko‘rsatkichlari),
kursni tamomlagandan keyingi onlayn test sinovlari hamda Attestatsiya
komissiyasida bitiruv ishini himoya gilish asosida o‘tkaziladi.

Amaliy mashg‘ulotlarni tashkil etish bo‘yicha
ko‘rsatma va taysiyalar

Amaliy mashg‘ulotlarda tinglovchilar o‘quv modullari doirasidagi ijodiy
topshiriglar, keyslar, o‘quv loyihalari, texnologik jarayonlar bilan bog‘liq vaziyatli
masalalar asosida amaliy ishlarni bajaradilar.

Amaliy mashg‘ulotlar zamonaviy ta’lim uslublari va innovatsion
texnologlyala(ga asoslangan holda o‘tkaziladi. Bundan tashqari, mustaqil holda
o‘quv va ilmiy y , elektron tarqatma materiallardan
foydalanish tavsiya etiladi.

Mustaqil malaka oshirishni tashkil etish bo‘yicha ko‘rsatma va
tavsiyalar
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Mustagil malaka oshirish quyidagi shakllarni o‘z ichiga oladi: ochiq o‘quv
mashg‘ulotlari va mahorat darslarini tashkil etish; iqtidorli va iste’dodli talabalar
bilan ishlash; ilmiy konferensiyalarda ma’ruza bilan qatnashish; ilmiy jurnallarda
maqolalar chop etish; ko‘rgazma va tanlovlarda ishtirok etish; ilmiy loyihalarda
ishtirok etish; xalqaro (impakt-faktorli) nashrlarda maqolalar ¢’lon qilish; ixtiro
(patent), ratsionalizatorlik takliflari, innovatsion ishlanmalarga mualliflik qilish;
monografiya, mualliflik ijodiy ishlar katalogini tayyorlash va nashrdan chiqarish;
o‘quv adabiyotlari (darslik, o‘quv qo‘llanma, metodik qo‘llanma)ni tayyorlash va
nashrdan chiqarish; falsafa doktori (PhD) darajasini olish uchun himoya qilingan
dissertatsiyaga ilmiy rahbarlik gilish.

Pedagog kadrlaming mustaqil malaka oshirish natijalari elektron portfolio
tizimida 0z aksini topadi.

Ko‘chma mashg‘ulotlarni tashkil etish bo‘yicha ko‘rsatma va
tavsiyalar

Ko‘chma mashg‘ulotlar zamonaviy jihozlar hamda innovatsion
texnologiyalarni qo‘llab faoliyat yuritayotgan ishlab chiqarish korxona va
tashkilotlari, oliy ta’lim lari, iqtisodi lari, ilmiy-tadqiqot va
loyiha-konstruktorlik muassasalarida olib boriladi.

Dasturning axborot-metodik ta’minoti

Modull

- ni o‘qitish j ida ishlab chiqi oq todik materiallar,
tegishli soha bo‘yicha ilmiy jurnallar, Internet resurslari, multimedia mahsulotlari
va boshqa elektron va qog‘oz variantdagi manbaalardan foydalaniladi.
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“KELISHILGAN™:

adrTarmi-malakasini oshirish va qayta
tayye ash boslimi boshlig*i
,E. T Esanboboyev




O‘ZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY TA’LIM, FAN VA INNOVATSIYALAR VAZIRLIGI

FAN V,

QAYTA TAYYORLASH VA MALAKA OSHIRISH KURSI 0‘QUV REJASI

Qayta tayyorlash va malaka oshirish yo‘nalishi: Matematika

Tinglovchilar kontingenti: Oliy ta’lim muassasalarining professor - o‘qituvchilari
Qayta tayyorlash va malaka oshirish kursi muddati: maxsus reja grafik asosida (288 soat)

b= jumladan Haftalar bo‘yicha
= S E soatlar tagsimoti
o s ol =
el le8E|1|0|m|v
Ne O‘quv modullari g S |E|Z|EZ = :
5 T | § g S ¥ £ |Kunlar bo‘yicha soatlar
S & S| =|2¢l g tagsimoti
E g =
= 6|6 |6 6
MUSTAQIL MALAKA OSHIRISH
1. Mustaqil malaka oshirish 144 144
Ta’lim darajasi va sifatiga qo‘yiladigan Davlat talablariga
muvofiq yangi bilimlar, malaka va ko‘nikmalarni pedagog
141 . i - B o g Y 144 144
kadrlar tomonidan mustaqil o°zlashtirish, o°zini-o‘zi kasbiy
rivojlantirish :
IL BEVOSITA MALAKA OSHIRISH 144 | 132 |52 | 36 | 36 | 36
B Yatlgx (.)'zbeklstc?n.mng taraqquyot strategiyasi va jamiyatning 12 12 4 3 8 4
ma’naviy asoslari
1.2, |Oliy ta’limning normativ-huquqiy asoslari 14 14 16| 8 8 6
1.3. |Pedagogik faoliyatda raqamli kompetensiyalar 14 14 16| 8 8 6
1.4, |llmiy va innovatsion faoliyatni rivojlantirish 16 16 | 6 | 10 8 8
1.5.  |Pedagogning kasbiy kompetensiyalarini rivojlantirish 16 16 [ 8 | 8 4 12
1.6.  |Ta’lim sifatini ta’minlashda baholash metodikalari 14 14 [ 6| 8 8 6
1.7. |Kombinatorika va graflar nazariyasi 28 28 | 88| 12 18 10
1.8.  |Ko‘rgazmali geometriya 18 18 | 8 |10 10 8
III. |Malakaviy attestasiya 12 12 12
288 | 132 (52|68 12 (156| 36 | 36 | 36 36
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NAZARIY MASHG‘ULOT MAZMUNI

1-mas3y: Kombinatorik masalalar va tartiblangan to‘plamlar.
Reja

Kombinatorika predmeti va paydo bo‘lish tarixi.
Kombinatorik masalalar va ularni yechishda go‘llaniladigan qoidalar.

Takrorsiz o‘rin almashtirishlar Ba o‘rinlashtirishlar.

A wnp e

Takrorsiz guruhlashlar. Chekli to‘p lamning qism to‘p lamlari soni.
Ikkita chekli to‘plamning Dekart ko‘paytmasidagi juftliklarni hisoblash goidasi va uni
to‘plamlar n ta bo‘lgan hol uchun umumlashtirish kombinatorik masalalar deb

ataluvchi masalalarni yechishda keng go‘llaniladi.

2-mavzu: BINOMIAL KOEFFISIYENTLAR VA ULARGA OID
AYNIYATLAR.

Reja
1. Nyuton binomi hagida umumiy ma’lumotlar.

2. Binomial koeffisiyentlar Ba yarapaunr xoccasapu.

Ixtiyoriy a va b hagigiy sonlar hamda n natural son uchun (a + b)" ifodaning ko‘phad
shaklidagi yoyilmasi (tasvirlanishi) Nyuton binomi deb ataladi. Umuman olganda, “Nyuton
binomi” iborasiga tanqidiy nuqtai nazardan yondashilsa, undagi ikkala so‘zga nisbatan ham
shubha tug‘iladi: birinchidan, (a + b)™ ifoda birdan katta natural n sonlar uchun binom
(ya’ni ikkihad) emas; ikkinchidan, natural sonlar uchun bu ifodaning yoyilmasi Nyutongacha

ma’lum edi.
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3-mavzu: UMUMLASHGAN O‘RINLASHTIRISHLAR VA GURUHLASHLAR

Reja
1. Ofrin almashtirishlar.
2. Guruhlashlar.
Aslida “o‘rin almashtirish” iborasi to‘plam elementlarining o‘rinlarini o°zgartirish
harakatini anglatsada, bu yerda uni shu harakat natijasidagi hosil bo‘lgan tuzilma sifatida
go‘llaymiz. Bu iboradan uning asl ma’nosida ham foydalanamiz.

O‘rin almashtirishni ifodalashda uning elementlarini ajratuvchi belgi sifatida yugorida

66 9
b

(vergul) belgisidan foydalaniladi. Ammo bu muhim emas, bu yerda boshqga belgidan ham
foydalanish, hattoki, yozuvning ixchamligi maqgsadida, elementlar orasidagi ajratuvchi
belgilarni tushirib goldirish ham mumkin. Bu eslatma bundan keyin bayon etiladigan boshga
kombinatorik tuzilmalar uchun ham o‘rinlidir.

To‘plam tushunchasiga asoslanib, bu yerda garalayotgan o‘rin almashtirishlar
tarkibida elementlarning takrorlanmasligini eslatib o‘tamiz. Shu sababli bunday o‘rin

almashtirishlarni betakror (takrorli emas) o¢rin almashtirishlar deb ham atash mumkin.

4-mavzu: TAKRORLI O‘RINLASHTIRISHLAR, O‘RINLASHTIRISHLAR VA
GURUHLASHLAR

Reja

1. Takrorli o‘rin almashtirishlar.
2. Takrorli o¢rinlashtirishlar.
3. Takrorli guruhlashlar.

4. Ko‘phad formulasi.

Kombinatorikada oldin qaralgan birlashmalardan tashqari tarkibidagi elementlari
takrorlanishi mumkin bo‘lgan boshga birlashmalar ham o‘rganiladi. Masalan, takrorlanuvchi
elementlar gatnashgan o‘rin almashtirishlar, o‘rinlashtirishlar va guruhlashlar.

Avval o‘rganilgan o‘rin almashtirishlar shunday tuzilmalar ediki, ular tarkibidagi
elementlar bir-biridan farq qilardi. Endi o‘rin almashtirishlar tarkibidagi elementlar

takrorlanishi mumkin bo‘lgan holni garaymiz. Tabiiyki, aynan bir xil elementlar o‘rinlari
15



almashtirilishi natijasida yangi o‘rin almashtirish hosil bo‘lmaydi. Shuning uchun tarkibidagi
elementlari soni o‘zgarmaganda elementlari takrorlanishi mumkin bo‘lgan o‘rin
almashtirishlar soni turli elementlardan tashkil topgan o‘rin almashtirishlar soniga garaganda

Kichik bo‘ladi.

5-mavzu - GRAFLAR NAZARIYASINING ELEMENTLARI
Reja:

1.0ddiy graflar. Ta’rif va misollar.
2.Graflarning izomorfligi.
3.Multigraflar.

4.Marshrutlar, zanjirlar, sikllar.

Bu maruzada graflar nazariyasining elementlari yoritilgan. Bu yerda oddiy graflar,
graflarning izomorfligi, marshrutlar, zanjirlar, sikllar, bog‘liglilik, daraxtlar, multigraflar,
Eyler graflari, xromatik son va xromatik sinf, to‘rlar va to‘rdagi oqimlar, Ford-Falkerson
teoremasi kabi masalalar garab chigilgan.

6-mavzu: EYLER GRAFLARI
Reja:
1.Eyler graflari.

2.Xromatik son va xromatik sinf.
3.To‘rlar va to‘rdagi oqimlar.

Bu maruzada graflar nazariyasining elementlaridan harakteristik vector, juft graf,
Eyler sikli, Eyler grafi, siklomatik son kabi tushunchalar yoritilgan.
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1. MODULNI O‘QITISHDA FOYDALANILADIGAN INTERFAOL
TA’LIM METODLARI

Davra stolining tuzilmasi.

Yozma davra suhbatida stol-stullar aylana shaklida joylashtirilib, har bir ta’lim oluvchiga
konvert qog‘ozi beriladi. Har bir ta’lim oluvchi konvert ustiga ma’lum bir mavzu bo‘yicha
o‘z savolini beradi va “Javob varagasi’ning biriga o‘z javobini yozib, konvert ichiga solib
qo‘yadi. Shundan so‘ng konvertni soat yo‘nalishi bo‘yicha yonidagi ta’lim oluvchiga
uzatadi. Konvertni olgan ta’lim oluvchi o‘z javobini “Javoblar varagasi’ning biriga yozib,
konvert ichiga solib qo‘yadi va yonidagi ta’lim oluvchiga uzatadi. Barcha konvertlar aylana
bo‘ylab harakatlanadi. Yakuniy gismda barcha konvertlar yig‘ib olinib, tahlil gilinadi.
Quyida “Davra suhbati” metodining tuzilmasi keltirilgan

Suhbatni o’tkazish shartlari bilan

v

Konvertlar va “Javoblar varaqalari”ni

v

Konvertlaraa savollar vozish

I

Konvertni vonidagi o’auvchiga uzatish

v

Savollaraa iavob vozish

v

Baholash va tahlil ailish

“Davra suhbati” metodining afzalliklari:

e o‘tilgan materialining yaxshi esda qolishiga yordam beradi;
e Dbarcha ta’lim oluvchilar ishtirok etadilar;
e har bir ta’lim oluvchi o‘zining baholanishi mas’uliyatini his etadi;
o‘z fikrini erkin ifoda etish uchun imkoniyat yaratiladi “Keys-stadi” metodi

«Keys-stadi» - inglizcha so‘z bo‘lib, («case» — aniq vaziyat, hodisa, «stadi» —
o‘rganmogq, tahlil gilmoq) aniq vaziyatlarni o‘rganish, tahlil gilish asosida o‘qitishni amalga
oshirishga garatilgan metod hisoblanadi. Mazkur metod dastlab 1921 vyil Garvard
universitetida amaliy vaziyatlardan iqtisodiy boshgaruv fanlarini o‘rganishda foydalanish
tartibida qo‘llanilgan. Keysda ochiq axborotlardan yoki aniq vogea-hodisadan vaziyat
sifatida tahlil uchun foydalanish mumkin. Keys harakatlari o‘z ichiga quyidagilarni gamrab
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oladi: Kim (Who), Qachon (When), Qayerda (Where), Nima uchun (Why), Qanday/ Qanaga
(How), Nima-natija (What).
“Keys metodi” ni amalga oshirish bosqgichlari.
Ish Faoliyat shakli
bosgichlari va mazmuni
v' yakka tartibdagi audio-vizual ish;
keys bilan tanishish(matnli, audio yoki
media shaklda);
axborotni umumlashtirish;
axborot tahlili;
muammolarni aniqlash
individual va guruhda ishlash;
muammolarni  dolzarblik iyerarxiyasini
aniqlash;
asosiy muammoli vaziyatni belgilash
individual va guruhda ishlash;
muammoni tahlil etish orgali mugobil yechim yo‘llarini ishlab chiqish;
o‘quv topshirig‘ining har bir yechimning imkoniyatlari va
yechimini izlash, hal etish tosiglarni tahlil gilish;
yo‘llarini ishlab chigish mugobil yechimlarni tanlash
yakka va guruhda ishlash;
v' mugobil variantlarni amalda qo‘llash
imkoniyatlarini asoslash;
v" ijodiy-loyiha tagdimotini tayyorlash;
v’ yakuniy xulosa va vaziyat yechimining
amaliy aspektlarini yoritish

\

1-bosgich: Keys va uning
axborot ta’minoti bilan
tanishtirish

ANEN N NN

2-bosqich: Keysni
aniglashtirish va o‘quv
topshirig‘ni belgilash

3-bosqich: Keysdagi asosiy

AR

<

(\

4-bosqgich: Keys yechimini
yechimini shakllantirish va
asoslash, tagdimot.

“Assesment” metodi.

Metodning magsadi: mazkur metod ta’lim oluvchilarning bilim darajasini baholash,
nazorat qilish, o‘zlashtirish ko‘rsatkichi va amaliy ko‘nikmalarini tekshirishga yo‘naltirilgan.
Mazkur texnika orgali ta’lim oluvchilarning bilish faoliyati turli yo‘nalishlar (test, amaliy
ko‘nikmalar, muammoli vaziyatlar mashqi, giyosiy tahlil, simptomlarni aniglash) bo‘yicha
tashhis gilinadi va baholanadi.

Metodni amalga oshirish tartibi:

“Assesment”lardan ma’ruza mashg‘ulotlarida talabalarning yoki gatnashchilarning
mavjud bilim darajasini o‘rganishda, yangi ma’lumotlarni bayon gilishda, seminar, amaliy
mashg‘ulotlarda esa mavzu Yyoki ma’lumotlarni o‘zlashtirish darajasini baholash,
shuningdek, o‘z-o‘zini baholash magsadida individual shaklda foydalanish tavsiya etiladi.
Shuningdek, o‘qgituvchining ijodiy yondashuvi hamda o‘quv magsadlaridan kelib chiqib,
assesmentga qo‘shimcha topshiriglarni Kiritish mumkin.
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I11. NAZARIY MASHG‘ULOT MATERIALLARI

1.7. KOMBINATORIKA VA GARFLAR NAZARIYASI

1-maruza
1-§. Kombinatorik masalalar va tartiblangan to‘plamlar.

1. Kombinatorika predmeti va paydo bo‘lish tarixi. Matematikaning
kombinatorik tahlil, kombinatorik matematika, birlashmalar nazariyasi, gisgacha,
kombinatorika deb ataluvchi bo‘limida chekli yoki muayyan ma‘noda cheklilik shartini
ganoatlantiruvchi to‘plamni (bu to‘plamning elementlari ganday bo‘lishining ahamiyati
yo‘qg: harflar, sonlar, hodisalar, gandaydir predmetlar va boshgalar) gismlarga ajratish,
ularni o‘rinlash va o‘zaro joylash ya‘ni, kombinatsiyalar, kombinatorik tuzilmalar bilan
bog‘liq masalalar o‘rganiladi. Hozirgi davrda kombinatorikaga oid ma‘lumotlar inson
faoliyatining turli sohalarida qo‘llanilmogda. Jumladan, matematika, kimyo, fizika,
biologiya, lingvistika, axborot texnologiyalari va boshga sohalar bilan ish ko‘ruvchi
mutaxassislar kombinatorikaning xilma-xil masalalariga duch keladilar.

To‘plamlar nazariyasi iboralari bilan aytganda, kombinatorikada kortejlar va
to‘plamlar, ularning birlashmalari va kesishmalari hamda kortejlar va gism to‘plamlarni
turli usullar bilan tartiblash masalalari garaladi. To‘plam yoki kortej elementlarining
berilgan xossaga ega konfiguratsiyasi bor yoki yo‘qligini tekshirish, bor bo‘lsa, ularni
tuzish va sonini topish usullarini o‘rganish hamda bu usullarni biror parametr bo‘yicha
takomillashtirish kombinatorikaning asosiy masalalari hisoblanadi.

Kombinatorikaning ba’zi elementlari eramizdan oldingi Il asrda hindistonliklarga
ma‘lum edi. Ular hozirgi vaqtda gruppalashlar deb ataluvchi kombinatorik tushunchadan
foydalanishgan. Eramizning XII asrida Bxaskara Acharya o‘zining ilmiy tadgiqotlarida
gruppalash va o‘rin almashtirishlarni qo‘llagan. Tarixiy ma‘lumotlarga ko‘ra, hindistonlik
olimlar kombinatorika elementlaridan, jumladan, birlashmalardan foydalanib, she‘riy
asarlar tarkibiy tuzilishining mukammalligini tahlil gilishga uringanlar. O‘rta Osiyo va
G‘arbiy Yevropada yashab ijod gilgan olimlarning kombinatorikaga oid ishlari hagida
ushbu bobning 3 - paragrafida ma‘lumot keltirilgan.

Umuman olganda, kombinatorikaning dastlabki rivoji gimor o‘yinlarini tahlil gilish
bilan bog‘lig. Ba‘zi atoqli matematiklar, masalan, B. Paskal, Ya. Bernulli, L. Eyler , P.L.

Chebishev turli o‘yinlarda (tanga tashlash, soqga tashlash, garta o‘yinlari va shu kabilarda)
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ilmiy jihatdan asoslangan garorlar gabul gilishda kombinatorikani go‘llashgan.

XVII asrda kombinatorika matematikaning alohida bir ilmiy yo‘nalishi sifatida
shakllana boshladi. B. Paskal o‘zining —Arifmetik uchburchak haqida traktatl va — Sonli
tartiblar haqida traktatl (1665 y.) nomli asarlarida hozirgi vaqtda binomial koeffitsientlar
deb ataluvchi sonlar haqidagi ma‘lumotlarni keltirgan. P. Ferma esa figurali sonlar bilan
birlashmalar nazariyasi orasida bog‘lanish borligini bilgan.

Figurali sonlar quyidagicha aniglanadi. Birinchi tartibli figurali sonlar: 1, 2, 3, 4, 5,
... (ya‘ni, natural sonlar); ikkinchi tartibli figurali sonlar: 1-si 1ga teng, 2-si dastlabki
ikkita natural sonlar yigindisi (3), 3-si dastlabki uchta natural sonlar yig‘indisi (6) va
hokazo (1, 3, 6, 10, 15, ...); uchinchi tartibli figurali sonlar: 1-si 1ga teng, 2-si birinchi
ikkita ikkinchi tartibli figurali sonlarlar yig‘indisi (4), 3-si birinchi uchta ikkinchi tartibli
figurali sonlarlar yig‘indisi (10) va hokazo (1, 4, 10, 20, 35, ...); va hokazo.

1-misol. Tekislikda radiuslari o‘zaro teng bo‘lgan aylanalar bir- biriga uringan holda

yugoridan 1 - gatorda bitta, 2 - gatorda ikkita, 3 - gqatorda

uchta va hokazo, joylashtirilgan bo‘lsin. Masalan, aylanalar bunday joylashuvining
dastlabki to‘rt gatori 1 - shaklda tasvirlangan. Bu yerda gatorlardagi aylanalar sonlari
ketma-ketligi birinchi tartibli figurali sonlarni tashkil giladi. Bu tuzilmadan foydalanib,
ikkinchi tartibli figurali sonlarni quyidagicha hosil gilish mumkin. Dastlab 1 - gatordagi
aylanalar soni (1), keyin dastlabki ikkita gatordagi aylanalar soni (3), undan keyin
dastlabki uchta qatordagi aylanalar soni (6), va hokazo. m
Kombinatorika iborasi G. Leybnisning “Kombinatorik san‘at hagidagi mulohazalar”
nomli asarida birinchi bor 1665-yilda keltirilgan. Bu asarda birlashmalar nazariyasi ilmiy
jihatdan ilk bor asoslangan. O‘rinlashtirishlarni o‘rganish bilan birinchi bo‘lib Yakob
Bernulli shug‘ullangan va bu haqdagi ma‘lumotlarni 1713 - yilda bosilib chiqgan “Ars
conjectandi” (Bashorat qilish san‘ati) nomli kitobining ikkinchi gismida bayon qilgan.
Hozirgi vagtda kombinatorikada go‘llanilayotgan belgilashlar XIX asrga kelib shakllandi.
2. Kombinatorik masalalar va ularni yechishda ge‘llaniladigan qoidalar.

Ikkita chekli to‘plamning Dekart ko‘paytmasidagi juftliklarni hisoblash qoidasi va uzrbi



to‘plamlar n ta bo‘lgan hol uchun umumlashtirish kombinatorik masalalar deb ataluvchi
masalalarni yechishda keng go‘llaniladi.

Kombinatorik masalalar — bu shunday masalalarki, ular chekli to‘plamlar
elementlaridan turli-tuman kombinatsiya (birlashma)larning ba’zi qoidalari bo‘yicha tuziladi.
Jumladan, “4, 5, 6 ragamlardan foydalanib, mumkin bo‘lgan barcha ikki xonali sonlarni
shunday yozingki, sonning yozuvida ayni bir raqam takrorlanmasin” degan masalada 4, 5, 6
ragamlar bilan bajariladigan turli kombinatsiyalarni, bu kombinatsiyalarda ragamlar
takrorlanmasligi shartida ko‘rib chigish talab etiladi.

Hayotda ham kombinatorik masalalar ko‘plab uchraydi, bunda ob’yektlarning biror
to‘plamidan uning qism to‘plamlarini tanlash, to‘plam elementlarini biron bir tartibda
joylashtirish va hokazolar qgaraladi. Masalan, fermer o‘z ishchilariga turli ishlarni bo‘lib
berishi, katta jamoa ichidan delegatlar tanlash, shaxmat o‘yinida turli yurishlar seriyasidan
eng ma’qulini tanlash kombinatorik masalalardan iboratdir.

Ko‘plab kombinatorik masalalarni yechishda qo‘shish va ko‘paytirish goidalari qo°l
keladi:

a) go ‘shish qoidasi: agar X to‘plam m elementli, Y to‘plam esa n elementli bo‘lsa va ular
o‘zaro kesishmasa, X UY to‘plamning elementlari soni n+m ga teng, ya’ni agar XNY =&
bo‘lsa, n(X UY) =n(X)+n(Y) bo‘ladi.

Umuman ixtiyoriy ikki X va Y to‘plamlar uchun n(X UY)=n(X)+n(Y)-n(XNY) o‘rinli
bo‘ladi.

b) ko ‘paytirish goidasi: agar X to‘plam m elementga, Y to‘plam n elementga ega bo‘lsa,
u holda X xY to‘plam (Dekart ko‘paytma) mxn elementga ega bo‘ladi.

Hagigatdan, X ={x,X,,..x,} Y ={y,,¥,.Y,} bo‘lsa, XxY to‘plam ushbu mumkin
bo‘lgan barcha juftliklardan tashkil topadi:

(X Y1)y (X Ya)ies (X0 Y5)
(X2, Y1) (Xz0 Yo )i (X2 Y0)

...............................

Ko‘rinib turibdiki, bu juftliklar soni mxn ga teng. Buni gisgacha n(X xY)=n(X)xn(Y)
ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Umuman, nta x;,x,,.., X, to‘plamlar berilgan bo‘lsa, u holda
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N(X, X X, X X X, ) = N(X) X N(X, ) X ... x N(X,,)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
2-misol. A shahardan B shaharga uchta yo‘l, B dan C ga esa 2 ta yo‘l olib boradi. A
shahardan C shaharga necha xil usul bilan borish mumkin?
Yechish. A dan B ga 1-, 2- va 3-yo‘llar olib boradi. B shahardan C shaharga a va b

yo‘llar olib boradi.

1-rasm.

U holda A dan C ga go‘yiladigan usullar bilan borish mumkin: (1,a), (1,b), (2,a), (2,b),
(3,2), (3,b). Buni boshgacha usul bilan ham hal qgilsa bo‘ladi. A va B gacha boradigan
yo‘llarki, tanlash usuli 3 ta, B dan C gacha boradigan yo‘llarni tanlash usuli esa 2 ta. Bunda
ko‘paytma qoidasiga ko‘ra, yo‘llarning tartiblangan juftliklarini 3x2=6 usul bilan tanlash
mumkinligi ko‘rinib turibdi.

Quyida kombinatorik masalalardan o‘rin almashtirishlar, takrorlanmaydigan o‘rin
almashtirishlar, takrorlanmaydigan o‘rinlashtirishlar va guruhlashlarni ko‘rib chigamiz.
3. Takrorsiz o‘rin almashtirishlar.
Agar chekli X to‘plamning elementlari gandaydir yo‘l bilan ragamlangan bo‘lsa, uni

tartiblangan to‘plam deymiz: X ={x,,x,...,x,}. Kortej tushunchasidan fargli o‘laroq

tartiblangan to‘plam elemetlari orasida o‘zaro tenglari bo‘lmaydi.

Masalan, (2,3,2,4,5) kortej tartiblangan to‘plam emas, (2,3,4,5) esa tartiblangan to‘plam
bo‘ladi. Bitta to‘plamni turlicha tartiblash mumkin. m elementli X to‘plamni necha xil usul
bilan tartiblash mumkin degan masalani garaymiz.

Har bir tartiblash quyidagicha amalga oshiriladi. To‘plamning gaysi bir elementini 1-
nomer bilan, gaysi birini 2-nomer bilan va hokazo gaysi bir elementini m nomer bilan
belgilaymiz. Agar birinchi element tanlangan bo‘lsa, ikkinchi elementni tanlash (m-1) ta
elementning ichidan olinadi. Demak, birinchi element m usul bilan, ikkinchisi esa (m-1) usul
bilan tanlanadi. Uchinchi element (m-2) usul bilan va hokazo oxirgi element m-o‘rinni

egallaydi. Masalan, {5,6,7} elementli to‘plam quyidagicha tartiblanadi 567, 657, 756 —
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birinchi element 3 usul bilan olindi. 657, 756 — ikkinchi element 2 usul bilan tanlandi. Oxirgi
tartiblash 765 bo‘ladi.
Umumiy holda ko‘paytirish gqoidasiga asosan tartiblash usulining umumiy soni

P. =m(m-1)..1=m! ga teng bo‘ladi. Bunday tartiblash m elementdan takrorlanmaydigan

o rin almashtirish deyiladi. Bunda har bir tartiblangan to‘plamning elementlari turlicha
bo‘ladi.
4. Takrorsiz o‘rinlashtirishlar.

Endi m elementli X to‘plam elementlaridan nechta k elementli tartiblangan to‘plamlar
tuzish mumkin degan masalani gqaraymiz.

Bu masalaning yugoridagi masaladan fargi shundaki, bu yerda k elementli tartiblangan
to‘plamni tuzish k ta elementni olish bilan tugallanadi. Bunday tartiblangan to‘plamlarning
sonini topish uchun k ta m, m-1, m-2, ..., m—k+1 sonlarni ko‘paytirish yetarli (chunki {m,
m-1, m-2,...,m—k+1} to‘plamda k ta element mavjud).

Shunday qilib, X to‘plamdagi k elementli tartiblangan to‘plamlar soni
Al =m(m-)(m-2)..(m-k+1) ga teng bo‘ladi. Bunday tartiblangan to‘plamlarni m
elementdan k tadan takrorlanmaydigan o ‘rinlashtirishlar deyiladi. A’ ning ifodasini

1-2..(m-k) ga ko‘paytirib va bo‘lib, uning ko‘rinishini o‘zgartirish mumkin:

_ m(m-)(m-2)..(m-k+)(m-k)..2-1  m!

An 1-2..(m—k) ~ (m=k)!

Bunda A" =P, =m! bo‘ladi, bu yerda 0!'=1 deb olinadi.

5. Takrorlanuvchi o ‘rinlashtirishlar.
Bu yerda quyidagi masala garaladi: m elementli X to‘plamdan nechta uzunligi k ga teng
bo‘lgan kortejlar tuzish mumkin. Bu masalani hal gilish uchun X x X x...x X dan iborat k ta

ko‘paytuvchiga ega bo‘lgan Dekart ko‘paytmadagi kortejlar sonini topish yetarli. Bunda

N(X x X x...x X) =n(X)n(X)..n(X)=m-m...m = mk = Ar'ﬁ

Demak, m elementli X to‘plamdan tuzilgan uzunligi k ga teng bo‘lgan kortejlar soni

AX =mK ga teng.

m elementli X to‘plam elementlaridan tuzilgan uzunligi k ga teng bo‘lgan kortej, m
elementdan k tadan tuzilgan takrorlanadigan o ‘rinlashtirish deyiladi.

3-misol. X ={a,b,c} uch elementli to‘plam elementlaridan uzunligi 2 ga teng bo‘lgan

nechta kortej tuzish mumkin. ’



Yechish. Ular quyidagilardan iborat:

(a, a), (a,b), (ac)
(b, @), (b, b), (b, ¢)
(c, a), (c, b), (c, c)

Ularning soni A2 =32 =9 ta bo‘ladi.

4-misol. Agar sonning yozuvida ragamlarning takrorlanishi mumkin bo‘lsa, 1, 2, 3
ragamlardan foydalanib nechta 3 xonali son tuzish mumkin?

Yechish. Uch xonali sonlarning yozuvidagi har bir o‘ringa berilgan uchta ragamdan
istalgan birini gqo‘yish mumkin, ya’ni 1-ragamning tanlash usuli 3 ta, 2-ragamning tanlash
usuli 3 ta, 3-ragamning tanlash usuli ham 3 ta. Demak, bu holda 3° =27 ta uch xonali son
tuzish mumkin.

6. Takrorsiz guruhlashlar.

Endi biz kombinatorikaning quyidagi masalasini garaymiz:

m elementli X elementlaridan nechta har biri k elementli gism to‘plamlar tuzish
mumkin?

Bunday qism to‘plamlar m elementdan k tadan takrorlanmaydigan guruhlashlar
deyiladi. Ularning soni C¥ bilan belgilanadi.

Ko‘rsatish mumkinki,

m!
ck =
M (m=k)k!

bo‘ladi.
5-misol. 12 kishilik guruhdan nechta 5 kishilik (ishchilar) delegatsiya tuzish mumkin.

120 8-9-10-11.12

—= =792
7 1.2.3-4.5

Yechish. C;, =

7. Chekli to‘p lamning gism to‘p lamlari soni.

Chekli to‘plamlarning gism to‘plamlari soni. Umumiy holda chekli m elementli X
to‘plamning barcha gism to‘plamlari sonini topish masalasini garaymiz. Uni hal gilish uchun
istalgan tarzda X to‘plamni tartiblaymiz. So‘ng har bir gism to‘plamni m o‘rinli kortej
sifatida shifrlaymiz: gism to‘plamga kirgan element o‘rniga 1, kirmagan element o‘rniga 10
yozamiz. Shunda gism to‘plamlar soni 2 ta 50,1 elementdan tuzilgan barcha m o‘rinli

kortejlar soniga teng bo‘ladi.

Ak =2™ Masalan, 2 element to‘plam ostilari soni 2°=4, 3 elementli to‘plamning to‘p lam
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ostilari soni 2°=8 ga teng.
Savol va topshiriglar

1. Fizika ma’ruzasiga 20 ta, astronomiya ma’ruzasiga 30 ta talaba gatnashdi. Fizika
yoki astronomiya ma’ruzalariga necha talaba gatnashishini aniglang, agar: a) ma’ruzalar bir
vaqtda o‘tkazilsa; b) turli vaqtlarda o‘tkazilsa va 10 ta talaba har 2 ma’ruzaga qatnashsa.

2. 100 kishidan 85 tasi ingliz, 45 tasi nemis tilini o‘rgandi. Ikkala tilni o‘rganuvchilar
soni nechta?

3. 100 kishidan 35 tasi ingliz, 45 tasi nemis tilini o‘rgansa, ikkala tilni o‘rganuvchilar
soni nechta bo‘lishi mumkin? Ikkita tildan birortasini ham o‘rganmaydiganlar sonichi?

4. Uydan universitetga 3 yo‘l bilan, universitetdan korxonaga 2 yo‘l bilan borish
mumkin bo‘lsa, undan universitet orgali necha xil yo‘l bilan boriladi?

5.1, 2, 3, 4, 5 sonlaridan nechta ikki xonali son tuzish mumkin? Ularning nechtasida
ragamlar takrorlanmaydi?

6. Uchburchak uchlarini lotin alifbosining katta harflari yordamida necha xil usul bilan
belgilash mumkin?

7. 6 ragamli telefon ragamlarining nechtasida ragamlar takrorlanmaydi?

8. Savatchadagi 12 ta olmadan 5 tasini necha usul bilan tanlash mumkin?

9. Bir vagtda 4 bemor shifokor gabuliga necha xil usul bilan navbatga turishi mumkin?

10. 12 ta fizik va 15 ta matematik olimdan 4 tadan kishi konferensiyaga necha xil usul

bilan yuborish mumkin?

25



2-§. BINOMIAL KOEFFISIYENTLAR VA ULARGA OID AYNIYATLAR.

1. Nyuton binomi hagida umumiy ma’lumotlar. O‘rta maktab matematikasi
kursidan quyidagi ikkita gisga ko‘paytirish formulalarini eslaylik:
(a + b)* = a* + 2ab + b* — yig‘indining kvadrati;
(a + b)? =a®+3a’b+ 3ab* + a® — yig‘indining kubi;
Yig‘indining navbatdagi ikkita, ya’ni 4- va 5- darajalarini hisoblaymiz:

(a+b)* =(a+b)(a+D)® =(a+b)(a®+3a’b+ 3ab* +a?)
=a* + 4a*b + 6a’b* + 4ab® + b*

(a+b)> =(a+b)a+b)* =a>+5a*h+10a*b* + 10a?b* + bab* + b

Shunday qilib, yig¢indining bikvadrati (ya’ni to‘rtinchi darajasi)

(a+ b)* =a*+4a®b + 6a°b* + 4ab® + b*
va yig‘indining beshinchi darajasi
(a+b)®> =a®>+5a*h+ 10a®b* + 10a?b® + 5ab* + b°
formulalariga ega bo‘lamiz.

Yugorida keltirilgan yig‘indining kvadrati, kubi, bikvadrati va beshinchi darajasi
formulalari o‘ng tomonlaridagi ko‘phad koeffisiyentlari Paskal uchburchagining mos
gatorlaridagi C*  (n = 2,3,4,5) sonlar ekanligini paygash qiyin emas.

2. Binomial koeffisiyentlar.
1-teorema. Barcha haqgiqiy a va b hamda natural n sonlar uchun
(a+b)" =a™+Cla™ b+ C2a™ 2> 4+ -+ C* Lab" ! + b"
formula o ‘rinlidir.

Isbot. Matematik induksiya usulini qo‘llaymiz. Baza: n =1 bo‘lganda fo‘rmula
to‘g‘ri: (a + b)! =a+ b.

Induksion o‘tish: isbotlanishi kerak bo‘lgan formula n = k uchun to‘g‘ri bo‘lIsin, ya’ni
(a+b)F =a* +Cla* b+ Cla*2b% + -+ CF~* ab** + b*.
Formula n=k+1 bo‘lganda ham to‘gri ekanligini isbotlaymiz. Hagigatan ham,

crtt=Cr + ¢+t formuladan foydalanib, quyidagilarni hosil gilamiz:
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(a +b)*** = (a+b)(a+ b)F
= (a+b)(a* + Cta* b+ CZa*?b* + -+ Cfra bt + b¥)
=a**! + Cla*b+ C? a* *b? + -+ CFa b* + CRa*b
+ Cla* ™t b*+.. +CFtab® + b*+?
=a"*t + (R + CH d* b+ (C+ CHa* b + -+ (CF 1 + CfHab®
+ b =@+ CL  a"b+ CF,, aF D 4 -+ CF, Ja b* + DT

Ixtiyoriy a va b hagigiy sonlar hamda n natural son uchun (a + b)" ifodaning ko‘phad
shaklidagi yoyilmasi (tasvirlanishi) Nyuton binomi deb ataladi. Umuman olganda, “Nyuton
binomi” iborasiga tanqidiy nuqtai nazardan yondashilsa, undagi ikkala so‘zga nisbatan ham
shubha tug‘iladi: birinchidan, (a + b)™ ifoda birdan katta natural n sonlar uchun binom
(ya’ni ikkihad) emas; ikkinchidan, natural sonlar uchun bu ifodaning yoyilmasi Nyutongacha
ma’lum edi.

Greklar (a + b)™ ifodaning gatorga yoyilmasini n ning fagat n=2 bo‘lgan holida (ya’ni,
yig‘indi kvadratining formulasini) bilar edilar. Umar Hayyom va Ali Qushchi (a + b)"
ifodani n > 2 bo‘lgan natural sonlar uchun ham qatorga yoya bilganlar. Nyuton esa 1767-
yilda Nyuton binomi formulasini kasr n sonlar uchun isbotladi. K. Makloren esa bu
formulani darajaning ratsional ko‘rsatkichlari uchun go‘lladi. Nihoyat, 1825 yilda N. Abel
daraja ko‘rsatkichining istalgan kompleks giymatlari uchun binom haqgidagi teoremani
isbotladi. C;* sonlari bilan binomial koeffitsientlar deb ham atashadi. Bunda ta’rif bu
koeffitsientlarning Nyuton binomi formulasida tutgan o‘rniga garab berilgan bo‘lib, C* son
(a+b)" =X _,Clra™ ™ b™ yoyilmadagi a®~™b™ ifodaning koeffitsientidir.

2-teorema. Barcha haqiqiy a va b hamda natural n sonlar uchun

(a—b)" = Z (—)"Cram™

formula o ‘rinli.

Isboti. Nyuton binomi formulasida b ni (-b) ga almashtirsak kerakli formulani hosil
gilamiz.

1-misol. Oxirgi formuladan xususiy holda quyidagi gisga ko‘paytirish formulalari kelib
chigadi:
n=2 bo‘lganda ayirmaning kvadrati formulasi

(a —b)? = a? —2ab + b?;

n=3 bo‘lganda ayirmaning kubi formulasi
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(a—b)® =a®-3a%b+3ab% —b®.
(a —b)® = a®*—3a? + 3ab® — b°.
3. Binomial koeffitsientlarning xossalari. Binomial koeffisiyentlarning ba’zi
xossalarini keltiramiz. Bu xossalar bevosita Guruhlashlarga oid bo‘lib, tabiiyki, ular Paskal

uchburchagining xossalarini ham ifodalaydi.

CJ‘J;:H+J-

1-xossa.

o = e (m=0,12,..,n— 1) tenglik o‘rinlidir.

Hagigatan ham,

n!
crt _m+Dh-m-1) m! (n —m)! B
cm n! C (m+DIn—-m-1)

mlh-m-D!n—-m) n-m
T mlm+1Dn—-m-1) m+1°

Bu xossa binomial koeffisiyentlar gatoridagi istalgan ketma-ket ikki elementning biri
ma’lum bo‘lsa, osonlik bilan hisoblash mumkinligini ko‘rsatadi:

n—m m+1
m+1 __ m m m+1
. =—7-10C", G — 7,

m+1 n—m
Bu yerda m=0,1,2,...,n-1.

2-xossa. Ixtiyoriy natural n son uchun barcha C* (i = 0,7n) binomial koeffitsientlar
yig‘indisi 2™ ga teng, ya’ni
CP+Cr+Ci+ -+ CP 1+ =2"
Bu tenglik Nyuton binomi formulasida a=b=1 deb olganda hosil bo‘ladi.
3-xossa. Toq o‘rinlarda turgan binomial koeffitsientlar yig‘indisi juft o‘rinlarda turgan
binomial koeffitsientlar yig‘indisiga teng.
Hagigatan ham, Nyuton binomi formulasida a=1 va b=-1 deb olganda
0=C-C}+C:—-C}+ -+ (—1)°C”
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikdan xossadagi tasdigning to‘g‘ri ekanligi kelib chigadi. 2-
va 3-xossalar asosida quyidagi xossani hosil gilamiz.
4-xossa. n natural sondan oshmaydigan eng katta tog m son uchun
Cr+C3+--+Cr =21
tenglik hamda n sondan oshmaydigan eng katta juft m son uchun
Co+C:+--+Cm =21

tenglik o‘rinli. 78



5-xossa. Tog n son uchun
n—1 n—1 n—1 n—1

0 1 Tz 2 2+1 2+2 mn
CC<Cl<-.<C?>=C> ", C >C2*  >->Ch

Juft n son uchun esa

1 1 n

CO<Cla<C? C2>C2 >.>Cn
munosabatlar o‘rinlidir.

Binomial koeffitsientlarning 5-xossasi Paskal uchburchagining yuqorida keltirilgan
xossalari tasdig‘i bo‘lib, unga ko‘ra binomial koeffitsientlar oldin 2 = 1 dan CEE:I gacha
o‘sadi, keyin esa €} =1 gacha kamayadi hamda n tog bo‘lganda binomial koeffitsientlar
gatorining o‘rtasidagi ikkita hadi tengdir va n juft bo‘lganda uning o‘rtasidagi hadi eng katta
va yagonadir.

Quyidagi 6-8-xossalar o‘rinlidir.

6-xossa. CI + CP , +---+ C",, =CI'FL, |

7-xossa. (CR)* + (CH)? + -+ (CM)*=CE,

8-xossa. COCK + CLCEt + -+ CRCO=CF, .

Oxirgi tenglik Koshi ayniyati deb ataladi.

2-misol. Chekli A to‘plam 2* bo‘lganining elementlari va bu elementlar soni bilan
binomial koeffitsientlarning uzviy bog‘lanishi bor. Bu bog‘lanish quyidagicha ifodalashi
mumkin. Chekli A toplam 2* bo’lgani tarkibidagi elementlar A to‘plamning gism

to‘plamlaridan iborat bolgani uchun, shu gism to‘plamlarni quvvatlari bo‘yicha (|A| + 1) ta
guruhlarga ajratish mumkin. Tushunarliki, bu yerda k ragamli guruh (k = 0,|A|) quvvati k
ga teng bo‘lgan barcha gism to*‘plamlardan tashkil topadi va undagi gism to‘plamlar soni C¥
ga teng. Bu mulohazani hisobga olgan holda 2-xossa yordamida ushbu bobning 1-
paragrafidagi 1-teoremaning boshqa bir isbotiga ega bo‘lamiz.
Nazorat uchun savollar:

1. Nyuton binomi formulasini ganday go‘llash mumkin?

2. Nyuton binomi formulasini Isaak Nyutondan oldin kimlar qo‘llagan?

3. Nima uchun binomial koeffitsientlarning xossalari Paskal uchburchagining

xossalari ham hisoblanadi?
4. Nyuton binomi formulasini kombinatorik tahlil yordamida isbot gilganda ganday

tushunchalar qo‘llaniladi?
29



Koshi ayniyatining kombinatorik tushunchalarga asoslangan isbotini bilasizmi?
Nima uchun guruhlashlar sonlarini binomial koeffitsientlar deb ham atashadi?

Nima uchun 7-xossa 8- xossaning xususiy holi bo‘ladi?

O N o o

Binomial koeffitsientlarning ushbu Kkitobda bayon etilmagan yana qanday

xossalarini bilasiz?
3-§. UMUMLASHGAN O‘RINLASHTIRISHLAR VA GURUHLASHLAR

1. O¢rin almashtirishlar. Elementlari a,,a,,as, ..., a,, bo‘lgan to‘plamni garaymiz. Bu
to‘plam elementlarini har xil tartibda joylashtirib (yozib), tuzilmalar (kombinatsiyalar) hosil
gilish mumkin, masalan,

ay,d,,d3,...,0,; Q5,0y,03,...,0,; 45,a3,a4,...,0,

Bu tuzilmalarning har birida berilgan to‘plamning barcha elementlari ishtirok etgan
holda ular bir-biridan fagat elementlarning joylashish o‘rinlari bilan farq qiladi. Shu usul
yordamida hosil gilingan kombinatsiyalarning har biri berilgan {a,,a,,as,...,a,} to‘plam
elementlarining o‘rin almashtirishi deb ataladi.

Aslida “o‘rin almashtirish” iborasi to‘plam elementlarining o‘rinlarini o‘zgartirish
harakatini anglatsada, bu yerda uni shu harakat natijasidagi hosil bo‘lgan tuzilma sifatida
go‘llaymiz. Bu iboradan uning asl ma’nosida ham foydalanamiz.

O‘rin almashtirishni ifodalashda uning elementlarini ajratuvchi belgi sifatida yugorida
“,” (vergul) belgisidan foydalaniladi. Ammo bu muhim emas, bu yerda boshqa belgidan ham
foydalanish, hattoki, yozuvning ixchamligi maqgsadida, elementlar orasidagi ajratuvchi
belgilarni tushirib goldirish ham mumkin. Bu eslatma bundan keyin bayon etiladigan boshga
kombinatorik tuzilmalar uchun ham o‘rinlidir.

To‘plam tushunchasiga asoslanib, bu yerda qaralayotgan o‘rin almashtirishlar
tarkibida elementlarning takrorlanmasligini eslatib o‘tamiz. Shu sababli bunday o‘rin
almashtirishlarni betakror (takrorli emas) o‘rin almashtirishlar deb ham atash mumkin.

Berilgan n ta elementli to‘plam uchun barcha o‘rin almashtirishlar sonini p,, bilan
belgilash gabul gilingan.

Bitta elementli {a} to‘plam uchun fagat bitta a ko‘rinishdagi o‘rin almashtirish
ravshandir: p,=1.

Ikkita elementli {a, b} to‘plam elementlaridan o‘rin almashtirishlarni bitta eIemergH



{a} to‘plam uchun a o‘rin almashtirishidan foydalanib quyidagicha tashkil gilamiz: b
element a elementdan keyin yozilsa a,b o‘rin almashtirishga, oldin yozilsa esa b,a o‘rin
almashtirishga ega bo‘lamiz. Demak, ko‘paytirish qoidasiga (ushbu bobning 1-paragrafiga
garang) binoan ikkita o‘rin almashtirish bor: p,=2=1-2 .

Uchta elementli {a, b, ¢} to‘plam uchun ab va ba o‘rin almashtirishlardan foydalanish
mumkin. Berilgan to‘plamning ¢ elementini ab va ba o‘rin almashtirishning har biriga uch
xil usul bilan joylashtirish mumkin: ularning elementlaridan keyin, elementlarining orasiga
va elementlaridan oldin. Ko‘paytirish goidasini qo‘llasak, uchta elementli {a, b, c} to‘plam
uchun oltita (p,=2=1-2-3) har xil o‘rin almashtirishlar hosil bo‘lishini aniglaymiz. Ular
quyidagilardir:

{a, b, c},{a, c, b}{b, a, c}, {b, c, a}, {c, a, b}, {c, b, a},

1-misol. Besh nafar tomoshabinlarning beshta o‘rinni egallash imkoniyatlari
(variantlari) sonini toping.

Agar tomoshabinlarni a, b, c,d, e harflar bilan belgilasak, u holda T = {a, b, c,d, e}
tomoshabinlar to‘plamiga ega bo‘lamiz. Tomoshabinlarni o‘rinlarga joylashtirish
imkoniyatlarining (variantlarining) har biriga tomoshabinlar T to‘plami elementlarining
gandaydir o‘rin almashtirishi mos keladi. T to‘plam beshta elementli bo‘lgani uchun 1-
teoremaga asosan, ps = 1-2-3-4-5= 120 bo‘ladi. Demak, besh nafar tomoshabinning
beshta o‘rnini egallash imkoniyatlari soni 120 ga teng.

2-misol. Shaxmat bo‘yicha musobagalar har birining tarkibida to‘rt nafar o‘yinchi
bo‘lgan ikkita komanda ishtirok etmoqda. Har bir komanda rahbariga to‘rtta shaxmat
taxtasida o‘yinlar o‘tkazish uchun o‘yinchilarning ixtiyoriy ravishda tartiblash imkoniyati
berilgan. Musobaga gatnashchilarining shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari
(variantlari) soni 24-24=576 bo‘ladi.

2. O¢rinlashtirishlar. n ta elementli {a,,a,,as,...,a,} to‘plam berilgan bo‘lsin. Shu
to‘plamning ixtiyoriy m ta elementidan hosil gilingan tartiblangan {a; ,a; ,a;,..,a;_
tuzilmaga (kombinatsiyaga) n ta elementdan m tadan o‘rinlashtirish deb ataladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, elementlari soni bir xil bo‘lgan ikkita har xil
o‘rinlashtirishlar bir-biridan elementlari bilan yoki bu elementlarning joylashish tartibi bilan
farq giladi. Bundan tashqari, n ta elementdan m tadan o‘rinlashtirishlar uchun m < n bo‘lishi

ham ravshan. Bu yerda qaralayotgan o‘rinlashtirishlar tarkibidagi elementlarning
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takrorlanmasligini eslatib o‘tamiz. Shu sababli bunday o‘rinlashtirishlarni betakror
(takrorli emas) o‘rinlashtirishlar deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4-paragrafida
takrorli o‘rinlashtirishlar ko‘riladi.

Berilgan n ta elementdan m tadan o‘rinlashtirishlar soni, odatda, A} bilan belgilanadi.

Ravshanki, berilgan n ta a,,a,,as,,..., a,, elementlardan bittadan o‘rinlashtirishlar n ta
bo‘ladi (bular ay; a,; va hokazo ,a,) ya’'ni, A} = n.
n ta elementdan bittadan o‘rinlashtirishlar yordamida n ta elementdan ikkitadan
o‘rinlashtirishlarni  quyidagicha tuzish mumkin: n ta elementdan bittadan
o‘rinlashtirishlarning har biridagi elementdan keyin yoki oldin golgan (n-1) ta elementlardan
ixtiyoriy bittasini joylashtirsa bo‘ladi. Natijada, ko‘paytirish qoidasiga binoan, jami soni
AZ = n(n— 1) ta bo‘lgan n ta elementdan ikkitadan o‘rinlashtirishlarni hosil gilamiz.

Shu kabi, n ta elementdan uchtadan o‘rinlashtirishlarni hosil gilish uchun n ta
elementdan ikkitadan o‘rinlashtirishlarga murojaat gilish mumkin. Bu yerda n ta elementdan
ikkitadan o‘rinlashtirishlarning har biri uchun uni tashkil etuvchi ikkita elementlardan oldin,
elementlar orasiga yoki elementlardan keyin qolgan (n-2) ta elementlardan ixtiyoriy bittasini
joylashtirish  imkoniyati bor. Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra natijada jami soni
A2 =n(n—1)(n—2) ta bo‘lgan n ta elementdan uchtadan o‘rinlashtirishlarni hosil
gilamiz.

Shunga o‘xshash mulohaza yuritib, n ta elementdan to‘rttadan, beshtadan va hokazo
o‘rinlashtirishlar soni uchun mos ifodalarni aniglash giyin emas.

2-teorema. n ta elementdan m tadan o ‘rinlashtivishlar soni eng kattasi n ga teng
bo‘lgan m ta ketma-ket natural sonlarning ko ‘paytmasiga  tengdir, ya’ni
A =nn—1)..(m—m+1).
3-misol. Guruh 25 nafar talabadan tashkil topgan bo‘lsin. Bu guruhda guruh sardori,
guruh sardorining yordamchisi va kasaba uyushmasining guruh bo‘yicha vakilini saylash
zarur. Har bir talaba bu vazifalardan fagat bittasini bajaradi deb hisoblansa, saylov natijalari
uchun gancha imkoniyat mavjud?

Bu yerda 25 ta elementli talabalar to‘plamining tartiblangan 3 ta elementli (guruh
sardori, guruh sardorining yordamchisi va kasaba uyushmasining guruh bo‘yicha vakili)
gism to‘plamlari sonini aniglash zarur. Bu esa 25 ta elementdan 3 tadan o‘rinlashtirishlar
sonini topish demakdir. Qo‘yilgan savolga javob topish magsadida 2-teoremadagi
isbotlangan formulani n=25 va m=3 bo‘lgan holda qo‘llab, A3. = 25-24-23 = 138Q49



ekanligini aniglaymiz. Demak, guruhdagi saylov natijalari uchun 13800 ta imkoniyat

mavjud.
A7 =n(n—1)..(n—m+1) formulani A7 = {n:ﬂ: ko‘rinishda ham yozish
mumekin.
Hagigatdan ham,
AT =nn—1).(n—m+1)= ”{“_1]“'2—_1::11{n—m]: _ {n:ﬂ:-

Yuqorida ta’kidlaganidek, n ta elementdan m tadan o‘rinlashtirishlar n elementli
to‘plamning bir-biridan tarkibi bilan ham, elementlarning joylashishi bilan ham
farglanadigan gism to‘plamlaridan iboratdir. Agar bu o‘rinlashtirishlarda n ta elementli
to‘plamning barcha elementlari gatnashsa (ya’ni m=n bo‘lsa), n ta elementli to‘plam uchun
barcha o‘rin almashtirishlar hosil bo‘lishi tabiiydir. Shu tufayli, o‘rin o‘rinlashtirishlarning
oldin keltirilgan ta’rifiga ekvivalent quyidagi ta’rifni ham berish mumkin.

n ta elementli to‘plam uchun o‘rin almashtirishlar deb n ta elementdan n tadan
o‘rinlashtirishlarga aytiladi. Bunda har bir element fagat bir marta gatnashadi va ular bir-
biridan fagat o°zaro joylashishlari bilan farq giladilar.

O‘rin almashtirishlarning bu ta’rifiga asoslanib n ta elementli to‘plam uchun o‘rin
almashtirishlar soni formulasini o‘rinlashtirishlar soni formulasi yordamida hosil gilish

mumkin. Hagigatan ham,

pn:ﬂ.g:n[n—l)...(n—[n— l)):n(n—l)...E-l:n!

yoki

— AN — n! =]‘!_:=H_:= |
pp=An=— =, =7=N.

3. Guruhlashlar. {a,,a,,a,,...,a,} to‘plam berilgan bo‘lsin. Bu n elementli
to‘plamning elementlaridan m ta elementga ega gism to‘plamlarni shunday tashkil etamizki,
ular bir-biridan elementlarning joylashish tartibi bilan emas, faqat tarkibi bilan farq gilsin.
Bunday m ta elementli gism to‘plamlarning har biriga n ta elementdan m tadan gruppalash

deb ataladi. n ta elementdan m tadan guruhlashlar sonini C;;* bilan belgilaymiz.

Guruhlashlar sonini (T;')yoki (;) shaklda belgilashlar ham uchraydi. Gruppalash
ta’rifidan 1< m < n ekanligi va agar biror gruppalashda gandaydir usul bilan elementlar
o‘rinlari almashtirilsa, u (gruppalash sifatida) o‘zgarmasligi kelib chigadi. Bu yerda

garalayotgan gruppalash tarkibida elementlarning takrorlanmasligini eslatib o‘tamiz. Sgg



sababli bunday gruppalashni betakror (takrorli emas) gruppalash deb ham atash mumkin.
Ushbu bobning 4-paragrafida takrorli Guruhlashlar o‘rganiladi.

Bir (n=1) elementli {a} to‘plam uchun fagat bitta gruppalash mavjud bo‘lsa bir (m=1)
elementlidir: a. Demak, C{ = 1.

Ikki (n=2) elementli {a, b} to‘plam uchun bittadan (m=1) guruhlashlar ikkita (a va b),
ikkitadan (m=2) guruhlashlar esa fagat bitta (ab). Demak, C3 = 2, C5 = 1.

Uch (n=3) elementli {a, b, c} to‘plam uchun guruhlashlar: bittadan (m=1) - a, b vac
(uchta); ikkitadan (m=2) - ab, ac, bc (uchta); uchtadan (m=3) - abc (fagat bitta). Demak,
C3=3,0:=3,03=3.

To‘rtta (n=4) elementdan tashkil topgan {a, b, c,d} to‘plam elementlaridan tuzilgan
puruhlashlar: bittadan — a, b, ¢ va d (to‘rtta); ikkitadan — ab, ac, ad, bc, cd (oltita); uchtadan
— abc, abd, acd, bed (tortta); to‘rttadan abcd (fagat bitta). Demak, €} = 4,C; = 6,C; =4,
CH=1.

Yuqoridagi mulohazalar, guruhlashlar sonini hisoblash formulasi ganday bo‘lishiga
to‘lig oydinlik kiritmasada, dastlabki tahlil uchun muhimdir. Maslan, n ta elementdan barcha
elementlarni o‘z ichiga oladigan fagat bitta gruppalash tashkil etish mumkin degan yoki n ta
elementdan bittadan n ta gruppalash bor degan xulosalar ustida o‘ylab ko‘rish mumkin.

C* sonni hisoblash uchun formula topish magsadida quyidagicha mulohaza yuritamiz.
Ravshanki, agar n ta elementdan m tadan barcha guruhlashlarning har birida elementlarning
o‘rinlari imkoniyat boricha almashtirilsa, natijada n ta elementdan m tadan barcha
o‘rinlashtirishlar hosil bo‘ladi. Bu yerda n ta elementdan mtadan tuzilgan C* ta
gruppalashning har biridagi m ta elementdan P,,=m! ta o‘rin almashtirishlar hosil gilish
mumkin bo‘lganligi tufayli, ko‘paytirish goidasiga asosan, P,.C;* = A7 tenglik to‘g‘ridir.
Demak,

FEs rL A F oamn "-\.I:. rre 1 .L-J

formula o‘rinlidir. Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.

3-teorema. n ta elementdan m tadan guruhlashlar soni eng kattasi n ga teng bolgan m
ta ket-maket natural sonlar ko ‘paytmasining dastlabki m ta natural sonlar ko‘paytmasiga
nisbati kabidir:
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T I S e TS
cr =
n

A al

4-misol. Qurilish tashkilotining duradgorlar bo‘limida 15 nafar ishchi bor. Ko‘p
gavatli uyning eshiklarini ta'mirlash uchun 3 nafar duradgorni tanlash zarur. Agar bo‘limdagi
har bir duradgor bu topshirigni bajarishga layoqgatli bo‘lsa, bunday tanlash imkoniyatlari
(variantlari) gancha?

Bo‘limdagi liar bir duradgor ta'mirlash ishini bajarishga layogatli bo‘lgani uchun, bu
masalani hal gilishda guruhlashlar sonini topish formulasidan foydalanish mumkin. Bu yerda

J.-J"J."I"J.-DJ

n=15, m=3 va C:. = — = 455. Demak, 15 nafar duradgorlar orasidan 3 nafarini

tanlash imkoniyatlari soni 455 ekan.
Agar ta’rif sifatida €2 = 1 qgabul gilinsa, n ta elementdan m tadan guruhlashlar soni

uchun yugorida keltirilgan formula m=0 bo‘lgan holda ham to‘g‘ri bo‘ladi: C? = — =1

Tabiiyki, n ta elementdan barcha elementlarni o‘z ichiga oladigan fagat bitta guruhlash

tashkil etish mumkin: C* = — =1

guruhlashlar sonini hisoblash uchun

m o__ m __ T W T T
Cn - v - lCn - - —~ -

-

ko‘rinishdagi formulalardan ham foydalanish mumkin.
Nazorat uchun savollar:
O°rin almashtirishlar sonini ganday hisoblash mumkin?
O‘rinlashtirishlar soni formulasini isbotlay olasizmi?
O°rin almashtirish va o‘rinlashtirish orasida ganday farg bor?

Guruhlashlar tushunchasi va guruhlashlar soni formulasi.

AN

Guruhlashlar sonining ganday xossalari bor?
6. O°rin almashtirishlar, o‘rinlashtirishlar va guruhlashlar sonlari orasida ganday

munosabatlarni bilasiz?
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4-§. TAKRORLI O‘RINLASHTIRISHLAR, O‘RINLASHTIRISHLAR VA
GURUHLASHLAR
1. Takrorli o‘rin almashtirishlar. Kombinatorikada oldin garalgan birlashmalardan
tashqari tarkibidagi elementlari takrorlanishi mumkin bo‘lgan boshga birlashmalar ham
o‘rganiladi. Masalan, takrorlanuvchi elementlar qgatnashgan o°rin almashtirishlar,
o‘rinlashtirishlar va guruhlashlar.

Avval o‘rganilgan o‘rin almashtirishlar shunday tuzilmalar ediki, ular tarkibidagi
elementlar bir-biridan farq qilardi. Endi o‘rin almashtirishlar tarkibidagi elementlar
takrorlanishi mumkin bo‘lgan holni garaymiz. Tabiiyki, aynan bir xil elementlar o‘rinlari
almashtirilishi natijasida yangi o‘rin almashtirish hosil bo‘lmaydi. Shuning uchun tarkibidagi
elementlari soni o‘zgarmaganda elementlari takrorlanishi mumkin bo‘lgan o‘rin
almashtirishlar soni turli elementlardan tashkil topgan o‘rin almashtirishlar soniga garaganda
kichik bo‘ladi.

Faraz qgilaylik, gandaydir kortejning n ta elementlari orasida bir xil (aynan bir xil) n,
ta birinchi tur, bir xil n, ta ikkinchi tur, va hokazo, bir xil n,, ta k - tur elementlar bo‘Isin, bu
yerda n,,n.,....n, - hech bo‘lmaganda bittasi | dan fargli natural sonlar. Bu n ta
elementlarning o‘rinlarini imkoniyati boricha almashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan
kortejlar (kombinatsiyalar) takrorlanuvchi elementlar gatnashgan o‘rin almashtirishlar
(gisgacha, takrorli o‘rin almashtirishlar) deb ataladi.

n ta elementlari orasida n, ta birinchi tur, n, ta ikkinchi tur va hokazo, ny ta k- tur bir
xil elementlar bo‘lgan takrorli o‘rin almashtirishlar sonini C(nyn,, ... ,n) bilan belgilaymiz.

1 -teorema. Takrorli o ‘rin almashtirishlar soni uchun

L

C.(nyNny, ..., Np)=——7——
formula o ‘rinlidir, bu yerda n, + n, + --- + n, = n -elementlar soni, k - turlar soni.

1 - misol. Ikkita a, bitta b va ikkita s harflardan tashkil topgan kortej uchun barcha
takrorli o‘rin almashtirishlarni tuzing.

Bu misolda uch turdagi (k=3) harflar soni beshga teng (n=5) bo‘lib, n;=2 (ikkita a),
n,=1 (bitta b) va n;=2 (ikkita c). Dastlabki ikkita harflarning (xuddi shuningdek, oxirgi
ikkita harflarning ham) o‘rinlarini o‘zaro almashtirsak yangi o‘rin almashtirishlar hosil

bo‘lmaydi. Barcha takrorli o‘rin almashtirishlar soni

L LA T

C.(2,1,2)=—— = = =30

A0l A o | - - “a
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bo‘ladi. Bu o‘ttizta o‘rin alinashtirishlarning hammasi quyida keltirilgan:
aabce, aacbe,aacch, abace,abcac, abccea,
acabc, acach,acbac, acbca,accab,accba,
baacc, bacac,bacca, bcaac,bcaca, beeaa,
caabe, caach,cabac, cabca,cacab,cacba,
chbaac, cbaca,cbcaa,ccaab, ccaba,ccbaa

2. Takrorli o‘rinlashtirishlar. n ta elementlardan tashkil topgan to‘plam berilgan
bo‘lsin. Bu elementlardan foydalanib, m ta, elementdan tashkil topgan kortejlarni shunday
tuzamizki, bu kortejlarga har bir element hohlagancha marta (albatta m dan oshmagan
miqdorda) kirishi mumkin bo‘lsin va bu kortejlar bir-biridan ularni tashkil etuvchi elementlar
turlari bilan yoki bu elementlarning joylashishlari bilan farg gilishsin. Shunday usul bilan
tuzilgan kortejlarning har biri n ta turli elementlardan takrorlanuvchi elementlar
gatnashgan m tadan o‘rinlashtirish (gisgacha, takrorli o‘rinlashtirish) deb ataladi.

n ta turli elementlardan m tadan takrorli o‘rinlashtirishlar sonini A™ bilan belgilaymiz.

2-teorema. n ta turli elementlardan m tadan takrorli o ‘rinlashtirishlar soni n" ga teng,
ya'ni A =n™,

2-misol. Oila a’zolari besh kishidan iborat bo‘lib, ular ikkita ishni bajarishlari zarur
(masalan, non sotib olish va uni bo‘laklash), bunda oilaning har bir a’zosi ikkala ishni ham
bajarish imkoniyatiga ega. Oila a’zolariga bu ishlarni tagsimlashda mumkin bo‘lgan
imkoniyatlar soni aniglansin.

Bu masalani hal gilish uchun oila a’zolarini a, b, s, d va e harflari bilan belgilab, ishlar
ikkita bo‘lgani uchun beshta turli elementlardan ikkitadan barcha takrorli o‘rinlashtirishlani
tuzamiz:

aa,ab,ac,ad,ae, ba, bb, be, bd, be, ca,cb, cc,
cd, ce,da,db,dc,dd,de, ea, eb,ec,ed, ee
Hammasi bo‘lib 25 ta (42=5°=25) takrorli o‘rinlashtirishlar tuzildi. Demak, besh kishidan
iborat oila a'zolariga ikkita ishlarni tagsimlashda mumkin bo‘lgan imkoniyatlar soni 25 dir.
|

3-misol. O‘zbekiston Respublikasi fugarosi pasportining ragami ikki gismdan iborat:

lotin alifbosining ikkita harfi va yetti xonali son. O‘zbekiston Respublikasi fugarosi

pasportining barcha mumkin bo‘lgan ragamlari sonini aniglang.
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Lotin alifbosidagi yigirma oltita turli harflar yordamida 676 ta (A2.=26°=676)
ikkitadan takrorli o‘rinlashtirishlar tashkil etish mumkin. O‘nta O, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 va 9
ragamlardan esa 10.000.000 ta (A7, =10’ =10000000 ) turli yetti xonali ragamlarni (bu
ragamlarda dastlabki nollar tashlab yuborilmaydi) hosil gilish mumkin. Shunday qilib,
O‘zbekiston Respublikasi fugarosi pasportining ragamlari soni 6760000000 ga (A2,
A7 ,=6760000000) teng.

3. Takrorli guruhlashlar. Har bir elementni birlashmaga istalgancha marta
Kiritiladigan va turli n ta elementlardan m tadan olinadigan hamda elementlar tartibi e'tiborga
olinmaydigan birlashmalarni (kortejlarni) garaymiz. Bunaga birlashmalar n ta turli
elementlardan m tadan takrorlanuvchi elementlar gatnashgan guruhlashlar (gisgacha,
takrorli guruhlashlar) deb ataladi.

n ta elementlardan m tadan takrorlanuvchi elementlar gatnashgan guruhlashlar
ta'rifidan ko‘rinib turibdiki, turli kombinatsiyalar bir-birlaridan hech bo‘lmasa bitta elementi
bilan farqg giladi. n ta elementdan m tadan takrorli guruhlashlar sonini C* deb belgilaymiz.

3-teorema. n ta elementdan m tadan takrorli guruhlashlar soni C7%,,._, ga teng, ya ni
Cm =C

4 - misol. Har birining yoglariga 1,2,3,4, 5 va 6 sonlari yozilgan kub shaklidagi ikkita
soggalarni tashlaganda jami nechta sonlar juftligini hosil gilish mumkin?

Soqgalarni tashlaganda jami quyidagi 21 imkoniyatlardan biri ro‘y beradi:

<1,1><1,2><1,3><1,4><1,5><1,6>,<2,2>,
<2,3,<2,4> <25> <2,6>, <3,3>, <3,4>, <3,5>,
<3,6>,<4,4> <4,5> <4,6>,<5,5> <5,6>,<6,6>.
Bu juftliklar oltita elementdan ikkitadan takrorli guruhlashlarni tashkil etadi. Ularning soni
3- teoremaga asosan €2 =C2,,_, = Cz =21 bo‘ladi.

4. Ko‘phad formulasi. Takrorli kombinatsiyalar vositasida Nyuton binomi
tushunchasini umumlashtiramiz, ya’ni (a, + a, + ---+ a,,)™ ifodaning yoyilmasini topish
muammosini garaymiz.

4-teorema. Ixtiyoriy haqiqiy a,,a,, ..., a,, va natural n sonlar uchun
(a,+a,+-+a, )" =) C.(ny,n,, .., nJa ta? . .a.m
formula oriniidn, bu tormulaning o ‘ng tomonidagi yig ‘indi n, + n, + --- + n,,, = n shartni

ganoatlantiruvchi barcha manfiymas butun n,,n,, ..., n,,, sonlar uchun amalga oshiriladi.
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Isbotlangan oxirgi tenglik ko‘phad formulasi yoki umumlashgan Nyuton binomi
formulasi deb ataladi. C,,(n,,n,,...,n,,) sonlarni ke‘phad koeffitsientlar deb ataymiz.

CF binomial koeffitsient C,(n,,n,,...,n,,) ko‘phad koeffitsientining m=2
bo‘lgandagi xususiy holidir. Hagigatan ham, n;+n,=n tenglikda n;= k deb olsak, u holda

n! n!

n,=n-n;=n-k va C,(ny,n,) = ——=———=CF bo‘ladi.

5-misol. (a+b-+c)® ifodaning yoyilmasini toping. Avvalo 3 sonini bo‘laklaymiz, ya'ni 3
ni mumkin bo‘lgan barcha imkoniyatlar bilan manfiymas butun sonlar yig‘indisi shaklida
yozamiz:
3=3+0+0, 3= 2+1+0, 3=2+0+1, 3=1+2+0, 3=1+1+1, 3=1+2+0, 3=0+3+0, 3=0+2+l,
3=0+1+2, 3=0+0+3.

Demak, ko‘phad formulasiga ko‘ra,
(a+b+c)® = C4(3,0,0)a>+ S3(2,1,0)a’b + S5(2,0,1)a’c + Cs(1,2,0)ab? +C5(1,1,1)abc +
Cs(1,0,2)ac? +C4(0,3,0)b* + C5 (0,2,1)b%c + C5(0,1,2)bc?+ C5(0,0,3)c’.

Takrorli o‘rin almashtirishlar soni C,(ny,n,,...,n,) = ——— formulasini qo‘llab

1y e g !
quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
(a+b+c)*=a’*+3a’h+3a’c+3ab*+6abc+3ac’+b*+3bc+3bc’+c.
Ko‘phad yoyilmasining hadlarini yozganda shunga e'tibor berish kerakki, agar
Ny, My, .., Ny, (M, +n, +--+n,, =n)

sonlar k,,k,,..., k. (ks + k, +--+k,, = n) sonlarning o‘rin almashtirishlari yordamida
hosil gilinishi mumkin bo‘lsa, u holda a *a.?..a.™ va a.*al®..a.™ hadlarning
koeffitsientlari o‘zaro teng bo‘ladi. Shuning uchun n sonining n=n, +n, +---+n,,
ko‘rinishda ifodalanishlaridan gandaydir shartni bajaradigan birortasini, masalan,
n,=n,=--=n, (yoki n,=n, <---<=n,,) shartni ganoatlantiradiganini topib, unga
mos a,‘a.,’... a,™ifodada daraja ko‘rsatgichlarini mumkin bo‘lgan barcha usullar bilan
almashtirish kerak bo‘ladi.

Masalan, 5-misoldagi a’b, ac, ab?, ac?, bc va bc? hadlarning ko‘phad koeffitsientlari
o‘zaro tengdir. Yugorida ko‘rsatilgan shart asosida 3 sonini manfiymas butun sonlar
yigindisi ko‘rinisida bo‘laklashning 3 imkoniyati bor: 3=3+0+0, 3=2+1+0, 3=1+1+1.
Shuning uchun, (a+b+c)® ifodaning yoyilmasida 3 xil turli koeffitsientlarga egamiz:
C3(3,0,0)=1, C3(2,1,0)=3 va C5(1,1,1)=6. Demak,

(a+b+c)*=a’+b’+c*+3(a’b+a’c+ab’+ac’+h’c+bc?)+6abc.
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Ko‘phad formulasi yordamida ko‘phad koeffitsientlarining, ya'ni C,(n,,n,,...,n,,)
sonlarning ba’zi xossalarini osonlik bilan isbotlash mumkin. Masalan,
) C,(ny,n,,..,n,)m"
bu yerda yig‘indi n, + n, + --- + n,,, = n shartni ganoatlantiruvchi barcha manfiymas butun
n,,M,, ..., N, sonlar uchun amalga oshiriladi va qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinadi.
Hagigatan ham, agar ko‘phad formulasida a, = a, = --- = a,, = 1 deb olsak, kerakli
tenglikni hosil gilamiz.
Nazorat uchun savollar:
1. Takrorli o‘rin almashtirishlar sonini ganday hisoblash mumkin?
2. Takrorli o‘rin almashtirish va takrorli o‘rinlashtirish orasida ganday farg bor?
3. Takrorli o‘rin almashtirishlar soni formulasidan foydalanib takrorlanishi bo‘lmagan
guruhlashlar sonini hisoblash mumkinmi?
4. Ko‘phad formulasining Nyuton binomi formulasidan gqanday farqi bor?

5. Ko‘phad koeffitsientlarning ganday xossalarini bilasiz?
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1-§. Kombinatorikaning asosiy tushunchalari

2-maruza

1.1. Kombinatorika haqgida tushuncha.
Nazariy ma’lumotlar

Ta’rif. Kombinatorika — ma’lum xossalarga ega bo‘lgan elementlarning turli
kombinatsiyalarini o‘rganuvchi matematikaning bo‘limi.

Kombinatorikaning asosiy masalasi — berilgan ob’ektlardan u yoki bu shartlarga
bo“ysunuvchi bir nechta turli kombinatsiyalari tuzish mumkin.

To‘plamlardan farqli elmentlar kombinatsiyalari bir xil (takroriy) elementlarni o‘z
ichiga olishi mumkin.

1.2. Faktorial tushunchasiga olib keluvchi masala
Faktorial ta’rifi

1. p ta turli ragamdan nechta turli p xonali son tuzish mumkin?

Yechish. Bitta ragam (1) dan fagat bitta bir xonali son olish mumkin: 1.

Ikkita ragamdan (1 va 2) 2 ta ikki xonali son olish mumknim: 12 va 21. Buni
quyidagicha hosil gilish mumkin: oldingi holdagi 1 soni o‘ng va chap tarafiga 2 raqamini
yozish bilan hosil gilish mumkin, ya’ni oldingi holni 2 ga ko‘paytirish lozim (1-2).

3 ta ragam (1,2 va 3) dan 6 ta uch xonali son olish mumkin: 312, 132, 123, 321, 231,
213. Buni quyidagicha hosil gilish mumkin: oldingi holdagi har bir ikki xonali son o‘ng,
chap tarafiga va o‘rtasigav 3 ragamini yozish bilan hosil gilish mumkin, ya’ni oldingi holni 3
ko*paytirish lozim (1-2-3).

Qiyin emaski, bunda quyidagi gonuniyatni sezish mumkin: har bir navbatdagi holda
javob oldingisiga gaganda p marta ortiq bo‘ladi. Ixtiyoriy p soni uchun formula olamiz:
1:2:3-...(n-1)n.

Javob: 7-2-3-...-(n-1)n

Ta’rif. 1 dan p gacha barcha natural sonlar ko ‘paytmasi p-faktorial deb ataladi va
p! deb belgilanadi.

Shunday qilib: p!=1-2-3-...-p. 0'=1 deb hisoblanadi.

Manfiy sonning faktoriali mavjud emas.

Faktorialning asosiy xossasi: p!=(p-1)!p
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IV. AMALIY MASHG‘ULOT MATERIALLARI

Namunaviy masalalar

2. Hisoblang:
S51+4! 714! { 8! 9!

a) 4!, b) : ; ) 10! (a:-s:_ ?:-z:)'
a)l-2-3-4 =24
b) 3:{4:&4] — 24
C) 5:'6"}"3:'4'8:_ TLh2h3gg! _ E_ E_ E

21.9.10.21.5! gl1p7l2! 15 5 3

5! (m+1)

3. Ifodani soddalashtiring: ot buerdate N

mim+1) . (m—1)

345 (m—1)m-{m+1)

= 20/
m(m+1) (m—-1)-3!
4. Tenglamani yeching: % = é buerdame€ N

nom-l) _ L g (m—1)=mi+m; mE—5m+6=0; m,=2;m,=3.
(m—1)m-{(m+1) &

1.2. Kombinatorikaning asosiy goidalari
Nazariy ma’lumotlar
Kombinatorik masalalarni yechishda ko‘pincha ikkita asosiy qoida qo‘llaniladi.

Qo‘shish qoidasi: Agar biror a elementni t ta usul bilan, ikkinchi b elementni — p ta
usul bilan tanlash mumkin bo‘lsa, u holda a yoki b elementni (t+p) ta usul bilan tanlash
mumkin.

Qo‘shish qoidasidan foydalanishda A ob’ektni tanlashning hech ganday usuli B
ob’ektni tanlash usuli bilan ustma-ust tushmasligi kerak. Agar bunday ustma-ust tushishlar
bo‘lsa, u holda qo‘shish qoidasi o‘z kuchini yo‘qotadi va faqat tanlashning (m+n-k) ta
usulini olish mumkin, bu erda k-ustma-ust tushishlar soni.

Ko‘paytirish qoidasi: Agar biror a elementni t ta usul bilan, ikkinchi b elementni — p
ta usul bilan tanlash mumkin bo‘lsa, u holda a va b elementni tp ta usul bilan tanlash
mumkin.

Qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari ixtiyoriy sondagi chekli elementlar uchun o‘rinli.
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Namunaviy masalalar

5. Guruhda 20 ta qiz va 5 ta o‘g‘il bola bor. Sardorni necha xil usul bilan tanlash
mumkin ?

Yechish. Sardor sifatida 20 ta qizdan biri yoki 5 ta o‘g‘il boladan biri tanlanishi
mumkin, demak, sardorni saylashning umumiy soni 20+5=25.

6. Maktabda 76 o‘qituvchi ishlaydi. Ulardan 49 tasi ingliz tilini, 32 tasi nemis tilini
va 15 nafari ikkala tilni ham biladi. Necha o‘qituvchi na ingliz tilini, na nemis tilini biladi?

Yechish. Ingliz yoki nemis tilini 49+32-15=66 nafar o‘qituvchi biladi. Demak, bu
ikkala tildan birortasini ham 76—66=10 o‘qituvchi bilmaydi.

7. Guruhda 30 kishi bor. Sardor va yoshlar ittifogi etakchisini saylash lozim. Buni
necha xil usul bilan amalga oshirish mumkin?

Yechish. Sardor bo‘lib 30 o‘quvchidan ixtiyoriysi saylanishi mumkin, ya’ni sardorni
tanlashning 30 ta usuli mavjud. Sardor saylangandan so‘ng qolgan 29 o‘quvchidan yoshlar
yetakchisini saylab olish mumkin. Shunday gilib, sardornin saylashning bir usuliga yoshlar
etakchisini tanlashning 29 usuli mos keladi. Demak, sardor va yoshlar etakchisini
tanlashning umumiy soni 30-29=870 ga teng.

8. Agar ragamlar takrorlanishi mumkin bo‘lsa, 0,1,2,3,4,5,6 ragamlaridan nechta uch
xonali juft son tuzish mumkin?

Yechish. abc uch xonali sonni tuzishda berilgan ragamlardan a ning o‘rniga noldan
tashqari, ixtiyoriy ragamni olish (6 ta imkoniyat), b ning o‘rniga ulardan ixtiyoriysini olish
mumkin (7 imkoniyat), ¢ ning o‘rniga 0,2,4,6 ragamlardan ixtiyoriysini olish mumkin (4
imkoniyat). Shunday qilib, ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra masala shartini ganoatlantiruvchi
sonni tuzishning 6-7-4=168 ta usuli mavjud ekan.

9. 1-navli 20 ta va 2-navli 30 ta buyum bor. Bir navdagi ikkita buyumni tanlash
lozim. Buni necha xil usul bilan bajarish mumkin?

Yechish. Ko‘paytirish qodisaga ko‘ra 1-navli 2 ta buyumni 20-19=380 usul bilan
tanlash mumkin. Shunga o‘xshash 2-navli 2 ta buyumni 30-29=870 usuli bilan tanlash
mumkin. Masala shartigi ko‘ra bir xil navli ikkita buyumni tanlash lozim bo‘lgani uchun,
qaysi navdan bo‘lishi muhim emas, bir xil navli 2 ta buyumni tanlashning umumiy soni
380+870=1250 ga teng bo‘ladi.

10. Agar raqamlar takrorlanishi mumkin bo‘lsa 0,1,2,3, ragamlaridan nechta bir

xonali, ikki xonali va uch xonali juft sonlar tuzish mumkin? 3



Yechish. Ravshanki, berilgan ragamlardan fagat bitta birxonali juft son tuzish
mumkin-2. Berilgan ragamlardan ikki xonali ab sonni tuzishda a ning o‘rniga noldan
tashqari ixtiyoriy ragamni olish mumkin (3 imkoniyat), b ning o‘rniga 0 va 2 ragamlaridan
ixtiyoriy raqamni olish mumkin (2 ta imknoiyat). Shunday qilib, ko‘paytirish qoidasiga
asosan bizga kerak bo‘lgan sonni tuzishning 3-2=6 ta usuli mavjud.

Berilgan ragamlardan uch xonali abc sonni tuzishda a ning o‘rniga noldan tashqari
ixtiyoriy ragamni olish mumkin (3 imkoniyat), b ning o‘rniga ulardan ixtiyoriysini olish
mumkin (4 imkoniyat), ¢ ning o‘rniga 0 va 2 raqamlaridan ixtiyoriy raqamni olish mumkin
(2 ta imknoiyat). Shunday qilib, ko‘paytirish qoidasiga asosan bizga kerak bo‘lgan sonni
tuzishning 3-4-2=24 ta usuli mavjud ekan. Qo‘shish qoidasini qo‘llab: 1+6+24=31 ga ega
bo‘lamiz.

Tarixiy ma’lumotlar
Ba’zi kombinatorik masalalarni yechish bilan qadimgi Xitoyda, keyinchalik Rim
imperiyasi davrida ham shug‘ullanganlar. Lekin matematikaning mustaqil bo‘limi sifatida

faqgat ehtimollar nazariyasi fani rivoji tufayli Evropada 18 asrdan boshlab tan olindi.

Figurali sonlar:
Qadimda hisoblashlarni osonlashtirish uchun toshlardan foydalanganlar. Bunda asosiy
e’tibor muntazam figura shaklida tavsirlash mumkin bo‘lgan toshlar soniga qaratilar edi.
Shunday qilib kvadrat sonlar (1,4,16,25,...) paydo bo‘ldi. 1-rasmda ularni hosil gilish

qoidasi ko‘rsatilgan.

0000
000 0000
00 000 0000
0 00 000 0000
1 2*%2=2°=4,  3*3=3’=9,  4*4=4°=16,
1-rasm.

Ixtiyoriy p-chi tartibli kvadrat son N=n’ formula bo‘yicha hisoblanadi. Uchburchak
sonlar (1, 3, 6, 10,15, . . .) va beshburchak (1, 5, 12,22, ) sonlar ham tuzilgan. 2 va 3-
rasmlarda bu sonlarni hosil qilish usuli ko‘rsatilgan.

Ixtiyoriy p-chi tartibli uchburchak son N=n(n+1)/2 formula bo‘yicha hisoblanadi.

Ixtiyoriy p-chi tartibli beshburchak N=n+3n(n-1)/2 formula bo‘yicha hisoblanadi.



0 0 O

0 0 O 0 0 O
0 00 0 0O 0O 0 00O
0 0 0 0 00O 0 0 00O 00 0 OO
1,  1+2=3, 1+2+3=6, 1+2+3+4=10, 1+2+3+4+5=15,
2-rasm.
0
0 O
0 0 0
1, 2+3*(2*(2-1)/12)=5, . ..
3-rasm

11. Yettinchi tartibli: 1) kvadrat sonni; 2) uchburchak sonni;
3) beshburchak sonni toping.

Yechish. 1) N=n* formulaga ko‘ra n=7 da N=7°=49.

2) N=n(n+1)/2 formulaga ko‘ra n=7 da N=7*(7+1)/2=28.
3) N=n+3*(n-1)/2 formulaga ko‘ra n=7 da N =7+3*7*(7-1)/2=70.
12. n-chi tartibli kvadrat sonni yozing: 1) n=20; 2) n=25; 3) n=31; 4) n=50.
13. Quyidagi kvadrat sonlar tartibini aniglang:
1) 169; 2) 225; 3) 324; 4)3600?
14. n-chi tartibli uchburchak sonni yozing, agar: 1) n=20; 2) n=33 bo‘lsa.
15. n-chi tartibli beshburchak sonni yozing, agar: 1) n=>5; 2) n=6 bo‘lsa.
Mavzuni mustahkamlash uchun savollar

1. «Kombinatorika» atamasi lotincha ganday ma’noni anglatadi? (guruhlash,
birlashtirish).

2. Binomial koeffitsientlar hagidagi ta’limotni birinchi bo‘lib kim bayon etgan? [B.
Paskal]

3. «Kombinatorika» atamasi gachonda boshlab ishtila boshlagan? [1666 y.]

4. (1) belgisi kim tomonidan birinchi bo‘lib Kiritilgan va qaysi yilda? [1808 V.,
Krampa]

5. 0! nimaga teng ? [1]

6. Sm’ nimaga teng ? [1]

7. Qaysi olim ehtimollar nazariyasini oldinga olib chiggan? [Bernulli]. 45



8. Qaysi o‘zbek olimlari ehtimollar nazariyasiga katta hissa qo‘shgan? [Sarimsoqov,
Sirojiddinov, Azlarov, Farmonov].
9. P(A) ehtimol gaysi chegaralarda joylashgan? [0 dan 1 gacha].
«Variantlar daraxti»
Nazariy ma’lumotlar
Kundalik hayotda bizning oldimizga bitta emas, yechishning bir nechta varianti
mavjud bo‘lgan muammolar paydo bo‘ladi. To‘g‘ri tanlashni amalga oshirish uchun ulardan
hech birini qo‘ldan chigarmaslik lozim. Buning uchun barcha mumkin bo‘lgan variantlarni
tanlashni amalga oshirish lozim. Bunday masalalar ham kombinatorik masalalarga kiradi.
3, 4 va h.k. sondagi sinovlar uchun ko‘paytirish qoidasi tekislikdan chigmasdan
geometrik rasm (model) yordamida tushuntirish mumkin. Uni mumkin bo‘lgan variantlar
daraxti deb ataydilar. U birinchidan har ganday rasm kabi ko‘rgazmali, ikkinchidan, hech

narsani goldirmasdan hisobga olishga imkon beradi

Namunaviy masalalar

16. 1, 4 va 7 ragamlaridan foydalanib nechta ikki xonali son tuzish mumkin?

Yechish. O‘tkazib yubormaslik va takrorlamslik uchun o‘sish tartibida yozamiz 11,
14, 17, 41, 44, 47, 71, 74, 77. Shunday qilib, 9 ta son bo‘ladi. Ko‘rinadiki, bu masalalar
umumiy ko‘paytirish qoidasiga taaluqli.

Ikkita A va B sinovni bog‘liq bo‘lmasdan o‘tkazish uchun barcha mumkin bo‘lgan
natijalar sonini topish uchun A sinovning barcha natijalari sonini B sinovning barcha
natijalari soniga ko‘paytirish lozim.

17. Agar raqamlar takrorlanishi mumkin bo‘lsa, 0,1,2,3,4,5,6 ragamlaridan nechta uch
xonali juft sonlar tuzish mumkin?

Yechish. Masalan, abc sonida a o‘rniga ixtiyoriy ragamni (0 dan tashqari), ya’ni 6 ta
imkoniyat, b ning o‘rniga 7 ta raqam, C ning o‘rniga faqat 2,4,6,0 ragamlarini olish mumkin,
ya’ni 4 ta imkoniyat bo‘ladi. 6*7*4=168 ta songa ega bo‘lamiz.

Javob: 168.

18. 1) 1,3,5,7,9 ragamlaridan nechta ikki xonali son tuzish mumkin? ([25],2) Ulardan
nechtasi beshga karrali? ([5])

19. Bir nechta davlat o‘zlarining davlat bayroqglari uchun turli rangdagi — 0q, ko‘k,

qizil, yashil rangdagi to‘rtta vertikal bir xil kenglikdagi yo‘lli bayrogdan foydalanishga qarz?sr



qildilar. Har bir mamlkatning o‘z bayrog‘i bor. a) Nechta mamlakat shunday bayroglarga ega
bo‘lishi mumkin? [24]. b) Nechta mamlakat birinchisi oq bo‘lgan bayroqqa ega bo‘lishi
mumkin? [6]

20. Oilada 6 kishi, stol atrofida 6 ta stul bor. Oila har kuni kechqurun ovgatlanishda bu
6 ta stulga yangicha o‘tirishga qaror qildi. Necha kun oila a’zolari takrorlamasdan bu ishni
amalga oshirishlari mumkin ?

Yechish. Qulaylik uchun stullarni nomerlaymiz. Bunda oila a’zolari navbatma-navbat
o‘tiriadilar deb hisoblaymiz. Oldin 6 ta variant, keyin 5 ta so‘ngra 4,3,2, 1 ta variant bo‘ladi.
Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra 6*5*4*3*2*1=720. Shunday qilib, oila deyarli 2 yil almashib
o‘tirishlari mumkin. Javob:720.

21. 10 ta turli xat bittadan 10 ta koverta joylashtiriladi. Nechta joylashtirish usuli
bo‘lishi mumkin? [3628800]

22. Guruh talabalari rasmlarni bir-birlari bilan almashtirish qaror qildilar. Agar
guruhda 24 nafar talaba bo‘lsa, nechta buning uchun rasm talab etiladi? [552]

23. Doniyor, Alisher va Nilufar basketbol savatiga to‘p tushirishni mashq qilish uchun
yig‘ildilar. Ularda bitta to‘p bor va ular kim kimdan keyin to‘pni tashlashni kelishib olishlari
lozim. Ular necha xil usul bilan navbatga turishlari mumkin? [6] (daraxt yasang)

Faktorial tushunchasi
Nazariy ma’lumotlar

Ta’rif. Birinchi p ta natural son ko‘paytmasi n! deb belgilanadi va “EN
FAKTORIAL” deb ataladi: n!=1*2*3*, . .(n-2)(n-1)n. (inglizchasiga «factor» so‘zining
ma’nolaridan biri, tarjimasi ko‘paytuvchi). 01=1 deb hisoblanadi. n! ning birinchi bir nechta
giymatlarini keltiramiz:
11=1, 21=1%2=2, 31=1*2*3=6, 41=1*2*3*4=24, 51=1*2*3*4*5=24*5=41*5=120 va h.k..

TEOREMA. n ta turli elementli to ‘plamni 1 dan n gacha nomerlar bilan turlicha usul
bilan nomerlash mumkin.

1 dan n gacha nomerlashning har bir usuli berilgan n elementli to‘plamning o‘rin
almashtirishi deb ataladi. Haqiqatan, har bir bunday nomerlash to‘plamning barcha
elementlarini biror tartibda joylashtiradi yoki o‘rnini almashtiradi.

n elementli to‘plamning o‘rin almashtirishlar soni P, deb belgilanadi. Demak,

keltirilgan teoremani P, =n! formula ko‘rinishida yozish mumkin.
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Namunaviy masalalar
24. Hisoblang: a) 7! ; b) 8! ; ¢) 6!-5; d) 5! 5 [5040,40320,600,24]
25.11';a) 64 ga; b) 25 ga; c) 81 ga;, d)49 gabo‘linadimi? [ha, ha, ha, yo‘q]
26. Quyidagi sonlar nechta nol bilan tugaydi: a)10!; b) 12!; c) 15!;
d) 26! [2, 2, 3, 6]
27. Kasrni gisqartiring: a) n!/(n-1)!;  b) nl/2!(n-2)!;
¢) (2n+1)Y/( (2n-1)! [n, n(n-1)/2, 2k(2k+1)]
28. Ifodani soddalashtiring :
a) (n+2)!(n*9) b) 25n°-n® * (5*(5n-2)!)
(n+4)! (5n+1)!
29. Tenglamani natural sonlarda yeching:
a) nl=7(n-1)! b) (n-10)!=77(n-11)! [7, 87]

Guruhlar bo‘yicha mustaqil ish uchun topshiriglar:

1) Hisoblang: a)(7!-5!)/6!; 1) Hisoblang: a) (6!-4!)/3!
b) 51/ 31+4! b) 5!*3!/ 6!
2) Ifodani soddalashtiring:
a)(n+1)!'/ n! - nl'/n(n-1) a) (n-1)! /(n+2)! - n!/ (n-2)!
1/n!-1/(n+1)! 1/(n-1)!-1/n!

Mustagqil yechish uchun mashqlar:

1) Hisoblang: a) 10!/5!; b) 111/51*6!;  ¢)51!/491.[30240, 462, 2550]

2) Kasrni gisqartiring: (4n-1)!/(4n-3)! [(4n-1)(4n-2)]

3) Tenglamani natural sonlarda yeching: (n+17)!=420(n+15)! [4]

31. Zamonaviy beshkurashchilar ikki kun davomida sportning 5 ta turi bo‘yicha
musobaqalashadilar: otlarda kros, qilichbozlik, suzish, o‘q otish, yugurish. Musobaqa
turlarini o‘tkazishni nechta varianti mavjud. [5*4*3*2=120]. Agar oxirgi tur yugurish lozim
bo‘lsa, nechta variant bo‘ladi? [4*3*2=24]

32. Hisoblang: a) 141/(71314!)

b) 7141/10! ¢)8!1/(3!51)-91/(2171)
33. Tenglamani yeching: m!-(m-1)!/(m+1)!=1/6. [2,3]
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Test
1-variant.
1) 1,5,6,7 raqamlaridan nechta barcha to‘rt xonali sonlar tuzish mumkin, agar raqamlar
takrorlanishi mumkin bo‘lsa? a) 250; b) 256; c) 300.
2) Hisoblang: 17!/(5!*9),
3) Tenglamani yeching: 7(n-1)!=n!
2-variant
1) 0,1,2,3,4,5,6, ragamlaridan nechta barcha uch xonali sonlar tuzish mumkin, agar
raqamlar takrorlanishi mumkin bo‘lsa? a) 168 b) 178 ¢) 2004)
2) Hisoblang: 141/(6!*8!)
3) Tenglamani yeching: (n-9)!=(n-10)!

Takrorsiz o‘rin almashtirishlar.
Nazariy ma’lumotlar

Ta’rif. Bir-biridan elementlarning joylashish tartibi bilan farq qiluvchi barcha
mumbkin bo ‘Igan kombinatsiyalar n elementdan o ‘rin almashtirishlar deb ataladi.

n elementdan barcha mumkin bo‘lgan o‘rin almashtirishlar soni P, deb belgilanadi (P-
fransuzcha permutation — o‘rin almashtirish so‘zining birinchi harfi). «n elementdan o‘rin
almashtirishlar soni” yoki «En dan pe» deb qiladi.

Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra P,=n*(n-1)*...*3*2*1 ekanligini asoslash mumkin.

Ko‘paytirishning o‘rin  almashtirish qonunini qo‘llagandan so‘ng formula
Pn=1%2%3%*... *(mn-1)*n ko‘rinishga keladi.

Birinchi p ta natural sonlar ko‘paytmasini qisqacha yozish uchun n! faktorial belgisidan
foydalaniladi: P,= n!
Namunaviy masalalar

34. Azim, Bexzod, Vali va Guli tennis stoliga o‘ynash uchun navbatga turishdi. Ular
stol tennisi o“ynash uchun necha xil usul bilan navbatga turishlari mumkin?

Yechish. Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra 4*3*2*1=24 ta usul bilan.

Masalada biri-biridan ulardagi joylashish tartibi bilan farq giluvchi barcha mumkin bo‘lgan
kombinatsiyalar soni hisoblab chiqildi. Bunday kombinatsiyalar bir nechta elementdan o‘rin
almashtirishlar deb ataladi.

35. Chipta sotish oynasiga: 1) 3 kishi; 2) 5 kishi gncha xil usul bilan turishlari



mumkin ?

Yechish: 1) P,=31=6 2) P,=5!=120

36. 4, 5, 6, 7 va 8 raqamlari yordamida barcha raqamlari turlicha bo‘lgan nechta besh
xonali son yozish mumkin.

Yechish: P,=51=120

37. 8 ta kitobni javonga nechdaa xil usul joylashtirish mumkin, agar ular orasida har
ganday joylashishda bir qator turish lozim bo‘lgan bir muallifning ikkita kitobi bo‘lsa?

Yechish: Agar bir muallifning 2 ta kitobini bitta kitob deb hisoblasak, u holda 7
elementdan o‘rin almashtirishlar soni P,=7!=5040 ga teng, lekin bu o‘rin almashtirishning
har birida bir muallifning kitoblari 5040*2=10080 usul bilan almashinadi.

38. 30 va 210 sonlarining tub ko‘paytuvchilarga ajrting. Sonning tub ko‘paytuvchilar
ko‘paytmasini nech xil usul bilan yozish mumkin?

Yechish: 30=1*2*3*5, P,=41=24; 210=1*2*3*5*7, Ps=51=120

39. 6 ta stulni mato bilan necha xil usul bilan o‘rash mumkin, agar olti xil rangdagi
mato bo‘lib, barcha stullar turlicha rangda mato bilan o‘raladigan bo‘lsa? [6!=720]

40. Ozoda dugonasi telefon ragami 5, 7, 8 ragamlari bilan tugashini eslaydi, lekin ular
ganday tartibda joylashganini esdan chigargan. Uning dugonasiga telefon qgilishi uchun eng
ko‘p sondagi variantlar sonini toping? [3!=6]

41. 6 ta qafasdan 2 tasini qizil, qolganlari oq, qora, yashil, ko‘k rangga necha xil usul
bo‘yash mumkin? [5!'=120]

Mustagqil yechish uchun mashqlar:

1. Sonning tub ko‘paytuvchilar ko‘paytmasini necha xil usul bilan yozish mumkin? a)
12 b) 24 ¢)120 [3!=6, 31=6, 4!1=24]

2. Necha xil usul bilan 8 ta xatni turli konvertlarga joylashtirish mumkin? [8!=40320]

3. 5 ta turli xil rangdagi gul bor. Ularni 2, 3, 4, 5 ragamlar bilan belgilaymiz. N ta
guldan quyidagi guldastalar tayyorlash talab etiladi: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 245,
245, 345. Bular bilan biz 5 ta elementdan barcha mumkin bo‘lgan guruhlashlarni tuzish

usullarini ko‘rsatdik.
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Guruhlashlar
Nazariy ma’lumotlar

Ta’rif. n elementdan k ta elementni ularning tartibini hisobga olmasdan barcha
tanlashlar soni C. deb belgilanadi va n elementdan k tadan guruhlashlar soni deb ataladi.

C. belgi “p dan k bo‘yicha se* deb o‘giladi. n elementdan k tadan guruhlashlar soni
uchun

Cr'=nl/k!(n-k)!
formula o‘rinli.
Namunaviy masalalar

42. 15 nafardan iborat sayyohlar guruhidan 3 ta navbatchini tanlash lozim. Bu
tanlashni necha xil usul bilan amalga oshirish mumkin?

Yechish. 15 elementdan 3 tadan guruhlash soni hagida gap borayapti. Shuning uchun
C15°=151/31(15-3)1=455.

43. Meva solingan vazada 9 ta olma va 6 ta nok bor. 3 ta olma va 2 ta nokni tanlash
kerak. Bunday tanlashni necha xil usul bilan gilish mumkin?

Yechish: 9 ta olmadan 3 ta olmani Co® usul bilan, 6 ta nokdan 2 tasini C¢? usul bilan
tanlash mumkin. Ko‘paytirish qoidasiga asosan 3 ta olma va 2 ta nokni
Cy°Cs*=91/31(9-3)! 61/2!1(6-2)1=1260 usul bilan tanlash mumkin.

44, Guruhda 7 nafar matematika bilan muvaffaqiyatli shug‘ullanadi. olimpiadada
gatnashish uchun Ulardan ikkitasini necha xil usul bilan tanlash mumkin

Yechish: 7 nafardan 2 tasini tanlash lozim, ya’ni

C/2= (7THI(21(7-2)") =21

45. Ta’tilda o‘qish uchun o‘quvchilarga 10 ta kitob taklif etildi. O‘quvchi ulardan 6
tasini necha xil usul bilan tanlashi mumkin?

Yechish. Bu 10 ta elementdan 6 tadan guruhlashlar soni. Shuning uchun formulaga
ko‘ra C1o°=101/6!-41=210.

Mustaqil yechish uchun masala:

46. Sinfda 16 nafar o°g‘il bola va 12 nafar qiz bola o°‘qiydi. Maktab hududini tozalash
hashariga qatnashish uchun 4 ta o‘g‘il bola va 3 ta qiz bola talab qilinadi. Buni necha xil
usul bilan amalga oshirish mumkin? [400400]
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Takrorlanuvchi guruhlashlar
Nazariy ma’lumotlar
Ta’rif. n elementdan k ta element bo ‘yvicha takrorlanuvchi guruhlashlar deb bu K
elementlarning har biri n tipdagi elementlarning biri bo ‘Igan ixtiyoriy tartiblanmagan k

elementlar jamlanmasiga aytiladi. Takrorlanuvchi guruhlashlarni hisoblash uchun
Cr =cCk, _, formuladan foydalaniladi.

Namunaviy masalalar

47. Agar har bir qirrasi uzunligi 1 dan 10 gacha bo‘lgan butun son bilan ifodalanishi
mumkin bo‘lsa, nechta turli xil to‘g‘riburchakli parallelepiped yasash mumkin?

Yechish. Jami bo‘lib 10 elementdan 3 tadan guruhlashlar soniga teng bo‘ladi:
C103:C310+3-1:C123:220-

48. Gul do‘konida 6 ta turdagi gul sotilmoqda. Agar gullarning joylashishini hisobga
olmasak 10 ta guldan iborat nechta turli xil guldasta tuzish mumkin?

Yechish. Bu takrorlanuvchi guruhlashlar soni Cs°=C"%.1..=C:5'°=3003.

Mustaqil yechish uchun mashglar

49. Tomonlarining uzunliklar quyidagi 4, 5, 6, 7 sm giymatlaridan biri gabul giluvchi
nechta uchburchak mavjud? [20]

50. Matematik olimpiadada mukofot uchun bir Kkitobning 3 ta nusxasi, ikkinchi
kitobning 2 nusxasi va uchinchi kitobning bir nusxasi ajratildi. Agar olimpiada
ishtirokchilari 20 nafar bo‘lsa necha xil usul bilan mukofotlarni berish mumkin bo‘ladi?
[177100]

51. Kafeda menyuga 3 ta birinchi, 5 ta ikkinchi va 4 ta uchinchi ovqatlar kiritilgan,
Bitta birinchi, bitta ikkinchi va bitta uchinchi ovgatdan iborat kafe taklif etgan menyudan
tushlikning nechta variantini tuzish mumkin?

Yechish. Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra 3*5%4=60

52. 6 ta turdagi poliz mahsuloti mavjud. 3 xil salat tayyorlashga garor gilindi. Nechta
salat variantini tayyorlash mumkin?

Yechish. Ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra 6*5*4=120

53. 1 va 2 ragamlari yordamida nechta turli uch xonali son tuzish mumkin? Variantlar
daraxtini tuzing? [27]

54. Hisoblang: 1) 13!/11! [156]; 2) (6!-14)/8!; [1/4]; 3) 6!-5! [600]
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55. Tenglamani yeching: (x-10)!=77(x-11)! [87]

56. Shaxmat musobagasining 8 ta ishtirokchi 6 stolda o‘ynayapti. Agar barcha
partiyalar ishtirokchilari oldindan ma’lum bo‘lsa, shaxmatchilarni stollar atrofida necha xil
usul bilan joylashtirish mumkin? [P,=41=24]

Barcha turdagi to‘plamlarni tartiblashga doir masalalar yechish
Namunaviy masalalar

57. Ifoda giymatini toping: a) 81/(6!*21)=28; b) 121/(91*31)=220.

58. 2 233 344455 sonining raqamlarini o‘rnini almashtirib nechta turli son hosil qilish
mumkin?

Yechish. P14(2,3,3,2)=101/21*31*31*21=25200.

59. Logarifm so‘zidagi harflarining o‘rinlari shunday o‘zgartirildiki, ikkinchi,
to‘rtinchi va oltinchi o‘rinlarda undosh harflar turgan bo‘ladi. Bunday nechta o‘rin
almashtirishlar mavjud?

Yechish: Ps(1,2,3)=5!/112!13!

60. Sexda 8 nafar ishchi ishlaydi. Uchta turli ko‘rinishdagi detallarni (har biridan
bittadan) ularning uchtasiga necha xil usul bilan topshirish mumkin?

Yechish: Ag’=81/(8-5)!=336

61. Kasaba uyushma qo‘mitasiga 9 kishi saylandi. Ulardan rais, uning muovini, kotibi
va madaniy ishlar tashkilotchisini saylash lozim. Buni necha xil usul bilan amalga oshirish
mumkin

Yechish: Ay'=91/(9-4)!1=91/51=3024.

62. 12 ta turli detalni 3 ta qutiga necha xil usul bilan joylashtirish mumkin?

Yechish. Jami 12 ta uzunlikdagi 3 ta element mavjud: A;*=3"

63. Supermarketda 3 xil nomdagi konfet bor. Konfetlar 3 xil ko‘rinishdagi paketlarga
joylashtirilgan — har bir uchun o‘zining paketi mavjud. 5 ta paketdan iborat jamlanmani
nechta usul bilan buyurtma gilish mumkin?

Yechish. Jami 7 ta, (5,2) tarkibga ega. Demak, P(5,2)=71/51*21=21.

64. 1, 2, 3, 4 va 5 ragamlaridan nechta turli uch xonali son tuzish mumkin, agar bitta
raqam bir necha marta takrorlanishi mumkin bo‘lsa?

Yechish. Takrorlanuvchi o‘rinlashtirishlar A,*=n*=5°=125,
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Mustaqil yechish uchun mashqlar

65. Faraz gilaylik, futbol bo‘yicha superligada 18 ta jamoa qatnashyapti. Oltin,
kumush va bronza medallari uchun kurash borayotgan bo‘lsin. Medallar jamoalar orasida
necha xil usul bilan tagsimlanishi mumkin? [A®s=18!/(18-3)1=18*17*16=4896].

66. Ona 2 ta olma, 3 ta nok va 4 ta apelsin sotib olib, 9 kun davomida o°‘g‘liga bittaden
meva berib bordi. Necha xil usul bilan u bolasiga meva beradi? [jami 9 ta, (2, 3, 4) P(2, 3,
4)=91/(2!*31*41)=1260].

Mavzuni o‘zlashtirish uchun savollar:

1. Takrorsiz o‘rinlashtirishlar formulasini yozing. [A*,=n!/(n-k)!].

2. Takrorsiz o‘rin almashtirishlar formulasini yozing [P,=n!].

3. Takrorsiz guruhlashlar formulasini yozing [C,‘=n!/k!(n-k)!].

4. Takrorlanuvchi guruhlashlar formulasini yozing [Cn*=C" ...

5. Takrorlanuvchi o‘rin almashtirishlar formulasini yozing

[Pn(ky ko, ...kn)=nki 1 Ks! ... k.

6. Takrorlanuvchi o‘rinlashtirishlar formulasini yozing [An‘=m"].

7. Kasrni gisgartiring: (4n-1)!/(4n-3)!

a) (4n+1)(4n-2) b)(4n+3) c) (4n-1)(4n-2)

8. Kasrni gisgartiring: (2n+1)!/(2n-1)!

a) 2n(2n+1) b) 2n(2n-1) c) 2n

9. Mashglarda 12 nafar basketbolchi gatnashmoqda. Nechta turli
boshlang‘ich beshliklar tuzilishi mumkin? [C1,°=792]

10. Shaxmat taxtasida 8 ta ruxni bir-birini urmaydigan gilib necha
xil usul bilan joylashtirish mumkin? [8 xil pozitsiyada Pg=8!=40320]

11. Agar xatlarni 3 ta kurer targatadigan va oldindan ular kimga berilishi ma’lum

bo‘lsa bo‘lsa, 6 ta xatni necha xil usul bilan jo‘natish mumkin? [729].

2-§. Kombinatorikaning ehtimollar nazariyasiga tadbiglari
1. Ishonchli, mumkin bo‘Imagan va tasodifiy hodisalar
Nazariy ma’lumotlar
Ko‘pgina o‘yinlarda o‘yin kubigidan foydalaniladi. Kubikda 6 ta yoq bo‘lib, har bir
yoqga 1 dan 6 gacha sonda bo‘lgan nugqtalar belgilangan. O‘yinchi kubikni tashlaydi va
tushgan yoqda (kubikning yuqorida joylashgan yoqidagi) nechta nuqta borligiga qaraygh



Ko‘pincha kubikning yoqlaridagi nuqtalar mos ragamlar bilan almashtiriladi va 1,2,....,6
ragamlarning tushgani haqgida gapirishadi. Kubikni tashlashni tajriba, eksperiment, sinov
(hatto o‘yin ham deb), olingan natijani — sinov, tajriba yoki elementar hodisa deb hisoblash
mumkin. Odamlarga u yoki bu hodisani ro‘y berishini topish, uning natijasini bashorat qilish
qizigarli. O‘yin kubigini tashlaganda ular ganday bashoratlar qilishi mumkin? Masalan,
bunday: A hodisa 1,2,3,4,5 yoki 6 ragami tushishi; B hodisa —7, 8 yoki 9 ragami tushishi; C
hodisa—1 ragami tushishi.

Hodisalar — kuzatish yoki tajriba natijasi.

Birinchi holda bashorat gilingan A hodisa albatta ro‘y beradi. Berilgan tajribada albatta
ro‘y beradigan hodisa ishonchli hodisa deyiladi. Masalan, suv to‘la stakan to‘nkarilsa, u
holda suv to‘kiladi.

Ikkinchi holda bashorat gilingan B hodisa hech gachon ro‘y bermaydi, bu mumkin
emas. Berilgan tajribada ro‘y berishi mumkin bo‘lmagan hodisa mumkin bo‘lmagan hodisa
deb ataladi.

Uchinchi holda bashorat gilingan C hodisa haqida nima deyishimiz mumkin, ro‘y
beradimi yoki ro‘y bermaydimi? Bu savolga to‘la ishonch bilan javob bera olmaymiz, chunki
1 ragami tushishi ham, tushmasligi ham mumkin. Berilgan tajribada ro‘y berishi ham, ro‘y
bermasligi ham mumkin bo‘lgan hodisaga tasodifiy hodisa deyiladi. Masalan, kishi ko‘chada
tanishlarini uchratdi.

Namunaviy masalalar

67. Barcha ikki xonali sonlar qog‘ozchalarga yozilgan. Po‘lat tasodifiy ravishda bitta
qog‘ozchani tanladi. Quyidagi hodisalarni ishonchli, mumkin bo‘lmagan va tasodifiy
hodisalar sifatida ganday hodisa ekanligini aniglang:

a) A hodisa — tanlangan qog‘ozchada tub son yozilgan bo‘lishi ;

b) B hodisa — tanlangan qog‘ozchada murakkab son yozilgan bo‘lishi;

c) C hodisa — tanlangan qog‘ozchada tub ham murakkab ham bo‘lmagan son yozilgan
bo‘lishi;

d) D hodisa — tanlangan qog‘ozchada toq yoki juft son yozilgan bo‘lishi.

Yechish. A va B hodisalar - tasodifiy, C - mumkin bo‘lmagan hodisa, D —ishonchli
hodisa.

68. Quyidagi hodisalardan gaysi biri ishonchli:

A — uchta o°‘q otishda ikki marta nishonga tegish; B — uchta o‘yin kubigini tashlaganda 185t§1



ochkodan ko‘p ochko chigmasligi; D — tasodifan tashlangan uch xonali soning 1000 dan
katta bo‘Imasligi; E — 1,2,3 ragamlaridan takrorsiz tuzilgan tasodifan tanlangan sonning 400
dan kichik bo‘lishligi;

Yechish. B, D va E — ishonchli hodisalar.

69. Quyidagi hodisalardan gaysi biri mumkin bo‘lmagan hodisa A — Toshkent tezyurar
poezdining shanba kunlari kechikishi; B -3 ta o‘yin kubigini tashlaganda 17 ochkoning
chigishi; C —o,n,a harflar jamlanmasini tasodifan terganda ona so‘zining chiqishi; D —
1,2,3,7,8 ragamlardan tuzilgan va 9 ga karrali sonning ko‘rsatilgan ragamlarni bir marta
tasodifan terganda chiqishi.

Yechish: D — mumkin bo‘lmagan hodisa.

70. Siz kitobni ixtiyorily betini ochdingiz va birinch uchragan so‘zni tanladingiz.
Hodisa quyidagidan iborat: a) so‘zning yozuvida unli harf bor;

b) so‘zda o harfi bor; €) so‘zda unli harf yo‘q; g) so‘zda ayirish belgisi bor. Bu hodisalardan
qaysiri ishonchli, mumkin bo‘lmagan va tasodifiy hodisa?

Yechish. a) — ishonchli; b), g) —tasodifiy; ¢) — mumkin bo‘lmagan hodisalar.

Mustaqil yechish uchun mashglar

71. (0;1) va (5;10) ikki oralig berilgan; birinchisidan a sonini, ikkinchisidan ¢ soni
tanlanadi: a) a soni ¢ dan kichik; b) a soni ¢ sonidan katta; b) a+c soni (5;10) oraligga
tegishli; g) a+c soni (5;10) oraligga tegishli emas. Bu hodisalar qanday hodisalar bo‘ladi?

72. Qopda 10 ta shar bor: 3 ta ko‘k, 3 ta oq va 4 ta qizil. Quyidagi hodisalar turini
ayting: a) qopdan 4 ta shar olindi va ularning barchasi ko‘k b) qopdan 4 ta shar olindi va
ularning barchasi gizil; b) gopdan 4 ta shar olindi va ularning barchasi turli xil rangda; g)
gopdan 4 ta shar olindi va ular orasida gora shar chigmadi.

73. Ishonchli va mumkin bo‘lmagan hodisalarni ko‘rsating: A — ikkita o‘yin kubigini
bir marta tashlaganda 12 ochkodan ziyod ochko chigmasligi; B aeroport ustida 3 ta
samolyotning birdaniga paydo bo‘lishi; C 3 ta o‘q otishda nishonga tegish; D —1,2,3
ragamlaridan iborat va 5 ga karrali sonning sanagich oynasida paydo bo‘lishi; [A- ishonchli,
D- mumkin bo‘lmagan hodisa, qolganlari tasodifiy hodisalar].

74. Ikkita qutida turli xil oq, ko‘k, qizil, sariq va yashil rangli 5 tadan shar bor.
Qutilarda 1 tadan shar olinadi. Quyidagilar ganday hodisalar bo‘ladi: a) sharlar turli rangli
[1], b) bir xil rangli [t], c) 1 ta qora va 1 ta oq [m].
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GRAFLAR NAZARIYASINING ELEMENTLARI
3-maruza

REJA:

1.0ddiy graflar. Ta'rif va misollar.
2.Graflarning izomorfligi.

3.Multigraflar.

4.Marshrutlar, zanjirlar, sikllar. Bog ‘likli-

Bu bobda graflar nazariyasining elementlari yoritilgan. Bu yerda oddiy graflar,
graflarning izomorfligi, marshrutlar, zanjirlar, sikllar, bog‘liglilik, daraxtlar, multigraflar,
Eyler graflari, xromatik son va xromatik sinf, to‘rlar va to‘rdagi oqimlar, Ford-Falkerson
teoremasi kabi masalalar garab chigilgan.

1-§. Oddiy graflar. Ta’rif va misollar
Graf. —Qirralar. -Uchlar. —Yo ‘naltirilgan, yo ‘naltirilmagan girra. —Insident. -Oddiy

graflar. —Grafning to ‘Idiruvchisi. -Qism graf. -Sugraf.
Graflar nazariyasi hozirgi zamon matematikasining asosiy gismlaridan biridir. Keyingi

paytlarda turli xil ASU va diskret harakterga ega bo‘lgan hisoblash qurilmalarni loyihalashda
(yasashda) graflarning roli yanada oshdi.

1-shakl.

Grafning o°zi nima? Ta’rif berishdan avval quyidagi misolda tushuntiramiz.

1-shaklda uchlari 1,2,3,4,5 ragamlar bilan belgilangan doirachalardan, girralari esa
a,bk,d,ye,f,g,hijk (yo‘nalishga ega yoki yo‘nalishsiz) bu doirachalarni ba’zi birlarini
tutashtiruvchi chiziglardan iborat. Qirra a yo‘naltirilgan bo‘lib 1 va 2 uchlarni tutashtiradi
(lekin 2 va 1 uchlarni tutashtirmaydi); yoylar deb ataluvchi bu girralarga e,f,g lar ham misol
bo‘la oladi. Qirra h yo‘naltirilmagan bo‘lib, u 1 va 4, hamda 4 va 1 uchlarni tutashtiradi;
zvenolar deb ataluvchi bunday girralarga i va j lar ham kiradi. Nihoyat b,k,d,k qirralar
sirtmoglar deb ataladi va ba’zi uchni uning o‘zi bilan tutashtiradi (bu qirralar ha5n71



yo‘nalishga ega emas).

Odatda a,b,ye,f,g,h girralarni 1 uchga insident deb ataydilar, o‘z navbatida bu uch shu
girralarning har biriga insidentdir.Shu bilan birga a,ye,f yoylar 1 uchdan 4 ga qarab
yo‘naltirilgan, g esa aksincha 4 dan 1 ga garata yo‘naltirilgandir. Uchinchi va beshinchi
uchlar yakkalangan deyiladi (ular ko‘pi bilan sirtmogqlarga insident bo‘lishi mumkin).

Bu misoldagi graf cheklidir: {1,2,3,4,5} uchlar va {a,bk,d,ye,f,g,h,i,j,k} qirralar
to‘plamlarining ikkalasi ham chekli.

Kelgusida oddiy graflar muhim o‘rin tutadi. Bu sinfning graflari quyidagi xossalarga
ega: u chekli, barcha qirralari oriyentirlanmagan, sirtmoqlari va karrali qirralari yo‘q
(istalgan ikkita uchlar bittadan ko‘p zveno bilan tutashtirilmaydi).

Bunday graflarga quyidagilar misol bo‘la oladi.
Petersen nomi bilan ataluvchi o‘ng tomondagi graf qirralarining doirachalar bilan
belgilanmagan kesishgan joylari uning uchlari emasdir.

1

2-shakil.

1-ta’rif. Bo'sh bo‘lmagan X wuchlar to‘plami va U c X2 girralar to ‘plamidan
tuzilgan tartiblangan G = (X,U) juftlik oddiy graf deyiladi.

Agar x,ye X uchlar uchun xyeU bolsa, uchlar qo ‘shni, agar xyeU bo‘lsa bu
uchlar qo ‘shnimas deyiladi.

Ta’rifdan bevosita ko‘rinadiki, agar uchlar soni |X|=n (G) bo‘lsa, u holda qgirralar soni

m(G) uchun quyidagi tengsizlik o‘rinlidir
0<m(G) < (E(G)j

Oddiy graflarning quyidagi ikkita holini alohida aytib o‘tamiz:
E, - n uchli bo‘sh graf -U(E,) = &;
F, - n uchli to‘liq graf -U(F,) = X
Quyidagi shaklda E, va F, graflar keltirilgan
-
O O

O 2

3-shakl.

2-ta’rif. Uchlari G=(X,u) grafning uchlaridan, qirralari esa U:X[Zl\Su8



to ‘plamdan iborat bo ‘Igan G = (X,U) berilgan grafning to ‘ldiruvchisi deyiladi.
Ravshanki, G=G. E. va F,, bir-birini to‘ldiruvchi graflardir. Ularga yana misol

keltiramiz

7

4-shakl.

3-ta’rif. Agar G =(X,U) va G'=(X"',U") graflar uchun X'c X, U'cU bolsa, u holda
G' graf G ning bo ‘lagi deyiladi.

Masalan,
I—D ' —2
/\@ s
i3 G o
5-shakl.

graflar 4-shakldagi birinchi grafning bo‘laklaridir.
4-ta’rif. Agar G = (X,U) grafning bo ‘lagi G'=(X',U") uchun U'={xy/x,y e X'} bo Isa,
u holda u gism graf deyiladi.
Boshgacha qilib aytganda gism grafni hosil gilish uchun X\ X' uchlar to‘plami bilan
ularning kamida bittasiga insident bo‘lgan qirralar olib tashlanadi.
Masalan, yuqoridagi (4-shaklda) keltirilgan grafning qismlaridan ba’zilari

@

6-shakl.

shulardan iborat.
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5-ta’rif. Agar G =(X,U)grafning bo‘lagi G'=(X,U") uchun X'=X bo‘lsa, u holda u
sugraf deyiladi, ya’ni sugraflarni hosil gilish uchun faqat girralarni olib tashlash kifoya.

Yana 4-shakldagi misolga murojaat gilamiz. Quyidagi

7-shakl.
graflar uning sugraflaridir.
2-§. Graflarning izomorfligi

Graflar izomorfizmi. —lzomorf graflar. Qo ‘shnilik munosabati.

G =(X,U) va G'=(X,U") graflar berilgan bo‘lsin. Qaysi holda ular ikkalasi bitta grafni
ifodalaydi degan savolga javob berishga urinamiz.

Bu masala graflarning izomorfizmi tushunchasi bilan chambarchas bog‘likdir.

Ta’rif. Agar G va G' graflarning uchlari to ‘plamlari X va X' orasida o ‘zaro bir
qiymatli va uchlarning qo ‘shnilik munosabatini saqlaydigan moslikni (<) o ‘rnatish mumkin
bo‘lsa, ya'mi Vx,yeX va wularga mos bo'lgan x,y'eX'(x< X,y y)uchun
xyeU < x'y'eU" bolsa, u holda bu graflar izomorf deyiladi.

Quyidagi graflar berilgan bo‘lsin

G =(X,U), (i=1234), bu yerda
X, ={1 2,3, 4}, U{12 13 23 34},

X, ={a,b,c,d}, U, ={ab,ac,bc,cd};
X,={1 2,34}, U,{12 23 34,14};
X,={,273 4}, U,{13 2314, 24}.

G

-
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8-shakil.

Umuman olganda bu graflarning to‘rtalasi har xildir. G, #G,, chunki X, = X,; G, #G,,
chunki U, #U,. Lekin ko‘rinib turibdiki, G, va G, bir xil tuzilishga (strukturaga) ega, shu
jumladan, G, va G, ham bir xil tuzilishga ega. Agar izomorflikni ~ va izomorf emaslikni ~
belgilasak: G, ~G,, G, ~G,, G;=G; G1=G4, G,~G3, G,~G, ekanligini ko‘ramiz.

Masalan, G, ~ G, ni quyidagicha aniglash mumkin

l<a, 2&b, 3¢, 4<d;

u holda
12eU, Vva abeU,, 13e€U, Va aceU,,
1l4¢U, Vva adeU,, 23eU, VabceU,,
242U, va bdgU,, 34eU,vacdeU,,
ya’ni xyeU, < x'y'eU, shart bajariladi.
O‘quvchiga
l1<b, 2<a, 3¢, 4<d
moslik ham G, va G, graflarning izomorfizmi ekanligini tekshirishni tavsiya gilamiz. Shu
bilan birga uchlarning golgan 4!- 2=22 mosliklarni izomorfizm emasligini aytib o‘tamiz.
G, va G, graflarning izomorfizmini masalan, quyidagicha o‘rnatish mumkin
1 2 3 4 - G, grafda
g ¢ g )
1 3 2 4 - G, grafda
(bu graflarning boshga izomorfizmlarini aniglang).
G, ~ G, ekanligini osongina aniglash mumkin: Masalan, G, grafning 4 uchi fagat bitta
uch bilan qo‘shni, G, da esa bunday uch umuman yo‘q.
3-§. Multigraflar

Parallel girralar. —Sirtmoqg. -Insidentlik matritsasi. -Multigraf.

Endi umumiy holda chekli, oriyentirlashtirilmagan graflarni kiritamiz.

Ta’rif. Graf deb G = (X,U,y) tartiblangan uchlikga aytiladi, bu yerda X = ¢ - uchlar
to ‘plami, U - girralar to ‘plami (ikkalasi ham chekli) va w:U = X akslantirish har bir
ueU qirra uchun uning x,y e X uchlariga tartiblanmagan y(u) = xy juftlikni mos qo ‘yadi.
Agar w(u)=xx bo‘lsa, u holda u qirra x uchdagi sirtmod, y(u)=x,yAx=y bo‘lsa u zveno
deyiladi. Agar x va y uchlarning ikkalasi kamida bitta umumiy insident girraga ega bo ‘Isa
ular qo ‘shni deyiladi. Xususiy holda, agar x uchda kamida bitta sirtmoq bo ‘Isa, u 0 ‘z-0 ‘zi
bilan go ‘shnidir.

Agar u va v qirralar uchun u=vaw(u)=w(v) bo‘lsa, u holda ular parallel (karrali)
deyiladi.

Agar grafning uchlari X ={1, 2,...,n} kabi tartiblangan bo‘lsa, u holda uni A(G) =(«;,)
qo‘shnilik matritsasi yordamida berish mumkin, bu yerda «;; i va j uchlarni tutashtiruvchi
qirralar soni. Albatta bu matritsa grafning uchlarini tartiblanishiga bog‘liq va uni parallel
girralarni joylashish tartibi anigligina tiklaydi. Insidentlik matritsasi B(G)=(s,;); bo‘yicha
grafni yagona ravishda tiklash mumekin:

61



5 = 1, acap | yu 6a | Kuppaunyuoemm oOyica,
e 0, akc xonoa.

Bu yerda i=12..,n; j=12..,m va qirralar ham tartiblangan deb hisoblanadi
U={u,u,,.,u_ }.

9-shakl

Yuqgoridagi shaklda uchlari X ={1,2,3,4,5}, qirralari U ={a,b,c,d,e, f,g,h} bo‘lgan
G=(X,U,w) graf (multigraf) berilgan. Akslantirish w esa quyidagicha aniglangan:
(@) =yb)=y(c)=14, w(d)=12, w(e)=yw(f)=22,
w(9)=y(h)=35 '

Bu graf uchun

01030 11110000
12000 00011 100
AG)=/0 0 0 0 2|, B@=/00 000 01 1
30000 11100 000
00200 00000 011

4-§. Marshrutlar, zanjirlar, sikllar. Bog‘liklilik

Marshrut. -Siklik marshrut. —Zanjir. -Sikl. —-Sodda zanjir. —Tutashtirilgan uchlar.

—Bog ‘ligli graf. —Qo ‘shnilik matritsasi. —Takomillashtirilgan qo ‘shnilik matritsasi.

1-ta’rif. Oddiy G = (X,U) grafdagi
Xo UXy Uy XoUg Xgoon X g Uy X,
ketma-ketlik (bu yerda x,,x,,..x, € X ; uu,,.,u, eU) uzunligi | teng bo ‘Igan va x,,x, uchlarni
tutashtiruvchi marshrut deyiladi.
Agar x,=x Vva |>1 bo‘lsa, marshrut siklik deyiladi. I =0 marshrut bitta x, uchdan
iborat bo‘ladi va u siklik hisoblanmaydi.

Marshrutda uchlar va qirralarning har xil bo‘lishi talab qilinmaydi. Bitta uch yoki qirra
bir necha marta takrorlanishi mumkin.
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2-ta’rif. Qirralari har xil bo‘lgan marshrut zanjir deb ataladi. Siklik zanjir esa sikl
deyiladi. Agar zanjirda (siklda) x, va x, lardan tashqari barcha uchlari har xil bo‘lsa, u

holda sodda zanjir (sikl) deyiladi.

t

10-shakil.

Yuqgoridagi grafda (10-shakl) 3v2ulv3p4t5t4t5 va 3vlu2v3p4t5t4t5 marshrutlar bir xil
elementlardan tuzilgan bo‘lsada, lekin har xildir. Ular siklik emas va zanjir ham emasdir.
3vlu2v3p4 marshrut zanjir, lekin sodda emas va siklni tashkil etmaydi. 3viu2v3p4s6r7g3 va
3v2ulv3p4s6r7g3 har xil sodda bo‘lmagan sikllar. 3g7r6s4p3 - marshrut sodda sikldir. 1u3v2
ketma-ketlik umuman marshrut emas.

3-ta’rif. Agar G grafning x va y uchlari orasida hech bo‘Imaganda bitta zanjir
mavjud bo ‘Isa, u holda ular tutashtirilgan deyiladi.

Ravshanki, grafning uchlari to‘plamida berilgan “tutashtirilganlik” munosabati
refleksivlik, simmetriklik, tranzitivlik xossalariga ega. Demak, bu munosabat
ekvivalentlikdir va grafning X wuchlari to‘plamini X, X,,.., X, sinflarga ajratadi. Har bir
sinfga tegishli bo‘lgan uchlar o‘zaro tutashtirilgandir (turli sinflarga tegishli bo‘lgan uchlar
orasida zanjirlar yo‘q).

G =(X,U) grafning G, =(X,,V,) (i=12,.,k) qism grafi uning bog‘ligli komponentasi
deyiladi. Agar k(G) =1 bo‘lsa, graf bog‘likli deyiladi.

Bog‘ligli G grafning uchlari to‘plami X da masofa tushunchasini kiritish mumkin: i
va j uchlar orasidagi masofa deb

d(i, j) = minl,
ga aytiladi, bu yerda I, [i, j]1 zanjirning uzunligi va minimum barcha [i,j] zanjirlar
bo‘yicha olinadi (albatta bu minimum sodda zanjirlarda erishiladi).

Kiritilgan d(i, j) uchun masofaning barcha xossalari (aksiomalari) bajariladi:

1) d(,i)=0; d@i,j)>0 (i j);

2) d(i, j)=d(j.i);

3) d(i, j)+d(j,k)=>d(,k).

Demak, X to‘plam metrik fazoni tashkil etadi.

G = (X,U,y) multigraf berilgan bo‘lsin, bu yerda X ={x,,x,,...,x,}, U ={u,,u,,..,u,}
va A(G) = («;;) qo‘shnilik matritsasi.

Grafning x; va x; uchlarini tutashtiruvchi uzunligi 1>1 bo‘lgan turli xil marshrutlar
sonini va o‘zlarini aniqlash masalasini qaraymiz. Bu son [A(G)] =(«’) matritsaning o
elementiga teng.

Hagigatan ham | =1 bo‘lganda o‘z-o‘zidan ravshan. Faraz qilaylik «{ uzunlikdagi |
teng x; va x, uchlami tutashtiruchi marshrutlar soni bo‘lsin. Unda x; va x; uchlarni
tutashtiruvchi uzunliklari 1+1 (oxiridan oldingi x, uchni tanlab olgan holda) marshrutlar

soni «f) e ga teng, umumiy holda esa barcha marshrutlar soni matritsalar ko‘paytm%s3i



n
goidasiga asosan » e, =ai"” gateng.
k=1

Ushbu graf uchun
03000 90 630 0 423 9 0
30210 014130 4215 31 18 0
A=[0 201 0|, A°=[61 530, A°=|3 315 9 0},
01110 33330 9 18 9 9 0
00002 0000 4 00 0038

masalan, x, uch bilan x, tutashtiruvchi uzunliklari 2ga teng bo‘lgan uchta marshrut
(X, U; X, Ug X,, X U, X, Ug X,, X, Us X, Ug X,) bOr va bu uchlarni tutashtiruvchi uzunliklari 3ga teng
to‘qqizta marshrut (x, u, X, U, X, Ug X, , X;,Uy X, Ug Xg Ug X,y X, Uy X, Uy X5 Ug X,y X; Uy Xy Ug Xg Ug X,
Xl u3 XZ u4 XS u6 X4’ Xl u3 X2 US X3 u6 X47 Xl ul X2 u8 X4 u7 X4’ XlUZ XZ u8 X4 u7 X4’ Xlu3 X2 u8 X4 u7 X4)
mavjud, x, uchni o°‘zi bilan bog‘lovchi uzunligi 2ga teng to‘rtta marshrut (x, U X Ug X,
Xs Ug X Uyg X, Xs Uyg Xs Ug Xs, Xs Uyy X Uyy X5) DOF vVa hokazo.

Marshrutlarni o‘zlarini aniqglash usulini (hisoblashlari ko‘pligi sababli) sodda misolda

ko‘rsatamiz.
b

5 :

a c

12-shakl.

Bu grafning takomillashtirilgan qo‘shnilik matritsasini tuzamiz

a b 0
A(u) = (a;u))=b 0 c+d]|,
0 c+d O

bu yerda a;(u) i va j uchlarni tutashtiruvchi girralarning shartli yig‘indisi. Qirralar
belgilarini (a,b,c,d) nokommutativ (lekin assotsiativ) yarim xalganing yasovchilari deb

gabul gilamiz.
A(u) matritsaning ketma-ket darajalarini topamiz
a’+b’ ab bc+bd
[AU)] =| ba b?+c¢”+d®+cd +dc 0 ,
cb +db 0 c?+d?+cd +dc
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a®+b’a+ab’ a’b+b® +bc® + abc+abd
+bed +bdc+bd?
ba® +b® +c’b+ b’c+c®+d’c+cdc+
, |+d’b+cdb+dch bab +dc® +b*d +c’d +
[AU)T = s
+d*+cd” +dcd
ch? +db* +c® +d?c+
cha +dba +cde+dc® +c’d + 0
+d®+cd? +dcd
Masalan, [AU)]® matritsaning o)) (U) =ba’ +b* +c’b+d?b +cdb+dch
elementi x, bilan x, tutashtiruvchi oltita uzunligi 3ga teng bo‘lgan marshrutlarni aniglaydi:
X,bxaxax;, X,bxbx,bx, X,CX,Cx,bx,

X, A%, 0X, 0%, X,CX,0X,b%;,  X,dx;cx,bX, .

Agar bizni x, dan x; ga | gadamlar bilan o‘tish masalasi qiziqtirsa, butun musbat
sonlar yarim xalgasiga 2=1 bul munosabatini kiritamiz. U holda, agar x;, dan x; gacha
kamida bitta uzunligi | ga teng bo‘lgan marshrut bo‘lsa [A(G)]' matritsaning « elementi 1,

aks holda 0 ga teng.
11-shakldagi graf uchun

01000 10110 01110
10110 01110 11110
A=(01 01 0|, A=11110]|, A=11110]|
01110 11110 11110
00001 00001 00001

11110

11110

A'=A=.=/11110

11110

0 00O01

Agar x dan x; gacha | dan ko‘p bo‘lmagan qadamlar bilan o‘tish masalasini ko‘rsak,
u holda 4+ E(E = E" birlik matritsa) matritsaning darajalarini garaymiz. Yugqoridagi misolda

11000 11110
11110 11110
A+E=[0 1110/, (A+EY’=(4+E)°*=..={11110]|
01110 11110
00001 00001

Bu usul bilan grafning barcha bog‘ligli komponentlarini ham topish mumkin.
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Muammoli masala va topshiriglar

1. 13-shaklda ko ‘rsatilgan ikkita grafning izomorfligini isbotlang.

AN

13-shakl

2. Bir-biri bilan arazlagan uchta hamsoyaning uchta umumiy quduglari bor. Har bir
uydan har bir quduqqga bir-biri bilan kesishmaydigan yo ‘I o ‘tkazish mumkinmi? Javobingizni
izohlang.

3. Beshta to ‘g ‘ri ko ‘pqirrali graflar uchlarining soni va darajasini aniglang.

4. To ‘g ‘ri ko ‘pqgirrali graflar uchun go ‘shnilik va insidentlik matritsalarini tuzing.

Mustagil ishlash uchun savollar:

1.0ddiy graflar. Qirralar, uchlar. Yo ‘naltiril-
gan va yo ‘naltirilmagan qirralar. Insident.
2.Grafning to ‘ldiruvchisi. Qism graf. Sugraf.
3.Graflar izomorfizmi. Izomorf graflar.

Qo ‘shnilik munosabati.

4.Multigraflar.

5.Marshrutlar, zanjirlar, sikllar. Bog ‘likli-
lik.
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5-§. Daraxtlar

Siklik va atsiklik girra. —Siklomatik son. —-Daraxt. —Pog ‘ona uchlari. -Grafning asosi.

—Vatar. —Chekli daraxtda girralar soni uchlar sonidan bitta

kamligi haqgida.

1-ta’rif. Agar G grafning u girrasi kamida bitta sikiga tegishli bo ‘Isa, u siklik, aks holda
atsiklik girra deyiladi.
G graf uchun
A(G) =m(G) - n(G) +k(G)
(bu yerda m(G)-G ning girralari soni, n(G) - uchlari koni va k(G) komponentalari soni)

ifoda uning siklomatik soni deyiladi.
Osongina ko ‘rsatish mumkinki:

K(G \u)_ K(G), aecap U yuxmux xuppa o6yica,
| K(G) +1, aeap u ayuxnux xuppa 6yca;

A(G) -1, aeap U yuxmux kuppa oyca,

/1(G|u) ={,1 (G), aeap u ayuxaux kuppa byca.

O°z-o0°‘zidan ravshanki,
n(G\u)=n(G), m(G\u)=m(G)—1,

A(G) = 0 va faqgat sikllari bo‘lmagan graf uchun A1(G)=0.

2-ta’rif. Barcha qirralari atsiklik bo ‘Igan bog ‘ligli graf daraxt deyiladi.
Daraxtning istalgan ikkita uchlari yagona zanjir bilan bog‘langandir. Daraxtning
istalgan x, uchini tanlab olib uning ildizi yoki nolinchi pog‘onali uch deb ataymiz. x, ga

qo‘shni bo‘lgan barcha uchlarni birinchi pog‘ona uchlari deymiz va hokazo - i-1
pog‘onadagi uchlarga qo‘shni (boshga pog‘onalarga tegishli bo‘lmagan) uchlarni i pog‘ona
uchlari deb ataymiz (14-shakl).

I/’4—pog‘ona,
-pog‘ona,
2-pog‘ona,
1-pog‘ona,
0-pog‘ona.
14-shak

Daraxtning bunday tasvirlanishidan kelib chigadiki, u chetki (fagat bitta girraga inside&t



bo‘lgan) uchlarga ega. Masalan, oxirgi pog‘onaning uchlari.

Bog‘likli G grafdan ketma-ket barcha siklik girralarni olib tashlaymiz. Natijada,
hamma qirralari atsiklik bo‘lgan bog‘likli H grafni-daraxtni hosil gilamiz. Bu daraxt G
grafning asosi deyiladi. Grafning asosi yagona tanlanmaydi, lekin barcha atsiklik girralar
istalgan asosga kiradi. H asosga nisbatan G\H bo‘lakning barcha qirralari - vatarlar deb
ataladi.

H daraxtdan chetki uchni (avtomatik tarzda bitta girrani) olib tashlasak, yana daraxtni
hosil gilamiz. Agar H chekli bo‘lsa, n(H)-2 gadamlardan keyin bitta girra va ikkita uchga
ega daraxtni hosil gilamiz. Daraxtdan olib tashlangan uchlar va qgirralar soni bir xil
bo‘lganligi sababli quyidagi xulosaga kelamiz: har ganday chekli daraxtda girralar soni
uchlar sonidan bitta kam. Aksinchasi ham o‘rinlidir, ya’ni

Teorema. Chekli bog ‘likli G graf daraxt bo ‘lishi uchun, uning qgirralari soni uchlari
sonidan bittaga kam bo ‘lishi zarur va yetarli.

Uchlari 1,2,3...,n ragamlar bilan tartiblangan n uchli daraxt berilgan bo‘lsin.
Daraxtning chetki uchlari orasidagi eng kichik nomerlisi i, va u bilan qo‘shni bo‘lgan
yagona uch j, bo‘lsin. Daraxtdan i, uchni, demak i, j, girrani olib tashlaymiz. Hosil bo‘lgan
daraxtda eng kichik nomerli chetki i, uchni va i,j, girrani olib tashlaymiz va hokazo. Bu
protsessni n—2 marta takrorlab ikki uch va bitta qgirrali daraxtni hosil gilamiz. Olib
tashlangan uchlarni 1 ={i,,i,,......i. ,}va J=(i;, jyseerees j.,) lar bilan belgilaymiz. Bu ikkala 1 va

J majmualar berilgan daraxt bo‘yicha yagona ravishda aniqlanadi, shu bilan birga | ning
barcha sonlari har xil, J niki esa har xil bo‘lishi shart emas (15-shakl).

15-shakl.

Bu daraxt uchun 1={2,35,7,8914} va J =(3,4,4,81014,56).

[={i,, iy iy o} VA& I ={j,, Jps Jso}p uchlar majmualari berilgan daraxt bo‘yicha yagona
aniglanadi, shu bilan birga birinchi majmuaning barcha uchlari har xil, ikkinchisiniki esa har
xil bo‘lishi shart emas. Shu bilan birga har qanday J ={j,, j,,- j, .} (< j, <n) majmua bitta
daraxtga mos keladi. Uni quyidagicha qurish mumkin.

N =41 2,..,n} to‘plamning J da gatnashmagan sonlarining eng kichigini i, bilan
belgilaymiz (bunday son hamma vaqt mavjud, chunki J da n-2 sonlar bor). Qirra bilan i,
va j, uchlarni tutashtiramiz, j, ni J dan, i, ni esa N dan o‘chiramiz va protsessni
takrorlaymiz: J, ={j,, i5.-- i, .} majmuada gatnashmagan N, = N \{i,} ning eng kichik sonini
i, bilan belgilaymiz; i,, j, uchlarni girra bilan tutashtiramiz va ularni mos ravishda N, va J,
lardan o‘chiramiz va hokazo. Oxirida N, , da golgan ikkita uchlarni girra bilan tutashtiramiz.

Bundan ko‘rinadiki, har ganday k=1, 2,.,n-2 uchun k gadamdan keyin yasalgan

girralar ichida i, ga insident bo‘lganlari yo‘q, lekin j, ga insident bo‘lgan kamida bitta qirra
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mavjud. Buni nazarda tutgan holda, protsessni teskari tartibda bajarib, k bo‘yicha
induksiyani qo‘llab haqiqatan ham daraxt hosil bo‘lishini ko‘rsatamiz (chunki har gal bitta
girra yangi, chetki uch bilan qo‘shiladi).

Shunga o‘xshash induksiya bo‘yicha, lekin to‘g‘ri tartibda qurib isbotlash mumkinki
ushbu daraxtga aynan J majmua mos keladi.

Yuqoridagi protsessdan ko‘rinadiki har xil daraxtlarga turli xil (1,J) juftliklar mos
keladi. Agar I'=1" bo‘lsa, u holda J'=J". Hagigatan ham, i, =i, va i, <i, bo‘lsa, u holda
i, (Jerenr Jnp) 0@ Kirmaydi, lekin u (j, ..., j._,) ga kiradi. Shuning uchun har xil daraxtlarga har
xil J ko‘rinishdagi majmualar mos keladi.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbot gilindi.

Teorema (Keli). Uchlar soni tartiblangan n ta bo ‘Igan daraxtlar soni n"* ga teng.

(n ta elementlardan n-2 tadan tuzilgan barcha takroriy o ‘rinlashtirishlar soni).

Albatta bular ichida ko ‘plari o zaro izomorfdir.

Masalan, n=3 bo‘lganda, uchala daraxtlar ham o°zaro izomorfdir

1 2 3

2 3 lAS 1 2

16 - maxn
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EYLER GRAFLARI
4-maruza
REJA:

1.Eyler graflari.
2.Xromatik son va xromatik sinf,
3.To ‘rlar va to ‘rdagi ogimlar.

Harakteristik vektor. —Juft graf. —Eyler sikli. —Eyler grafi. — Siklomatik son.

G grafning barcha uchlarini o‘z ichida saqlovchi qism graflarini qaraymiz. G ning
barcha girralari u,,u,,...,u, kabi tartiblangan bo‘lsin. G grafning har qanday H <G gismiga 0

va 1 lardan iborat (a,,a,,...,a,) m o‘lchovli vektorni mos qo‘yamiz:

. 1, acapu, eH,
"o, azap U, ¢ H.

(N ning harakteristik vektori). Bu moslik o‘zaro bir qiymatlidir, shu bilan birga qism
graflarning 2 modul bo‘yicha yig‘indisiga ularning harakteristik vektorlarining yig‘indisi
mos keladi. Barcha qism graflar to‘plami yig‘indi amaliga nisbatan abel gruppasini tashkil
etadi. Bu gruppa {0,1} koeffiitsentlar maydoni ustida chizigli fazoni tashkil etadi (istalgan N
gism grafning 1 ga ko‘paytmasi N ni beradi, 0 ga ko‘paytmasi esa bo‘sh grafdir).

Ko‘rinib turibdiki G graf qismlarining fazosi ularning harakteristik vektorlarining
fazosiga izomorf va m o‘Ichovli.

Agar grafning barcha uchlarining darajalari (ya’ni ularga insident bo‘lgan qirralar
soni) juft bo‘lsa, graf ham juft deyiladi.

Juft grafda istalgan sodda zanjirni (sikldan fargli) unga kirmagan qirra bilan davom
ettirish mumkin. Hagigatan ham, zanjirda oxirgi uchning darajasi 1 ga teng, lekin graf juft
bo‘lganligi sababli bu uchga insident bo‘lgan kamida bitta qirra mavjud. Agar graf chekli
bo‘lsa, zanjirni ketma-ket davom ettirib, avval bosib o‘tgan uchlarning biriga kelamiz, ya’ni
sodda siklIni hosil gilamiz. Bu siklning barcha girralarini grafdan olib tashlaymiz. Uning
golgan gismi yana juft grafdir, chunki uchlarning darajalari 2 ga kamayadi (agar undan zanjir
o‘tsa) yoki o‘zgarmaydi (agar zanjir o‘tmasa). Bu grafda yana siklni ajratamiz va hokazo.
Yugoridagi protsessni yana davom etamiz, toki unda birorta ham sikl qolmasin (ya’ni bo‘sh
graf hosil bo‘lguncha). Shunday qilib, chekli juft graf o‘zaro qirralar bo‘yicha
kesishmaydigan sodda sikllar yig‘indisiga yoyiladi. Bundan uning barcha qirralari siklik
ekanligi kelib chigadi.

Agar chekli juft graf bog‘ligli bo‘lsa, u holda osongina ko‘rsatish (sodda sikllar soni
bo‘yicha induksiyani qo‘llab) mumkinki unda barcha qirralarini 0‘z ichiga olgan sodda sikl
mavjud. Bunday sikl Eyler sikli, graftning o°zi esa Eyler grafi deyiladi.

Yugqorida aytilganlardan quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema. Chekli bog ligli graf Eyler grafi bo ‘lishi uchun u juft bo ‘lishi zarur va
yetarli.

Istalgan chekli juft grafning har bir bog‘ligli komponentasi Eyler grafidir.
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Ixtiyoriy grafning har ganday ikkita N; va N, juft gism graflarining yig‘indisi yana juft
gism grafdir. Hagigatan ham, « uchning darajasi S(«) N;+N, gism grafda s, +s, —2s,, ga
teng. Bu yerda s; va s, « uchning mos ravishda N; va N, lardagi darajalari, s;, esa « ning
ularning N;N N, kesishmasidagi darajasi. Shunday qilib, juft qism graflar to‘plami barcha
qism graflar fazosining qism fazosidir. Bu qism fazoning o‘Ichovi v ni aniglaymiz.

G bog‘ligli, m qirrali, n uchli graf D uning xtiyoriy asosi bo‘lsin. Vatarlar soni
m-n+1 ga teng. Har bir « g vatar yagona sodda [«, 5] < D zanjir bilan sodda sikIni hosil
qiladi. Barcha sikllarning vektorlari bog‘ligmas ¥, sistemani hosil giladi. Chunki har bir sikl
sistemaning boshqa sikllariga tegishli bo‘lmagan qirraga (o‘zining vatariga) ega. Demak
vm-n+1.

Ikkinchi tomondan har ganday juft gism graf, xususiy holda istalgan sodda sikl X
sistemaning sikllari orgali ifodalanadi. Hagigatan ham juft N gism grafga vatarlari unga
tegishli ¥ sistemaning sikllarini qo‘shamiz. Hosil bo‘lgan yig‘indi birorta ham vatarga ega
emas. Demak, bu yig‘indi D daraxtning qism grafi, ya’ni u bo‘sh grafdir. Aks holda sodda
sikllarga ega juft qism graf (N va sikllarning yig‘indisi) daraxtning qism grafi bo‘lar edi.
Bundan v<m-n+1 kelib chigadi va yuqoridagi tengsizlikni inobatga olgan holda
v=m-n+1.

Bog‘ligli bo‘lmagan k komponentali grafning juft qism graflari fazosining bazisi uning
barcha bog‘ligli komponentalari bazislarining yig‘indisidan iborat. Qirralar va uchlar soni
ham komponentalar bo‘yicha qo‘shiladi. Agar i komponenta m, girralarga va n, uchlarga

ega bo‘lsa, u holda
Kk k
v=m-n+k, m=>m, n=>n.
i=1 i=1

Demak, juft qism graflar qism fazosining o‘Ichovi v grafning siklomatik soni 1(G) ga
teng.

Istalgan graf uchun v >0 bo‘lganligi sababli k >n-m.

Siklomatik soni nolga teng bo‘lgan bog‘ligli graflar — daraxtlardir.

7-§. Xromatik son va xromatik sinf

To ‘g ri bo ‘yalgan graf. —Xromatik son. —Xromatik sinf. -Bixromatik graf. —-Bixromatik
bo ‘lishning yetarli va zaruriy sharti. -Bruks teoremasi.

Cirtmogsiz G grafning har bir uchiga (qgirrasiga) berilgan ranglardan bittasini mos
go‘yamiz. Agar qo‘shni uchlarga (qo‘shni girralarga) turli xil ranglar mos qo‘yilgan bo‘lsa, u
holda G grafto‘g‘ri bo‘yalgan deyiladi.

G grafning uchlarini (girralarini) to‘g‘ri bo‘yash uchun kerak bo‘lgan eng kam
miqdordagi turli xil ranglar soni »(G)mos ravishda »°(G) uning xromatik soni (xromatik
sinfi) deyiladi.

Har ganday oddiy G graf uchun z(G)<n (y(En)=1). Tenglik fagat Fn uchun
bajariladi.

Agar grafda kamida bitta girra bo‘lsa, y(G)>2. Demak, 2< y(G)<n(G) tengsizlik
o‘rinli.

Ta’rif. Agar G graf uchun »(G)=2 bo‘lsa, u holda G bixromatik deyiladi.

1-teorema. Kamida bitta girraga ega bo ‘lgan graf bixromatik bo ‘lishi uchun unda

uzunliklari toq sodda sikllarning bo ‘Imasligi zarur va yetarli. -1



Agar G graf to‘liq y uchli F, gismlarga ega bo‘lsa, uning xromatik soni y(G)=> y.

Lekin teskarisi to‘g‘ri emas.
Shunday graflar mavjudki, ularda hattoki F, (uchburchak) bo‘lmasada istalgancha katta

Xromatik songa ega.
Xromatik son va graf uchlarining darajalari (uchga insident bo‘lgan qirralar soni)
orasidagi bog‘lanishni o‘rganamiz. G graf uchlarining maksimal darajasi S(G) bo‘lsin. I

bilan S(G) <§ bo‘lgan oddiy graflarning sinfini belgilaymiz.
Har ganday G eI, graf uchun y(G)<S+1 ekanligini uchlar soni bo‘yicha induksiya
usuli bilan isbotlash mumkin. Yagona F, graf uchun y(F)=S+1.

2-teorema. Kamida bitta girraga ega bo ‘Igan graf bixromatik bo ‘lishi uchun unda
uzunliklari toq sonlarga teng sodda sikllarning bo ‘Imasligi zarur va yetarlidir.

Zaruriyligi. Grafni to‘g‘ri bo‘yalganda sikl uchlarining ranglari almashib keladi,
demak uzunligi toq bo‘lgan sodda siklni to‘g‘ri bo‘yash uchun ikki rang yetarli emas.
Bunday siklni o‘zida saglagan graf ham bixromatik bo‘la olmaydi.

Yetarliligi. Avvalo shuni ta’kidlaymizki, har gqanday daraxt bixromatik grafdir.
Hagigatan ham, daraxtning juft pog‘onalaridagi barcha uchlarini bitta rangga bo‘yaymiz, toq
pog‘onalardagi uchlarni esa ikkinchi rangga bo‘yaymiz. Natijada u to‘g‘ri bo‘yalgan bo‘ladi,
chunki daraxtning qirralari fagat qo‘shni pog‘onalardagi uchlarni tutashtiradi.

Daraxtda i va j pog‘onalar uchlarini tutashtiruvchi sodda zanjirning uzunligining
juft-togligi i—j sonning juft togligi bilan bir xil. Xususiy holda, bir xil juftlikdagi
pog‘onalarning uchlari uzunligi juft sodda zanjir bilan bog‘langandir.

Uzunligi toq songa teng sodda zanjirga ega bo‘lmagan G grafda istalgan asosni tanlab
olamiz. Bu asosga nisbatan barcha vatarlar turli xil juftliklarga ega bo‘lgan pog‘onalarning
uchlarini tutashtiradi, aks holda unda uzunligi toq sodda zanjirlar bo‘lar edi. Demak,
asosning ikki rang bilan to‘g‘ri bo‘yalgani butun grafning ham to‘g‘ri bo‘yalganidir.

Agar G grafda y uchli to‘liq F, qism graf mavjud bo‘lsa, u holda #(G)=y.
Teskarisi esa to‘g‘ri emas, shunday graflar mavjudki, ularda hatto uch uchli to‘liq qism
graflari (uchburchaklar) yo‘q, lekin xromatik soni istalgancha katta.

Bunda G, graf induktiv ravishda yasaladi. G, bitta girradan iborat.

X1 O X1

X2 O X
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17-shakl.

Faraz gilaylik X ={x,,x,,... x,} uchlar to‘plamida G,.; graf qurilgan bo‘Isin. G,.; grafga
X'={X;, Xy, X,} uchlar to‘plamini va B uchni qo‘shamiz. Har bir x; uchni g hamda G,
grafda x; bilan qo‘shni bo‘lgan uchlari bilan tutashtiramiz (1-shakl). Hosil bo‘lgan G, grafda
uchburchaklar yo‘qligini ko‘rsatamiz. Induksiya faraziga G,.; grafda uchburchaklar yo‘q.
Agar uchburchak mavjud bo‘lsa, u holda X' to‘plamdagi uchlar bir-biri bilan
tutashtirilmaganligi sababli, unga bu uchlarning ko‘pi bilan bittasi tegishli; g ham birorta
uchburchakga tegishli emas, chunki u fagat x* dagi uchlar bilan tutashtirilgan.

Agar [x;,x;,x.] uchburchak bo‘lsa, u holda [x;,x;,x,] uchburchak ham mavjud bo‘lar
edi (chunki x, va x, uchlar X da bir xil qo‘shni uchlarga ega). Bu esa induksiya farazimizga
zid.

Endi #(G,) =y ekanligini ko‘rsatamiz.

Ravshanki #(G,)=2. Faraz gilaylik »(G,,)=-1. U holda G, grafni y ranglar bilan
to‘g‘ri bo‘yash mumkin: masalan, G,; grafni x-1 ranglar bilan to‘g‘ri bo‘yaganimizdan
keyin har bir x; uchni x; ning rangiga bo‘yaymiz va g uchga golgan y rangni beramiz.

G, grafni -1 ranglar bilan to‘g‘ri bo‘yash mumkin emasligini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni G, graf -1 ranglar bilan to‘g‘ri bo‘yaladi va g uchga |
rang to‘g‘ri keladi. Bunda X' to‘plamning uchlari | dan farqli ranglarga bo‘yalgan. Ac X |
rangga bo‘yalgan uchlar gism to‘plami bo‘lsin. Har bir x, e A uchni x, uchning rangiga
qaytadan bo‘yaymiz. Bu holda G,, =G, grafning barcha uchlari y-2 rang bilan to‘gri
bo‘yalgan bo‘ladi. Hagigatan ham XX, G,.; grafning istalgan girrasi bo‘Isin. G, grafda x; va
x; turli ranglarga bo‘yalganligi sababli ularning ikkalasi birdaniga A ga tegishli emas. Agar
x; € A, X; ¢ A bo‘lsa grafni qayta bo‘yaganimizda ularning ranglari o‘zgarmaydi va turli xil
bo‘lganligicha qoladi. Shunday qilib G,.; graf induksiya farazimizga zid ravishda x-2
ranglar bilan to‘g‘ri bo‘yaladi.
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Xromatik son va graf uchlarining darajalari orasidagi bog‘lanishni aniglaymiz. s(G)
bilan G graf uchlari darajalarining eng Kkattasini belgilaymiz, G esa parallel girralarga ega
bo‘lmagan va s(G) < s graflar sinfi.

Uchlar soni bo‘yicha induksiyani qo‘llab osongina ko‘rsatish mumkinki, har ganday
G <T, uchun y(G)<s+1. Hagigatan ham, agar grafda uchlar soni s+1 dan oshmasa
7(G) <s+1. Faraz gilaylik bu tengsizlik G dan kam uchlarga ega Gs ning barcha graflari
uchun o‘rinli bo‘lsin. G grafdan istalgan x uchni olib tashlaymiz (unga insident bo‘lgan
barcha girralar bilan birgalikda). Induktiv farazimizga asosan G\{x} grafni s+1 ranglar bilan
to‘g‘ri bo‘yaymiz. G grafda x uchga ko‘pi bilan s ta qo‘shni uchlar mavjud, shuning uchsun
kamida bitta rang topiladiki unga x ga qo‘shni bo‘lgan uchlarning hech biri bo‘yalmagan.
Shu rangga x uchni bo‘yaymiz va graf G s+1 ranglar bilan to‘g‘ri bo‘yalgan bo‘ladi.

Quyidagi teoremadan kelib chigadiki G sinf graflari ichida xromatik soni S+1 teng
bo‘lgan yagona to‘liq s+1 uchli Fg,; grafdir.

Teorema (Bruks). Agar s>3, GeTl, va G=F,, bo‘lsa, u holda »(G)<s.

8-§. To‘rlar va to‘rdagi oqimlar

To ‘r. —To ‘rning qutblari. —-Qutbli girra. —Ichki qirra. —zto ‘rlar. —To ‘rdagi ogim. —To ‘rning

kesimi. —Kesimning o ‘tkazuvchanlik qobiliyati. -Ford-Falkerson teoremasi.

Ba’zi bir uchlari tanlab olingan graf to‘r deb ataladi. Tanlab olingan uchlar to‘rning
qutblari deyiladi. Masalan, daraxtni bir qutbli to‘r deb qarash mumkin (uning ildizi qutbdir).

To‘rning qutblaridan farqli uchlari uning ichki uchlari deyiladi. Kamida bitta qutbga
insident bo‘lgan qirra qutbli, boshqalari esa ichki qgirralar deyiladi.

Ikkita sinflarga ajratilgan: k ta kirish va | ta chiqish qutblarga bo‘lingan to‘r (k,I)-
qutblilik deyiladi.(1,1) - qutblilik to‘r ikki qutbli to‘r deyiladi.

Umumiy elementlarga ega bo‘lmagan S, va S, to‘rlarning qutblari mos ravishda
a,,f, va a,,Bf, bo‘lsin. S, va S, to‘rlarning ketma-ket ulanishidan hosil gilingan «,,z5,
qutblarga ega bo‘lgan to‘rni S; S, kabi belgilaymiz. S, va S, to‘rlarning parallel ulanishidan
hosil bo‘lgan «,, B, quthlarga ega to‘rni esa S, v S, kabi belgilaymiz (18-shakl).

18-shakil.

Yugqoridagiga o‘xshash S-S, ----S,va S, vS,v.....vS, to‘rlarni aniglash mumkin.

Bir qirrali to‘rlardan parallel va ketma-ket ulash natijasida hosil bo‘lgan to‘r parallel-
ketma-ket deyiladi. Bunday to‘rlarni = -to‘rlar deb ataymiz. r-to‘rlar induktiv ravishda
aniglanadi:

1. Bir qirrali to‘r 7 -to‘rdir;

2. Agar S, va S, =-to‘rlar bo‘lsa, u holda, S, S, va S, v S, lar ham r -to‘rlardir.

S -gisman oriyentirlashtirilgan to‘rning har bir u qirrasiga o‘tkazuvchanlik qobiliyati
deb ataluvchi manfiy bo‘lmagan C(u) son mos qo‘yilgan bo‘Isin.
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1-ta’rif. Quyidagi shartlarni ganoatlantiradigan (f,o) juftlik S fo‘rdagi ogim
deyiladi:
1. w -to ‘rning barcha zvenolarini biror oriyentirlashti-rilishi;
2. f(u)-girralar to‘plamida aniglangan giymat-lari manfiy emas va u ning
o ‘tkazuvchanlik qobiliyatidan katta bo ‘Imagan funksiya. Shu bilan birga barcha ichki
uchlarda Kirxgof qonuni bajariladi, ya'ni « uchga kiruvchi barcha gqirralar bo ‘yicha
ogimlarning yig ‘indisi, undan chiquvchi girralar bo ‘yicha ogimlarning yig ‘indisiga teng.
Boshgacha qilib aytganda:
1) 0< f(u) < C(u) - to‘rning barcha qirralari uchun;
2) R(e) = 0 - barcha ichki uchlar uchun, bu erda
R@)=) fw)-2 fw), ael(a) ael’(a),
I'(e) (I'(e)) - oriyentirlashtirilishda « uchdan chiquvchi (mos ravishda « ga
kiruvchi) qirralar to‘plami.
Ravshanki, to‘rning barcha uchlari bo‘yicha (qutblarni ham inobatga olgan taqdirda)
R(«) larning yig‘indisi nolga teng (chunki har bir qirra biror uchdan chiqib boshqasiga
kiradi). Shuning uchun R(a,)=-R(3,).
R = R(e,) ning qiymati to‘rdagi oqimning miqdori deyiladi.
Qirralarning berilgan o‘tkazuvchanlik qobiliyatlarida S to‘rdan o‘tuvchi maksimal
R,.. oqimning miqdorini aniqlash masalasini ko‘ramiz. Bu masalaning yechimi to‘rdagi

max

kesimlar bilan bog‘liqdir.
2-ta’rif. Agar to ‘rning ba’zi bir girralarini olib tashlaganimizda, u bog ‘likli bo ‘Imay
qutblari turli komponentlariga tushib qolsa, bu girralar to ‘plami to ‘rning kesimi deyiladli.

19-shakl.

Yuqoridagi rasmda berilgan to‘r uchun {d.e,f}, {b,c,e,g,h}, {d, g, h,i} qirralar
to‘plamlari kesimlardir.

Agar kesimdan istalgan qirrasini olib tashlaganda kesim bo‘lmay qolsa, u sodda
deyiladi. Masalan, {d,e, 1}, {b,c,e,g,h} kesimlar sodda, {d,g,4,i} esa sodda emas.

Bog‘likli to‘rning sodda kesimi uni ikkita: «, qutbni o‘zida saqlovchi chap va 3,
qutbni o‘zida saglovchi o‘ng qismlarga ajratadi. Kesimning har bir qirrasi turli qismlarga
tegishli bo‘lgan uchlarni tutashtiradi. Agar kesimning qirrasi zveno bo‘lsa, yoki chapdan
o‘ngga garab yo‘naltirilgan bo‘lsa, u to‘g‘ri, aks holda teskari deyiladi.

3-ta’rif. Sodda o kesimning o ‘tkazuvchanlik qobiliyati C(w) deb uning barcha to ‘g ‘ri
girralarining o ‘tkazuvchanlik gobiliyatlarining yig ‘indisiga aytiladi.

Masalan, {d,e,f} kesimning o‘tkazuvchanlik qobiliyati 5+1=6 teng, {b,c,e, g, h}-
kesimniki esa 3+2+3+2=10. Agar to‘r bog‘ligli bo‘lmay qutblari turli komponentlariga
tegishli bo‘lsa, u holda yagona sodda kesim bo‘sh to‘plam, uning o‘tkazuvchanlik qobiliyati



esa nolga teng.
Teorema (Ford-Falkerson). S to‘rdan o ‘tuvchi oqimning maksimal giymati R

uning sodda kesimlarining minimal o ‘tkazuvchanlik qobiliyati C, gateng.

Muammoli masala va topshiriglar

1. T daraxtning ikkita T, va T, gism daraxtlarining 7, N7, kesishmasi daraxt
bo ‘lishini isbotlang.

2. Agar i komponenta m; girralarga va n; uchlarga ega bo ‘lsa, u holda
[

v=m-n+Kk, mzzk:mi, n=>n
i=1

i=1

bo ‘lishini isbotlang.

max
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