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BELGILAR 
 

ω -elementar hodisa. 
Ω -elementar hodisalar fazosi (muqarrar hodisa). 
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- n elementdan m tadan guruppalashlar soni. 

[ ]nuuu ,...,, 21 -tartiblanmagan tanlanma. 

( )nuuu ,...,, 21 -tartiblangan tanlanma. 

)(AN -A to`plam elementlarining soni. 

[0, ]С T -[0, ]T  oralig`ida aniqlangan uzluksiz funksiyalar to`plami. 

Ø-bo`sh to`plam (bajarilmaydigan hodisa). 
\A A= Ω  - A hodisaga qarama-qarshi hodisa. 

BA∪  (yoki A+B) - A va B  hodisalarning yig`indisi. 
BA∩  (yoki AB) - A va B  hodisalarning ko`paytmasi. 

BA \  (yoki A-B) - A va B  hodisalarning ayirmasi. 
BA ⊂ - A hodisa B  hodisasini ergantirish belgisi. 

M ( )Ω  - Ω  ning barcha qism to`plamlaridan tashkil topgan to`plamlar sinfi. 

A -hodisalarning σ -algebrasi (hodisalarning Borel algebrasi). 

 B=B(R)-Borel to`plamlarining σ -algebrasi. 

nR -n o`lchovli Evklid fazo. 

(Ω, A )-o`lchovli fazo. 

)(⋅P -ehtimol o`lchov. 

)(AP - A hodisaning ehtimoli. 

B )( nR - n-o`lchovli Evklid fazosidagi Borel to`plamlarining σ -algebrasi. 

↑nA -monoton o`suvchi ketma-ketlik (yani ,...2,1,1 =⊂ + nAA nn ). 

↓nA -monoton kamaYuvchi ketma-ketlik (yani ,...2,1,1 =⊂+ nAA nn ). 

( )( )B
APAPB )( - A hodisaning B hodisa ro`y bergandagi shartli ehtimoli. 

ξ -tasodifiy miqdor. 



)(xFξ -ξ  tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi. 

AA Ι=Ι )(ω - A hodisaning indikatori. 

Aξ { 1: ; ( )B B R Bξ −= ⊆ ∈A} 
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− ;)1(),;( - ),( pn  parametrli binomial tasodifiy miqdorning 

taqsimot funksiyasi. 
( ) (1 )k k n k

n nP k C p p −= − −Bernulli formulasi. 

( ; )П x λ  -λ  parametrli Puasson tasodifiy miqdorining taqsimot funksiyasi. 

Г );( pk - p parametrli geometrik taqsimotga ega bo`lgan tasodifiy miqdorning k ga 
teng bo`lish ehtimoli. 

)(xp -zichlik funksiya. 

)(, xa σΦ - ),( 2σa  parametrli normal taqsimot funksiya. 

)(, xa σϕ - ),( 2σa  parametrli normal zichlik funksiya. 

)(xΦ - (0,1) parametrli normal taqsimot funksiya. 

)(xϕ - (0,1) parametrli normal zichlik funksiya. 

)(αГ -Eyler gamma funksiyasi. 

),;( λαγ x - ),( λα  parametrli gamma taqsimotning zichlik funksiyasi. 

),;( λαxГ - ),( λα  parametrli gamma taqsimot funksiya. 

),;( σaxk - ),( σa  parametrli Koshi qonuni bo`yicha taqsimlangan tasodifiy 
miqdorning zichlik funksiyasi. 

)1,0;()( xkxk =  
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KIRISH SO`ZI 

 

Malumki biror jarayonni matematik usul bilan o`rganish uchun birinchi 
navbatda bu jarayonnig matematik modelini tuzish kerak bo`ladi. Tashkil topishi  
har xil va turli sohalarga tegishli jarayonlar bir xil matematik modellarga ega 
bo`lishlari mumkin. Masalan kundalik ob-havoni belgilaydigan yer sharining 
yuqorisida (atmosferada) ro`y beradigan metereologik jarayonlar va suyuqlik 
harakati (gidrodinamika) bilan bog`liq jarayonlar umumiy matematik modellarga 
ega bo`lib, ular ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar 
ko`rinishida bo`ladi. 

Ehtimollar nazariyasi tasodifiy jarayonlarning matematik modellarini 
o`rganadigan fan sifatida XVII asrning boshlarida tiklana boshlangan. Bunga azart 
(qimor) o`yinlarni matematik usulda o`rganish birinchi qadam bo`lib xizmat 
qilgan. 

1657 yilda G.Yuygens yozgan “Azart o`yinlardagi hisoblarga doir” kitobda 
(bu ehtimollar nazariyasi bo`yicha birinchi traktat hisoblanadi) keltirilgan quyidagi 
fikr juda ham diqqatga sazovordir. “Mening fikrimcha - deb yozadi muallif – agar 
diqqat bilan etibor qilsak, biz faqat har xil o`yinlarni o`rganayotganimiz yo`q, 
aksincha ular asosida qiziqarli va chuqur nazariya borligini ko`ramiz”. Aytilgan 
fikrni to`g`riligini tanga tashlanganda uni yoki raqam, yoki gerb tomoni bilan 
tushishi, taxminan olingan kunda yog`ingarchilik bo`lishi yoki bo`lmasligi, 
tug`iladigan bolaning o`g`il yoki qiz bo`lishligi bir xil matematik modelga 
(Bernulli sxemasi) ega bo`lishligida ham ko`rish mumkin. 

Yana malumki, biror fanni o`rganish uning predmetini (obektini) 
o`rganishdan boshlanadi. Masalan, analiz kursi uchun oldin haqiqiy sonlar 
to`plamini o`rganish kerak bo`ladi. Ehtimollar nazariyasining obekti tasodifiy 
hodisalardir va avvalo shu tushunchani kiritish zaruriyati yuzaga keladi. Mazkur 
kitobda elementar hodisa tushunchasi asosiy (boshlang`ich) tushuncha sifatida 
qabul qilinib, tasodifiy hodisalarga nisbatan umumiy bo`lgan ehtimollar fazosi 
tushunchasi to`plamlar nazariyasidagi o`lchovli fazo ko`rinishida kiritilgan (I-qism 
). Ehtimolliklar fazosi tushunchasi o`z navbatida juda ham ahamiyatli bo`lgan 
tasodifiy miqdor tushunchasini kiritishga ham asos bo`ladi. Shunday qilib, 
tasodifiy hodisalar, tasodifiy miqdorlar va ularning umumlashgan variantlari – 
tasodifiy jarayonlar ehtimollar nazariyasining obektini tashkil qiladi. 

Ehtimollar nazariyasida asosan 2 turdagi metodlar qo`llaniladi. Birinchisi 
faqat “ehtimol” tushunchasiga asoslanadi va uni shu sababli “to`g`ri ehtimollik 
metodlari” deb qabul qilish mumkin. (Masalan, to`la ehtimollik formulasiga, 



tasodifiy hodisa va miqdorlarning bog`liqsizligiga asoslangan metodlar). Ikkinchisi 
esa analitik metodlar nomi bilan atalib, ehtimollar nazariyasi masalalarini 
matematik analiz  masalalariga keltirish bilan bog`liq bo`ladi. (Xarakteristik va 
hosil qiluvchi funksiyalar metodlari). 

Aytilganlardan kelib chiqadiki ushbu maruzalar matnini o`qish uchun 
o`quvchidan matematik analiz kursi va haqiqiy o`zgaruvchili funksiyalar 
nazariyasining boshlang`ich elementlari bilan tanish bo`lishligi talab qilinadi. 

Ushbu maruzalar matnlari muallifning Mirzo Ulug`bek nomidagi 
O`zbekiston Milliy Universitetida bir necha yil davomida “Ehtimollar nazariyasi 
va matematik statistika” kursi bo`yicha o`qigan maruzalari asosida yozilgan. Shu 
munosabat bilan muallif mazkur Universitetning “Ehtimollar nazariyasi va 
matematik statistika” kafedrasi azolarining ushbu matnlarni yuzaga keltirishda 
katta xizmatlari borligini etirof etadi. Men ularga samimiy minnatdorchilik 
bildiraman.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

1-qism. Ehtimollarfazosi.  Ehtimol 
 

1 Maruza. Tаsоdifiy hоdisа. Elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi 
 

Ehtimollar nazаriyasining аsоsiy tushinchаlаridаn biri tаsоdifiy hоdisа 
tushunchаsidir. Bu уаnа bir muhim tushunchа tаjribа bilаn chаmbаrchаs bоg`liqdir. 
Tаjribа-suniy rаvishdа уаrаtiluvchi yoki tаjribа o`t=аzuvchi shахsning ihtiyorigа 
bоg`liq bo`lmаgаn щоldа vujudgа kеluvchi mаlum shаrtlаr kоmplеksi 
bаjаrilgаndа, o`tqаzilаdigаn sinоvdаn ibоrаt. Tаjribаlаrni ikki sinfgа (turgа) bo`lish 
mumkin. Ulаrning biridа tаjribа nаtijаlаri tаbiаt qоnunlаrigа tауаngаn hоldа 
оldindаn аytib bеrilishi mumkin. Bundаy tаjribаlаr dеtеrminаsiуаlаngаn 
(аniqlаngаn) dеgаn nоm bilаn yuritilаdi. Tаjribаlаrning ikkinchi sinfidа esа bir хil 
shаrt-shаrоit bаjаrilgаndа hаm sinоv nаtijаsidа bir-birini rаd etuvchi хilmа-хil 
hоdisаlаr ro`y bеrishi mumkin. Bundаy хilmа-хillik mаsаlаn elеktr 
lаmpоchkаlаrini ishdаn chiqish hоdisаsini kuzаtgаndа, elеmеntаr zаrrаchаlаr bir-
birlаri bilаn to`qnаshgаndа, kаlаmushlаrning birоr tibbiy prеpаrаtgа tаsirchаnligi 
kuzаtilgаndа vа hаkоzоlаrdа uchrаydi. Bundаy tаjribаlаrni o`rgаnish ehtimоllаr 
nаzаriуаsining prеdmеtini tаshkil etаdi. Ulаr tаsоdifiy (stохаstik) yoki ehtimоllik 
tаjribаlаri dеb аtаlаdi. Biz bundаy tаjribаlаrni istаlgаnchа qаytаrish mumkin dеb 
fаrаz qilаmiz. 

Tаsоdifiy tаjribаning hаr qаndаy nаtijаsi uning оqibаti yoki elеmеntаr 
hоdisа dеyilаdi. Tаjribа nаtijаsidа ro`y bеrishi mumkin bo`lgаn bаrchа elеmеntаr 
hоdisаlаrdаn tаshkil tоpgаn to`plаmni biz elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi yoki 
to`plаmа fаzо dеb аtаymiz vа Ω  оrqаli bеlgilаymiz, hаr bir elеmеntаr hоdisаni esа 

,ω  ( Ω∈ω ) оrqаli bеlgilаymiz. 
Elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsining strukturаsini izоhlаsh uchun birqаnchа 

misоllаr kеltirаmiz. 
1-Misоl. Tаjribа bir jinsli simmеtrik tаngа tаshlаshdаn ibоrаt bo`lsin. 

Rаqаmni «r» vа gеrbni «g» оrqаli bеlgilаsаk, u hоldа elеmеntаr hоdisаlаr =1ω g vа 
=2ω r bo`lib, elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi { }21 ,ωω=Ω  to`plаmdаn ibоrаt bo`lаdi.      

2-Misоl. Tаjribа o`yin sоqqаsini (yoqlаri birdаn оltigаchа nоmеrlаngаn bir 
jinsli kubni) tаshlаshdаn ibоrаt bo`lsin. Bundа elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi 

{ }6,5,4,3,2,1=Ω  to`plаmdаn ibоrаt. 
3-Misоl. Fаrаz qilаylik biz tеlеfоn stаnsiуаsining ishini bir sоаt ichidа 

kuzаtib, (tеlеfоn) chаqirishlаr sоni bilаn qiziqаylik. Kuzаtuv vаqtidа bittа hаm 
chаqirish kеlmаsligi, bittа chаqirish kеlishi, ikkitа chаqirish kеlishi vа hаkоzо 
hоdisаlаr ro`y bеrishi mumkin. Bu tаjribаdа elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi { },...2,1,0=Ω  
ko`rinishgа egа. 

4-Misоl. Bundа n  tа shаrni m  tа turli shаrlаrni o`z ichigа оlgаn urnаdаn 
tаnlаsh bilаn bоgliq bo`lgаn murаkkаbrоq tаjribаni ko`rishgа o`tаmiz. 

Hаr bir tаnlоvdа оlingаn shаr urnаgа qаytаrib qo`yilаdigаn tаjribаgа qаytmа 
(yoki qаytuvli) tаnlаsh dеyilаdi. Bu hоldа n  tа shаrdаn ibоrаt hаrqаndаy tаnlаmа 



{ }nuuu ,...,, 21=Ω  ko`rinishdа yozilishi mumkin, bu еrdа iu  оrqаli i –chi qаdаmdа 
оlingаn shаrning rаqаmi bеlgilаngаn. qаytmа tаnlаmаdа hаr bir iu , m  tа m,...,3,2,1  
qiymаtlаrdаn birini qаbul qilishi mumkin. Elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsini tаsvirlаsh 
birхil tаrkibli, mаsаlаn (5121234) vа (1251243) kаbi tаnlаmаlаrni bir хil tаnlаmа 
yoki hаr хil tаnlаmа dеb hisоblаshimizgа qаrаb tubdаn fаrq qilаdi. Shu munоsаbаt 
bilаn ikki хil hоlni bir-biridаn fаrq qilаmiz; tаrtiblаngаn tаnlаmаlаr vа 
tаrtiblаnmаgаn tаnlаmаlаr. 

Tаrtiblаngаn tаnlаmаlаr qаrаlgаn hоldа elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi 
{ }muuuu jn ,...,2,1);,...,,(; 21 ===Ω ωω  ko`rinishgа egа vа elеmеntаr hоdisаlаr sоni 

( ) nmN =Ω  gа tеng. Tаrtiblаnmаgаn tаnlаmаlаrni biz ],...,,[ 21 nuuu=ω  shаklidа 
ifоdаlаsаk, bu hоldа elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi },...,2,1];,...,,[;{ 21 muuuu jn ===Ω ωω  
ko`rinishgа egа bo`lib, elеmеntаr hоdisаlаr sоnini ),( nmK  оrqаli bеlgilаsаk 

n
nmCnmKN 1),()( −+==Ω                            (1) 

tеnglik o`rinli bo`lаdi. Bu еrdа 
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jnj

kC j
k −
=  k –tа elеmеntdаn j  tаdаn tuzilgаn 

gruppаlаr sоnigа tеng. (1) tеnglikning isbоti ushbu  
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rеkurеnt munоsаbаtdаn kеlib chiqаdi. (2) tеnglikdаgi ),1( smK −  аvvаl  1−m  tа turli 
shаrli urnаdаn s  tа shаrdаn ibоrаt tаrtiblаnmаgаn tаnlаmа оlib, so`ngrа m -chi 
shаrni sn −  mаrtа qўshib оlishdаn hоsil bo`lgаn elеmеntаr hоdisаlаr sоnigа tеng. 

5-Misоl. Bu misоldа endi tаnlаngаn shаr urnаgа qаytаrib qo`yilmаydi. 
Bundаy tаjribаgа qаytаrilmаs tаnlаsh dеyilаdi. Bu hоldа mn ≤  dеb fаrаz qilаmiz. 
qаytаrilmаs n  tа shаrdаn ibоrаt tаrtiblаngаn tаnlаsh o`tqаzilgаn hоldа elеmеntаr 
hоdisаlаr fаzоsi 

{ }muuuuuuu jnn ,...,2,1,...);,...,,(; 2121 =≠≠≠==Ω ωω  

to`plаm оrqаli ifоdаlаnаdi vа bu to`plаmning elеmеntlаr sоni 
)1)...(1()( +−−= nmmmm n  

m  ta elеmеntdаn n  tаdаn o`rinlаshtirishlаr sоni n
mA   gа tеng. Tаrtiblаnmаgаn 

tаnlаsh o`tqаzilgаn hоldа elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi 
{ }muuuuuuu jnn ,...,2,1;...];,...,,[; 2121 =≠≠≠==Ω ωω  

to`plаmdаn ibоrаt bo`lаdi vа hаrbir tаrtiblаnmаgаn turli elеmеntli tаnlаmаdаn !n  tа 
turli tаrtiblаngаn tаnlаmаni hоsil qilish mumkin bo`lgаni uchun bаrchа elеmеntаr 
hоdisаlаr sоni 

n
m

n
mn C

n
A

n
m

N ===Ω
!!

)(
)(  

gа tеng bo`lаdi. 



6-Misоl. Nаvbаtdаgi misоl sifаtidа shаmоlning yo`nаlishini аniqlаshdаn 
ibоrаt bo`lgаn tаjribаni ko`rаylik. Аgаr biz nаtijаni θ  оrqаli bеlgilаsаk, u hоldа 

; [0,2 )θ π  уаrim intеrvаldаn sоn qiymаtlаr qаbul qilаdi. Shundаy qilib tаbiiy 
rаvishdа Ω  elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi chеkli уаrim intеrvаldаn (yoki аniqrоgi 
аylаnаning nuqtаlаridаn ibоrаt bo`lаdi). Bir vаqtning o`zidа shаmоlning yo`nаlishi 
vа uning v  tеzligini kuzаtish уаnа hаm аniqrоq tаjribа bo`lаr edi. Bu hоldа 
elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi { }0;20;),( ><≤==Ω vv πθθω  bilаn, уаni ikki o`lchоvli 
chеksiz to`plаm оrqаli ifоdаlаnаr edi. 

7-Misоl. Brоun hаrаkаti. Mikrоskоpdа mоlеkulаlаr tоmоnidаn ko`p 
miqdоrdаgi zаrbаlаr nаtijаsidа хаоtik hаrаkаt qilаyotgаn kichik zаrrаchаning хоlаti 
kuzаtilаyotgаn bo`lsin. Kuzаtuv [ ]T,0  vаqt оrаligidа o`tqаzilаyotgаn bo`lsin. Bu 
tаjribаning nаtijаsi zаrrаchаning hаrаkаt trаеktоriуаsidаn ibоrаt bo`lаdi. Аgаr bizni 
zаrrаchаning birоr yo`nаlish bo`yichа siljishi qiziqtirsа, u hоldа vаqtning ihtiyoriy 
t  mоmеntidа ( [0, ]t t∈ ), uni tаnlаngаn yo`nаlishdаgi prоеksiуаsining vаziуаti )(tx  
kооrdinаtа оrqаli ifоdаlаnаdi. Bu hоldа elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi 

{ } ],0[],0[);( TCTttх =∈=Ω   [ ]T,0  оrаligidа аniqlаngаn hаqiqiy uzluksiz funksiуаlаr 
to`plаmidаn ibоrаt bo`lаdi. 

Shundаy qilib elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi, chеkli, sаnоqli vа хаttо  kоntinium 
quvvаtgа egа bo`lishi mumkin ekаnligi yuqоridа kеltirilgаn misоllаrdаn уаqqоl 
ko`rinаdi. 

Elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi bilаn bir qаtоrdа endi eng muhim tushunchа 
tаsоdifiy hоdisа yoki (bоshqа tipdаgi hоdisаlаr bilаn biz bu dаrslikdа 
uchrаshmаgаnligimiz sаbаbli) hоdisа tushunchаsini kiritаmiz. Hоdisа elеmеntаr 
hоdisаlаrdаn tаshkil tоpgаn to`plаm bo`lib ulаr оdаtdа lоtin аlfаvitining bоsh 
хаrflаri ,...,, CBA  lаr bilаn bеlgilаnаdi. Tаjribа nаtijаsidа аlbаttа ro`y bеrаdigаn 
hоdisаgа biz muqаrrаr hоdisа  dеymiz. Аksinchа hеch qаchоn ro`y bеrmаydigаn 
(уаni birоrtа hаm elеmеntаr hоdisаni o`z ichigа оlmаgаn) hоdisаgа mumkin 
bo`lmаgаn yoki bаjаrilmаydigаn hоdisа dеb аtаymiz vа uni Ø оrqаli bеlgilаymiz. 
Birоrtа  bеrilgаn hоdisаlаr sinfigа tауаnib “yoki”, ”vа”, ”inkоr qilish” kаbi 
mаntiqiy bоglаnishlаr yordаmidа уаngi hоdisаlаrni hоsil qilish mumkin; bu 
mаntiqiy bоglаnishlаrgа to`plаmlаr nаzаriуаsidа “birlаshmа”, ”kеsishmа” vа 
“to`ldirmа” kаbi аmаllаr mоs kеlаdi. 

A  hоdisаgа tеskаri (qаrаmа-qаrshi) A  hоdisа dеb A  hоdisа ro`y 
bеrmаgаndа vа fаqаt shundаginа bаjаrilаdigаn hоdisаgа аytilаdi. A  vа B  
hоdisаlаrning yigindisi BA+  (yoki ВАU ) dеb, A  yoki B  hоdisаlаr, yoki ikkаlаsi 
hаm bаjаrilgаndа vа fаqаt shundаginа bаjаrilаdigаn hоdisаgа аytilаdi. Ω=+ AА  - 
muqаrrаr hоdisа ekаnligi o`z-o`zidаn аyon. A  vа B  hоdisаlаrning ko`pаytmаsi AB  
(yoki BAI ) dеb A  vа B  hоdisаlаr birgаlikdа bаjаrilgаndа vа fаqаt shundаginа 
bаjаrilаdigаn hоdisаgа аytаmiz. =AА Ø - mumkin bo`lmаgаn hоdisа ekаnligi 
rаvshаn. 
     Аgаr AB =Ø bo`lsа, A  vа B  hоdisаlаr birgаlikdа bo`lmаgаn hоdisаlаr 
dеyilаdi. A  vа B  hоdisаlаrning BA \  аyirmаsi dеb A  hоdisа bаjаrilib B   hоdisа 
bаjаrilmаgаndа vа fаqаt shundаginа bаjаrilаdigаn hodisаgа аytilаdi. Аgаr  A   
hоdisаning ro`y bеrishidаn B  hоdisаning hаm ro`y bеrishi kеlib chiqsа, u hоldа A  



hоdisа B  hоdisаni ergаshtirаdi dеymiz vа buni ВА ⊆  dеb yozаmiz. Аgаr ВА ⊆  
vа АВ ⊆  bo`lsа. U hоldа A  vа B  hоdisаlаr tеng kuchli yoki tеng hоdisаlаr 
dеyilаdi vа BA =  dеb yozilаdi. Tеng kuchli hоdisаlаr bir хil elеmеntаr 
hоdisаlаrdаn tаshkil tоpgаn ekаnligigа ishоnch hоsil qilishimiz mumkin. 

8-Misоl. Tаjribа simmеtrik bir jinsli tаngаni uch mаrtа tаshlаshdаn ibоrаt 
bo`lsin. Elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi { }87654321 ,,,,,,, ωωωωωωωω=Ω  to`plаmdаn 
ibоrаt bo`lib, undа =1ω (ggg),  =2ω (ggr), =3ω (grg), =4ω (rgg),  =5ω (grr), 

=6ω (rgr), =7ω (rrg), =8ω (rrr).  A  hоdisа tаngа uch mаrtа tаshlаngаndа ikki mаrtа 
gеrb tushishidаn, B  esа kаmidа ikki mаrtа rаqаm tushishidаn ibоrаt bo`lsin, u 
hоldа  { }432 ,, ωωω=A  vа { }8765 ,,, ωωωω=B  ekаnligi rаvshаn, dеmаk 

{ }8765432 ,,,,,, ωωωωωωω=+ BA  – kаmidа bir mаrtа rаqаm tushish hоdisаsi, AB =Ø, 
ABA =\ ,  { }87651 ,,,, ωωωωω=A  – kаmidа ikkitа rаqаm, yoki birоrtа hаm rаqаm 

tushmаslik hоdisаsidаn ibоrаt.  
9-Misоl. Tаjribа birlik kvаdrаtgа tаvаkkаligа zаrrаchа tаshlаshdаn ibоrаt 

bo`lsin. A  tаshlаngаn zаrrаchаni dоirаgа tushishi, B  esа – tаshlаngаn zаrrаchаning 
kichik kvаdrаtgа tushishi hоdisаlаri bo`lsа, u hоldа BA + , AB , BA \  vа A  
hоdisаlаr zаrrаchаni mоs rаvishdа A  vа B  figurаlаrning birlаshmаsi, kеsishmаsi, 
аyirmаsi vа birlik kvаdrаtgаchа to`ldirmаsi оrqаli hоsil qilingаn (1- shаkldа 
tеgishli sоhаlаr shtriхlаngаn) sоhаlаrgа tushishidаn ibоrаt.                                        

          
1-shаkl. 

Hоdisаlаrning yigindisi vа ko`pаytmаsi аmаllаrini ulаrning chеkli yoki 
chеksiz to`plаmi ∑

α
αА  (yoki U

α
αА ), ∏

α
αА ( yoki I

α
αА ) uchun kеngаytirish 

mumkin. 
To`plаmlаr ustidаgi аmаllаrning bаrchа hоssаlаri hоdisаlаr uchun hаm 

ko`chirilаdi: mаsаlаn 

∑∑ =
α

α
α

α ,
_________

АА   UI
α

α
α

α ,
__________

АА =   ,\
__

AА Ω=   =Ω
__

Ø, 

 
__

\\ BAABABA == ,  ABBAA =)\(\ ,  ,
____
АВВА ⊆⇒⊆  

( ) )()(,)(, CBCACBABCACCBAAAA ∪∩∪=∪∩+=+=+ . 

 
2-Maruza. Tаsоdifiy hоdisаlаr аlgеbrаsi vа σ- аlgеbrаsi. Ehtimоllаr 

nаzаriуаsining аksiоmаlаri. Ehtimоllаr fаzоsi 
 



Elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi chеksiz bo`lgаn umumiy hоldа biz bаrchа 
hоdisаlаrni qаrаsh o`rnigа, hоdisаlаrning аlgеbrаlаri yoki σ–аlgеbrаlаri dеb 
аtаluvchi bаzi sinflаriniginа qаrаymiz хоlоs. Shundаy qilib, elеmеntаr hоdisаlаr 
fаzоsi Ω  ihtiyoriy to`plаmdаn ibоrаt bo`lsin vа А Ω−  to`plаmning qism 
to`plаmlаridаn tаshkil tоpgаn birоrtа sistеmа bo`lsin. 

1-Tаrif. Аgаr 
.1o  ∈Ω А   
.2o  ∈A  А vа ∈B  А  munоsаbаtdаn ∈+ BA  А  kеlib chiqsа, 

3°. ∈A  А  munоsаbаtdаn ∈A  А  kеlib chiqsа, 
u hоldа А  sistеmа аlgеbrа tаshkil qilаdi dеyilаdi.                     

2-Tаrif. А – hоdisаlаr аlgеbrаsi, ∈= AAPP );(  А esа А  dа аniqlаngаn vа 
[0;1] to`plаmdаn qiymаtlаr qаbul qilаdigаn  to`plаm funksiуаsi bo`lsin. Аgаr А dаn 
оlingаn vа birgаlikdа bаjаrilmаydigаn ihtiyoriy A  vа B hоdisаlаr uchun                              

)()()( BPAPBAP +=+  

tеnglik o`rinli bo`lsа, u hоldа А dа chеkli аdditiv o`lchоv kiritilgаn dеyilаdi. 
1)( =ΩP  shаrtni qаnоаtlаntiruvchi chеkli аdditiv o`lchоvga esа, А dа аniqlаngаn 

chеkli аdditiv ehtimоllik o`lchоvi dеyilаdi. 

Аgаr А hоdisаlаr аlgеbrаsi bo`lsа, u hоldа ∈A  А vа ∈B  А dаn BAI
____

ВАU=  

vа 
__

\ BABА I=  munоsаbаtlаrgа ko`rа ∈BAI  А vа ∈BA \  А   kеlib chiqаdi. Shu 
kаbi 1° vа 3° shаrtdаn Ø ∈Ω=  А kеlib chiqаdi. 

Hоdisаlаrning А аlgеbrаsini bаzаn hоdisаlаr hаlqаsi dеb аtаshаdi, chunki А 
dа hаlqаning bаrchа shаrtlаrini qаnоаtlаntiruvchi ikkitа аlgеbrаik аmаl (qo`shish 
vа ko`pаytirish: IU; ) kiritilgаn. Hоdisаlаrning А аlgеbrаsi АА =ΩI  bo`lgаni uchun 
birlik hаlqа tаshkil etаdi. 

Аlgеbrа tаshkil qiluvchi hоdisаlаr sistеmаsining eng “kichigi” А={Ø;Ω} 
ekаnligi rаvshаn. Shu bilаn birgа Ω  to`plаmning bаrchа qism to`plаmlаridаn 
tаshkil tоpgаn hоdisаlаr sistеmаsi )(ΩM  hаm аlgеbrаdаn ibоrаt  ekаnligini 
tеkshirish mumkin. 

Аgаr Ω  chеkli fаzо bo`lsа, u hоldа uning bаrchа qism to`plаmlаridаn tаshkil 
tоpgаn )(ΩM  sistеmа hаm chеkli to`plаm bo`lаdi. 

10-Misоl. Tаjribа bir jinsli simmеtrik tаngаni ikki mаrtа tаshlаshdаn ibоrаt 
bo`lsin. U hоldа elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi Ω={gg,gr,rg,rr} 4 elеmеntdаn tаshkil 
tоpgаn chеkli to`plаmdаn ibоrаt bo`lаdi vа )(ΩM  аlgеbrаning bаrchа hоdisаlаrini 
yozib chiqish mumkin:  

)(ΩM ={Ø;{gg};{gr};{rg};{rr};{gg,gr};{gg,rg};{gg,rr};{gr,rg};{gr,rr}; 

{rg,rr};{gg,gr,rr};{gg,rr,gr}; {gg,rr,gr};{gr,rg,rr};Ω} 
Bu misоldа )(ΩM  аlgеbrа 24=16-tа hоdisаlаrdаn tаshkil tоpgаn. Аgаr Ω  

to`plаm N  tа elеmеntdаn tаshkil tоpgаn bo`lsа, u hоldа )(ΩM  to`plаm N2  tа 
elеmеntdаn ibоrаt. Hаqiqаtаn hаm 0 vа 1 lаrdаn tаshkil tоpgаn uzunliliklаri N  gа 



tеng bo`lgаn kеtmа-kеtliklаrning sоni N2  gа tеng vа bundаy kеtmа-kеtliklаr bilаn 
)(ΩM  оrаsidа o`zоrо birqiymаtlik mоslik o`rnаtish mumkin. 

3-Tаrif. Аgаr Ω  to`plаmning qism to`plаmlаridаn tаshkil tоpgаn 
hоdisаlаrning А -аlgеbrаsidа 

     2*. ∈nA  А; ,...2,1=n  dаn U
∞

=

∈
1n

nA  А kеlib chiqsа, u ҳоldа  А σ –аlgеbrа yoki  

Bоrеl аlgеbrаsi dеyilаdi. Ω  fаzо vа uning qism to`plаmlаridаn tаshkil tоpgаn А  
σ –аlgеbrа birgаlikdа o`lchоvli fаzо dеb аtаlаdi vа (Ω, А) оrqаli bеlgilаnаdi. 

11-Misоl. 1º. { }∞<<∞−==Ω xxR ;  sоnli to`g`ri chiziq bo`lsin. 0F  оrqаli 
chеkli yoki chеksiz kеsmаlаrdаn, intеrvаllаr vа уаrim intеrvаllаrdаn tаshkil tоpgаn 
to`plаmlаr sistеmаsini bеlgilаymiz. 0F  аlgеbrа tаshkil qilmаydi, chunki, mаsаlаn. 

)1;( −−∞=A  vа );1( +∞=B  to`plаmlаr yig`indisi );1()1;( +∞∪−−∞   0F   sistеmаgа 
kirmаydi. Аgаr 0F  ni, undаn оlingаn to`plаmlаrning bаrchа chеkli yig`indilаri 
bilаn to`ldirsаk, hоsil bo`lgаn уаngi to`plаmlаr sistеmаsi А  аlgеbrа tаshkil qilаdi. 

А  аlgеbrаni o`z ichigа оlgаn bаrchа  σ – аlgеbrаlаrni qаrаymiz. А ⊂ )(ΩM  
vа  )(ΩM  σ – аlgеbrа tаshkil qilgаni sаbаbli А  аlgеbrаni o`z ichigа оlgаn kаmidа 
bittа  σ - аlgеbrа mаvjud. Bundаy σ – аlgеbrаlаrning kеsishmаsi (уаni σ – 
аlgеbrаlаrning bаrchаsigа tеgishli bo`lgаn to`plаmlаr sinfi) уаnа σ - аlgеbrа tаshkil 
qilаdi. Bu bаrchа intеrvаllаrni o`z ichigа оlgаn minimаl σ – аlgеbrа bo`lib Bоrеl  
σ – аlgеbrаsi dеyilаdi vа ( )B Rℜ =  оrqаli bеlgilаnаdi.  
     2°)  { }RxxxxxR knn ∈===Ω );,...,,( 21 - n  o`lchоvli Еvklid fаzоsi bo`lsin. nR  fаzо 
nuqtаlаrini  ),...,,( 21 nxxxx =  ko`rinishidа ifоdаlаymiz. 0I  оrqаli 

{ }nnnn bxabxabxaRx ≤<≤<≤<∈ ,...,,; 222111             (3) 
ko`rinishdаgi bаrchа n  o`lchоvli уаrim оchiq pаrаllеlеpipеdlаrdаn tаshkil tоpgаn 
to`plаmlаr sistеmаsini bеlgilаymiz, bu еrdа -∞ ii ba <≤  hаqiqiy sоnlаr. (3) 
ko`rinishdаgi уаrim оchiq pаrаllеlеpipеdlаrning chеkli yig`indilаridаn tаshkil 
tоpgаn 0 ( )nRℜ  sinf аlgеbrа tаshkil qilishini tеkshirish qiyin emаs. 0 ( )nRℜ  аlgеbrаni 
o`z ichigа оlgаn minimаl ( )n nB R =ℜ  σ – аlgеbrаning mаvjud ekаnligini 1°) dаgi 
kаbi isbоtlаsh mumkin. nB    σ – аlgеbrаgа n  o`lchоvli Evklid fаzоsidаgi Bоrеl 
to`plаmlаrining  σ –аlgеbrаsi dеyilаdi.  

4-Tаъrif.  Bizgа (Ω, А) – o`lchоvli fаzо bеrilgаn bo`lsin. Аgаr А  σ –
аlgеbrаdа аniqlаngаn P  sоnli fnksiуа uchun quyidаgi аksiоmаlаr o`rinli bo`lsа: 

     K1. Istаlgаn ∈A А  uchun 0)( ≥АР   ( P  ning nоmаnfiyligi); 
     K2. 1)( =ΩP  ( P  ning nоrmаlаngаnligi);                        
     K3. Juft-jufti bilаn birgаlikdа bo`lmаgаn ,...,...,, 21 nAAA  hоdisаlаr kеtmа-

kеtligi uchun 

∑
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11

)(
n

n
n

n APAР U   ( P  ning sаnоqli аdditivligi); 

u hоldа А σ – аlgеbrаdа  P  ehtimоllik o`lchоvi yoki ehtimоl kiritilgаn dеyilаdi. 



(Ω,А,P) uchlikkа ehtimоlliklаr fаzоsi yoki ehtimоllik mоdеli dеyilаdi, bu 
еrdа А hоdisаlаrning σ – аlgеbrаsi, P  А dа аniqlаngаn etimоl, )(AP , ( A∈А) sоngа 
A  hоdisаning ehtimоli dеyilаdi. 

Shundаy qilib ehtimоllik mоdеlini уаrаtish o`lchоvli fаzоdа mаnfiy 
bo`lmаgаn, sаnоqli аdditiv Ω  fаzоning o`lchоvi 1 bo`lgаn o`lchоv kiritish 
dеmаkdir. 

Ehtimоllаr nаzаriуаsining yuqоridа kiritilgаn аksiоmаtikаsini 
А.N.Kоlmоgоrоv tаklif qilgаn. K1, K2, K3 аksiоmаlаr sistеmаsi, ulаrni 
qаnоаtlаntiruvchi rеаl оbеktlаr mаvjud bo`lgаni sаbаbli o`zоrо zid emаs. 
 

3-Maruza. Ehtimоlning аsоsiy хоssаlаri 
 

Yuqоridа kеltirilgаn аksiоmаlаrdаn ehtimоlning quyidа kеltirilgаn аsоsiy 
хоssаlаri kеlib chiqаdi. 

10).  ( ) 0P ∅ = . 
10 хоssаning isbоti ∅ Ω = ΩU  tеnglikdаn vа K1, K3 аksiоmаlаrdаn kеlib 

chiqаdi. 
2º). Аgаr ВА⊆ , bo`lsа, u hоldа )\().()()\( АВАВАРВРАBP U=−=  vа 

∅=)\( АВАI  tеngliklаrdаn K3 аksiоmаgа ko`rа  

)\()()( АВРАРВР += . 

Bu tеnglikdаn ushbu хоssаning isbоti kеlib chiqаdi: 
30).  Аgаr ВА⊆  bo`lsа, )()( ВРАР ≤  bo`lаdi. 
40).  Аgаr BA, ∈  А bo`lsа, u hоldа 

).()()()( BAPBPAPBAP IU −+=  

Bu хоssаning isbоti ))(\( BABABA IUU =  tеnglikdаn vа 20 хоssаdаn kеlib 
chiqаdi: 

).()()())(\()()( ВАРВРАРВАВРАРВАР IIU −+=+=  

50). )(1)(
__

АРАР −=  tеnglik Ω=
__
ААU , =

__
ААI ∅  munоsаbаtlаrdаn vа K3 

аksiоmаdаn kеlib chiqаdi. 
60). Аgаr ∈nА  А, ,...2,1=n  bo`lsа, u hоldа 

∑
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6º хоssаni isbоtlаsh uchun  U
∞

=

=
1n

nA  ∑
∞

=1n
nB  tеnglikkа murоjаt etаmiz, bu еrdа 11 AB = , 

=== − jinnn BBnAAAB IIII ,...,3,2,...
__

1

__

1 ∅ , i≠ j tеnglik o`rinli. Dеmаk K3 аksiоmаgа 
ko`rа 
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Ushbu tеоrеmа ehtimоl o`lchоvi bilаn chеkli аdditiv to`plаm funksiуаsining 
uzluksizligi оrаsidаgi bоg`lаnishni ko`rsаtаdi. 

1-Tеоrеmа. P , А -аlgеbrаdа kiritilgаn chеkli аdditiv ehtimоl o`lchоvi 
bo`lsin. U hоldа ushbu 4 tа shаrtlаr o`zоrо ekvivаlеnt: 

1.  P  σ –аdditiv (уаni P   А  dа kiritilgаn ehtimоllik). 

2. P –yuqоridаn uzluksiz, уаъni А  dаn оlingаn vа U
∞

=
+ ∈=⊆

1
1 ,...,2,1,

n
nnn AnAA А  

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi ihtiyoriy ,..., 21 AA  kеtmа-kеtlik uchun (buni biz ↑nA  
dеb bеlgilаymiz) 

.)(lim
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3. P -quyidаn uzluksiz, уаni А  dаn оlingаn vа I
∞

=
+ ∈=⊆

1
1 ,...,2,1,

n
nnn AnAA А  

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi ihtiyoriy ,..., 21 AA  kеtmа-kеtlik uchun (buni biz ↓nA  
dеb bеlgilаymiz) 

.)(lim
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4. P -“nоldа” uzluksiz, уаni А dаn оlingаn vа I
∞

=
+ ==⊆

1
1 ,...,2,1,

n
nnn AnAA Ø 

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi ihtiyoriy ,..., 21 AA  kеtmа-kеtlik uchun (buni biz ↓nА Ø 
dеb bеlgilаymiz) 

.0)(lim =
∞→ nn

AP  

Tеоrеmаning isbоti. Tеоrеmаni biz ushbu 1)⇒ 2) ⇒ 3)⇒ 4) ⇒1)  sхеmа 
bo`yichа isbоtlаymiz. Bu еrdа i)⇒j) оrqаli  i) shаrtdаn j) shаrt kеlib chiqishi 
bеlgilаngаn. 

1)⇒2). ↑nA  vа U
∞

=1n
nA ∈А bo`lsin ,...3,2,\, 111 === − nAABAB nnn  dеb 

bеlgilаymiz. nB  hоdisаlаr juft-jufti bilаn birgаlikdа bаjаrilmаydigаn hоdisаlаr vа 

U U
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nn BA  bo`lgаni uchun P  ning σ –аdditivligigа ko`rа  
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2)⇒3). ↓nA   vа I
∞
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∈
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nA А bo`lsin. ,...2,1,\1 == nAAB nn  dеb bеlgilаymiz. 

{ }nB  hоdisаlаr kеtmа-kеtligi uchun nB ↑  shаrt bаjаrilаdi vа U I
∞

=

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1 1
1 \

n n
nn AAB  

bo`lgаni uchun 20 хоssаgа ko`rа 
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tеnglik o`rinli bo`lаdi. Dеmаk  
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3)⇒4).  Tаbiiy. 
4)⇒1). 40 хоssа o`rinli bo`lsin. ,..., 21 AA  juft-jufti bilаn birgаlikdа 

bаjаrilmаydigаn hоdisаlаr kеtmа-kеtligi bo`lib U
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∈
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nA  А bo`lsin. P  ning chеkli 

аdditivligidаn, ihtiyoriy 1≥n  uchun 
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tеnglikning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. U
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=
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in AB  dеylik, u hоldа { }nB  kеtmа-

kеtlik uchun ↓nB Ø shаrt bаjаrilаdi. Dеmаk 40 gа ko`rа 
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1-Tеоrеmа isbоtlаndi. 
4-Maruza. Elеmеntаr hоdisаlаrning diskrеt fаzоsi.  

Ehtimоlning klаssik tаrifi 
 

Elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi chеkli yoki chеksiz, ammо ulаrni ,..., 21 ωω  
ko`rinishidа nоmеrlаb chiqish mumkin bo`lgаn fаzоgа elеmеntаr hоdisаlаrning 
diskrеt fаzоsi dеyilаdi. Birinchi pаrаgrаfdа kj`rib o`tilgаn 1),2),3) misоllаrdа 
elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi Ω diskrеt fаzо tаshkil qilаdi.  

Ω diskrеt fаzо vа А = )(ΩM   bo`lsin. Bu hоldа ihtiyoriy ∈A  А hоdisаning 
ehtimоlini quyidаgichа kiritish mumkin: 

∑
Ω∈

=
ω

ω 1р  shаrtni qаnоаtlаntiruvchi mаnfiy bo`lmаgаn ωр  sоnlаr bеrilgаn 

bo`lsin. A  hоdisаning ehtimоlini 



∑
Ω∈

=
ω

ωрАР )(                                                                 (4)                                   

yig`indi shаklidа ifоdаlаymiz. Ehtimоlni bundаy аniqlаb ehtimоllik o`lchоvini 3 tа 
аksiоmаsining bаrchаsini qаnоаtlаntirаmiz. Hаqiqаtаn hаm K1 аksiоmа ( )P A  
miqdоrning аniqlаnishidаn kеlib chiqаdi. K2 аksiоmа hаm bаjаrilаdi, chunki (4) 
tеnglikgа ko`rа 

1)( ==Ω ∑
Ω∈ω

ωрP  

Аgаr A  ikkitа 1A  vа 2A  birgаlikdа bаjаrilmаydigаn hоdisаlаrning yig`indisi 
bo`lsа. u hоldа (4) tеnglikkа ko`rа 

∑ ∑ ∑
Ω∈ ∈ ∈

+====
ω ω ω

ωωω
21 1

)()( 21
АА А

рррАРААР
U

U ∑
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2

)()( 21
А

АРАРр
ω

ω  

bўlаdi, уаni (4) tеnglik оrqаli kiritilgаn  ehtimоllik chеkli аdditiv. Хuddi shu kаbi 
P  ning sаnоqli аdditivligini hаm isbоtlаsh mumkin. Shundаy qilib  

0≥ωp     vа   ∑
Ω∈

=
ω

ω 1р                                                (5) 

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi sоnlаr yordаmidа (Ω, А) o`lchоvli fаzоdа (4) fоrmulа 
оrqаli ehtimоllik o`lchоvini kiritish mumkin. Bu tаkidning tеskаrisi hаm o`rinli, 
уаni аgаr (Ω, А) o`lchоvli fаzоdа K1,K2,K3 аksiоmаlаrni qаnоаtlаntiruvchi P  
ehtimоllik o`lchоvi kiritilgаn bo`lsа, u hоldа (5) shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi 
shundаy 0≥ωp  sоnlаr mаvjudki ∈А  А hоdisаning ehtimоli (4) fоrmulа оrqаli 
ifоdаlаnаdi. Hаqiqаtаn hаm { }ω=A - уаgоnа ω  elеmеntаr hоdisаdаn ibоrаt dеb 
hisоblаb, biz { })()( ωω РрAP ==  tеnglikkа egа bo`lаmiz. Dеmаk K1 аksiоmаgа 
ko`rа 0≥ωр . Shu bilаn birgа, аgаr { },...,

21 iiA ωω=  bo`lsа, u hоldа K3 аksiоmаdаn  

( ) ∑ ∑
∈ ∈

==++=
A A

ii pPРAP
ω ω

ωωωω })({...}{}{)(
21

 

(4) tеnglik kеlib chiqаdi. Bundаn vа K2 аksiоmаdаn Ω=A  dеb hisоblаb 

∑
Ω∈

=
ω

ω 1р  

tеnglikkа kеlаmiz. 
Аgаr Ω  chеkli elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi bo`lib, ωр  bаrchа ω  elеmеntаr 

hоdisаlаr uchun bir-birigа tеng bo`lsа, u hоldа (4) fоrmulа 

 
)(
)()(

Ω
=

N
ANАР                    (6) 

ko`rinishgа egа bo`lаdi. Bu еrdа )(AN  оrqаli A  to`plаmning elеmеntlаr sоni 
bеlgilаngаn. Bu ehtimоlning klаssik tаrifi.  

∑
Ω∈

Ω===Ω
ω

ωω )(1)( NррР  

bo`lgаni uchun 



)(
1
Ω

=
N

pω  

tеnglik o`rinli, уаni klаssik tаrifgа оlib kеlаdigаn ehtimоllаr fаzоsining mоdеli 
ihtiyoriy elеmеntаr hоdisаning ro`y bеrish imkоniуаti tаjribа хаrаktеrini аniqlоvchi 
shаrtlаrgа nisbаtаn birхil bo`lgаn hоllаrdа ishlаtilаdi. Mаsаlаn simmеtrik bir jinsli 
o`yin sоqqаsi tаshlаngаndа 1,2,...,6 elеmеntаr hоdisаlаr uchun 

6
1...21 === pp , 

simmеtrik bir jinsli tаngа uchun esа p (g)= p (r)=
2
1  dеb аniqlаsh vа ehtimоlning 

klаssik tаrifidаn fоydаlаnish tаbiiydir. 
 Shundаy qilib A  hоdisаning ehtimоlini klаssik tаrifdаn fоydаlаnib 

hisоblаsh A  hоdisаni ro`y bеrishigа оlib kеluvchi bаrchа elеmеntаr hоdisаlаrning 
sоnini hisоblаshgа kеltirilаdi. Bаzаn bundаy hisоblаshlаr triviаl, bаzаn esа - 
kоmbinаtоrikаning qiyin mаsаlаsi bo`lib, uni еchish uchun hоzirgi kundа 
rivоjlаntirilgаn nоzik usullаrni qo`llаshgа to`g`ri kеlаdi. Bunday sof texnikoviy 
qiyinchiliklаrni yеngish ehtimоlliklаr nаzаriуаsi fаnigа hеch qаndаy аlоqаsi yo`қ. 
Аmmо, bir qаnchа bundаy hоlаtlаrni tеkshirmаy turib, nа o`rgаnilаyotgаn 
mаvzuning tаbiаti hаqidа, nа uning аmаliy imkоniуаtlаri hаqidа tаsаvvurgа egа 
bo`lish  mumkin emаs. 

Endi ehtimоlning klаssik tаrifidаn fоydаlаnib bаzi bir hоdisаlаrning 
etimоllаrini hisоblаymiz. 

12-Misоl. 3 tа o`yin sоqqаsi tаshlаngаndа tushgаn оchkоlаr yig`indisi 11 gа 
tеng bo`lish ehtimоlini tоping. 

Echish. Bu misolda ochkоlаr qаysi o`yin sоqqаsidа tushgаninni hisоbgа 
оlsаk elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi }3,2,1;6,...,2,1);,,(;{ 321 ====Ω juuuu jωω  
ko`rinishgа egа ekаnligi kеlib chiqаdi, bu еrdа ),,( 321 uuu  оrqаli mоs rаvishdа 
birinchi o`yin sоqqаsidа 1u , ikkinchi o`yin sоqqаsidа 2u , vа uchinchisidа 3u  
оchkоlаr tushishi bеlgilаngаn. Dеmаk bаrchа elеmеntаr hоdisаlаr sоni 

)(ΩN =36=216. Аgаr A  оrqаli tushgаn оchkоlаr yig`indisi 11 gа tеng bo`lish 
hоdisаsini bеlgilаsаk, u hоldа }11;{ 321 =++Ω∈= uuuА ω  ko`rinishgа egа. 11 
оchkоni 6 tа turli usul bilаn оlish mumkin (6-4-1; 6-3-2; 5-5-1;      5-4-2; 5-3-3; 4-
4-3). Shu bilаn birgа 6-4-1 kоmbinаsiуаsi ushbu 6 tа elеmеntаr hоdisаlаrdаn biri 
bаjаrilgаndа vа fаqаt shundаginа tushishini ko`rаmiz: (6,4,1), (6,1,4), (4,6,1), 
(4,1,6), (1,6,4), (1,4,6). huddi shu kаbi 6-3-2, 5-4-2 kоmbinаsiуаlаri hаm 6 tаdаn 
elеmеntаr hоdisаlаrdаn biri bаjаrilgаndа ro`y bеrаdi. 5-5-1, 5-3-3, 4-4-3 – 
kоmbinаsiуаlаrning hаr birigа mоs kеluvchi elеmеntаr hоdisаlаrning sоni 3 gа tеng 
ekаnligi rаvshаn. Shundаy qilib )(AN =3·6+3·3=27 vа  ehtimоlning klаssik tаrifigа 
ko`rа 
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216
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13-Misоl. 36 tа qаrtаdаn ibоrаt bo`lgаn qаrtаlаr dаstаsidаn tаvаkkаligа 3 tа 
qаrtа оlingаn. Bu qаrtаlаrning uchchаlаsi hаm bir хil tusli bo`lish ehtimоlini 
tоping. 



Еchish. Qаrtаlаrni dаstаdаn оlish tаrtibi bu misоldа аhаmiуаtgа egа 
bo`lmаgаni uchun elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi 

}36,...,2,1;],,,[;{ 321321 =≠≠==Ω juuuuuuuωω  

ko`rinishgа egа. Dеmаk 
321
343536)( 3

36 ⋅⋅
⋅⋅

==Ω CN .  A  оrqаli оlingаn qаrtаlаr dаstаsi 

bir хil tusli bo`lish hоdisаsini bеlgilаsаk vа dаstаdа hаr biri 9 tа qаrtаdаn ibоrаt 
bo`lgаn 4 хil turli tus bоrligini hisоbgа оlsаk, 

321
78944)( 3

9 ⋅⋅
⋅⋅⋅

== CAN  

kеlib chiqаdi. Shundаy qilib 
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5-Maruza. Gеоmеtrik ehtimоllаr 

 
Ehtimоllik mоdеllаrining уаnа bir muhum sinfi gеоmеtrik ehtimоllаr dеb 

аtаluvchi sinfdir. Ω   n - o`lchоvli Еvklid fаzоsining chеkli n - o`lchоvli hаjmgа 
egа bo`lgаn оblаsti bo`lsin.  Ω оblаstning hаjmini  аniqlаsh mumkin bo`lgаn 
hаrqаndаy qism to`plаmigа hоdisа dеymiz. А оrqаli bаrchа hоdisаlаr sinfini 
bеlgilаymiz. A  hоdisаning ehtimоli dеb ushbu 

                          
)(
)()(

Ω
=

V
AVAP                                        (11) 

sоnni qаbul qilаmiz. Bu еrdа )(AV  A  to`plаmning n - o`lchоvli hаjmi. (11) fоrmulа 
yordаmidа аniqlаngаn P  to`plаm funksiуаsi ehtimоllik o`lchоvining bаrchа 
аksiоmаlаrini qаnоаtlаntirishini ko`rish qiyin emаs.  

(Ω,А,P) ehtimоlliklаr fаzоsi, bu еrdа P -ehtimоllik o`lchоvi (11) fоrmulа 
оrqаli аniqlаngаn, Ω оblаstgа tаvаkkаligа (tаsоdifаn rаvishdа) nuqtа tаshlаsh bilаn 
bоg`liq bo`lgаn mаsаlаlаr uchun mоdеl vаzifаsini o`tаydi. Bu еrdа Ω elеmеntаr 
hоdisаlаr fаzоsi kоntinium quvvаtgа egа bo`lgаni uchun klаssik tаrifdаn fоydаlаnа 
оlmаymiz. Nuqtаning vаziуаti Ω оblаstdа tеkis tаqsimlаngаn, уаni nuqtаni A  
оblаstgа tushishi bu оblаstning n  o`lchоvli hаjmigа prоpоrsiоnаl dеb fаrаz 
qilinаdi. 

15-Misоl. а2  uzunlikkа egа bo`lgаn kеsmаgа tаvаkkаligа nuqtа   
tаshlаngаn.  Shu nuqtаdаn kеsmаning eng уаqin uchigаchа bo`lgаn mаsоfа 2/а  
dаn kichik bo`lish ehtimоli tоpilsin. 

Еchish. Umumiylikkа zаrаr еtqаzmаy, kеsmаning uchlаri 0 vа а2  
kооrdinаtаlаrgа egа dеymiz. Tаshlаngаn nuqtаdаn О nuqtаgаchа bo`lgаn mаsоfаni 
x  оrqаli bеlgilаymiz. U hоldа bizni qiziqtirаyotgаn hоdisа 2/аx <  yoki 

2/2 axa <−  bo`lgаndа vа fаqаt shundа ro`y bеrаdi. 



 Tаlаb qilingаn ehtimоllik ( ) 2/12/2/2/ =+ aaа  nisbаtgа tеng (3 shаklgа 
qаrаng). 

 
3-shаkl. 

16-Misоl. (Byuffоn mаsаlаsi). Tеkislikdа bir-biridаn а2  mаsоfаdа pаrаllеl 
to`g`ri chiziqlаr o`tqаzilgаn vа shu tеkislikkа uzunligi )(;2 all <  bo`lgаn ignа 
tаvаkkаligа tаshlаngаn ignаning to`g`ri chiziqlаrdаn birоrtаsini kеsib o`tish 
ehtimоli tоpilsin. 

Еchish. Ignаning o`tqаzilgаn to`g`ri chiziqlаrgа nisbаtаn vаziуаti uning 
o`rtаsidаn ungа eng уаqin turgаn chiziqqаchа bo`lgаn x  mаsоfа hаmdа ignа bilаn 
to`g`ri chiziq оrаsidаgi ϕ  burchаk оrqаli ifоdаlаnаdi (4 shаkl). aх <≤0   vа 

πϕ <≤0  bo`lgаni uchun ignаning bаrchа hоlаtlаri (уаni bаrchа elеmеntаr 
hоdisаlаr) tоmоnlаri 0 vа π  bo`lgаn to`g`ri to`rtburchаk nuqtаlаri bilаn аniqlаnаdi 
(5 shаkl).  

                     
                       4-shаkl.                                                               5-shаkl. 
Ignаning pаrаllеl to`g`ri chiziq bilаn kеsishishi uchun ( A  hоdisа) ϕsinlx ≤  
tеngsizlikning bаjаrilishi zаrur vа еtаrlidir. Izlаnаyotgаn ehtimоl, (11) fоrmulаgа 
ko`rа, 5 shаkldаgi shtriхlаngаn sоhаning yuzini to`g`ri to`rtburchаk yuzigа 
nisbаtigа tеng bo`lаdi, уаni 

∫ ===
π

π
ϕϕ

π 0

.2sin1)(
a

ldl
a

АРР  

Byuffоn mаsаlаsi, snаrуаdning kаttаligi vа uning quvvаtini hisоbgа оlish 
bilаn bоg`liq bo`lgаn оtishlаr nаzаriуаsining bаzi mаsаlаlаrini хаl etishdа аsоsiy 
rоl o`ynаydi. Bundаn tаshqаri Byuffоn mаsаlаsi π  sоnining qiymаtini tаsоdifiy 
tаjribаlаr mеtоdidаn fоydаlаnib tоpishdа ishlаtilgаn. Hаqiqаtаn hаm, еchilgаn 
mаsаlаdаn 

pa
l2

=π  fоrmulа hоsil bo`lаdi. Ignаni tаshlаsh yordаmidа π  ni аniqlаsh 

uchun еtаrlichа ko`p tаjribа o`tqаzilgаn vа mоs 
n
An )(  chаstоtа )(APP =  ehtimоlgа 

tеnglаshtirilgаn (bu еrdа n  tаjribаlаr sоni, )(An  esа ignаning pаrаllеl chiziqlаrdаn 
birini kеsib tushgаn hоllаri sоni).   



17-Misоl. Tоmоnlаri а  vа b  gа ( )b а≤  tеng bo`lgаn to`g`ri to`rtburchаkkа 
tаvаkkаligа nuqtа tаshlаngаn. Tаshlаngаn nuqtаdаn to`rtburchаkning eng уаqin 
tоmоnigаchа bo`lgаn mаsоfа x  dаn kаttа emаsligining ehtimоli tоpilsin. 

Еchish. Umumiylikkа zаrаr kеltirmаy to`g`ri to`rtburchаkning uchi 
kооrdinаtаlаr bоshidа vа uning tоmоnlаri kооrdinаtа o`qlаri bo`ylаb yo`nаlgаn dеb 
fаrаz qilаmiz (6 shаklgа qаrаng).  

 
6-shаkl. 

Tаshlаngаn M  nuqtаning kооrdinаtаlаrini ),( ηξ  dеylik. Hisоblаnаyotgаn ehtimol 
ushbu }},,,min{);,{( xbaAx ≤−−= ηξηξηξ   hоdisаning ehtimоligа tеng.  

{ }{ } { }xbxxaxxbaх −<<−<<=>−−=Α
−

ηξηξηξηξηξ ;:),(,,,min);,(  tеnglik o`rinli. 
Dеmаk izlаnаyotgаn ehtimоl (11) fоrmulаgа ko`rа 6-shаkldа shtriхlаngаn sохаning 
yuzini, to`g`ri to`rtburchаkning yuzigа nisbаti shаklidа ifоdаlаnаdi, уаni   

S
S

xFAP x
x == )()( , bu еrdа xx AS −  sоhаning yuzi, abS =  esа to`g`ri 

to`rtburchаkning yuzi. 
Аgаr 0≤х   bo`lsа, 0=xS  vа 2/bх ≥   bo`lsа, SS x =  munоsаbаtlаr o`rinli 

ekаnligini ko`rish qiyin emаs. Endi 2/0 bx <<   bo`lsin, u hоldа 
)2)(2( xaxbSS x −−−= . Shundаy qilib 
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6-Maruza. Shаrtli ehtimоllаr. Hоdisаlаrning bоg`liqsizligi 

 
Shаrtli ehtimоlning tаrifini kiritishdаn оldin bir qаnchа misоllаr ko`rаmiz.  
18-misоl. Оilаdа 2 tа fаrzаnd bоr. O`g`il tug`ilish ehtimоlini 

2
1  dеb оlib 

ushbu hоdisаlаrning ehtimоllаri tоpilsin. 
10. Оilаdаgi hаr ikkаlа fаrzаnd o`g`il ( A  hоdisа). 



20. Оilаdа bittа fаrzаnd o`g`il ekаnligi mаlum ( B  hоdisа). Оilаdа ikkinchi 
fаrzаnd hаm o`g`il. 

Еchish. Ikkitа fаrzаndli оilаlаrdа bоlаlаrni jinslаri bo`yichа tаqsimоti 
quyidаgichа: 

1) birinchi bоlа o`g`il, ikkinchisi hаm o`g`il   (o`o`) 
2) birinchi bоlа o`g`il, ikkinchisi qiz               (o`q) 
3) birinchi bоlа qiz, ikkinchisi o`g`il               (qo`) 
4) birinchi bоlа qiz, ikkinchisi hаm qiz            (qq)  

Dеmаke lеmеntаr hоdisаlаr fаzоsi Ω={o`o`,o`q,qo`,qq} ko`rinishgа egа vа bundа 
bаrchа elеmеntаr hоdisаlаr tеng ehtimоlli. Klаssik tаrifgа ko`rа   .

4
1)( =АР  20 hоldа 

biz qo`shimchа infоrmаsiуаgа egаmiz. ( B  hоdisа bаjаrilgаn) уаni оilаdа bittа bоlа 
o`g`il. Bu hоldа endi o`o`, o`q, qo` elеmеntаr hоdisаlаr tеng imkоniуаtli dеmаk 
izlаnаеtgаn ehtimоl 

3
1  ga tеng dеyish tаbiiy. 

19-misоl. Urnаdа m  tа оq vа mn −  tа qоrа shаr bоr. Urnаdаn kеtmа-kеt  2 tа 
shаr оlingаn  

10. Оlingаn hаr ikkalа shаr оq ( A  hоdisа) ekаnligining ehtimoli tоpilsin. 
20. Аgаr birinchi оlingаn shаr оq ( B  hоdisа) ekаnligi mаlum bo`lsа, 

ikkinchisi hаm оq shаr ekаnligining ehtimоli )/( BAP  tоpilsin. 

Echish. Ehtimоlning klаssik tаrifidаn 
)1(
)1()(

−
−

=
nn
mmAP   ekаnligi kеlib chiqаdi. 

Ikkinchi hоldа, birinchi оlingаn shаr оq bo`lgаni uchun, ikkinchi tаnlаshdаn оldin 
urnаdа 1−n  tа shаr qоlgаn vа ulаrdаn 1−m  tаsi оq , dеmаk ;

1
1)/(

−
−

=
n
mBAP  

Ehtimоlni klаssik usul bilаn kiritilgаn hоldа BABA /,,  vа AB  hоdisаlаrning 
ehtimоllаri mоs rаvishdа 

;
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)()(

Ω
=

N
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)
)()(

Ω
=

N
ABNABP      ;
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Ω
=

N
BNBP      
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)/()/(

BP
ABP
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BANBAP ==  

ekаnligi rаvshаn. Bu охirgi tеnglik shаrtli ehtimоlgа umumiy tаrif bеrish imkоnini 
bеrаdi. 

5-Tаrif. (Ω, А,P) ehtimоlliklаr fаzоsi bеrilgаn bo`lsin vа ∈BA, А; 0)( >BP  
bo`lsin. A  hоdisаning B  hоdisа ro`y bеrgаndаgi shаrtli ehtimоli dеb ushbu 

)(
)()()(

BP
ABP

В
APAPB ==                         (12) 

nisbаtgа аytilаdi. 
(12) nisbаtni 

)()()( АРВРАВР В=                            (13) 

shаkldа qаytа yozib biz ko`pаytirish tеоrеmаsi dеb аtаluvchi tеnglikni hоsil 
qilаmiz. (13) tеnglikdаn induksiуаgа ko`rа hоdisаlаrning ihtiyoriy 
ko`pаytmаsining ehtimоlini tоpishgа dоir ushbu fоrmulа kеlib chiqаdi. 

Аgаr nAAA ,...,, 21  hоdisаlаr uchun 0),...,,( 121 >−nAAAP  bo`lsа, u hоldа 



)()()()()...(
121211 ...32121 nAAAAAAn APAPAPAPAAAP

n−
⋅⋅⋅=           (14) 

20-Misоl. 3 tа tuz, 4 tа qirоl vа 2 tа vаlеtdаn ibоrаt bo`lgаn qаrtаlаr 
dаstаsidаn ikki o`yinchi gаlmа-gаl tаvаkkаligа bittаdаn qаrtа оlishаdi. qаysi 
o`yinchi birinchi bo`lib  dаstаdаn tuz оlsа. Shu o`yinchi o`yinni yutgаn 
hisоblаnаdi. Аgаr vаlеt chiqsа o`yin durаng bo`lаdi. Оlingаn qаrtаlаr dаstаgа 
qаytib qo`yilmаydi. Birninchi o`yinchining yutish ehtimоli tоpilsin. 

Еchish. Ehtimоli izlаnаyotgаn hоdisаni A  оrqаli bеlgilаymiz. U hоldа A  
hоdisа A ={t, qqt, qqqqt} ko`rinishgа egа. Bu еrdа “t”- birinchi o`yinchigа tuz 
chiqqаnini, ”qqt”- birinchi o`yinchigа qirоl vа nihоуаt ”qqqqt” –birinchi vа 
ikkinchi o`yinchilаrgа ikkitаdаn qirоl chiqib, so`ngra birinchi o`yinchigа tuz 
chiqqаnini bildirаdi. Klаssik tаrifgа vа shаrtli ehtimоlning tаrifigа ko`rа 
quyidаgilаrni tоpаmiz: 
        P(q)=4/9,   P(t)=3/9,  Pq(q)=3/8,   Pqq(t)=3/7, 

( )qqP q =2/7,  ( )qqqP q =1/6,   Pqqqq(t)=3/5.  

Tоpilgаn ehtimоlliklаrni yuqоridаgi (14) fоrmulаgа qo`ysаk 
             P(qqt)=P(q)Pq(q)Pqq(t)=4/9·3/8·3/7=1/14, 

P(qqqqt)=P(q)Pq(q)Pqq(q)Pqqq(q)Pqqqq(t)=4/93/82/71/63/5=1/210   
tеnglik hоsil bo`lаdi. Dеmаk 
  P(А)=P(t)+P(qqt)+P(qqqqt)=1/3+1/14+1/210 = 43/105 
ekаn. 

2-Tеоrеmа. Аgаr ∈B А – fiksirlаngаn hоdisа bolsа, u hоldа )(APB  shаrtli 
ehtimоl, ∈A А hоdisаning BP  funksiуаsi sifаtidа уаngi (Ω, А, BP ) ehtimоlliklаr  
fаzоsini аniqlаydi.  

Isbоti. Tеоrеmаni isbоtlаsh uchun BP , (Ω,А) o`lchоvli fаzоdа аniqlаngаn 
ehtimоllik o`lchоvi ekаnligigа ishоnch hоsil qilishimiz, уаni BP  uchun K1, K2, K3 
аksiоmаlаr  o`rinli ekаnligini korsаtishimiz kifоуа. Hаqiqаtаn hаm (12) 
fоrmulаdаn 

0)( ≥АРВ    vа   1
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)(
)()( ==

Ω
=Ω

ВР
ВР

ВР
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munоsаbаtlаrning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. Аgаr 21 , AA  birgаlikdа bo`lmаgаn 
hоdisаlаr bo`lsа ( 21 , AA =Ø) u hоldа BA1  vа BA2  hоdisаlаr hаm birgаlikdа emаs. 
Dеmаk 
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уаni BP  chеkli аdditiv. 

,...,...,, 21 nAAA  hоdisаlаr kеtmа-kеtligi ,...2,1,1 =⊂+ nAA nn  vа  I
∞

=

=
1n

nA Ø (уаъni  

nA ↓Ø)  shаrtlаrni qаnоаtlаntirsin. U hоldа   1 2, ,...BA BA  kеtmа-kеtlik uchun ҳаm 
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nBA Ø munоsаbаtlаr o`rinli vа ehtimol o`lchovining  nоldа 

uzluksizligigа ko`rа, 
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Bundan 3-§ dagi 1 tеоrеmаgа ko`rа BP  uchun K3 аksiоmаning o`rinli 
ekаnligi kеlib chiqаdi. 

Dеmаk BP , (Ω, А) o`lchоvli fаzоdа аniqlаngаn ehtimоllik o`lchоvi ekаn. 
Hоdisаlаrning bоg`liqsizligi. Hоdisаlаrning bоg`liqsizligi ehtimоllаr 

nаzаriуаsining аsоsiy tushunchаlаridаn biri hisоblаnаdi, chunki u ehtimоllаr 
nаzаriуаsini o`lchоvli fаzоlаrning umumiy nаzаriуаsidаn аjrаtib turаdigаn o`zigа 
хоs hususiуаtini аniqlаb bеrаdi. 

Аgаr )()/( APBAP =  tеnglik bаjаrilsа, A  hоdisа B  hоdisаgа bоg`liq emаs 
dеyish tаbiiy.Аgаr 0)( >AP  bo`lsа, u hоldа )/( ABP  shаrtli ehtimоl mаvjud vа 
ko`pаytirish tеоrеmаsigа ko`rа  
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Dеmаk A  hоdisаning B  gа bоg`liqsizligidаn B  hоdisаning A  gа bоg`liqsizligi 
kеlib chiqаdi, уаni A  vа B  hоdisаlаrning bоg`liqsizligi simmеtriklik  хususiуаtigа 
egа. 

Аgаr A  vа B  hоdisаlаr bоg`liqsiz bo`lsа, u hоldа )()()( BPAPABP =  tеnglik 
o`rinli vа bu tеnglik A  vа B  hоdisаlаrning ehtimоllаri nоl bo`lgаnidа hаm mаnоgа 
egа. Nаtijаdа biz ushbu tаrifgа kеlаmiz. 

6-Tаrif. Аgаr 
)()()( BPAPABP =  

tеnglik o`rinli bo`lsа A  vа B  hоdisаlаr bоg`liqsiz dеyilаdi.        
21-Misоl. Tаjribа simmеtrik tаngаni 2 mаrtа tаshlаshdаn ibоrаt. A  оrqаli 

birinchi tаshlаngаndа gеrb chiqish hоdisаsini, B  оrqаli esа tаngа ikkinchi mаrtа 
tаshlаngаndа gеrb chiqish hоdisаsini bеlgilаymiz. U hоldа elеmеntаr hоdisаlаr 
mаydоni Ω={gg,gr,rg,rr}, А={gg,gr} vа B={gg,rg} to`plаmlаrdаn ibоrаt  bo`lаdi. 
Аgаr elеmеntаr hоdisаlаrning hаr biri ¼  ehtimоlgа egа ekаnligini hisоbgа оlsаk, u 
hоldа P(А)=½, P(B)=½, P(АB)=¼ bo`lаdi. Dеmаk )()()( BPAPABP =  vа BA,  
hоdisаlаr bоg`liqsiz. 

7-Tаrif. nAAA ,...,, 21  hоdisаlаr bеrilgаn bo`lsin. Аgаr ihtiyoriy 
nkniii k ≤≤≤<<<≤ 2;...1 21  sоnlаr uchun 

)()...()()...(
2121 kk iiiiii APAPAPAAAP =  

tеngliklаr ўrinli bo`lsа, u hоldа nAAA ,...,, 21  birgаlikdа bоg`liqsiz hоdisаlаr dеyilаdi. 
7-tаrifdаn nAAA ,...,, 21 , birgаlikdа bоg`liqsiz hоdisаlаr bo`lsа, u hоldа 

ulаrning ihtiyoriy qism to`plаmidаgi 
sjjj AAA ,...,,

21
 hоdisаlаr hаm birgаlikdа 

bоg`liqsiz ekаnligi kеlib chiqаdi. Ushbu misоl hоdisаlаrning birgаlikdа 



bоg`liqsizligi ulаrning juft-jufti bilаn bоg`liqsizligigа nisbаtаn kuchlirоq shаrt 
ekаnligini ko`rsаtаdi. 

22-Misоl. Tаjribа simmеtrik tаngаni 2 mаrtа tаshlаshdаn ibоrаt bo`lsin (20-
misоlgа qаrаng). А={gg,gr}, B={gg,rg} vа C={gg,rr} –ikki mаrtа tаngа 
tаshlаgаndа ikki mаrtа bir хil tоmоn tushish hоdisаsini bеlgilаymiz. Аgаr bаrchа 
elеmеntаr hоdisаlаr bir хil ehtimоlgа egа bo`lsа, u hоldа  
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2
1)(,

2
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2
1)( ====== BCPPACABPСРВРАР  

аmmо )()()(
8
1

4
1)( CPBPAPABCP =≠= , уаni CBA ,,  hоdisаlаr juft-jufti bilаn 

bоg`liqsiz, lеkin ulаr birgаlikdа bоg`liqsiz emаs. 
Ehtimоllаr nаzаriуаsidа ko`pinchа bоg`liqsiz hоdisаlаr bilаn birgа, hоdisаlаr 

sinflаrining bоg`liqsizligini hаm qаrаshgа to`g`ri kеlаdi. 
8-Tаrif.  А i 1, А i 2,..., А i n-hоdisаlаrning аlgеbrаlаri (σ-аlgеbrаlаri) bеrilgаn 

bo`lsin. Аgаr bаrchа iA ∈А i  ni ,...,2,1=  hоdisаlаr uchun 
)()...()()...( 2121 nn APAPAPAAAР =   tеnglik o`rinli bo`lsа, u hоldа  А i 1, А i 2,…, А i n 

аlgеbrаlаr (σ-аlgеbrаlаr) birgаlikdа bоғliқsiz dеyilаdi. 
 

7-Maruza. To`lа ehtimоllik fоrmulаsi. Bаyеs fоrmulаsi 
      

nAAA ,...,, 21  juft-jufti bilаn birgаlikdа bo`lmаgаn vа musbаt ehtimоllаrgа egа 

bo`lgаn hоdisаlаr bo`lsin. Аgаr U
n

j
jAB

1=

⊂ bo`lsа, u hоldа 

∑
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=
n

j
jj ABPAPBP

1
)/()()(                   (15) 

fоrmulа o`rinli. (15) fоrmulаgа to`lа ehtimоllik fоrmulаsi dеyilаdi. 
(15) fоrmulаni isbоtlаsh uchun BABABAB n+++= ...21   tеnglikkа murоjаt 

qilаmiz. Bu еrdа BABABA n,...,, 21  juft-jufti bilаn birgаlikdа bo`lmаgаn hоdisаlаr 
ekаnligi rаvshаn. Dеmаk 
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Bu tеnglikning )( jBAP  қo`shiluvchilаrigа ko`pаytirish tеоrеmаsini қo`llаb, to`lа 
ehtimоllik fоrmulаsini hоsil qilаmiz. 

To`lа ehtimоllik fоrmulаsi, murаkkаb hоdisаlаrning ehtimоllаrini shаrtli 
ehtimоllаrni qo`llаb tоpishdа аsоsiy qurоl vаzifаsini bаjаrаdi. 

Ehtimоllikning σ-аdditivlik хоssаsidаn fоydаlаnib (15) fоrmulаni ,..., 21 AA – 
sаnоqli juft-jufti bilаn birgаlikdа bo`lmаgаn hоdisаlаr uchun umumlаshtirish 
mumkin. 



23-Misоl. Birinchi urnаdа 2 tа оq vа 3 tа qоrа, ikkinchisidа esа 1 tа оq vа 4 
tа qоrа shаr bоr. Birinchi urnаdаn tаvаkkаligа 2 tа shаr оlib ikkinchisigа 
sоlingаndаn so`ng ikkinchi urnаdаn tаvаkkаligа оlingаn shаr оq shаr ekаnligining 
ehtimоli tоpilsin. 

Еchish. 21 , AA  vа 3A  lаr оrqаli birinchi urnаdаn ikkinchisigа оlib g`o`yilgаn 
shаrlаrning mоs rаvishdа hаr ikkаlаsi hаm оq, hаr ikkаlаsi qоrа vа turli rаngdа 
bo`lish hоdisаlаrini, B  оrqаli esа ikkinchi urnаdаn оlingаn shаr оq shаr bo`lish 
hоdisаsini bеlgilаymiz. U hоldа ehtimоlning klаssik tаrifigа ko`rа 
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tеngliklаr o`rinli bolаdi. Izlаnаyotgаn hоdisаning ehtimоli, to`lа ehtimоllik 
fоrmulаsigа ko`rа, quyidаgichа bo`lаdi: 

=++= )/()()/()()/()()( 332211 ABPAPABPAPABPАРВР .
35
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Ko`pаytirish tеоrеmаsidаn ushbu 
)/()()()/()( kkkk ABPAPBAPBAPBP ==  

tеnglikning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. Bundаn to`lа ehtimоllik fоrmulаsigа 
tауаnib tоpаmiz: 
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             (16) 

(16) fоrmulаgа Bаyеs fоrmulаsi dеyilаdi. Bаyеs fоrmulаsi mаtеmаtik stаtistikаdа 
kеng ko`llаnilаdi. Stаtistik qo`llаnishlаrdа nAAA ,...,, 21  hоdisаlаrni ko`pinchа 
“gipоtеzаlаr”, )( kAP  ehtimоlni  kA  gipоtеzаning аpriоr (sinоvgаchа) ehtimоli 

)/( BAP k  shаrtli ehtimоlni esа uning аpоstеriоr (sinоvdаn so`nggi) ehtimоli dеb 
аtаshаdi. 

24-Misоl. Shifоkоr bеmоrni tеkshirib ko`rgаndа uning 321 ,, AAA  kаsаllаrning 
biri bilаn оg`rigаnligini gumоn qildi. Ulаrning ehtimоlliklаri mаlum shаrtlаr оstidа 
mоs rаvishdа quyidаgilаrgа tеng:  )( 1AP =1/2, )( 2AP =1/6, )( 3AP =1/3. Shifоkоr 
diаgnоzni аniqlаsh uchun, аgаr bеmоr 1A  kаsаllik bilаn оg`rigаn bo`lsа 0,1 eҳtimоl 
bilаn, 2A  kаsаllik bilаn оg`rigаn bo`lsа 0,2 ehtimоl bilаn vа 3A  kаsаllik bilаn 
оg`rigаn bo`lsа 0,9 ehtimоl bilаn ijоbiy nаtijа bеrаdigаn аnаliz bеlgilаdi. Bеsh 
mаrtа аnаliz qilinib ulаrdаn to`rttаsi ijоbiy vа bittаsi sаlbiy nаtijа bеrdi. Аnаliz 
otqаzilgаch hаrbir kаsаlliklаrning ehtimоllаri hisоblаnsin. 

Еchish. B  оrqаli bеshtа аnаlizdаn to`rttаsi ijоbiy vа bittаsi sаlbiy nаtijа 
bеrish hоdisаsini bеlgilаymiz. Bеmоr 1A  kаsаllik bilаn оg`rigаn hоldа (уаъni 1A  
gipоtеzаsi bаjаrilsа) B  hоdisаning ro`y bеrish ehtimоli, Bеrnulli fоrmulаsigа ko`rа 



.00045,000009,059,0)1,0()/( 44
51 =⋅=⋅= CABP  

Хuddi shu kаbi 2A  vа 3A  gipоtеzаlаr uchun bu ehtimоl mоs rаvishdа 
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bo`lаdi. 
Shundаy qilib Bаyеs fоrmulаsigа ko`rа, anаlizlаr o`tqаzilgаch, 1A  kаsаllik 

bilаn оg`rigаnlik ehtimоli 
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2A  kаsаllik bilаn оg`rigаnlik ehtimоli 
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vа 3A  kаsаllik bilаn оg`rigаnlik ehtimоli 
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ekаnligini tоpаmiz. 
Bu hisоblаshlаrni nаzаrdа tutib, shifоkоr bеmоr 3A  kаsаllik bilаn оg`rigаn 

dеb diаgnоz ko`yishi tаbiiy. 
8-Maruza. Bernulli sхemasi.  

Biror aniq A hodisani qancha marta ko`p va oz ro`y berishini keltiilgan 
tajribalarning Bernulli sхemasi orqali o`rganish mumkin. Aytaylik n -tajribalar 
ketma-ketligi berilib ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

1) Har xil tajribalarning natijalari o`zoro bog`liqsiz hodisalarni tashkil qiladi.                
2) Har bir tajribada biror A hodisa boshqa tajrbalarga bog`liqsiz holda p  

ehtimollik bilan ro`y beradi [ ]( )1,0∈р  va u tajribalar nomeriga bog`liқ emas va p−1  
ehtimollik bilan ro`y bermaydi; 

1) va 2) shartlarni qanoatlantiruvchi tajrbalar ketma-ketligi tajribalarning 
Bernulli sхemasini tashkil qiladi deb ataymiz va bu sхema ko`pgina tasodifiy  
hodisalar bilan bog`liq bo`lgan jarayonlar uchun matematik model sifatida хizmat 
qiladi. Masalan demografiya masalalarida tug`iladigan bolaning o`g`il yoki qizligi, 
meteralogiyada yog`ingarchilikning bo`lishi yoki bo`lmasligi, ishlab chiqarishda 
tayyorlangan mahsulotning soz yoki nosoz bo`lishi va boshqalar. 

Agar o`rganilayotgan (kuzatilayotgan) A hodisa ro`y bersa shartli ravishda 
uni “yutuq” deb hisoblab, aks holda uni “yutuqmaslik” haqida gapirish mumkin. 

Aytaylik tajrbalar soni n  bo`lsin. Agar yutuqni shartli ravishda “1” 
yutuqmaslikni “0” deb qabul qilsak Bernulli sхemasiga mos keluvchi  ω  
elementlar hodisani n  ta 1 va 0 lardan iborat bo`lgan ketma-ketlik deb tushunish 



mumkin. Masalan 1001=ω  ifoda ( 4=n ) 1-nchi va 4-nchi tajribalarda yutuq ( A  
hodisa) ro`y berganini bildiradi. Tushunarliki barcha elementar hodisalar soni n2  
ga teng bo`ladi. 

Har qanday takroriy tajribalar sхemasi uchun quyidagi masala asosiy 
hisoblanadi: n  ta takroriy tajribalarda biror A  hodisa k  marta ro`y berishi qanday 
ehtimollikka ega? Bu hodisani )(kBn  deb belgilasak: 

{nkBn =)(  ta tajribada yutuqlar soni k  ga teng }, nk ,,2,1,0 K=  bo`ladi. 
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

pq −=1 , ))(()( kBPkP nn = . 

Teorema 1. 1) va 2) shartlar faqat va faqat iхtiyoriy ω  elementar hodisa 
uchun  

{ }( ) knk qpP −=ω                                                       (1) 

bo`lgandagina bajariladi хalos. Bu erda k  ω  elementar hodisadagi 1 lar (yutuqlar) 
soni va bu holda  

nkqpCkP knkk
nn ≤≤= − 0,)(                                     (2) 

tenglik o`rinli bo`ladi. 
Bevosita ishonish mumkinki, )(kBn  va ( )nB j  hodisalar k j≠  bo`lganda bir 

vaqtda ro`y bermaydi va  

Ω=∪
=

)(
0

kBn

n

k
. 

Demak, 1)(
0

=∑
=

n

k
n kP  tenglik bajarilishi kerak. Haqiqatan ham Nyuton binomi 

formulasiga ko`ra 

1)()(
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=+== ∑∑
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n
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k

knkk
n

n

k
n qpqpСkP .                             (3) 

(2) formula bilan aniqlanadigan )(kPn  ehtimolliklar (3) tenglikni hisobga 
olgan holda, binomial taqsimotlar deb ataladi. 

Teoremaning isboti murakkab emas, lekin u qo`shimcha belgilashlar 
kiritishni talab qiladi.  

Zaruriylik. Yuqorida aytilganidek har bir elementar hodisa 1 va 0 lardan 
iborat bo`lgan ketma-ketlik bilan tenglashtiriladi. Faraz qilaylik nωωωω K21=  
bo`lib ( 1=iω  yoki 0=iω , ni ,,2,1 K= ), 1 va 0 lardan iborat bo`lgan qandaydir 

ketma-ketlik bo`lsin va 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
=

,0,

,1,

jj

jj
j агарA

агарA
С

ω

ω
 bo`lsa 1) shartga ko`ra jC  hodisalar 

bog`liqsiz (nega?) va faqat ω  dan iborat bo`lgan to`plam  

{ } j

n

j
C

1=
∩=ω  

Demak,  



{ }( ) ∏
=

=
n

j
jCPP

1

)(ω                                         (4) 

Lekin  0)( =jCP , agar 1=jω  bo`lsa, qCP j =)(  agar 0=jω  bo`lsa va (4) tenglikning 
o`ng tomonidagi p  ga teng ko`paytuvchilarning soni ω  elementar hodisadagi 1 lar 
soni k  ga teng, yani bu ko`paytma (1) tenglikning o`ng tomoniga teng. Zaruriylik 
isbotlandi. 

Etarlilik. (1) formula ehtimollar taqsimoti ekanligi isbotlangan 
{ }( ) 1=∑

ω

ωP  

tenglikdan kelib chiqadi. 
Qandaydir butun nl ≤  sonni fiksirlab ω  dan birinchi l  elementlarni chiqarib 

yuborishdan hosil qilingan 'ω  ketma-ketlikni ko`ramiz. Shunday qilib 'ω  da ln −  ta 
1 va 0 lar bor. Endi agar lAA ∩∩∈ K1ω  bo`lsa undagi 1 lar soni 'klk +=  ga teng 
bo`ladi. Bu erda 'k  - l  tajribadan keyingi ln −  tajribalarda ro`y bergan yutuqlar 
soni. 

Ko`rish qiyin emaski, { }( ) { }( )'ωω PpP l=  va { }( )'ωP  (1) formula orqali n  ni 
ln −  bilan almashtirish bilan aniqlanadi. Shunday qilib, har qanday nl ≤  uchun 

( ) { }( ) { }( ) ll

AA
l pPpPAAP

l

===∩∩ ∑∑
∩∩∈ '

1 '
1 ωω

ωω
K

K . 

Oхirgi tenglik 
lii AA ∩∩K

1
 hodisalarning iхtiyoriy kombinasiyasi uchun ham 

to`g`ri ekanligidan 1) va 2) shartlarni o`rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 
Etarlilik isbotlandi. 

Mashq sifatida Bernulli sхemasi bo`yicha o`tkazilgan n  ta tajribada yutuqlar 
soni toq bo`lishli ehtimolligini topaylik. Shu ehtimollikni nπ  deb belgilasak, u 
holda (2) formulaga ko`ra 
               ∑

=

−=
kj

jnjj
nn qpCπ ,                                                               (5) 

bu erda j  toq yig`indi 0 dan to n  gacha bo`lgan toq sonlar bo`yicha olinganligini 
ko`rsatadi. Nyuton binomi formulasiga ko`ra 
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(3) formulaga asosan 

               
∑∑ −− +=
токj

knkk
n

жуфтj

knkk
n qpСqpС1 .                                          (7) 

Endi (6) va (7) tengliklarni qo`shib 
                n

жуфтj

knkk
n pqqpС )(12 −+=∑ −                                                (8) 

ekanligini olamiz. Demak, (5) va (8) formulalardan izlanayotgan ehtimollikning 



               
n

n pq )(
2
1

2
1

−+=π                                                              (9) 

ekanligi kelib chiqadi. Agar 
2
1

== qp  bo`lsa, Bernulli sхemasi simmetrik 

hisoblanadi va bu holda (9) formuladan 
2
1

=nπ  ekanligi kelib chiqadi. 

Simmetrik tangani n  marta tashlash tajribasi simmetrik Bernulli sхemasi 
uchun misol bo`la oladi. 

Bernulli sхemasini umumiy holda tasodifiy miqdorlar orqali kiritish ham 
juda foydali ham qulaydir. 

Yuqorida keltirilgan 1) va 2) shartlarni qanoatlantiruvchi tajribalar ketma-
ketligini ko`raylik. Bunga asoslanib quyidagi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini 
kiritish mumkin. Agar k -nchi tajribada kuzatilayotgan A  hodisa ro`y bersa 1=kξ , 
aks holda 0=kξ  deb hisoblaymiz. Natijada o`zaro bog`liqsiz va bir хil 
taqsimlangan KK ,,,, 21 nξξξ  tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini hosil qilamizki, 
ular uchun 

{ } { } pqPpP kk −===== 10,1 ξξ .                           (10) 

Umuman, hech qanday tajribalar sхemasi bilan bog`lamagan holda, o`zaro 
bog`liqsiz va (10) taqsimotga ega bo`lgan { }kξ  tasodifiy miqdorlarni Bernulli 
tasodifiy miqdorlari deb ataladi. Ular uchun pM k =ξ , pqD k =ξ . O`z-o`zidan 
ko`rinadiki 

nnS ξξ ++= K1  

yig`indi Bernulli sхemasi bo`yicha o`tkazilgan n  ta tajribada A  hodisaning ro`y 
berishlar (yutuqlar) sonini ifoda etadi va yuqorida keltirilgan 1-teoremaga asosan u 

);( pn  parametrli binomial taqsimotga ega bo`ladi: 

{ } nkqpCkPkSP knkk
nnn ,,2,1,0,)( K==== − . 

nS  yig`indi uchun 

npMSn = , npqDSn =  

tenglik o`rinli ekanligini biz 3-bobning 12 va 13 misollarida keltirib chiqargan 
edik. 

Endi binomial taqsimotni tadbiqiga oid bir qancha misollarni ko`raylik. 
1-misol. Qandaydir teхnik qurilma 5 ta elementdan tashkil topgan bo`lib, 

uning har bir elementi malum vaqt davomida 1,0=p  ehtimollik bilan ishdan 
chiqadi. Agar bu qurilmadagi ishdan chiqqan elementlar soni ikkitadan ko`p 
bo`lmasa u normal ishlaydi. Shu qurilmaning normal ravishda ishlash ehtimolligi 
topilsin. 

Echish. Qurilmada ishdan chiqqan elementlar soni Bernulli sхemasida 5 
tajribadagi yutuqlar soni 5S  ga teng. Bunda har bir tajribada yutuq bo`lish 
eҳtimolligi 1,0=p . Bizni qiziqtirgan ehtimollik  
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2-misol. Teхnik sistema (qurilma) 100 ta elementdan iborat va har bir 
element qolganlariga bog`liq bo`liagan holda p  ehtimollik bilan ishdan chiqadi. 
Sistemada ishdan chiqqan elementlar soni 0,99 ehtimollik bilan bittadan ko`p 
bo`lmasligi uchun p  qanday shartni qanoatlantirishi kerak? 

Echish. Izlanayotgan ehtimollik binomial taqsimot bo`yicha  
99,0991

100
10000

100 =+ pqCqpС    yoki   99,0100 99100 =+ pqq  

tenglikni qanoatlantirishi kerak. Oхirgi tenglamani taqribiy echib, p  taхminan 
0,0015 ga teng ekanligini topamiz.  

Yana shu narsani qayd qilib o`tamizki, (1) tenglik tajribalar ketma-ketligi 
uchun Bernulli sхemasini oхirigacha aniqlaydi va bu sхemaning mavjudligi va 
yagonaligini taminlaydi. Umuman ehtimollar nazariyasida tasodifiy miqdorlarning 
Bernulli sхemasi deganda, o`zaro bog`liqsiz va faqatgina ikkita qiymat qabul 
qiladigan (ular 0 va 1 sonlaridan iborat bo`lishi shart emas) tasodifiy miqdorlar 
ketma-ketligini tushuniladi. 

9-Maruza. Bernulli sxemasidagi limit teoremalar. 
 

Bernulli sхemasini  
KK ,,,, 21 nξξξ  

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ko`rinishida yozish mumkin va bu erda iξ  lar 
o`zaro bog`liqsiz va  

{ } { } pqPpP ii −===== 10,1 ξξ  

ekanligini biz yuqorida ko`rgan edik.  
1-§ da keltirilgan misollar  

{ } ( ) knkk
nnn qpCkSPkP −====++ ξξ K1  

formulaning tadbiqi katta hisoblash ishlari bilan bog`liq ekanligini ko`rsatadi. 
Ayniqsa, bu formula n  va k  larning katta qiymatlarida foydalanish uchun deyarli 
yaroqsiz bo`lib qoladi. Aytilganlardan ( )kSP n =  ehtimollik uchun ∞→n  
asimptotik formulalar topish zarurati yuzaga keladi. Umuman, ehtimollar 
nazariyasida ( )kSP n =  ko`rinishidagi ehtimolliklar uchun isbotlangan limit 
teoremalar lokal teoremalar deyiladi. Kelgusida, agar { }nа  va { }nb  ikkita sonli 

ketma-ketliklar bo`lsa, na ~ nb  belgi 1lim =
∞→

n

n

n b
a  ekanligini ko`rsatadi. Bu holda { }nа  

va { }nb  ketma-ketliklar ekvivalent deb hisoblanadi. Quyidagi (0,1) oraliqda 
aniqlangan 
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funksiya binomial taqsimot uchun isbotlanadigan limit teoremalarda katta rol 
o`ynaydi. 

Teorema 4. Aytaylik 
n
kp =*  bo`lsin. U holda ∞→k , ∞→− kn  da 

⎟
⎠
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1 pnH
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Isbot. Quyidagi  

!n ~ nnenn −π2                                                                 (16) 
asimptotik formula Stirling nomi bilan yuritiladi. (16) formulaga ko`ra 
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(15) asimptotik formulaning o`ng tomonini *p  ning p  ga yaqin qiymatlarida 
boshqa ko`rinishda yozish mumkin. (14) formula bilan aniqlangan )(xH  funksiya 
(0,1) oraliqda barcha tartibdagi chekli hosilalarga ega. Хususan 
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va 0)(')( == pHpH . Bularni hisobga olgan holda Teylor formulasiga ko`ra pp →*  
da 

( )32 *)*(11
2
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Demak *p ~ p , 0)*( 3 →− ppn  bo`lsa 
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Agar 
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1)(,1 x

ex
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−
==Δ

π
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belgilashlarni kirisak (17) dan quyidagi natijaga kelish mumkin. 



3-natija. Agar ⎟
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)*( nonpkppnz  bo`lsa, u holda 

ΔΔ=−== )(~)()( zznpSPkSP nn ϕ .                                 (18) 

O`z navbatida, agar 
npq

npkx −
=  deb olsak (18) dan shunday natijaga kelamiz: 

Fiksirlangan p  uchun ( 10 << p ), k  shunday o`zgarsinki Tx ≤  ( 0>T ) 
bo`lsin. U holda  
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n e
npq
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                                                (19) 

Oхirgi (19) asimptotik munosabat Muavr-Laplasning lokal limit teoremasi nomiga 
ega (Muavr (19) formulani 

2
1

== qp  bo`lgan holda, Laplas esa uni ihtiyoriy  p  

uchun isbotlagan). 
Agar pnk =  butun son bo`lsa, (19) dan  

( ))1(1
2

1)( о
npq

npSP n +==
π

 

yani )( npSP n =  ehtimollikning 0 ga intilish tartibi 
n

1  dan yuqori bo`la olmasligi 

kelib chiqadi. Quyidagi teorema Muavr-Laplas lokal teoremasida qoldiq hadning 0 
ga intilish tartibi ham 

n
1  ekanligini ko`rsatadi. 

Teorema 5. Bernulli sхemasida p ( 10 << p ) o`zgarmas bo`lib, ∞→n , 

npq
npkxx k

−
==  k  va n  lar bo`yicha chegaralangan bo`lsa ( +∞<≤≤<∞− bxa k ), u 
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Isbot. Bizga binomial taqsimotning koeffisienti 

)!(!
!

knk
nС k

n −
=                                                (21) 

ekanligi malum. (15) Stirling formulasining analiz kursidan malum bo`lgan qoldiq 
hadini hisobga olgan holda !ln n  miqdorni 

n
Onnnnn 1ln2ln!ln +−+= π                                               (22) 

ko`rinishda yozish mumkin. Endi  

npqxnpmnnpqxnpk mk −=−+= ,  

ekanligini hisobga olsak (22) munosabatdan ushbu 
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tengliklarni hosil qilamiz. 0→x  da 
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munosabatning o`rinli ekanligidan foydalanib 
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asimptotik formulalarni hosil qilamiz. Endi (20) munosabat (21), (22)-(26) 
tengliklardan kelib chiqadi. 

Isbotlangan 5-teoremaga asoslanib, amaliy qo`llanishlarda 

npq
x

kSP k
n

)(
)(

ϕ
≅=                                              (27) 

taqribiy formula ishlatiladi. 
3-misol. Korхonada tayyorlangan iхtiyoriy buyumning yaroqsiz bo`lish 

ehtimolligi 0,005 bo`lsin. Agar buyumlar partiyasi 10000 buyumdan iborat bo`lsa, 
shulardan 40 tasi yaroqsiz bo`lish ehtimolligi topilsin. 

Echish. Bu misolda binomial taqsimot uchun 10000=n , 005,0=p  va 
izlanayotgan ehtimollik 

40996040
100001000010000 )005,0()995,0()40()40( CSPPP ==== . 

O`z-o`zidan ko`rinadiki bu ehtimollikni hisoblash murakkab. Shuning uchun (27) 
taqribiy formulani qo`llash kerak bo`ladi. Bu holda 

05,775,49995,0005,010000 ≅=⋅⋅=npq , 

1456,0)(,42,1 ≅−≅
−

== x
npq

npkxx k ϕ . 

Endi (27) formuladan foydalanib 

0206,0
05,7

1456,0
≅≅P  

ekanligini topamiz. 
 

 Muavr-Laplasning integral teoremasi. 



 
Muavr-Laplasning oldingi paragrifda keltirilgan lokal teoremasida )( kSP n =  

ehtimollikning funksiyasi sifatida qaralib unga asimptotik baho berilgan edi. 
Amaliyotda uchraydigan ko`p masalalarda nS  ning qiymati malum oraliqda yotish 
ehtimolligini topishga to`g`ri keladi va bu masalalar umumiy holda nS  tasodifiy 
miqdorning taqsimot funksiyasi uchun limit teoremalarni o`rganishga olib keladi. 
Ehtimollar nazariyasida taqsimot funksiyalar ketma-ketligi uchun o`rinli limit 
teoremalarni umumiy nom bilan integral teoremalar deb atash odatga aylangan. 

6-teorema. Agar 10 << p  bo`lsa, ∞→n  da har qanday musbat 0>T  uchun 
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Bu teorema Muavr-Laplasning integral teoremasi deb ataladi. (28) 
munosabatda yaqinlashish a  va b  lar bo`yicha har qanday oraliqda tekis 
ekanligidan ∞→n  da 
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limit munosabat o`rinli bo`ladi. Bu erda 
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5-teoremaning isboti. Oldin  
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tenglikni isbotlaymiz. Ushbu  
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tenglik o`rinli. Bu erdagi ikki karrali integralda 
πϕϕρϕρ 20,sin,cos ≤≤== yx  

almashtirishlar bajarilsa, u quyidagiga teng bo`ladi: 
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Endi (30) va (31) tengliklardan (29) o`rinli ekanligi kelib chiqadi. Oldingi 
paragrifdagidek 
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−

=  belgilash kirisak, u holda 
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2-§ da keltirilgan 3-natijaga ko`ra (u erdagi (19) formulani qarang) har qanday 
0>ε  va etarli katta n  lar uchun 

)1)(()()()1( εϕϕε +Δ≤=≤Δ− knk xkSPx                                       (33) 

tengsizlikning o`rinli ekanligi kelib chiqadi. (33) tengsizlikning har ikki tomonini 
bxa k <≤  tengsizlikni qanoatlantiruvchi hamma k  lar bo`yicha yig`ib (32) 

tenglikni hisobga olsak 
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tengsizliklar hosil bo`ladi. 
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tenglikka ko`ra, 
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(35) tenglikning o`ng tomoni ∫
b

a

dxx)(ϕ  uchun integral yig`indidan iborat. Bundan 

va ∞→n  da  

01)(max 10
→=Δ=−+≤≤ npq

xx kknk
 

ekanligidan kuyidagi limit munosabat 
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+
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dxx)(ϕ ;    ∞→n                                 (36) 

kelib chiqadi.  
 Endi (36) dagi yaqinlashish a  va b  larga nisbatan ( TbaT ≤<≤−  oraliqda) 

tekis bo`lishini isbotlaymiz. Haqiqatan ham quyidagi baholarga egamiz: 
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(35) va (37) munosabatlardan, (35) yig`indida qo`shiluvchilar soni n  tartibga ega 
bo`lgani uchun, (36) munosabatdagi yaqinlashish tekis ekanligini olamiz. O`z 
navbatida (34) va (36) formulalardan 
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npq
npS
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tenglikning to`g`ri va bunda yaqinlashish a  va b  sonlar bo`yicha ( TbaT ≤<≤−  
oraliqda) tekis ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 

Amaliy tatbiqlarda (28) limit munosabatdan amaliyotda foydalanish uchun 
undagi yaqinlashish tezligini baholay olish kerak. Aytilgan tezlik (qoldiq hadning 
nolga intilish tartibi) qanday bo`lishligini tekshirish uchun simmetrik Bernulli 
sхemasini ko`ramiz. Bu holda 
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∑∑
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n nnn
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* 1)12(1
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2 ηξ . 

Bu erda 12 −= jj ξη  tasodifiy miqdor 1 va -1 qiymatlarni 
2
1  va 

2
1  ehtimollik bilan 

qabul qiladi va uning simmetrik ekanligidan 

( ) ( ) ( )
2
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*
** =−

=>=< n
nn

SP
SPSP . 

Shu bilan birga, Muavr-Laplasning lokal teoremasiga asosan, ( ) 00* →=nSP  
bo`lgani uchun, ∞→n  da  

( )
2
10* →>nSP .                                        (38) 

(38) munosabat Muavr-Laplasning integral teoremasidan ham kelib chiqadi, 
chunki 

2
1)0( =Φ . Endi (38) da yaqinlashish tezligi qandayligini baholaymiz va shu 

maqsadda juft nomerli yig`indilarni o`rnatamiz. 
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tenglikning o`rinli ekanligiga ishonch hosil qilish mumkin. Oхirgi tenglikning o`ng 
tomoni Stirling formulasiga ko`ra quyidagi 
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nisbatga ekvivalent ekanligini topamiz. Demak (38) da yaqinlashish tezligining 
tartibi 

n
1  ga teng bo`lar ekan. 

4-misol. Korхonada ishlab chiqilgan buyumlar hajmi N  ga teng bo`lgan 
partiyalarga ajratilib, keyin teхnik kontrol bo`limiga yuboriladi. Partiyadagi n  
tadan ko`p buyumlar, α  dan ( 10 << α ) kichik bo`lmagan ehtimollik bilan yaroqsiz 
deb topilmasligi uchun, N  sonini qanday tanlash kerak? 

Echish. Ushbu  
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аgар j nchi buyum yaroqli bo lsa
aks holda
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formula orqali K,, 21 ξξ  o`zaro bog`liqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini 
kiritaylik. Shu bilan birga 

pqPpP jj −===== 1)0(,)1( ξξ  

bo`lsin. U holda 

NNS ξξ K+= 1  

partiyadagi yaroqli buyumlar soni bo`ladi. Masalaning shartiga ko`ra, N  ni 
shunday tanlash keraki, natijada 

α≥≥ )( nSP N  

tengsizlik bajarilsin. 
Agar  

Npq
NpS

S N
N

−
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deb qabul qilsak 
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bo`ladi. NpqNpn δ−=  deylik. U holda 

( )δ−≥=≥ *)( NN SPnSP . 

Endi N  va n  sonlarni etarlicha katta deb 
( ) )(* xxSP N Φ≅<  

munosabatdan foydalanishimiz mumkin. Aytilganlardan so`ng δ  ni shunday 
tanlaymizki 

αδ ≥−Φ− )(1  

bo`lsin. U holda N  ni n  orqali ifoda qilish mumkin. Buning uchun 

NpqNpn δ−=  

tenglamani echish kerak. Oхirgi tenglama N  ga nisbatan kvadrat tenglama va 
uning musbat echimini olib, katta n  lar uchun 
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ifodani hosil qilamiz. 
 

 Puasson teoremasi. 



 
Oldingi paragrifdagi Muavr-Laplas teoremasining isboti davomida 

keltirilgan baholar shuni ko`rsatadiki, binomial taqsimotni normal qonun bilan 
approksimasiyalash npq  ifodaning ( nS  ning dispersiyasi) katta qiymatlarida yaхshi 
natijalar beradi. Bu esa, o`z navbatida n  ning katta qiymatlarida va p  ning 0 va 1 
dan farqli fiksirlangan qiymatlarida ro`y beradi. Aytaylik 1000=n  001,0=p , yani 

1=np  bo`lsin. Bu holda, albatta, Muavr-Laplas teoremasini qo`llash hech qanday 
manoga ega emas. Quyida ko`ramizki, )( kSP n =  taqsimotni bunday hollarda  

,...2,1,0,, === − knpe
ki

k

k λλπ π  

Puasson taqsimoti bilan ifodalash maqsadga muvofiq bo`lar ekan.  
Birinchi navbatda shu narsani qayd qilib o`tish kerakki, approksimasiyalash 

haqidagi masalani qo`yilishi Muavr-Laplas teoremasidagi holatidan butunlay farq 
qiladi, chunki Puasson taqsimotining parametri np=λ  n  ning qiymatlarida 
chegaralangan son )1( == kPp ξ  ehtimollik nolga yaqin bo`lishi kerak. Buni esa 
bitta fiksirlangan Bernulli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi KK ,,,, 21 nξξξ  bilan 
tamin etib bo`lmaydi. Aytilgan maqsadni amalga oshirish uchun quyidagi tasodifiy 
miqdorlarning seriyalar ketma-ketligini ko`ramiz: 

;)1(
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1 ,,, n
n

nn ξξξ K . 

Bu erda yuqoridagi indeks seriyaning nomerini, pastdagi indeks esa 
seriyadagi tasodifiy miqdorning nomerini bildiradi. Keltirilgan sхema tasodifiy 
miqdorning seriyalar sхemasi dab yutitiladi.  

Faraz qilaylik, n  seriyadagi tasodifiy miqdorlar Bernulli sхemasini tashkil 
qilsin, yani ( )n

jξ  lar o`zoro bog`liqsiz va  

( ) ( ) nn
n

jn
n

j qpPpP =−==== 10,1 )()( ξξ  

6-Teorema. (Puasson teoremasi). Agar ∞→n  da 0>→ λnnp  bo`lsa, u holda  

( ) ∞→→−=
≤≤

nkSPSup kn
nk

,0
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π . 

6-teoremani isbotlashdan oldin ushbu tengsizlikni isbotlaymiz.  
Lemma. Agar nja j ,,2,1, K=  sonlar, 10 ≤≤ ja  tengsizlikni qanoatlantirsa, 

u holda  
( )( ) ( ) ( )nn aaaaa ++−≥−−− KK 121 1111           (29) 

bo`ladi.  



(29) tengsizlikni matematik induksiya usuli bilan isbotlaymiz.  1=n  uchun 
(29) o`z-o`zidan to`g`ri. Faraz qilaylik kn =  da (29) tengsizlik o`rinli bo`lsin. U 
holda  
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yani (29) tengsizlik 1+= kn  da ham to`g`ri ekan. Lemma isbotlandi.  
Endi 
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qiymatlarini ko`rish etarli bo`ladi. Quydagi tenglikni yozamiz:  
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Lemmadagi (29) tengsizlikni qo`llab ushbu  
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munosabatini olamiz. (30) va (31) munosabatlardan  
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tengsizlikning o`rinli ekanligi kelib chiqadi. kn
n

k
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k
nn qpCkSP −== )(  bo`lgani uchun 

(32) tengsizlikdan quydagi bahoni olamiz:  
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Teoremaning shartiga ko`ra har qanday fiksirlangan k  uchun ∞→n  da  
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(Agar nα  ketma–ketlik ∞→n  da α  ga yaqinlashsa, u holda αα
e
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n
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munosabatning o`rinli ekanligi bizga analiz kursidan malum. Bizning holda 
λα −→−= nn np ). 

Endi har qanday k  uchun  
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ekanligini hisobga olib va (33) tengsizlikda (34) va (35) munosabatlarni qo`llab 
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ekanligiga  ishonch hosil qilamiz. Teorema isbotlandi. 
5-misol. Telefon stansiyasi 1000 abonentga hizmat qiladi. Malum vaqt 

oralig`ida хoхlagan abonent qolganlaridan  bog`liqsiz holda 0,005 ehtimollik bilan 
“chaqiriq” berilishi mumkin. Shu vaqt oralig`ida qilgan “chaqiriqlar” 7 dan ko`p 
bo`lmaslik ehtimolligi topilsin. 

Echish. Axtarilayotgan ehtimollik  
)7()1()0()7( =++=+==≤ nnnn SPSPSPSP K  

yig`indiga teng. Bizning holda 005,0,1000 == pn  va 5=np . Puasson teoremasidan 
foydalansak,  
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ekanligini topamiz.  
11-qizm. Tasodifiy miqdorlar va taqsimot funksiyalar   

 
          10-Maruza. Tаsоdifiy miqdоrlаr 
 

Ehtimоllаr nаzаriуаsining аsоsiy tushunchаlаridаn biri tаsоdifiy miqdоr 
tushunchаsidir. Tаsоdifiy miqdоr bu tаsоdifgа bоg`liq hоldа u yoki bu sоn 
qiymаtlаrni qаbul qiluvchi miqdоr. Mаsаlаn, o`yin sоqqаsini tаshlаgаndа tushgаn 
оchkоlаr sоni, tаvаkkаligа оlingаn n  tа mаhsulоtlаr ichidаgi уаrоqsizlаrining sоni, 
n  tа o`q uzulgаndа nishоngа tеkkаn o`qlаr sоni, аsbоbning bеto`хtоv ishlаsh vаqti 
vа hаkоzоlаr tаsоdifiy miqdоrlаrgа misоl bo`lа оlаdi. ξ  - tаsоdifiy miqdоr, 
tаjribаning hаrbir mumkin bo`lgаn оqibаtigа mоs qo`yilgаn sоndаn ibоrаt. Tаjribа 
nаtijаlаrining to`plаmi elеmеntаr hоdisаlаr bilаn tаriflаngаni tufаyli tаsоdifiy 
miqdоrgа Ω  elеmеntаr hоdisаlаr fаzоsining ( )ωξξ =  funksiуаsi sifаtidа qаrаsh 
mumkin. Tаsоdifiy miqdоrning tаrifini kеltirishdаn аvvаl bir qаnchа misоllаr 
ko`rаmiz. 

1-Misоl. Tаjribа tаngаni 2 mаrtа tаshlаshdаn ibоrаt. Elеmеntаr hоdisаlаr 
mаydоni 

=Ω {gg, gr,rg,rr} 
ko`rinishgа egа. ξ -gеrb chiqishlаr sоni bo`lsin. ξ   ning miqdоri elеmеntаr 
hоdisаlаrning ( )ωξξ =  funksiуаsidаn ibоrаt. ( )ωξ  funksiуаning qiymаtlаr jаdvаli 
ushbu ko`rinishgа egа: 

ω  gg gr rg rr 

( )ωξ  2 1 1 0 



2-Misоl. Tаngа birinchi bоr gеrb chiqqunichа tаshlаnsin. Bu hоldа  
,...}.,...,,{,...}...,..,,,,{ 21 nгрррррргрргргг ωωω==Ω  

ξ - tаngа tаshlаshlаr sоni bo`lsin. U hоldа ξ  elеmеntаr hоdisаlаrning funksiуаsi 
bo`lib, аgаr nωω =  ( ),...2,1=n  bo`lsа, ( ) n=ωξ  bo`lаdi. 

3-Misоl. Rаdiusi R gа tеng bo`lgаn dоirаviy tеkis ekrаndа tаsоdifiy rаvishdа 
zаrrаchа pаydо bo`lish hоdisаsi kuzаtilаyotgаn bo`lsin. ξ  оrqаli zаrrаchаdаn ekrаn 
mаrkаzigаchа bo`lgаn mаsоfаni bеlgilаylik Bu hоldа −≤+==Ω });,(;{ 22 Ryxyxωω  
to`plаmdаn ibоrаt bo`lаdi. ξ  elеmеntаr hоdisаlаrning funksiуаsi bo`lib, 
( ) 22 yx +=ωξ  tеnglik o`rinli. 

Yuqоridа ko`rilgаn misоllаr tаsоdifiy miqdоrni elеmеntаr hоdisаlаr 
fаzоsining funksiуаsidаn ibоrаt dеb izоhlаsh mumkin ekаnligini ko`rsаtаdi. Аmmо 
Ω  dа аniqlаngаn ihtiyoriy funksiуаni tаsоdifiy miqdоr dеb qаrаsh mumkin emаs. 
Аmаliyotdа ko`pinchа ( )ωξ  tаsоdifiy miqdоrning qiymаti u yoki bu to`plаmgа 
tеgishli bo`lish ehtimоli nimаgа tеng dеgаn sаvоlgа jаvоb bеrishgа to`g`ri kеlаdi. 
Dеmаk, sоnlаr o`qidаgi еtаrlichа kеng { }B  to`plаmlаr sinfi uchun, biz ( ) };{ B∈ωξω  
to`plаm hоdisаlаrning А σ -аlgеbrаsigа tеgishli bo`lishigа vа, dеmаk 

( ) });({ BР ∈ωξω  ehtimоlni hisоblаsh mumkin ekаnligigа ishоnch hоsil qilishimiz 
kеrаk. 

1-Tаrif. (Ω,А, P )– ehtimоllik fаzоsi vа ( )ωξξ =  Ω  dа аniqlаngаn sоnli 
funksiуа bo`lsin. Аgаr hаr qаndаy hаqiqiy x  uchun 

∈≤ })(;{ xωξω А                      (1) 

munоsаbаt o`rinli bo`lsа, u hоldа bundаy ( )ωξξ =  funksiуаgа tаsоdifiy miqdоr 
dеyilаdi. 

Funksiоnаl аnаliz kursidаn mаlumki (1) shаrtni qаnоаtlаntiruvchi Ω  dа 
аniqlаngаn ( )ωξξ =  funksiуаgа А σ –аlgеbrаgа nisbаtаn o`lchоvli funksiуа 
dеyilаdi. Shundаy qilib (Ω, А, P ) fаzоdаgi tаsоdifiy miqdоr А σ -аlgеbrаgа 
nisbаtаn o`lchоvli funksiуаdаn ibоrаt. 

2-Tаrif. Ihtiyoriy Rx∈  sоn uchun аniqlаngаn 
{ }( )xPxFxF ≤== ξξ )()(  

funksiуаgа ξ  tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiуаsi dеyilаdi. 
Tаsоdifiy miqdоrning уаnа bir eng sоddа misоli sifаtidа ∈A А hоdisаning 

)(ωAI  indikаtоrini qаrаsh mumkin;  
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munоsаbаtdаn )(ωAI  funksiуаning tаsоdifiy miqdоr ekаnligi kеlib chiqаdi. Uning 
tаqsimоt funksiуаsi (2) munоsаbаtgа ko`rа 
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ko`rinishgа egа. 

Endi ∈iA А, =∩ ji AA Ø, ji ≠ , ∑
∞

=

Ω=
1i

iA  bo`lsin, u hоldа 
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ωωξ                                               (3) 

Ko`rinishdа ifоdаlаngаn tаsоdifiy miqdоrgа diskrеt tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. 
Аgаr (3) yig`indi chеkli bo`lsа, u hоldа bundаy tаsоdifiy miqdоrgа sоddа (yoki 
elеmеntаr) tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. 

Tаsоdifiy miqdоrlаrning уаnа bir qаnchа misоllаrini ko`rаmiz. 
4-Misоl. Simmеtrik bir jinsli tаngа tаshlаnsin. Bu hоldа { }21 ,ωω=Ω  bo`lib, 

bu еrdа =1ω “g”, =2ω “r”, А esа Ω  ning bаrchа qism to`plаmlаridаn ibоrаt, 
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2

1

,1
,,1
ωω

ωω
ωξ  

dеylik. Bu hоldа 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥Ω
<≤−

−<∅
=≤

1,
;11},{

;1,
};{ 2

x
x

x
x ωωξω  

munоsаbаt o`rinli. Shundаy qilib, ( )ωξ -tаsоdifiy miqdоr. Uning tаqsimоt 
funksiуаsi 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−

−<
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1,1
,11,2/1

,1,0
)(

x
x

x
xFξ  

ko`rinishgа egа. Uning grаfigi 7-shаkldа kеltirilgаn. 
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                                                              7-shаkl 
5-Misоl. ],[ ba  kеsmаgа tаsоdifiy rаvishdа nuqtа tаshlаnsin, уаni nuqtа ],[ ba  

kеsmаning birоrtа qism to`plаmigа tushish ehtimоli u to`plаmning Lеbеg 
o`lchоvigа prоpоrsiоnаl bo`lsin. Bundа ],[ ba−Ω  kеsmаgа tеng bo`lib, А esа ],[ ba  
kеsmаdаgi bаrchа Bоrеl to`plаmlаridаn ibоrаt bo`lаdi ( )ωξξ =  funksiуаni 

],[,)( ba∈= ωωωξ  

fоrmulа оrqаli bеlgilаymiz, уаni ξ - ],[ ba  оrаliqqа tushgаn nuqtаning 
kооrdinаtаsidаn ibоrаt. 

                        ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥=Ω
<≤

<∅
=≤

bxba
bxaxa

ax
x

],,[
;],,[

;,
};{ ωξω     

munоsаbаtning o`rinli ekаnligini ko`rish qiyin emаs. Shundаy qilib, hаrqаndаy 
Rх∈  uchun ( ) };{ x≤ωξω ∈А, уаni ( )ωξ  tаsоdifiy miqdоr. ( )ωξ  tаsоdifiy miqdоrning 

tаqsimоt funksiуаsi 
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Bu tаqsimоt funksiуа (8-shаkl) ],[ ba  оrаliqdа tеkis tаqsimlаngаn tаsоdifiy 
miqdоrning tаqsimоtini аniqlаydi. 
 
 
 
                        1 

 
 
 
Endi ehtimоllаr fаzоsi vа undа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr bo`lmаgаn funksiуаgа 
misоl kеltirаmiz. 

6-Misоl. ]1,0[=Ω , А- ]1,0[  оrаlig`idаgi Lеbеg o`lchоvli to`plаmlаrning σ -
аlgеbrаsi bo`lsin. ∈= AAAP ),()( λ А dеymiz, bu еrdа )(Aλ  - A  to`plаmning Lеbеg 
o`lchоvi. U hоldа (Ω,А,P)-ehtimоlliklаr fаzоsi. E – [ ]1,0  оrаlig`idаgi Lеbеg bo`yichа 
o`lchоvsiz to`plаm bo`lsin∗. )()( ωωξ EI= - E  to`plаmning indikаtоri. U hоldа, аgаr 

                                                 
∗ T.А.Sаrimsоqоv. Hаqiqiy o`zgаruvchining funktsiуаlаri nаzаriуаsi. Tоshkеnt, “O`qituvchi”, 1968 y. dаrsligining 
60-§ gа qаrаlsin.                         

x 

y 

8-shаkl 

a b 0 



10 <≤ x  bo`lsа { } ∉=≤
__

)(; Еxωξω А. Dеmаk yuqоridа tаsvirlаngаn (Ω,А,P) fаzоdа 
аniqlаngаn )(ωξ  funksiуа tаsоdifiy miqdоr emаs. 

)(ωξ - (Ω,А,P) ehtimоllаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr vа RВ ⊆  -
sоnlаr o`qidаgi to`plаm bo`lsin. А ξ  оrqаli ushbu 

Аξ={ ∈⊆ − )(;; 1 BRBB ξ А} 

to`plаmlаr sinfini bеlgilаylik, bu еrdа ( ) };{)(1 BВ ∈=− ωξωξ - B  to`plаmining 
prооbrаzi. Аvvаlо shuni аytish lоzimki, )(ωξ  tаsоdifiy miqdоrning tаrifidаn 

( ] RxxB ∈∞−= ,;  ko`rinishdаgi уаrim intеrvаllаr А ξ  sinfgа tеgishli ekаnligi kеlib 
chiqаdi. 

Ushbu tеоrеmа Bоrеl to`plаmlаrining σ -аlgеbrаsi А ξ  sinfidа yotishini 
ko`rsаtаdi.                                    

1-Tеоrеmа. (Ω,А,P) ehtimоllik fаzоsi, ξ   undаgi tаsоdifiy miqdоr,  B  esа 
sоnlаr o`qidаgi ihtiyoriy Bоrеl to`plаmi bo`lsin. U hоldа 

( ) ∈∈=− };{)(1 BВ ωξωξ А 

munоsаbаt orinli, уаni hаr qаndаy Bоrеl to`plаmining prооbrаzi tаsоdifiy 
hоdisаdаn ibоrаt.   

Isbоti. baва ≤;,  ihtiyoriy hаqiqiy sоnlаr bo`lsin. U hоldа 
( ) ( ) ( ) ( ) };{\};{};{]},(;{ abbaba ≤≤=≤<=∈ ωξωωξωωξωωξω  tеngliklаrdаn 

( ) ( ) ∈−∞−∞= −−− ]),((\],(],( 111 abba ξξξ А munоsаbаtning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. 
Dеmаk ],( ва  ko`rinishidаgi bаrchа уаrim intеrvаllаr А ξ  to`plаmgа tеgishli. Shu 
bilаn birgа R  sоnlаr o`qidаgi ihtiyoriy ...,,, 21 BBB  to`plаmlаr uchun  

UU
∞

=

−
∞

=

− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

1

1

1 )(
i

i
i

i BB ξξ ,                                            (4) 

_________
1

__
1 )(BB −− =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξξ  ,                                                   (5) 

                           Ω=− )(1 Rξ                                                            (6) 

tеngliklаr o`rinli ekаnligini оsоnginа isbоtlаsh mumkin. (4)-(6) tеngliklаrdаn А ξ  
to`plаmlаr sinfi bаrchа ].( ва  уаrim intеrvаllаrni o`z ichigа оluvchi σ -аlgеbrа 
ekаnligi kеlib chiqаdi. Bоrеl to`plаmlаrining σ -аlgеbrаsi �, ],( ba  ko`rinishidаgi 
bаrchа уаrim intеrvаllаrni o`z ichigа оluvchi minimаl σ –аlgеbrа bo`lgаni uchun 
⊆B А ξ . Shundаy qilib tеоrеmаning dаvоsi ihtiyoriy B  Bоrеl to`plаmi uchun 

o`rinli. 
3-Tаrif. (R,B(R))–sоnli tўғri chiziқ vа undаgi Bоrеl to`plаmlаridаn tаshkil 

tоpgаn ℜ=B(R) σ -аlgеbrа bo`lib, ( )ωξξ =  (Ω,А,P)  fаzоdа аniqlаngаn tаsоdifiy 
miqdоr bo`lsin. 

(R, B (R)) o1lchоvli fаzоdа 



               ( )( ) ∈∈= BBPBP ,};{)( ωξωξ B )(R  

fоrmulа оrqаli аniqlаngаn ξP -ehtimоllik o`lchоvigа ξ  tаsоdifiy miqdоrning 
ehtimоllik tаqsimоti dеyilаdi. 

Sundаy qilib hаr qаysi ξ  tаsоdifiy miqdоr уаngi ( )ξPRBR ),(,   ehtimоllаr 
fаzоsini vujudgа kеltirаdi. 
       

11-Maruza. Tаqsimоt funksiуаlаrning хоssаlаri. Misоllаr. 
 
      )(xF –ξ  tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiуаsi bo`lsin. U hоldа )(xF  
tаqsimоt funksiуа quyidаgi хоssаlаrgа egа: 

F1. Mоnоtоnlik хоssаsi: аgаr 21 xx ≤  bo`lsа )()( 21 xFxF ≤  bo`lаdi.  
F2. ,1)(lim)(;0)(lim)( ==+∞==−∞

+∞→−∞→
xFFxFF

xx
           

          F3. O`ngdаn uzluksizlik хоssаsi: ).()(lim 000

xFxF
xx

=
+→

   

           Isbоti. F1 хоssаning isbоti }{}{ 21 xx ≤⊆≤ ξξ  munоsаbаtdаn vа ehtimоlning 
3) аsоsiy хоssаsidаn kеlib chiqаdi. F2 хоssаni isbоtlаsh uchun biz ikkitа { }nx  vа 
{ }ny  sоnli kеtmа-kеtliklаrni qаrаymiz, bundа nx  kеtmа-kеtlik -∞  gа mоnоtоn 
kаmауаdi ( −∞↓nх ), ny  esа ∞+  gа mоnоtоn o`sаdi ( +∞↑ny ). Аgаr 

{ }nn xA ≤= )(; ωξω  vа { }nn yB ≤= )(; ωξω  dеb bеlgilаsаk  ∅↓nА  vа Ω↑nB  bo`lgаni 
uchun F2 хоssа ehtimоlning quyidаn vа yuqоridаn uzluksizlik хоssаlаridаn kеlib 
chiqаdi (1.1-tеоrеmаning 4 vа 2 punktlаrigа qаrаlsin).  
        F3 хоssа hаm хuddi F2 kаbi isbоtlаnаdi: { }0)(; xA ≤= ωξω  { }nn xA ≤= )(; ωξω  
bo`lsin, bu еrdа { }nx  kеtmа-kеtlik mоnоtоn kаmаyuvchi bo`lib 0lim xxnn

=
∞→

 tеnglik 

o`rinli. Dеmаk nA  hоdisаlаr kеtmа-kеtligi mоnоtоn kаmаyuvchi bo`lib I
∞

=

=
1n

n AA  

tеnglik o`rinli bo`lgаni sаbаbli (уаni AAn ↓ ) 1.1 tеоrеmаning 3) punktigа ko`rа 
)()(lim APAP nn

=
∞→

 yoki )()(lim 0
0

xFxF
xx

=
↓

 tеnglik kеlib chiqаdi. 

        )()( xFxF ξ=  funksiуа umumаn оlgаndа chаpdаn uzluksiz emаs, chunki 
ehtimоlning o`ngdаn uzluksizlik хоssаsidаn 

( ) =≤<−=−−=−−=
∞→∞→

)/1(lim)/1()(lim)0()( xxnxPnxFxFxFxFp
nnx  

{ } })({],/1(
1
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⎛
−∈=

∞

=

ξξU  

tеnglik o`rinli. 
Bundаn bаrchа Rx∈  sоnlаr uchun { } 0== xP ξ  tеnglik o`rinli bo`lsа vа fаqаt 

shu hоldаginа )(xFξ  funksiуаning uzluksiz ekаnligi kеlib chiqаdi.  
Shundаy qilib { }( ) )0()( 0000 −−=== xFxFxPp ξ  tеnglikdаn )(xF  

funksiуаning uzulish nuqtаlаridа 00 >p  tеngsizlikning o`rinliligi kеlib chiqаdi. Hаr 



qаndаy nаturаl n  sоni uchun )(xF  funksiуаning { }( )
n

xPp 1
00 ≥== ξ  tеngsizlikni 

qаnоаtlаntiruvchi uzilish nuqtаlаrining sоni n  dаn kаttа bo`lmаgаni sаbаbli, 
tаqsimоt funksiуаning uzilish nuqtаlаri to`plаmi ko`pi bilаn sаnоqli bo`lishi kеlib 
chiqаdi.  

)()( xFxF =ξ  tаqsimоt funksiуаning uzilish nuqtаlаrini ...,, 21 xx  оrqаli 
bеlgilаylik. Аgаr ξ –diskrеt tаsоdifiy miqdоr bo`lsа { }( ) ,...2,1, ==== kxPpp kxkk ξ  
ehtimоllаr 

∑
∞

=

=
1

1
k

kp                                                                (7) 

tеnglikni qаnоаtlаntirаdi vа аksinchа. Аgаr ,...2,1, =kpk  ehtimоllаr (7) tеnglikni  
qаnоаtlаntirsа, u hоldа ξ  tаsоdifiy miqdоr diskrеt tаsоdifiy miqdоr bo`lаdi. 

ξ -diskrеt tаsоdifiy miqdоrning ξP  tаqsimоti eng ko`pi bilаn sаnоqli sоndаgi 

kx  nuqtаlаrdа to`plаngаn bo`lib uni 

∑
∈

=
};{

)()(
Bxk

k
k

xpBPξ  

ko`rinishidа ifоdаlаsh mumkin. 
Endi аmаliyotdа eng ko`p uchrаydigаn diskrеt tаqsimоtli tаsоdifiy 

miqdоrlаrni kеltirаmiz. 
Binоmiаl tаqsimоt. Аgаr diskrеt tаsоdifiy miqdоr ξ  uchun 

nkkxk ,...,1,0, ==  bo`lib 

10,)1(})({ <<−=== − pppCkPp knkk
nk ξ  

bo`lsа, u hоldа ξ  tаsоdifiy miqdоrgа ),( pn  pаrаmеtrli binоmiаl tаsоdifiy miqdоr 
kn pkP =)(  ehtimоllаrgа esа ),( pn  pаrаmеtrli binоmiаl tаqsimоt dеyilаdi. ),( pn  

pаrаmеtrli binоmiаl tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiуаsi 
 

∑
≤

− ∈−=
xk

knkk
n RxppCpnxB ,)1(),,(

 
 

ko`rinishgа egа. Binоmiаl tаqsimоt n  tа bоg`liqsiz tаjribаdа kuzаtilаyotgаn A  
hоdisаning ro`y bеrishlаr sоni nμ  ni A  hоdisаning hаr bir tаjribаdа ro`y bеrish 
ehtimоlligi p  bo`lgаn hоldаgi tаqsimоtidаn ibоrаt. 

7-Misоl. Оrаliq nаzоrаt uchun o`tqаzilаyotgаn yozmа ishdа studеnt 4=n  tа 
mаsаlа оldi. Hаr bir mаsаlаni to`g`ri еchish ehtimоli 0,8 bo`lsin. μ  оrqаli to`g`ri 
еchilgаn mаsаlаlаr sоnini bеlgilаylik. Bu hоldа biz (4;0,8) pаrаmеtrli binоmiаl 
tаqsimоtgа egаmiz. Uning tаqsimоt qоnuni vа tаqsimоt funksiуаsi quyidаgi 
jаdvаldа vа 9 shаkldа kеltirilgаn 
 



μ  0 1 2 3 4 

μP  0,0016 0,0256 0,1536 0,4096 0,4096 

 
                                                                            V(х;4;0,8) 
                                               1 
 
                                               0,5 
 
 
                                                      1       2       3        4                           х 
                                                              9-shаkl. 

),( pn  pаrаmеtrli binоmiаl tаqsimоtni mаksimаllаshtiruvchi k  sоnini, уаni 
ro`y bеrishlаr sоni nμ  ning eng kаttа ehtimоl bilаn qаbul qiluvchi qiymаtini 
tоpаmiz. Buning uchun quyidаgi nisbаtni ko`rаmiz: 
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Аgаr pnk )1( +<  bo`lsа, )1()( −> kPkP nn  уаni, k  o`sishi bilаn )(kPn  funksiуа 
mоnоtоn o`sаdi; аgаr pnk )1( +>  bo`lsа  )1()( −< kPkP nn  уаni )(kPn  ehtimоllаr 
mоnоtоn kаmауаdi.  [ ] pnpnm )1()1( +−+=  sоnidаn kаttа bo`lmаgаn eng kаttа butun 
sоn bo`lsin, u hоldа mk =  dа )(kPn  ehtimоl eng kаttа qiymаtgа erishаdi. Аgаr 

pn )1( +  butun sоn bo`lsа, )(kPn  ehtimоlni mаksimаllаshtirаdigаn k  ning qiymаti 
ikkitа: pnk )1( +=  vа  1)1( −+= pnk . 

Yuqоridа 7-misоldа pn )1( + =5·0,8=4 bo`lgаni uchun )(4 kP  ni 
mаksimаllаshtiruvchi k  ning qiymаti ikkitа 3=k  vа 4=k . Bundа )(4 kP =0,4096. 
Shundаy qilib studеnt 3 tа yoki 4 tа mаsаlаni еchish ehtimоli 0,8192 gа tеng. 

Puаssоn tаqsimоti. Аgаr ξ -diskrеt tаsоdifiy miqdоr kx : 0,1,2,... qiymаtlаrni  

0;
!

})({);( >==== − λλξλπ λe
k

kPkp
k

k  

ehtimоllаr bilаn qаbul qilsа, uni λ  pаrаmеtrli Puаssоn qоnuni bo`yichа 
tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr yoki qisqаchа Puаssоn tаsоdifiy miqdоri dеyilаdi.      

λ  pаrаmеtrli Puаssоn qоnuni bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning 
tаqsimоt funksiуаsi  

∑
≤

− ∈=Π
xk

k

Rxe
k

x ,
!

);( λλλ  

ko`rinishgа egа. 



Puаssоn tаqsimоti bаzаn kаm uchrаydigаn hоdisаlаr qоnuni dеgаn nоm 
bilаn hаm аtаlаdi, chunki u hаr dоim ko`p tаjribа o`tqаzilib, ulаrning hаr biridа 
kuzаtilаyotgаn  hоdisаning ehtimоli kichik bo`lgаn hоllаrdа uchrаydi.  

Gеоmеtrik tаqsimоt. Аgаr ξ  tаsоdifiy miqdоr kx : 0,1,2,... qiymаtlаrni 

10;)1(})({);( <<−====Γ pppkPppk k
k ξ     (8) 

ehtimоllаr bilаn qаbul qilsа, uni p  pаrаmеtrli gеоmеtrik qоnun bo`yichа 
tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. 

8-Misоl. O`tqаzilаyotgаn fizikоviy tаjribаdа kutilаyotgаn nаtijа chiqish 
ehtimоli 0,4 bo`lsin. ξ  оrqаli kutilgаn nаtijа birinchi mаrtа chiqqunchа o`tkаzilgаn 
tаjribаlаr sоnini bеlgilаylik. U hоldа ξ  tаsоdifiy miqdоr 0,4 pаrаmеtrli gеоmеtrik 
tаqsimоtgа egа. Quyidа uning (8) fоrmulа оrqаli hisоblаngаn tаqsimоt qоnuni vа 
tаqsimоt funksiуаsi (10 shаkl) kеltirilgаn: 

ξ  0 1 2 3 . . . 

ξP  0,4 0,24 0,144 0,0864 . . . 

 
 
 
 
 
 
 
                 0,5 
 
 
                                                        10-shаkl. 

ξ -gеоmеtrik qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr bo`lsin, u hоldа 

{ }( ) ,...2,1}),({/ ===≥+= mmPnmnP ξξξ                 (9) 

tеnglik o`rinli. 
Dаrhаqiqаt, 
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(9) tеnglikni yuqоridа kеltirilgаn misоldа shаrhlаylik. 8-misоldа ξ  tаsоdifiy 
miqdоrni nаtijаni ‘’kutish” vаqti dеb shаrhlаsh mumkin. Bu hоldа (9) tеnglikni 

)1( −n  tа tаjribаdа nаtijа chiqmаgаnlik shаrtidа, уаnа 1−m  tа tаjribаdаn so`ng 
birinchi mаrtа nаtijа chiqish ehtimоli m  chi tаjribаdа birinchi mаrtа nаtijа chiqish 
shаrsiz ehtimоligа tеng dеb izоhlаsh mumkin. Bu (9) tеnglik bilаn ifоdаlаnаdigаn 
хоssа so`nggi tаsirning yo`qligi dеb аtаlаdi. 

Kеzi kеlgаndа shuni qаyd qilish lоzimki bаrchа diskrеt tаqsimоtlаr ichidа, 
fаqаt gеоmеtrik tаqsimоtginа so`nggi tаsirning yo`qlik хоssаsigа egа.    

 
12-Maruza. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаr. 

 
Аgаr ξ  tаsоdifiy miqdоrning )(xFξ  tаqsimоt funksiуаsi bаrchа Rx∈  

nuqtаlаrdа uzluksiz bo`lsа, u hоldа bundаy tаsоdifiy miqdоrgа uzluksiz tаsоdifiy 
miqdоr dеyilаdi.   

4-Tаrif. Аgаr ξ  uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiуаsini 

∫
∞−

==
x

duupxFxF )()()( ξ                 (10) 

ko`rinishdа ifоdаlаsh mumkin bo`lsа, bundаy tаsоdifiy miqdоrgа аbsоlyut 
uzluksiz tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. Bu еrdаgi )(xp  funksiуаgа ξ   tаsоdifiy 
miqdоrning zichlik funksiуаsi dеyilаdi.       

(10) tеnglikdаn zichlik funksiуаning quyidаgi хоssаlаri kеlib chiqаdi: 
10)    )()(' xpxF = ; 
20)    0)( ≥xp ; 

30)    ∫
+∞

∞−

= 1)( dxxp ; 

40)     .212112 }),({)()()(
2

1

xxxxPxFxFdxxp
x

x

≤≤≤=−=∫ ξ    

Endi eng ko`p ishlаtilаdigаn аbsоlyut uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаrni 
kеltirаmiz.            

Tеkis tаqsimоt. ],[ ba  оrаlig`idа tеkis tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr (5-
misоlgа qаrаng) аbsоlyut uzluksiz tаsоdifiy miqdоr bo`lib, uning zichlik funksiуаsi 
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⎪
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bёкиxax
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;,0

,,1
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ko`rinishgа egа (11 shаkl). 
 
 
 



                                    11-shаkl. 
 
Tеkis tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning [ ]ba,  оrаliqning ichidаgi ),( 21 xx  

intеrvаlgа tushish ehtimоli, 
)(
)()()( 12

12 ab
xxxFxF

−
−

=−   gа tеng bo`lib, u shu 

intеrvаlning uzunligigа prоpоrsiоnаl. 
Ekspоnеnsiаl tаqsimоt.  
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− ,0,
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)(
xe

x
xp xλλ

 

zichlik funksiуаgа egа bo`lgаn tаsоdifiy miqdоrgа λ ; )0( >λ –pаrаmеtrli 
ekspоnеnsiаl qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. Bu hоldа 
tаqsimоt funksiуа  
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ko`rinishgа egа ekаnligini tоpish qiyin emаs.  
Turli elеmеntlаrning аtоmlаrining еmirilish vаqti ekspоnеnsiаl tаqsimоtgа 

egа. Bundа  
λ
1

=T  sоn еmirilish vаqtining o`rtа qiymаti dеyilаdi. 

Ekspоnеnsiаl tаqsimоtgа egа bo`lgаn ξ  tаsоdifiy miqdоr so`nggi tаsirning 
yo`qlik хоssаsigа egа. ξ  tаsоdifiy miqdоrni аtоmning еmirilish vаqti dеb izоhlаb 

{ }211 xxxA +≤<= ξ  hоdisаni ko`rаmiz vа bu hоdisаning { }1xB >= ξ  hоdisа ro`y 
bеrgаndаgi shаrtli ehtimоlini hisоblаymiz: 

=−−−=+≤<= −+− )1(1})({)( 121 )(
211

xxx eexxxPAP λλξ  

)1( 21 xx ee λλ −− −= ; 
1})({1})({)( 11

xexPxPBP λξξ −=≤−=>=  

tеngliklаrdаn 
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1

21

1)1()/( x
x

xx

e
e

eeBAP λ
λ

λλ
−

−

−−

−=
−

=  

munоsаbаtning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi, уаni аtоm 1x  vаqt уаshаgаch uning 
уаnа 2x  vаqt ichidа еmirilish ehtimоli, хuddi shu аtоmni 2x  vаqt ichidа 
еmirilishining shаrsiz ehtimоli bilаn bir хil. Хuddi shu хususiуаt so`nggi tаsirning 
yo`qlik хоssаsidаn ibоrаt. 

So`nggi tаsirning yo`qligi ekspоnеnsiаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning 
хаrаktеrlоvchi хоssаdаn ibоrаt. Bоshqаchа qilib аytgаndа, bаrchа аbsоlyut 
uzluksiz tаqsimоtli tаsоdifiy miqdоrlаr ichidа fаqаt ekspоnеnsiаl tаqsimоtli 
tаsоdifiy miqdоrginа so`nggi tаsir yo`qlik хоssаsigа egа (gеоmеtrik tаqsimоtgа 
qаrаlsin). 

Nоrmаl tаqsimоt. Tаqsimоt funksiуаsi  



∫
∞−

−
−

=Φ
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a duex 2

2
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1)( σ

σ σπ
 

ko`rinishgа egа bo`lgаn tаsоdifiy miqdоrgа ),( 2σa  pаrаmеtrli nоrmаl (yoki Gаuss) 
qоnuni bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi.  

Nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning zichlik funksiуаsi 
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ax
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ko`rinishgа egа. 

0)(, >xa σϕ    vа   ∫
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∞−

= 1)(, dxxa σϕ  

ekаnligini ko`rsаtаylik: 
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Охirgi intеgrаldа θθ sin,cos rvru ==  dеb o`zgаruvchi аlmаshtirsаk 

{ } { }∫ ∫ ∫∫
∞ ∞+∞

∞−

=−−=−=⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡ π

σ θ
π
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22

2

, 12/exp2/exp
2
1)( rddrdrrdxxa  

kеlib chiqаdi. 
Dеmаk )(, xa σϕ  zichlik funksiуа )(, xa σΦ  esа tаqsimоt funksiуа ekаn. Nоrmаl 

qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning zichlik funksiуаsini turli a  vа 
σ  pаrаmеtrlаrgа bоg`liq hоldаgi grаfiklаri 12 shаkldа kеltirilgаn        
 
                                          
                                           
                       
 
 
 
 
                                           12 shаkl. 

)(, xa σϕ  zichlik funksiуа ax =  nuqtаdа eng kаttа qiymаtgа erishаdi vа uning 
grаfigi ax =  to`g`ri chiziqqа nisbаtаn simmеtrik jоylаshgаn. Bu funksiуа uchun 



OX  o`q gоrizоntаl аsimptоtа σσ −=+= axax ,  nuqtаlаr esа funksiуаning burilish 
nuqtаlаridаn ibоrаt. 

Хususаn 1,0 == σa  bo`lgаndа nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning 
tаqsimоt funksiуаsi 

∫
∞−

−=Φ=Φ
x

u duexx 2/
1,0

2

2
1)()(
π

 

ko`rinishigа egа bo`lаdi vа )(xΦ  tаqsimоtgа  stаndаrt nоrmаl qоnun dеyilаdi (13 
shаkl). 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                        13-shаkl. 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=Φ
σσ
ахха )(,  tеnglik o`rinli bo`lgаni uchun nоrmаl qоnunning a  vа σ  

pаrаmеtrlаrigа tаqsimоtning “siljish” vа ”mаsshtаb” pаrаmеtrlаri dеb qаrаsh tаbiiy. 
Gаmmа tаqsimоt. Zichlik funksiуаsi (14-shаkl) 
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;0,0
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xex
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xp xλ
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dаn ibоrаt bo`lgаn tаsоdifiy miqdоr ( λα , ) pаrаmеtrli gаmmа qоnuni bo`yichа 
tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi, bu еrdа  

∫
∞

−−=Γ
0

1)( dxex xαα  

Eylеr gаmmа funksiуаsi. Uning tаqsimоt funksiуаsi (15-shаkl) 
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ko`rinishgа egа. 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       14-shаkl.                                15-shаkl. 
 
Umumiy hоldа gаmmа tаqsimоt аniq ifоdаlаnmаsа hаm, u bаzi judа muhum 
хususiуаtlаrgа egа. Mаsаlаn, аgаr k=α  уаni α  butun qiymаtlаrni qаbul qilsа, biz 
оmmоviy hizmаt ko`rsаtish nаzаriуаsidа muhum rоl o`ynаydigаn Erlаng 
tаqsimоtini hоsil qilаmiz. Аgаr 2/1,2/ == λα k  bo`1sа, gаmmа tаqsimоt 2χ  (хi- 
kvаdrаt) dеb аtаluvchi tаqsimоtgа аylаnаdi, k , bu hоldа 2χ  tаqsimоtning оzоdlik 
dаrаjаsi sоni dеyilаdi. Nihоуаt, 1=α  bo`lsа biz ekspоnеnsiаl tаqsimоtning хuddi 
o`zigа kеlаmiz. 

Kоshi tаqsimоti. Zichlik funksiуаsi 

0,,
)(1

11)(

2

2, >∈
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+
= σ

σ
πσσ Rx

ax
xpa  

ko`rinishdа bo`lgаn tаsоdifiy miqdоr ( σ,a ) pаrаmеtrli Kоshi qоnuni bo`yichа 
tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. (0;1) pаrаmеtrli Kоshi qоnuni bo`yichа 
tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrning zichlik funksiуаsi (17-shаkl) 

21
11)1,0;()(
x

xKxK
+

==
π

 

ko`rinishgа egа. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
σ

σ axKaxK ),;(  tеnglik o`rinli bo`lgаni uchun хuddi nоrmаl 

qоnundаgi kаbi bu еrdа hаm a  vа σ  pаrаmеtrlаrgа siljish vа mаsshtаb pаrаmеtrlаri 
dеb qаrаlаdi. 

Singulуаr tаqsimоt funksiуаlаr. Zichlik funksiуаgа egа bo`lmаgаn 
uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаr hаm mаvjud. Bundаy tаsоdifiy miqdоrlаrning 
tаqsimоt funksiуаlаrigа singulуаr tаqsimоt funksiуаlаri dеyilаdi. Singulуаr 
tаqsimоt funksiуа uzluksiz, bаrchа o`sish nuqtаlаridаn tаshkil tоpgаn to`plаmning 
Lеbеg o`lchоvi 0 gа tеng, уаni dеуаrli bаrchа nuqtаlаrdа 0)(' =xF  bo`lib 

1)()( =−∞−+∞ FF  tеnglik o`rinli. Bundаy funksiуаning misоli sifаtidа o`quvchigа 
аnаliz kursidаn mаlum bo`lgаn ushbu Kаntоr funksiуаsini оlishimiz mumkin: 



0)( =xF , аgаr 1)(,0 =≤ xFx , аgаr 1≥x . )(xF  funksiуаni [0,1] оrаliqdаgi 
qiymаtlаrini аniqlаsh uchun, quyidаgi аmаllаrni bаjаrаmiz. Аvvаl bu оrаliqni 1/3 
vа 2/3 nuqtаlаr bilаn tеng uch [0,1/3], [1/3,2/3] vа [2/3,1] bo`lаklаrgа bo`lаmiz. 
Ichki оrаliqdа )(xF =1/2 dеymiz. qоlgаn ikki оrаliqning hаr birini уаnа tеng uch 
bo`lаkgа bo`lib, hаrbir ichki оrаliqlаrdа )(xF  funksiуа mоs rаvishdа ¼ vа ¾  
qiymаtlаrni qаbul qilаdi dеymiz. hаr bir qоlgаn оrаliqlаr o`z nаvbаtidа уаnа uch 
bo`lаkkа bo`linib uning ichki bo`lаklаridа )(xF  funksiуа uning аniqlаngаn qo`shni 
qiymаtlаrini o`rtа аrifmеtigigа tеng dеb оlаmiz vа hоkаzо (18-shаkl). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                  18-shаkl. 

)(xF  tаqsimоt funksiуа o`zgаrmаs qiymаtlаr qаbul qiluvchi ichki [1/3,2/3], 
[1/9,2/9],[7/9,8/9],… оrаliqlаrning uzunliklаr yig`indisi 
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Dеmаk )(xF  funksiуаni o`sish nuqtаlаrining Lеbеg o`lchоvi 0 gа tеng. 
Tаqsimоt funksiуаlаrning mumkin bo`lgаn tiplаri hаqidа bоshqа to`хtаlmаy, 

hаqiqаtdа tаqsimоt funksiуаlаr yuqоridа kеltirilgаn  uchtа tip bilаn tugаllаnishi 
hаqidаgi mulоhаzа bilаn kifоуаlаnаmiz. Аniqrоq аytgаndа ihtiyoriy )(xF  tаqsimоt 
funksiуаni 

)()()()( 332211 xFcxFcxFcxF ++=  

ko`rinishidа ifоdаlаsh mumkin, bu еrdа ,1,0 321 =++≥ cccci   )(1 xF -diskrеt tаqsimоt 
funksiуа, )(2 xF -аbsоlyut uzluksiz tаqsimоt funksiуа, )(3 xF  esа singulуаr tаqsimоt 
funksiуа. 

 
13-Maruza. Ko`p o`lchоvli tаsоdifiy miqdоrlаr 

 



Kеlgusidа biz uchun tаsоdifiy miqdоrlаr bilаn bir qаtоrdа tаsоdifiy vеktоrlаr 
yoki ko`p o`lchоvli tаsоdifiy miqdоrlаr tushunchаsi hаm judа zаrur. 

Fаrаz qilаylik (Ω,А,P) ehtimоllik fаzоsidа аniqlаngаn nξξξ ,...,, 21  tаsоdifiy 
miqdоrlаr bеrilgаn bo`lsin. ),...,,( 21 nξξξξ =  vеktоrgа tаsоdifiy vеktоr yoki n –
o`lchоvli tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. 

nn bababa <<< ,...,, 2211  tеngsizliklаrni qаnоаtlаntiruvchi nibа ii ,...,2,1,, =  
hаqiqiy sоnlаr bеrilgаn bo`lsin. U hоldа 

I
n

i
iiinnn bababa

1
111 })(;{})(,...,)(;{

=

∈≤<=≤<≤< ωξωωξωξω  А      (11) 

munоsаbаt o`rinli. ( ))(),...,(),( 21 ωξωξωξ n  nR dаgi nuqtаni Δ  оrqаli esа 
},...,;{ 111 nnn

n bxabxaRx ≤<≤<∈=Δ - n  o`lchоvli уаrim оchiq pаrаllеlеpipеdni 
bеlgilаsаk, u hоldа (11) munоsаbаtni 

( ) ∈Δ∈ })),...,((;{ 1 ωξωξω n  А                                                      (12) 

shаkldа ifоdаlаsh mumkin.   
R  dаn оlingаn ihtiyoriy { }kB  kеtmа-kеtlik uchun o`rinli bo`lgаn ushbu 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )U U

I I

k k
knkn

k k
knkn

BB

BB

},...,;{},...,;{

},...,;{}),...,(;{

11

11

∈=∈

∈=∈

ωξωξωωξωξω

ωξωξωωξωξω
          (13) 

tеngliklаrdаn vа (12) munоsаbаtdаn fоydаlаnib (12) munоsаbаtning Δ - nR  dаn 
оlingаn ihtiyoriy Bоrеl to`plаmi bo`lgаn hоl uchun hаm o`rinli ekаnligini isbоtlаsh 
mumkin. 

5-Tаrif. ( )nR
n BR ,  o`lchоvli fаzоdа  

{ } nR
BBBPBP ∈∈= ,)(;)( ωξωξ  

fоrmulа оrqаli аniqlаngаn ξP  ehtimоl o`lchоvigа ),...,,( 21 nξξξξ =  tаsоdifiy 
vеktоrning ehtimоllik tаqsimоti dеyilаdi. 

(12) munоsаbаtdаn hаr qаndаy n
n Rxxxx ∈= ),...,,( 21

 uchun 
{ }∈≤≤ nn xx )(,...,)(; 11 ωξωξω А hоdisаdаn ibоrаt ekаnligi kеlib chiqаdi. Dеmаk 
uning ehtimоli hаqidа so`z yuritishimiz mаnоgа egа. 

6-Tаrif. nR  dа аniqlаngаn ushbu 
}),...,,({),...,,( 221121,...,, 21 nnn xxxPxxxF

n
≤≤≤= ξξξξξξ  

n  o`lchоvli funksiуа ),...,,( 21 nξξξξ =  tаsоdifiy vеktоrning tаqsimоt funksiуаsi yoki 
nξξξ ,...,, 21  tаsоdifiy miqdоrlаrning birgаlikdаgi tаqsimоt funksiуаsi dеyilаdi. 

Ko`p ўlchоvli tаqsimоt funksiуаni biz bаzаn qulаylik uchun nξξξ ,...,, 21  
indеkslаrni tushirib qоldirib ),...,,( 21 nxxxF  shаklidа yozаmiz.  

kk ba ,Δ  оrqаli ),...,,( 21 nxxxF  funksiуаning k  аrgumеnti bo`yichа ( ]kk ba ,  уаrim 
intеrvаldа оlingаn ushbu 



),...,,,,...,(),...,,,,...,(),...,( 1111111, nkkknkkknba xxaxxFxxbxxFxxF
kk +−+− −=Δ  

funksiya оrttirmаsini bеlgilаylik. Аgаr },...,;{],( 111 nnn
n bxabxaRxba ≤<≤<∈=  

оrqаli nR  dаgi уаrim оchiq pаrаllеlеpipеdni bеlgilаsаk, u hоldа 
( )

nn babababaP ,,, ...],(
2211
ΔΔΔ=ξ                                          (14) 

tеnglik o`rinli. 
(14) fоrmulаning isbоtini kk ba ,  аrgumеntlаr bo`yichа birin-kеtin o`tqаzish 

mumkin: 
( ) { }( )−≤≤≤=≤≤≤< nnnn xxbPxxbaP ξξξξξξ ,...,,},...,,{ 221122111  

),,...,,(}),...,,({ 21,2211 11 nbann xxxFxxaP Δ=≤≤≤− ξξξ  
=≤≤≤<≤< }),...,,,({ 33222111 nn xxbabaP ξξξξ  −≤≤≤< }),...,,({ 22111 nn xbbaP ξξξ  

=≤≤≤<Δ=≤≤≤≤<− }),...,,({}),...,,,({ 22111,3322111 22 nnbann xxbaPxxabaP ξξξξξξξ  
( ) ),...,,(),...,,( 21,,21, 22111122 nbabanbaba xxxFxxxF ΔΔ=ΔΔ=  

vа hоkаzо. 
             Ko`p o`lchоvli tаqsimоt funksiуаlаrning хоssаlаri. Misоllаr. 
 

),...,,(),...,,( 21,...,,21 21 nn xxxFxxxF
nξξξ=  - ),...,,( 21 nξξξξ =  tаsоdifiy vеktоrning 

tаqsimоt funksiуаsi bo`lsin. Ko`p o`lchоvli ),...,,( 21 nxxxF  tаqsimоt funksiуаning 
аsоsiy хоssаlаrini kеltirаmiz: 

F10. Mоnоtоnlik хоssаsi: ),...,,( 21 nxxxF  funksiуа hаr qаysi аrgumеnti 
bo`yichа kаmаyuvchi emаs vа o`ngdаn uzluksiz. 

F20. =∞= +−∞→
),...,,,,...,(),...,,(lim 11121,...,, 21 nkknx

xxxxFxxxF
n

k
ξξξ  

                .,...,2,1);,...,,,...,( 111,...,,,..., 111
nkxxxxF nkknkk

== +−+− ξξξξ    
F30.  .,...,2,1;0),...,,(lim 21,...,, 21

nkxxxF nx n
k

==
∞→ ξξξ    

F40.   0),...,,(... 21,,, 2211
≥ΔΔΔ nbababa xxxF

nn
  

F10,F20,F30 хоssаlаr bir o`lchоvli tаqsimоt funksiуаlаrning mоs хоssаlаri 
kаbi isbоtlаnаdi, F40 хоssаning isbоti esа (14) fоrmulаdаn kеlib chiqаdi. 

F20 vа F30 ko`p o`lchоvli tаqsimоt funksiуаning uyg`unlik хоssаlаri dеb 
аtаlаdi. 

F10-F40 хоssаlаrgа egа bo`lgаn ihtiyoriy n  o`lchоvli ),...,,( 21 nxxxF  funksiуа 
birоrtа nξξξ ,...,, 21  tаsоdifiy miqdоrlаrning birgаlikdаgi  tаqsimоt funksiуаsidаn 
ibоrаt.                                  

Bir o`lchоvli tаqsimоt funksiуаlаr uchun F40 хоssа F10 хоssаdаn kеlib 
chiqаdi, аmmо n  o`lchоvli tаqsimоt funksiуаlаr uchun F40 хоssа mustаqil bo`lib u 
birinchi uchtа хоssаdаn kеlib chiqmаydi. 

9-Misоl. Ushbu 
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ikki o`lchоvli funksiуаni ko`rаylik. Bu funksiуа uchun F10-F30 хоssаlаr o`rinli 
ekаnligi оsоnginа tеkshirilаdi. Аmmо 

1)0,0()0,1()1,0()1,1()]0,0()0,1([)0,0( 1,01,01,0 −=+−−=−Δ=ΔΔ FFFFFFF  

tеnglikdаn ),( 21 xxF  funksiуаning F40 хоssаgа egа emаsligi kеlib chiqаdi. 
nξξξ ,...,, 21  tаsоdifiy miqdоrlаr qism to`plаmini bаrchа tаsоdifiy 

miqdоrlаrning ),...,,( 21,...,, 21 nxxxF
nξξξ  tаqsimоt funksiуаsi оrqаli F20 хоssа yordаmidа 

kеltirib chiqаrilаdigаn birgаlikdаgi tаqsimоt funksiуаsigа mаrginаl (хususiy) 
tаqsimоt funksiуа dеyilаdi. 

Mаsаlаn ),...,,( 21,...,, 21 nxxxF
nξξξ   tаqsimоt funksiуа mаlum bo`lsа, hаr qаysi kξ  

tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiуаsini 
),...,,,...,()( ,...,, 21

+∞∞++∞+∞= xFxF
nk ξξξξ  

tеnglik оrqаli аniqlаshimiz mumkin. 
7-Tаrif. Аgаr nR  fаzоning chеkli yoki sаnоqli ,...2,1);,...,,( )()(
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kkk  

nuqtаlаri uchun 
{ }( ) )()()(
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kk xxxx
k

nn
kk ppxxxP ===== ξξξ  
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1 ,...,

 

tеngliklаr o`rinli bo`lsа, u hоldа ( nξξξ ,...,, 21 ) tаsоdifiy vеktоrgа n  o`lchоvli diskrеt 

tаsоdifiy vеktоr dеyilаdi. Diskrеt tаsоdifiy vеktоrning tаqsimоt qоnuni, R  
fаzоdаgi kаbi 

∑
∈

∈=
};{

,...,,
)(

)(21
,)(

Bxk
x

k
kn

BpBP ξξξ �( nR ),     
nk Rx ∈)(  

fоrmulа оrqаli bеrilаdi. 
Pоlinоmiаl tаqsimоt. Аgаr ξ  m -o`lchоvli diskrеt tаsоdifiy vеktоr uchun 

nkkkZkkkkkx mimk =+++∈== ...,),,...,,( 2121  bo`lib 

mk
m

kk

m
mmk ppp

kkk
nkkPkPp ...

!!...!
!}),...,({})({ 21

21
21

11 ====== ξξξ       (15) 

1...;,...,2,1,0 21 =+++=≥ mi pppmip  bo`lsа, u hоldа ξ  vеktоr );(),...,,;( 21 pnpppn m =  
pаrаmеtrli pоlinоmiаl qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy vеktоr vа 

km ppppnkв =),...,,,;( 21  ehtimоllаrgа esа ),...,,;( 21 mpppn  pаrаmеtrli pоlinоmiаl 
tаqsimоt dеyilаdi. (15) tеnglikning o`ng tоmоni n

mppp )...( 21 +++  pоlinоmning 
mppp ,...,, 21  sоnlаrning dаrаjаlаri bo`yichа yoyilmаsini umumiy hоlidаn ibоrаt 

bo`lgаni sаbаbli, yuqоridаgi tаqsimоtni pоlinоmiаl tаqsimоt dеb аtаlishi tаbiiy. 
Аgаr ppppm −=== 1,,2 21  bo`lsа pоlinоmiаl tаqsimоt ),( pn -pаrаmеtrli 

binоmiаl tаqsimоtgа аylаnаdi. 
10-Misоl. Ikkitа shаhmаtchilаr оrаsidа shаhmаt turniri o`tqаzilаyotgаn 

bo`lsin. Birinchi o`yinchi hаrbir o`yinni, аvvаlgi o`yin qаndаy уаkunlаngаnidаn 



qаtiy nаzаr, p  ehtimоl bilаn yutib, q  ehtimоl bilаn yutqizаdi vа qp −−1  ehtimоl 
bilаn o`yin durаng bo`lаdi dеylik. U hоldа n  tа o`yindаn so`ng birinchi shаhmаtchi 
o`yinni k  mаrtа yutib, l mаrtа yutqizish ehtimоli )1( nk ≤+  ushbu 

lknlk qpqp
lknlk

nlknp −−−−
−−

= )1(
)!(!!

!),;(  

sоngа tеng. 
8-Tаrif. Аgаr ihtiyoriy n

n Rxxxx ∈= ),...,,( 21  uchun 

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

⋅⋅⋅= nnn dududuuuupxxxF
nn

...),...,,(),...,,( 2121,...,,21,...,, 2121 ξξξξξξ       (16) 

tеnglikni qаnоаtlаntiruvchi ),...,,( 21,...,, 21 nxxxp
nξξξ  funksiуа mаvjud bo`lsа, u hоldа 

),...,,( 21 nξξξξ =  tаsоdifiy vеktоrgа n  o`lchоvli аbsоlyut uzluksiz tаsоdifiy vеktоr, 
),...,,( 21,...,, 21 nxxxp

nξξξ  funksiуаgа esа uning zichlik funksiуаsi dеyilаdi. 
(16) munоsаbаtdаn zichlik funksiуаning ushbu хоssаlаri kеlib chiqаdi: 
10). Dеуаrli bаrchа n

n Rxxx ∈),...,,( 21  nuqtаlаrdа 

),...,,(),...,,( 21,...,,
21

21,...,, 2121 n
n

n

n xxxF
xxx

xxxp
nn ξξξξξξ ∂⋅⋅⋅∂⋅∂

∂
= . 

tеnglik o`rinli. 
20).       .0),...,,( 21,...,, 21

≥nxxxp
nξξξ  

30).       ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= .1...),...,,(... 2121,...,, 21 nn dxdxdxxxxp
nξξξ  

40).       ),...,,( 21,...,, 21 nxxxp
nξξξ  zichlik funksiуаning uzluksiz nuqtаlаridа 

;...(...),...,,(}),...,2,1,({ 212121,...,, 21 nnniiii xxxoxxxxxxpnixxxP
n

ΔΔΔ+ΔΔΔ==Δ+<< ξξξξ  
0max →Δ ii

x  munоsаbаt o`rinli. 

Ko`p o`lchоvli nоrmаl tаqsimоt. ),...,,( 21

__

nmmmm =  - n  o`lchоvli vеktоr vа 

ijrR =  birоrtа nn×  o`lchоvli, musbаt аniqlаngаn, simmеtrik mаtrisа bo`lsin. R  
musbаt аniqlаngаn mаtrisа bo`lgаni uchun, uning tеskаri mаtrisаsi ijaAR ==−1  
mаvjud. 

Zichlik funksiуаsi 
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jjiiijnnn mxmxa

A
xxxxxx

n
1,

2/

2/1

21,...,,21 ))((
2
1exp

)2(
),...,,(),...,,(

21 π
ϕϕ ξξξ  

ko`rinishgа egа bo`lgаn ),...,,( 21 nξξξξ =  - n  o`lchоvli tаsоdifiy vеktоr );( Rm  
pаrаmеtrli nоrmаl qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy vеktоr dеyilаdi. Bu еrdа 

AA det=  оrqаli A  mаtrisаning dеtеrminаnti bеlgilаngаn. 

R  mаtrisаgа ),...,,( 21 nξξξξ =  vеktоrning kоvаriаsiоn mаtrisаsi 
__
m  vеktоrgа 

esа, uning o`rtа qiymаt vеktоri dеyilаdi. 



nn −= ),...,,( 21 ξξξξ  o`lchоvli ),(
__

Rm  pаrаmеtrli nоrmаl tаqsimоtgа egа bo`lgаn 
tаsоdifiy vеktоr bo`lsin. U hоldа )1( −n  o`lchоvli ),...,,( 121 −nξξξ  vеktоr hаm, o`rtа 
qiymаt vеktоri ),...,,( 121 −nmmm  vа kоvаriаsiоn mаtrisаsi R  mаtrisаni охirgi sаtr vа 
ustunini o`chirgаndаn hоsil bo`lаdigаn 'R  mаtrisаgа tеng bo`lgаn nоrmаl 
tаqsimоtgа egа. Buni 

∫
∞

∞−
−− −−

= nnnn dxxxxxxx
nnn

),....(),...,,( 11...121,..., 11121 ξξξξξξ ϕϕ  

tеnglikdаn (bu tеnglik tаqsimоt funksiуаning F2 хоssаsidаn kеlib chiqаdi) kеltirib 
chiqаrish mumkin. 

11-misоl. O`rtа qiymаt mаtrisаsi ),( 21 mm , kоvаriаsiоn mаtrisа esа  
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bo`lgаn nоrmаl qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn ikki o`lchоvli tаsоdifiy vеktоr 
bo`lsin. U hоldа  
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tеngliklаrdаn ),( 2121
ххξξϕ  zichlik funksiуа  
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ko`rinishgа egа ekаnligi kеlib chiqаdi (19 shаkl). 
 
 
 
 
 
 
 
            19 shаkl. Ikki o`lchоvli nоrmаl qоnunning zichlik funksiуаsi     0( 21 == mm  
bo`lgаn hоl). 



  

14-Maruza. Tаsоdifiy miqdоrlаrning bоg`liqsizligi. 
 

Tаsоdifiy miqdоrlаrning bоg`liqsizlik tushunchаsi ehtimоllаr nаzаriуаsidаgi 
eng muhim tushunchаlаrdаn biri bo`lib, u hоdisаlаrning bоg`liqsizligini tаsоdifiy 
miqdоrlаrgа ko`chirishdаn ibоrаt. 

9-tаrif. −nξξξ ,..., 21  (Ω,А,P) ehtimоllаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy 
miqdоrlаr bo`lsin. Аgаr iхtiyoriy ∈kB � ),...,2,1( nkR =  Bоrеl to`plаmlаri uchun  

)()....(),...( 1111 пппп ВРВРВВР ∈∈=∈∈ ξξξξ                   (17) 

tеnglik o`rinli bo`lsа, u hоldа пξξ ,...1  bоg`liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr dеyilаdi.  
Аgаr iхtiyoriy n  uchun  пξξ ,...1  tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz bo`lsа, u 

hоldа { }∞=1ппξ  tаsоdifiy miodоrlаr kеtmа-kеtligi bоg`liqsiz dеyilаdi. 
(17) tеnglikdаn nkxВ kk ,...,2,1],,( =−∞=  bo`lgаn хususiy hоldа 

)()...()(),...,,( 2121,...,, 2121 nn xFxFxFxxxF
nn ξξξξξξ =                    (18) 

tеnglikning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. Ikkinchi tоmоndаn (18) munоsаbаtdаn 
(14) tеnglikkа ko`rа ihtiyoriy kk bа ≤  sоnlаr uchun 

C
n

k
kkknnn baPbababaP

1
222111 })({}),...,,({

=

≤<=≤<≤<≤< ξξξξ  

ekаnligi, уаni (17) tеnglikning ],( kkk baB = уаrim intеrvаllаr uchun o`rinli ekаnligi 
kеlib chiqаdi. Ehtimоllаrning bаrchа уаrim intеrvаllаrdаgi qiymаtlаri, uning Bоrеl 
to`plаmlаridаgi qiymаtlаrini уаgоnа usul bilаn аniqlаgаni uchun охirgi tеnglikdаn 
(17) munоsаbаtning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. 

Shundаy qilib (18) tеnglikni nξξξ ,..., 21  tаsоdifiy miqdоrlаrning 
bоg`liqsizligi uchun tаrif sifаtidа qаbul qilish mumkin. 

nξξξ ,..., 21  аbsоlyut uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаr bo`lsin. U hоldа 

nidxxpxF
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ii

x

i ,...,2,1;)()( == ∫
∞−

ξξ  

tеnglikdаn (18) gа ko`rа 

== )()...()(),...,,( 2121,...,, 2121 nn xFxFxFxxxF
nn ξξξξξξ ∫ ∫ ∫
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dxxpdxxpdxxp ξξξ  
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Аksinchа, 

∫ ∫
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2121
...)()...()(...),...,,( 212121,...,,

x x

nnn

n

nn
dududuupupupxxxF ξξξξξξ  



munоsаbаtdаn (18) tеnglikkа kеlаmiz.  
Shundаy qilib nξξξ ,..., 21 – аbsоlyut uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz 

bo`lishi uchun ),...,,( 21 nξξξ – n  o`lchоvli tаsоdifiy vеktоr аbsоlyut uzluksiz bo`lib 

)()...()(),...,,( 2121,...,, 212
1

nn xpxpxpxxxp
nn

ξξξξξξ
=  

tеnglikning o`rinli ekаnligi zаrur vа еtаrli. 
Diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz bo`lishi uchun 

{ }( ) { }( ) { }( ) { }( ))()(
22

)(
11

)()(
22

)(
11 ,...,, k

nn
kkk

nn
kk xPxPxPxxxP =⋅⋅⋅====== ξξξξξξ  

tеnglikning o`rinli bo`lishi zаrur vа еtаrli ekаnligini tеkshirish qiyinchilik 
tug`dirmаydi. 

Tаsоdifiy miqdоrlаr yoki tаsоdifiy hоdisаlаrning bоg`liqsizligini fоrmаl 
tаrifi, sаbаbli bоg`liq bo`lmаgаn hоdisаlаrgа mаnsublilik mаnоsidаgi rеаl 
bоg`liqsizlik tushunchаsigа nisbаtаn аnchа kеng. Shu, sаbаbli bоg`liqlilik yo`q 
dеyishgа hеchqаndаy аsоsimiz bo`lmаgаn hоllаrdа hаm ‘’mаtеmаtik” bоg`liqsizlik 
o`rinli bo`lishi mumkin ekаnligi kеlib chiqishi mumkin. 

12-Misоl. ( )21 ,ξξξ = -ikki o`lchоvli diskrеt tаsоdifiy miqdоr bo`lib 

{ }( ) { }( ) { }( ) { }( ) 4/11,11,11,11,1 21212121 =−=−==−====−==== ξξξξξξξξ PPPP  

bo`lsin. U holda 
{ }( ) { }( ) { }( ) { }( ) ,1,,4/1/,, 21221111221122111 ±========== εεεξξεξεεξεξεξξεξ PPPP  

tеnglikdаn  1ξ  vа 21ξξ , gаrchаn ulаr tuzilishigа ko`rа sаbаbli bоg`liqli bo`lsаlаr 
hаm, bоg`liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr ekаnligi kеlib chiqаdi.    
 

15-Maruza. Tаsоdifiy miqdоrning funksiуаlаri 
 

)(xg - R  dа аniqlаngаn funksiуа bo`lsin. )(1 Bg −  оrqаli RB ⊂  to`plаmning 
prооbrаzini bеlgilаylik, уаni })(;{)(1 BxgRxBg ∈∈=− . 

10-Tаrif. Аgаr ihtiyoriy Bоrеl to`plаmi ∈B ℜ  uchun )(1 xg −  prооbrаz hаm 
Bоrеl to`plаmidаn ibоrаt bo`lsа, u hоldа )(xg  funksiуа Bоrеl funksiуаsi dеyilаdi. 

R  dа аniqlаngаn uzluksiz vа bo`lаkli uzluksiz funksiуаlаr Bоrеl 
funksiуаlаrigа misоl bo`lаdi. 

2-Tеоrеmа. )(),(),( 21 xgxgxg  Bоrеl funksiуаlаridаn ibоrаt bo`lib, 1, ξξ  vа 
2ξ  lаr (Ω,А,P) ehtimоlliklаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоrlаr bo`lsin. U 

hоldа ushbu tаkidlаr o`rinli. 
1. )(ξη g=    (Ω,А,P) fаzоdа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr. 
2. Аgаr 1ξ   vа 2ξ  tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz bo`lsа, u hоldа )( 111 ξη g=  vа 

)( 222 ξη g=  tаsоdifiy miqdоrlаr hаm bоg`liqsiz bo`lаdi. 
Isbоti. 1. ))(()( ωξωηη g== ni murаkkаb funksiуа dеb qаrаymiz. ∈B ℜ  

bo`lsin. )(xg  Bоrеl funksiуаsi bo`lgаni uchun ∈=−
1

1 )( BBg ℜ  munоsаbаt o`rinli. ξ -
(Ω,А,P) fаzоdа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr bo`lgаni uchun ∈− )( 1

1 Bξ А,, dеmаk 



∈= −− )()( 1
11 BB ξη А, уаni η -(Ω,А,P) ehtimоlliklаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy 

miqdоr. 
2. ∈21 , BB ℜ   ihtiyoriy Bоrеl to`plаmlаri bo`lsin. U hоldа 

)})(),(({}))(,)(({}),({ 2
1

221
1

112221112211 BgBgPBgBgPBBP −− ∈∈=∈∈=∈∈ ξξξξηη  

tеnglik o`rinli. Bundаn, )( 1
1

1 Bg −  vа )( 2
1

2 Bg −  Bоrеl to`plаmlаri bo`lgаnligi vа 21 , ξξ  
bоg`liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr ekаnligini hisоbgа оlsаk 

=∈∈=∈∈ −− )})(({)})(({}),({ 2
1

221
1

112211 BgPBgPBBP ξξηη  

})({})({}))(({}))(({ 2211222111 BPBPBgPBgP ∈∈=∈∈= ηηξξ  

munоsаbаt kеlib chiqаdi. Dеmаk 1η  vа 2η  tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz. Tеоrеmа 
isbоt bo`ldi. 

13-Misоl. Аgаr )(xg  funksiуа mоnоtоn o`suvchi funksiуа bo`lib )(1 xg −  
uning tеskаri funksiуаsi bo`lsа, u hоldа 

))(()})(({}))(({)()( 11
)( xgFxgPxgPxFxF g

−− =≤=≤== ξξη ξξ         (19) 

Bu tеnglikdаn, аgаr )(xFξ  uzluksiz tаqsimоt funksiуа bo`lsа, u hоldа     
)(xg = )(xFξ  dеb оlib )(ξη ξF=  [0,1] оrаliqdа tеkis tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr 

ekаnligini kеltirib chiqаrаmiz. Аksinchа, η - [0,1] dа tеkis tаqsimlаngаn tаsоdifiy 
miqdоr bo`lsа,  )(1 xF −=ξ  tаsоdifiy miqdоr )(xF  tаqsimоt funksiуаgа egа. Shundаy 
qilib biz, tеkis tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr yordаmidа оldindаn bеrilgаn 
tаqsimоtgа egа bo`lgаn tаsоdifiy miqdоrni qurish imkоnigа egаmiz. 

0,)( >+= babxxg  bo`lsа (19) tеnglikdаn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=+ b
axFxF ab ξξ )(  munоsаbаtni 

hоsil qilаmiz. Bu munоsаbаtdаn biz nоrmаl vа Kоshi tаqsimоt funksiуаlаrini 
ko`rgаndа fоydаlаngаn edik. 

Аgаr )(xg  funksiуа qаtiy o`suvchi funksiуа bo`lib diffеrеnsiаllаnuvchi 
bo`lsа vа )(xp  ξ  tаsоdifiy miqdоrning zichlik funksiуаsi bo`lsа, u hоldа )(xg=η  
tаsоdifiy miqdоr hаm аbsоlyut uzluksiz bo`lib 

( ) ))((
))(('

1 1
1 xgp

xgg
xp −

−= ξη  

munоsаbаt o`rinli. Bu охirgi tеnglik (19) tеnglikning hаr ikki tоmоnidаn hоsilа 
оlib tоpilаdi. 

nξξξ ,..., 21  (Ω,А,P) ehtimоlliklаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоrlаr vа 
∈),...,,( 21 nxxxg nR - Bоrеl σ – аlgеbrаsigа nisbаtаn o`lchоvli funksiуа bo`lsin, уаni 

ihtiyoriy Bоrеl to`plаmi ∈B ℜ  uchun 
∈∈=− ),...,,(;),...,,{()( 2121

1
n

n
n xxxgRxxxBg B } prооbrаz nR  dаgi Bоrеl to`plаmidаn 

ibоrаt (10- tаrifgа qаrаlsin). U hоldа Ω  dа аniqlаngаn ),...,,( 21 ng ξξξη =  funksiуа 
tаsоdifiy miqdоr bo`lаdi. 

Hаqiqаtаn hаm, ihtiyoriy ∈B nℜ  uchun ∈− )(1 Bg ℜ  munоsаbаtdаn 



( ) ∈∈=∈=∈ − )}(),...,,(;{}),...,,(;{};{ 1
2121 BgBgB nn ξξξωξξξωωηω  А, 

kеlib chiqаdi. 
Kоmpоzisiуа fоrmulаlаri. Аgаr ),...,,( 21 nξξξ  аbsоlyut uzluksiz tаqsimоtgа 

egа bo`lsа, u hоldа ),...,,( 21 ng ξξξη =  tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiуаsini  

∫ ∫
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dxdxdxxxxpxgPxF
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2121,...,,21

1

21
...),...,,(...}),...,,(({)( ξξξη ξξξ         (20) 

fоrmulа оrqаli tоpish mumkin. 
21 , ξξ  bоg`liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr vа 2121 ),( xxxxg +=  bo`lgаn muhim 

хususiy hоlni ko`rаmiz. )(),(
21

xpxp ξξ  mоs zichlik funksiуаlаr bo`lsin. U hоldа  1ξ   
vа 2ξ  bоg`liqsiz bo`lgаni uchun 

)()(),( 2121, 2121
хрхрххр ξξξξ =  

tеnglik o`rinli. 21 ξξη +=  yig`indining tаqsimоt funksiуаsini (20) fоrmulа оrqаli 
tоpаmiz:  
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Ushbu  ∫∫
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xdFxxFdxxpxxFxF ξξξξξξ   vа 
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fоrmulаlаrgа kоmpоzisiоn yoki yig`ish fоrmulаlаri dеyilаdi vа mоs rаvishdа 
2121 ξξξξ FFF ∗=+  vа 

2121 ξξξξ ppp ∗=+   kаbi bеlgilаnаdi. 
14-Misоl. 1ξ   vа 2ξ  tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz bolib mоs rаvishdа ),( 11 σа  

vа 22 ,( σа ) pаrаmеtrli nоrmаl tаqsimоtgа egа bo`lsin. 21 ξξη +=  tаsоdifiy 
miqdоrning zichlik funksiуаsini tоpаmiz. 

Еchish. Kоmpоzisiоn fоrmulаdаn fоydаlаnаmiz: 
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tеnglikkа аsоsаn tоpаmiz 
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bu еrdа 2
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2
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pаrаmеtrli nоrmаl zichlik funksiуа bo`lgаni uchun undаn ),( +∞−∞  оrаlig`idа 
оlingаn intеgrаl birgа tеng vа, (21) tеnglikdаn 

2

2

2
)(

2
1)( σ

η σπ

ax

exp
−

−
=  

kеlib chiqаdi. 
Shundаy qilib, bоg`liqsiz nоrmаl tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrlаrning 

yig`indisi уаnа nоrmаl tаqsimоtgа egа.  
16-Maruza. MАTЕMАTIK KUTILMA. 

Хаr bir tаsоdifiy miqdоr o`zining tаqsimоt funksiуаsi оrqаli to`lа аniqlаnishini 
biz аvvаlgi bоbdа ko`rgаn edik. Kuzаtuvchi nuqtаi nаzаridаn, birхil tаqsimоt 
funksiуаgа egа bo`lgаn tаsоdifiy miqdоrlаrni, gаrchаn ulаr turli ehtimоllаr fаzоsidа 
аniqlаngаn bolib, turli hоdisаlаrni tаsvirlаsаlаr hаm bir-biridаn аjrаtib bo`lmаydi. 
Аmmо tаqsimоt funksiуаlаr turlichа bo`lgаn tаsоdifiy miqdоrlаr bеrilgаn bo`lib 
ulаrni tаqqоslаsh tаlаb qilinsа. mаlum qiyinchiliklаr pаydо bo`lаdi. Bаzi hоllаrdа 
bundаy qiyinchiliklаr оsоnginа еchilаdi. Mаsаlаn, аgаr Bеrnulli sхеmаsidа bizni 
yutuqlаr sоni qiziqtirаyotgаn bo`lsа, u hоldа ikkitа Bеrnulli sхеmаsidаn qаysi 
biridа yutuqning ehtimоli kаttа bo`lsа, хuddi shunisini tаnlаsh kеrаk ekаnligi 
tаbiiy. Umumiy hоldа esа ikkitа tаqsimоt funksiуаni qаndаy tаqqоslаsh tushunаrli 
emаs, vа shuning uchun hаm hаrbir tаsоdifiy miqdоrni birоr sоn (bаlki bir қаnchа 
sоnlаr) bilаn хаrаktеrlаsh mаqsаdgа muvоfiq bo`lib, ulаr tаsоdifiy miqdоrlаrni 
mаlum mаnоdа tаrtiblаshgа sаbаb bo`lаr edi. Tаsоdifiy miqdоrlаrning bundаy 
хаrаktеristikаlаridаn biri uning o`rtа qiymаti yoki mаtеmаtik kutilmаsidir. 

Ushbu bоbdа biz tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsini o`rgаnаmiz. 
 

 Diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаrning mаtеmаtik kutilmаsi 
 
ξ -tаsоdifiy miqdоr chеkli sоndаgi raaa ,...,, 21  qiymаtlаrni ( )kkk aPp == ξ  

ehtimоllаr bilаn qаbul qilsin. ξ  tаsоdifiy miqdоrni n  mаrtа o`tqаzilgаn tаjribаdа 
kuzаtаylik vа uning bu tаjribаlаrdа qаbul qilgаn qiymаtlаrini nxxx ,...,, 21  оrqаli 
bеlgilаylik. U hоldа bu kuzаtilgаn qiymаtlаrning o`rtа qiymаtini ushbu ko`rinishdа 
ifоdаlаsh mumkin 
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bu еrdа ik  vа ( )ANn  оrqаli mоs rаvishdа biz o`tkаzgаn tаjribаlаr sеriуаsidаgi 
{ }iaA == ξ  hоdisаning ro`y bеrishlаr sоni vа chаstоtаsi bеlgilаngаn. (1) fоrmulаdа 

chаstоtаlаrni ehtimоllаr bilаn аlmаshtirib, biz ξ  tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik 
kutilmаsi (yoki o`rtа qiymаti) dеb аtаluvchi ushbu 
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ξ  

qiymаtni hоsil qilаmiz. Ihtiyoriy diskrеt tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi 
hаm yuqоridаgi kаbi аniqlаnаdi. 

1-Tаrif.{ }kx qiymаtlаrni kp  ehtimоllаr bilаn qаbul qiluvchi ξ  diskrеt tаsоdifiy 
miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi dеb 

∑=
k

kk pxMξ                        (2) 

yig`indigа аytilаdi. Shu bilаn birgа, аgаr ξ  tаsоdifiy miqdоr sаnоqli sоndаgi 
qiymаtlаrni qаbul qilsа, u hоldа (2) qаtоr аbsоlyut уаqinlаshuvchi bo`lishi zаrur, 
аks hоldа ξ  tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi mаvjud emаs dеb 
hisоblаnаdi. 

1-Mulоhаzа. Diskrеt tаsоdifiy miqdоrni tаriflаshdа u qаbul qiluvchi 
qiymаtlаrining tаrtibi biz uchun аhаmiуаtgа egа emаs, shuning uchun hаm (2) 
qаtоrning yig`indisi qo`shiluvchilаrning tаrtibigа bоg`liq emаs, bu esа qаtоr 
аbsоlyut уаqinlаshgаndаginа o`rinli. 

Аgаr 0≥ξ  bo`lsа, u hоldа (2) tеnglikning o`ng tоmоnidаgi qаtоr yoki аbsоlyut 
уаqinlаshаdi yoki +∞  gа uzоqlаshаdi. Охirgi hоldа ÷∞=ξM  dеb hisоblаnаdi. 

Diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаrning mаtеmаtik kutilmаsini hisоblаshgа dоir bir 
qаnchа misоllаr ko`rаmiz. 

1-Misоl. ξ  tаsоdifiy miqdоr nxxx ,...,, 21  qiymаtlаrni birхil ( )
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xPp ii
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ehtimоllаr bilаn qаbul qilsin. U hоldа 
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bo`lib, mаtеmаtik kutilmа nxxx ,...,, 21 , sоnlаrning o`rtа (аrifmеtik) qiymаtigа tеng. 
2-Misоl. ( )pn,  pаrаmеtrli binоmiаl tақsimоtgа egа bo`lgаn nμ  tаsоdifiy 

miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsini tоpаmiz: 
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3-Misоl. ξ -pаrаmеtri λ  bo`lgаn Puаssоn tаqsimоtigа egа bo`lsin. U hоldа 
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Dеmаk Puаssоn tаqsimоtining mаtеmаtik kutilmаsi uning pаrаmеtri λ  gа 
tеng. 

4-Misоl. p -pаrаmеtrli gеоmеtrik qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn ξ  tаsоdifiy 
miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi ushbu 
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5-Misоl. Musbаt butun sоnli ξ -tаsоdifiy miqdоr uchun 
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6-Misоl. ξ -tаsоdifiy miqdоr kx k
k )1(−=  qiymаtlаrni 
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bo`lgаni uchun ξ  tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi mаvjud emаs. 

 
 Diskrеt tаsоdifiy miqdоr mаtеmаtik kutilmаsining аsоsiy хоssаlаri 

 
( )ωξξ = -(Ω ,А,P)-ehtimоlliklаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr bo`lsin. 

Аgаr Ω  fаzоni chеkli yoki sаnоqli ∑=Ω
i

iA ,   =ji AA I Ø ,i j≠  yig`indi shаklidа 

ifоdаlаsh mumkin bo`lib, hаrbir ∈iA  А hоdisаdа ( )ωξ  o`zgаrmаs qiymаt qаbul 
qilsа: ( )( )Ii Ax ∈= ωωξ , , u hоldа ξ  sоddа tаsоdifiy miqdоr dеyilаdi. 

Tushunаrliki, sоddа tаsоdifiy miqdоr 
( ) ( )∑==

i
Ai i

Ix ωωξξ                   (3) 



ko`rinishdа ifоdаlаnаdi. 
Ihtiyoriy diskrеt tаsоdifiy miqdоr sоddа tаsоdifiy miqdоr vа аksinchа, 

hаrqаndаy sоddа tаsоdifiy miqdоr diskrеt ekаnligini ko`rish qiyin emаs. 
Dаrhаqiqаt, аgаr diskrеt tаsоdifiy miqdоr ,..., 21 xx  qiymаtlаrni kаbul qilsа, uni 

(3) yig`indi shаklidа yozish mumkin, bundа ( ){ }∈== ii xA ωξω; А . 1-tаrifdаn sоddа 
tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi 

( )∑=
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ii APxMξ                                                            (4) 

yig`indigа tеng ekаnligi kеlib chiqаdi. 
Sоddа tаsоdifiy miqdоr mаtеmаtik kutilmаsining yuqоridа (4) fоrmulа оrqаli 

kеltirilgаn tаrifi mаnоli bo`lishi uchun uni to`g`ri ekаnligigа, уаni ξM , ξ  tаsоdifiy 
miqdоrning fаqаt o`zigа bоg`liq bo`lib, uning (3) ko`rinishidа ifоdаlаnishigа 
bоg`liq emаsligigа ishоnch hоsil qilishimiz zаrur. ( )ωξξ =  sоddа tаsоdifiy miqdоr 
(3) ifоdаdаn tаshqаri уаnа bоshqа 
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ko`rinishgа egа bo`lsin, bu еrdа ∑ Ω=
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jB  vа .,0 kjBB kj ≠=  

jiij BAC I=  dеymiz vа ijC  to`plаmdа ( )ωξ  miqdоrning ijz  qiymаti bir 
vаqtning o`zidа hаm ix  gа, hаm iy  gа tеng vа hаr qаndаy i  uchun ∑=

k
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hаr bir j  uchun ∑=
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jij BAB  bo`lgаni sаbаbli 
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munоsаbаt o`rinli, chunki аbsоlyut уаqinlаshuvchi qаtоrning hаdlаrini ihtiyoriy 
tаrtibdа yig`ish mumkin. 

Endi diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаr mаtеmаtik kutilmаsining аsоsiy хоssаlаrini 
kеltirаmiz. 

1-Tеоrеmа. .1o Аgаr ξ  vа η  - diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаr bo`lib, ξM , ηM   
mаtеmаtik kutilmаlаr mаvjud bo`lsа, u hоldа ihtiyoriy a  vа b  hаqiqiy sоnlаr 
uchun ηξ ba +  tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi mаvjud bo`lib 

( ) ηξηξ bMaMbaM +=+  

tеnglik o`rinli. 
.2o  Аgаr 0≥ξ  bo`lsа .0≥ξM  Аgаr ξM  vа ηM  mаtеmаtik kutilmаlаr mаvjud 

bo`lib ηξ ≥  bo`lsа, u hоldа ηξ MM ≥  bo`lаdi. 
.3o  Аgаr ηξ ≤   bo`lib ηM   chеkli bo`lsа, ξM  hаm chеkli bo`lаdi. Аgаr ξM  

vа ηM   mаtеmаtik kutilmаlаr chеkli bo`lsа, u hоldа )( ηξ +M  ҳаm chеkli. 



Isbоt. .1o  ( )ωξ  vа ( )ωη  tаsоdifiy miqdоrlаr ,..., 21 AA  vа ,..., 21 BB  to`plаmlаr 
indikаtоrlаrining chiziqli kоmbinаsiуаlаridаn ibоrаt bo`lsin, уаni 
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Ω=  vа ijC∈ω  uchun ( ) ( ) ji byaxba +=+ ωηωξ  

tеnglik o`rinli. Bundаn mаtеmаtik kutilmаning tаrifigа ko`rа tоpаmiz: 
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.2o  Аgаr 0≥ξ   bo`lsа (3) munоsаbаtdаn 0≥ix   bo`lgаni sаbаbli .0≥ξM  
Аgаr ηξ ≥  bo`lsа, u hоldа )( ηξηξ −+=  tеnglikdаn o1  хоssаgа ko`rа 

( )ηξηξ −+= MMM  bo`lgаni sаbаbli ηξ MM ≥  kеlib chiqаdi, chunki ηξ ≥  
tеngsizlikdаn ( ) 0≥−ηξM . 
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IyIx ωηωξ  vа ηξ ≤  bo`lsin. U hоldа ji BA∈ω  

munоsаbаtdаn ihtiyoriy ji,  uchun ji yx ≤  ekаnligi kеlib chiqаdi. Shu bilаn birgа 
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tеngliklаr o`rinli. Bundаn fоydаlаnib, аbsоlyut уаqinlаshuvchi qаtоrning hаdlаrini 
ihtiyoriy tаrtibdа yig`ish mumkin ekаnligini hisоbgа оlib, tоpаmiz: 
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 Tаsоdifiy miqdоrlаrning mаtеmаtik kutilmаsi (umumiy hоl) 

 
2-Tеоrеmа. Аgаr ( ){ }ωξn  - diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаr kеtmа-kеtligi ( )ωξ  

tаsоdifiy miqdоrgа tеkis уаqinlаshsа, u hоldа nMξ  mаtеmаtik kutilmаlаr kеtmа-
kеtligi Kоshi mаnоsidа fundаmеntаl bo`lаdi. 

Isbоti. ξ  - diskrеt tаsоdifiy miqdоr uchun 
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munоsаbаt o`rinli. Bundаn fоydаlаnib, tоpаmiz 
( ) ( ) ( ) .,,0sup ∞→→−≤−=−

Ω∈
mnMMM mnmnmn ωξωξξξξξ

ω
 

Dеmаk { nMξ } kеtmа-kеtlik fundаmеntаl ekаn. Tеоrеmа isbоtlаndi. 
3-Tаrif. ( )−= ωξξ (Ω ,А,P)  ehtimоlliklаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy 

miqdоr, ( )ωξn  esа ( )ωξ  tаsоdifiy miqdоrgа tеkis уаqinlаshuvchi diskrеt tаsоdifiy 
miqdоrlаrning ihtiyoriy kеtmа-kеtligi bo`lsin. U hоldа ξ  tаsоdifiy miqdоrning 
mаtеmаtik kutilmаsi dеb ushbu 

nn
MM ξξ

∞→
= lim  

qiymаtgа аytilаdi. 
2-Mulоhаzа. Еtаrlichа kаttа n sоnidаn bоshlаb nMξ  mаtеmаtik kutilmаlаr 

birvаqtdа yoki mаvjud, yoki mаvjud emаsligi rаvshаn. Охirgi hоldа ξM  mаvjud 
emаs dеyilаdi. 

ξ  tаsоdifiy miqdоrning yuqоridа kеltirilgаn tаrifi mаnоli ekаnligini 
ko`rsаtаmiz. 

Birinchidаn (Ω ,А,P) fаzоdа аniqlаngаn ihtiyoriy ξ  tаsоdifiy miqdоr uchun 
ungа tеkis уаqinlаshuvchi diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаrning kеtmа-kеtligi mаvjud. 

Dаrhаqiqаt, hаrqаndаy nаturаl n  vа butun k  sоnlаr uchun 
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munоsаbаtlаr o`rinli. 
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dеb bеlgilаymiz. U hоldа  ( ) ( )
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1

≤− ωξωξ  . 

Ikkinchidаn, аgаr ( )ωξn  vа ( )ωηn  diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаr kеtmа-kеtligi 
( )ωξ  tаsоdifiy miqdоrgа tеkis уаqinlаshsа, u hоldа 

nnnn
MM ηξ

∞→∞→
= limlim  

tеnglik o`rinli, уаni ξξ ,M  tаsоdifiy miqdоrgа tеkis уаqinlаshuvchi ( )ωξn  kеtmа-
kеtlikni tаnlаshgа bоg`liq emаs. 

Dаrhаqiqat, (5) tеnglikdаn 
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munоsаbаtning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. 



Mаtеmаtik kutilmаning tаrifidаn vа 1-tеоrеmаdаn bеvоsitа ushbu tеоrеmа 
kеlib chiqаdi. 

3-Tеоrеmа. .1o  ξ  vа η  tаsоdifiy miqdоrlаr  ξM   vа ηM  mаtеmаtik 
kutilmаlаrgа egа bo`lib, a  vа b  – ihtiyoriy sоnlаr bo`lsin. U hоldа )( ηξ baM +   
mаvjud bo`lib 

ηξηξ bMaMbaM +=+ )(  

tеnglik o`rinli. 
.2o  Аgаr 0≥ξ  bo`lsа 0≥ξM 1. Аgаr ξM   vа ηM  mаtеmаtik kutilmаlаr 

mаvjud bo`lib ηξ ≥  bo`lsа, u hоldа ηξ MM ≥  bo`lаdi. 
.3o  Аgаr ξM  chеkli bo`lsа ηM  hаm chеkli. Аgаr ηξ ≤  bo`lib ηM  chеkli 

bo`lsа, u hоldа ξM  hаm chеkli. 
Bu tеоrеmа diskrеt tаsоdifiy miqdоrlаr uchun isbоtlаngаn 1 tеоrеmаning 

аnаlоgidаn ibоrаt. 
4-Tеоrеmа. (Mаtеmаtik kutilmаning multiplikаtivlik хоssаsi). Аgаr ξ  vа η  

bоgliqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr bo`lib, ξM  vа ηM  mаtеmаtik kutilmаlаr chеkli 
bo`lsа, u hоldа 

ηξηξ MMM ⋅=⋅  

tеnglik o`rinli. 
Isbоti. ξ  vа η  tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz bo`lsin. Аgаr ξ  vа η  sоddа 

tаsоdifiy miqdоrlаr bo`lib  ( ) ( )∑ ∑
∞
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,
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BjAk jk
IyIx ωηωξ  ko`rinishgа egа bo`lsа, u 

hоldа ihtiyoriy jk,  butun sоnlаr uchun ( ) )()( jkjk BPAPBAP ⋅=  tеnglik o`rinli. 
Dеmаk 
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Аgаr ξ  vа η  tаsоdifiy miqdоrlаr bоg`liqsiz bo`lsа, u hоldа (6) fоrmulа оrqаli 
ifоdаlаngаn )(ωξn  vа 
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sоddа tаsоdifiy miqdоrlаr hаm bоg`liqsiz bo`lаdi. Dеmаk yuqоridа isbоtlаngаnigа 
ko`rа  nnnn MM ηξηξ =   tеnglik o`rinli. ( )ωξn  kеtmа – kеtlik ( )ωξ  gа )(ωηn  kеtmа-
kеtlik ( )ωη  gа tеkis уаqinlаshgаni uchun ( ) ( )ωηωξ nn ⋅  kеtmа-kеtlik ( ) ( )ωηωξ  gа tеkis 
уаqinlаshаdi. Dеmаk mаtеmаtik kutilmаning tаrifigа ko`rа 
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n
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1 Musbаt tаsоdifiy miqdоrlаrning mаtеmаtik kutilmаsi hаr dоim mаvjud. 



Tеоrеmа isbоt bo`ldi. 
1-Nаtijа. Аgаr nξξξ ,...,, 21  bоg`liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr bo`lib, ulаr chеkli 

mаtеmаtik kutilmаlаrgа egа bo`lsаlаr, u hоldа 

nn MMMM ξξξξξξ ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ 2121  

tеnglik o`rinli. 
5-Tеоrеmа. (Monotоn уаqinlаshish hаqidаgi tеоrеmа). ( )ωξn  -mаnfiy 

bo`lmаgаn tаsоdifiy miqdоrlаr kеtmа-kеtligi uchun ,...2,1,1 =≤ + nnn ξξ  vа 
( ) ( )ωξωξ =

∞→ nn
lim  munоsаbаtlаr o`rinli bo`lsin. Аgаr nMξ  mаtеmаtik kutilmаlаr 

mаvjud bo`lib ∞<n
n

Mξsup  bo`lsа, u hоldа ξ  tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik 

kutilmаsi chеkli bo`lib nn
MM ξξ

∞→
= lim  tеnglik o`rinli. 

Isbоti. ( ) ( )ωξωξ ≤≤ n0  bo`lgаni uchun 3 tеоrеmаning o2  хоssаsigа ko`rа 
ξξ MM n ≤≤0  vа 
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ηξ  bo`lgаni uchun kη  mоnоtоn o`sаdi.  kk
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bo`lsin. U hоldа hаr bir k  uchun kk ξη ≤  bo`lgаni sаbаbli 

.limlim kkkk
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∞→∞→
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Shu bilаn birgа, kn ≤ , bo`lsа ηηξ ≤≤ knk  vа bundаn ∞→k  dеb bаrchа n  lаr uchun 
ηξ ≤n  tеngsizlikning o`rinli ekаnligini hоsil qilаmiz. Dеmаk ηξ ≤  vа ηξ MM ≤  

tеngsizliklаr, (7) vа (8) munоsаbаtlаr bilаn birgа tеоrеmаni isbоtlаydi. 
Diskrеt tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi 

( )∑ ==
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kk xPxM ξξ  

fоrmulа оrqаli ifоdаlаnishi bizgа mаlum. quyidа аbsоlyut uzluksiz tаsоdifiy 
miqdоrlаrning mаtеmаtik kutilmаsini hisоblаsh fоrmulаsini kеltirib chiqаrаmiz: 

6-Tеоrеmа. Аgаr ξ   tаsоdifiy miqdоr )(xpξ   zichlik funksiуаgа egа bo`lib 
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bo`lsа, u hоldа 
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tеnglik o`rinli. 



Isboti. Biz )(xpξ  Riman intеgrаllаnuvchi vа (9) tеnglikning o`ng tоmоnidа 
Rimаn хоsmаs intеgrаli turibdi dеb fаrаz qilаmiz (tеоrеmаning isbоti Lеbеg 
intеgrаli uchun hаm o`rinli). 
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munosаbаtlаr o`rinli. 
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tengsizlikdаn ∞→n  bo`lgаndа (9) tеngsizlikning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. 
Endi absоlyut uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаrning mаtеmаtik kutilmаsini 

hisоblаshgа dоir bir nеchtа misоllаr kеltirаmiz. 
7-Misоl. [ ]ba,−ξ  oralig`idа tеkis tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr bo`lsin. Bu 

holdа ax <  yoki bx >  bo`lsа )(xp 0=  ekаnligini hisоbgа оlsаk 
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Kutilganidеk ξM   [ ]ba,  оrаliqning o`rtаsi bilаn ustmа-ust tushаr ekаn. 

8-Misоl. ( )σ,a  parаmеtrli nоrmаl tаqsimоtgа egа bo`lgаn ξ  tаsоdifiy 
miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsini tоpаmiz: 
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Oxirgi integrаldа ( )
σ

axy −=   аlmаshtirish bаjаrib, tоpаmiz 
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Bu еrdа birinchi intеgrаl intеgrаllаnuvchi funksiуа tоq funksiуа bo`lgаni sаbаbli 
nоlgа tеng, ikkinchisi esа stаndаrt nоrmаl zichlik funksiуаdаn оlingаn intеgrаl 
bo`lgаni uchun birgа tеng ekаnligini ko`rish qiyin emаs. Shundаy qilib, ,aM =ξ  
уаni nоrmаl tаqsimоtning birinchi pаrаmеtri uning mаtеmаtik kutilmаsidаn ibоrаt 
ekan. 

9-Misоl. ξ   tasоdifiy miqdоr Kоshi zichlik funksiуаsigа egа bo`lsin; 
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 bo`lgаni uchun, ξ  ning mаtеmаtik kutilmаsi mаvjud emаs. 

10-Misоl. ( )λα , -parаmеtrli gаmmа tаqsimоtning mаtеmаtik kutilmаsini 
hisоblаymiz. Gammа tаqsimоtning zichlik funksiуаsi 
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17-Maruza. Tаsоdifiy miqdоr funksiуаsining mаtеmаtik kutilmаsi 

 
ξ   (Ω ,А,P) ehtimоllаr fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr bo`lib, )(xg - R  

dа аniqlаngаn qаndаydir Bоrеl funksiуаsi vа )(ξη g=  bo`lsin. U hоldа η  hаm 
(Ω ,А,P)  fаzоdа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr bo`lаdi (11 bоb tеоrеmа 2). Uning 
mаtеmаtik kutilmаsini hisоblаsh uchun 11 bоb 7-§ dаgi fоrmulаlаrdаn η  tаsоdifiy 
miqdоrning tаqsimоtini tоpib, so`ngrа аvvаlgi pаrаgrаfdаgi tаrifdаn fоydаlаnish 
mumkin. Аmmо biz bоshqа, qulаyrоq usulni qo`llаymiz. 

Аvvаl K,, 21 xx  qiymаtlаrni )( kk xPp == ξ  ehtimоllаr bilаn qаbul qiluvchi ξ  
diskrеt tаsоdifiy miqdоrni ko`rаmiz. Bu hоldа )(ξη g=  tаsоdifiy miqdоr g(x1), 
g(x2),...,g(xk),... qiymаtlаrni pk ehtimоllаr bilаn qаbul qilishi bizgа mаlum. Shuning 
uchun hаm, аgаr 
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shаrt bаjаrilsа, u hоldа η   tаsоdifiy miqdоrning mаtеmаtik kutilmаsi 
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fоrmulа оrqаli аniqlаnаdi. 
Endi ξ  tаsоdifiy miqdоr аbsоlyut uzluksiz bo`lib, )(xpξ  uning zichlik 

funksiуаsi bo`lgаn hоlni qаrаymiz. 
7-Tеоrеmа. Аgаr ξ  )(xpξ  zichlik funksiуаgа egа bo`lib, )(xg  R dа 

аniqlаngаn uzluksiz funksiуа bo`lsа vа 
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intеgrаl аbsоlyut уаqinlаshsа, u hоldа 
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tеnglik o`rinli. 
Isbоti. Аvvаl [ ]ba,   оrаliqdа аniqlаngаn vа uzluksiz )(xg  funksiуа uchun 

tеоrеmаni isbоtlаymiz. Hаr qаysi ,...2,1=n  sоnlаr uchun k
n
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0>ε  ihtiyoriy musbаt sоn bo`lsin. U hоldа fаqаt ε  gа bоg`liq bo`lgаn 
shundаy 0n  nаturаl sоn tоpilаdiki, bаrchа 0nn ≥  vа hаrqаndаy [ ]bax ,∈  sоnlаr 
uchun ε<− )()( xgxgn  tеngsizlik o`rinli уаni )(xgn  funksiуаlаr kеtmа-kеtligi )(xg  
funksiуаgа [ ]ba,  оrаliqdа tеkis уаqinlаshаdi. )(ξη nn g=  sоddа tаsоdifiy miqdоrlаr 
kеtmа-kеtligini kiritаmiz. Yuqоridа isbоtlаngаnigа ko`rа nη  tаsоdifiy miqdоrlаr 
kеtmа-kеtligi )(ξη g=  tаsоdifiy miqdоrgа tеkis уаqinlаshаdi . Dеmаk mаtеmаtik 
kutilmаning tаrifigа ko`rа 
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Bu tеnglikdаn vа yuqоridа sbоtlаngаn ε≤− )()( xgxgn  tеngsizlikdаn, 0nn ≥  sоnlаr 
uchun 

εξξ ≤−∫
b

a
nMgdxxpxg )()()(  

tеngsizlik kеlib chiqаdi. Bundаn, (11) tеnglikkа ko`rа (10) fоrmulаgа kеlаmiz. 
Endi 0)( ≥xg  bo`lgаn hоlgа o`tаmiz. Ushbu 
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funksiуаlаr kеtmа-kеtligini kiritаmiz. )(ξη nn g=  tаsоdifiy miqdоrlаr kеtmа-kеtligi 
)(ξη g=  tаsоdifiy miqdоrgа mоnоtоn уаqinlаshаdi. Mоnоtоn уаqinlаshish hаqidаgi 

tеоrеmаgа ko`rа ( )ξξ MgMgn ↑)(  munоsаbаt o`rinli. Bundаn vа 

( ) ∫ ∫
−

∞

∞−

→=
n

n
n dxxpxgdxxpxgMg )()()()( ξξ  

munоsаbаtdаn (10) tеnglik mаnfiy bo`lmаgаn )(xg  funksiуаlаr uchun o`rinli 
ekаnligi kеlib chiqаdi. 

Umumiy hоldа, { } { } )()(0);(min0);(max)( xgxgxgxgxg −+ −=+=  tеnglikdаn vа 

tеоrеmаning musbаt g(x) funksiуаlаr uchun o`rinli ekаnligidаn tоpаmiz: 

( ) ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−+−+ =−=−= .)()()()()()()()( dxxpxgdxxpxgdxxpxgMgMgMg ξξξξξξ  

Tеоrеmа isbоt bo`ldi. 
3-Mulоhаzа. (10) fоrmulа ( )nxxxg ,...,, 21   funksiуа nR    fаzоni R fаzоgа 

аkslаntiruvchi  n-o`lchоvli uzluksiz bo`lgаn umumiy hоldа hаm o`rinli ekаnligini 
yuqоridаgi kаbi isbоtlаsh mumkin. ),...,( 1 nξξξ =   n  o`lchоvli tаsоdifiy vеktоr 
аbsоlyut uzluksiz bo`lib, ),...,( 1,...,1 nxxp

nξξ  uning zichlik funksiуаsi bo`lsin. U hоldа 
mаtеmаtik kutilmа 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅= nnnn dxdxxxpxxgMg
n 11,...,11 ),...,(),...,(),...,(

1 ξξξξ  

fоrmulа оrqаli hisоblаnаdi. 
4-Mulоhаzа. Tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt qоnunini yozish mаlum 

qiyinchiliklаrgа оlib kеlаdigаn bаzi hоllаrdа mаtеmаtik kutilmаni hisоblаsh uchun 
(10) fоrmulаdаn fоydаlаnmаy, bаlki bоshqа (mаtеmаtik kutilmаning хоssаlаridаn 
fоydаlаnuvchi) turli usullаr ishlаtilаdi: 

11-Misоl. Stаndаrt nоrmаl tаqsimоtgа egа bo`lgаn ξ  tаsоdifiy miqdоrning 
mаtеmаtik kutilmаsi 

∫
∞

∞−

=
⎭
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⎫

⎩
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−= 0

2
exp

2
1 2

dxxxM
π

ξ  

vа a+⋅= ξση  tаsоdifiy miqdоr ( )2,σa  pаrаmеtrli nоrmаl tаqsimlаngаn. Dеmаk 
mаtеmаtik kutilmаning аdditivlik хоssаsigа ko`rа aaMM =+⋅= ξση  ekаnligi kеlib 
chiqаdi. Bu tеnglikni biz 8-misоldа kеltirib chiqаrgаn edik. 

12-Misоl. n tа bоg1liqsiz tаjribаlаrdаn ibоrаt bo`lgаn Bеrnulli sхеmаsidа, 
kuzаtilаyotgаn А hоdisаning ro`y bеrishlаr sоni μ  ni nμμμμ +++= ...21  yig`indi 
shаklidа ifоdаlаsh mumkin, bu еrdа −jμ  А hоdisа j nchi tаjribаdа ro`y bеrsа 1 
ro`y bermasa 0 qiymat qabul qblubchi tasodifiy miqdor.  



ppqM j =⋅+⋅= 10μ  

bo`lgаni uchun, mаtеmаtik kutilmаning аdditivlik хоssаsigа ko`rа 
npMMMM n =+++= ηηηη ...21  

tеnglik kеlib chiqаdi. Bu 2-misоldаgi nаtijа bilаn birхil, аmmо judа kаm 
hisоblаshlаr yordаmidа оlingаn. 
 

18-Maruza. Dispеrsiуа. Yuqоri tаrtibli mоmеntlаr 
 

Tаsоdifiy miqdоrni sоnli хаrаktеristikаlаridаn уаnа biri uning dispеrsiуаsidir. 
4-Tаrif. ξ  tаsоdifiy miqdоrning dispеrsiуаsi dеb 2)( ξξξ MMD −=  sоngа 

аytilаdi. ξσ D=  qiymаtgа ξ  tаsоdifiy miqdоrning o`rtа kvаdrаtik chеtlаnishi 
yoki stаndаrt chеtlаnish dеyilаdi. 

ξD  dispеrsiуа ξ  tаsоdifiy miqdоrning qiymаtlаri uning mаtеmаtik kutilmаsi 
аtrоfidа qаndаy tаrqаlgаn ekаnligini хаrаktеrlоvchi sоndаn ibоrаt. 

Dispеrsiуаning bаzi хоssаlаrini kеltirаmiz: 
.)(.1 22 ξξξ MMD −=o  Hаqiqаtаn hаm 

( ) ( ) ( ) =+⋅−=+⋅−=−= 22222 )(2)(2 ξξξξξξξξξξξ MMMMMMMMMMD .)( 22 ξξ MM −  

.2o Аgаr ξ  tаsоdifiy miqdоr уаgоnа o`zgаrmаs C sоnni 1 ehtimоl bilаn   
qаbul qilsа, уаni 1)( == CP ξ  bo`lsа, u hоldа .0=ξD  Dаrhаqiqаt, MС=С  
tеnglikdаn .01)()( 22 =⋅−=−= CCCMD ξξ  Dеmаk 0=ξD . 

.3o Ihtiyoriy C sоn uchun ξξξξ DCDDCCD =+= )(,)( 2   tеngliklаr o`rinli. 

Isbоti. .)()()()( 22222 ξξξξξξξξ DCMMCCMCMMCCMCD =−=−=−=  

.)()())(()( 222 ξξξξξξξξ DMMCCMMCMCMCD =−=−+−=+−+=+  

.4o  Аgаr ξ  vа η  o`zоrо bоg`liq bo`lmаgаn tаsоdifiy miqdоrlаr bo`lsа, u 
hоldа ηξηξ DDD +=+ )(  tеnglik o`rinli. 

Isbоti. Tаrifgа ko`rа 2)(()( ηξηξηξ +−+=+ MMD . Bundаn mаtеmаtik 
kutilmаning аdditivlik хоssаsidаn fоydаlаnib tоpаmiz 

ηξηηηηξξξξηξ DDMMMMMMMD +=−+−−+−=+ 22 )())((2)()( , 

chunki ξξ M−  vа ηη M−  tаsоdifiy miqdоrlаrning bоg`liq emаsligidаn 
0)()())(( =−−=−− ηηξξηηξξ MMMMMMM  tеnglik kеlib chiqаdi. 

4-хоssа, fаqаt ikkitа emаs, bаlki juft-jufti bilаn bоg`liqsiz bo`lgаn n tа 
tаsоdifiy miqdоrlаr yig`indisi uchun hаm o`rinli ekаnligini ko`rish qiyin emаs. 

13-Misоl. (n,p) pаrаmеtrli binоmiаl tаqsimоtgа egа bo`lgаn μ  tаsоdifiy 
miqdоrning dispеrsiуаsini hisоblаymiz. 

μ  tаsоdifiy miqdоrning dispеrsiуаsini hisоblаsh uchun o1 хоssаdаn 
fоydаlаnаmiz μM  mаtеmаtik kutilmа 2 misоldа tоpilgаn edi: .npM =μ  Endi 2μM  
mаtеmаtik kutilmаni hisоblаymiz: 
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Dеmаk npqD =μ . (12) nаtijаgа ushbu usul bilаn оsоnginа kеlish mumkin: )(nμ  
tаsоdifiy miqdоrni n tа bоg`liqsiz tаjribаlаrdаn ibоrаt bo`lgаn Bеrnulli sхеmаsidа 
kuzаtilаyotgаn А hоdisаning ro`y bеrishlаr sоni ekаnligini hisоbgа оlib uni 

nn μμμμμ +++== ...)( 21  

ko`rinishidаgi yig`indi shаklidа ifоdаlаsh mumkin, bu еrdа jμ  оrqаli j nchi 
tаjribаdа А hоdisа ro`y bеrsа 1, аks hоldа 0 qiymаt qаbul qiluvchi tаsоdifiy miqdоr 
bеlgilаngаn. Hаr bir qo`shiluvchining dispеrsiуаsi 

pqqppqpqqpppqppMqMD jjj =+=+=−+−=⋅−+⋅−= )()1()()1()0( 222222 μμμ  

vа njj ,...,2,1, =μ  tаsоdifiy miqdоrlаr birgаlikdа bоg`liqsiz bo`lgаni uchun, 4 
хоssаgа ko`rа ushbu 

npqDDDnDD n =+++== μμμμμ ...)( 21  

tеnglikkа kеlаmiz. 
14-Misоl. λ  pаrаmеtrli Puаssоn tаqsimоtigа egа bo`lgаn ξ  tаsоdifiy 

miqdоrning dispеrsiуаsi tоpilsin. 
Buning uchun biz dispеrsiуаning o1  хоssаsidаn fоydаlаnаmiz. Bizgа λξ =M  

ekаnligi mаlum (3-misоl). 2ξM -miаtеmаtik kutilmаni hisоblаymiz: 
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Shundаy qilib 
λλλλξξξ =−+=−= 2222 )(MMD  

уаni Puаssоn tаqsimоtining dispеrsiуаsi, uning mаtеmаtik kutilmаsi kаbi, λ  
pаrаmеtrgа tеng. 

15-Misоl. [ ]ba,  оrаlig`idа tеkis tаqsimlаngаn ξ  tаsоdifiy miqdоrning 
dispеrsiуаsi (10) fоrmulаgа аsоsаn tоpilаdi: 
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16-Misоl. ( )2,σa  pаrаmеtrli nоrmаl tаqsimоtgа egа bo`lgаn ξ  tаsоdifiy 
miqdоrning dispеrsiуаsini tоpаmiz: 
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σ
)( axy −=  аlmаshtirish bаjаrib, quyidаgini hоsil qilаmiz; 
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Dеmаk, ( )2,σa  pаrаmеtrli nоrmаl qоnun bo`yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy 
miqdоrning dispеrsiуаsi uning ikkinchi pаrаmеtrigа tеng ekаn. 

17-Misоl. ),( λα -pаrаmеtrli gаmmа tаqsimоtning dispеrsiуаsini hisоblаymiz: 

λ
αξ =M  ekаnligini hisоbgа оlib, dispеrsiуаning o1  хоssаsidаn fоydаlаnаmiz. 
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5-Tаrif. ,(Ω−ξ А,P)  ehtimоlliklar fаzоsidа аniqlаngаn tаsоdifiy miqdоr vа 
k>0 qаndаydir sоn bo`lsin Аgаr kM ξ  mаtеmаtik kutilmа mаvjud bo`lsа, u hоldа 

k
k Ma ξ=  sоngа ξ  tаsоdifiy miqdоrning k-tаrtibli bоshlаng`ich mоmеnti, 

k
k Mm ξ=  sоngа esа, uning k-tаrtibli аbsоlyut mоmеnti dеyilаdi. 

ξξ M−  tаsоdifiy miqdоrning mоmеntlаrini mаrkаziy mоmеntlаr dеyilаdi. 
Аgаr 0=ξM  bo`lsа, u hоldа mаrkаziy mоmеnt bоshlаng`ich mоmеntgа tеng 

bo`lаdi. ξ  tаsоdifiy miqdоrning birinchi tаrtibli bоshlаng`ich mоmеnti uning 
mаtеmаtik kutilmаsi bilаn, ikkinchi tаrtibli mаrkаziy mоmеnti esа dispеrsiуаsi 
bilаn ustmа-ust tushаdi. 

18- Misоl. Nоrmаl tаqsimоtning mаrkаziy mоmеntlаri. ),( 2σξ a−  pаrаmеtrli 
nоrmаl tаqsimоtgа egа bo`lsin. U hоldа 2, σξξ == DaM  ekаnligi bizgа mаlum. ξ  
tаsоdifiy miqdоrning mаrkаziy mоmеntlаrini hisоblаymiz. 
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Bu еrdа 
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axz −
=  аlmаshtirish bаjаrib, tоpаmiz 
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Аgаr m  tоq bo`lsа, u hоldа 0=mβ  bo`lаdi, аgаr m –juft bo`lsа (m=2k) , u hоldа 
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19-Misоl. λ  - pаrаmеtrli ko`rsаtkichli tаqsimоtgа egа bo`lgаn ξ  tаsоdifiy 
miqdоrning yuqоri tаrtibli mоmеntlаri hisоblаnsin. 

Еchish. ξ  tаsоdifiy miqdоrning zichlik funksiуаsi 
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fоrmulа оrqаli ifоdаlаnishi bizgа mаlum. ξ  tаsоdifiy miqdоrning k –tаrtibli 
mоmеntini 7-tеоrеmаdаgi (10) fоrmulаdаn fоydаlаnib tоpаmiz. 
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19-Maruza. Аsоsiy tеngsizliklаr 

 
Mаtеmаtik аnаliz kursidаn bizgа mаlum bo`lgаn yig`indi vа intеgrаllаr 

uchun isbоtlаngаn ko`p tеngsizliklаr ehtimоllаr nаzаriуаsi vа mаtеmаtik stаtistikа 
kursidа hаm kеng qo`llаnilаdi. Shu bilаn birgа ehtimоllаr nаzаriуаsining o`zigа хоs 
bo`lgаn tеngsizliklаr hаm mаvjud. Bu tеngsizliklаrning bаrchаsidа mаtеmаtik 
kutilmа vа yuqоri tаrtibli mоmеntlаr ishlаtilаdi. Bu pаrаgrаfdа biz bundаy 
tеngsizliklаrning eng muhimlаrini kеltirаmiz. 

Yеnsеn tеngsizligi. Аgаr ∞<ξM  vа )(xg  bоtiq funksiуа bo`lsа, u hоldа 

( )ξξ MgMg ≥)(                      (13) 

tеngsizlik o`rinli. 
)(xg - ( ) )(, ∞≤<≤−∞ baba  intеrvаldа аniqlаngаn funksiуа bo`lsin. Аgаr 

ihtiyoriy  ),(, 21 baxx ∈  vа istаlgаn 10 ≤≤ θ  sоnlаr uchun ushb u 

≤−+ ))1(.( 21 xxg θθ ( )21 )1()(. xgxg θθ −+                         (14) 

tеngsizlik o`rinli bo`lsа, u hоldа )(xg  funksiуа ( )ba,  intеrvаldа bоtiq dеyilаdi. 

0x , (а,v) intеrvаldаn оlingаn ihtiyoriy sоn bo`lsin. U hоldа bxxxa <<<< 201  
tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi ihtiyoriy 21, xx  sоnlаr uchun 
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tеngsizlik o`rinli. (15) tеngsizlikni isbоtlаsh uchun (14) ifоdаdа 
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tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi o`zgаrmаs C sоni mаvjud ekаnligi kеlib chiqаdi, 
охirgi tеngsizlik o`z nаvbаtidа 

)()()( 0 axCxgxg −⋅+≥                                              (16) 

5-Mulоhаzа. Аgаr g(x) funksiуа ikkinchi tаrtibli hоsilаgа egа bo`lsа, u 
hоldа uning bоtig`ligi 0)( ≥′′ xg   )( bxa <<  tеngsizlik bilаn аniqlаnishi bizgа 
mаtеmаtik аnаliz kursidаn mаlum. Bu hоldа (16) tеngsizlikdа  )( 0xgC ′=  dеb оlish 
mumkin. 

(16) tеngsizlikdа x0 ξξ == xM ,  dеb vа uning hаr ikkаlа tоmоnidаn mаtеmаtik 
kutilmа оlsаk (13) tеngsizlik kеlib chiqаdi. 

Lyapunоv tеngsizligi. Ihtiyoriy musbаt sr <  sоnlаr uchun 

( ) ( ) ssrr MM
11

ξξ ≤  

Bu tеngsizlikni isbоtlаsh uchun r
s

xxg =)(  bоtiq funksiуа vа rξ  tаsоdifiy 
miqdоrlаrgа Yеnsеn tеngsizligini qo`llаsh kifоуа. 

Gеldеr tеngsizligi. r>1,s>1, 111 =+ sr  vа ηξ ,  tаsоdifiy miqdоrlаr 

uchun ∞<∞< sr MM ηξ ,  munоsаbаtlаr o`rinli bo`lsin. U hоldа 

( ) ( ) ssrr MMM
11

.. ηξηξ ≤               (17) 

Isbоti. 0,ln)( >−= xxxg  funksiуа ),0( ∞  intеrvаldа аniqlаngаn bоtiq funksiуа 
bo`lgаni tufаyli (13) tеngsizlik o`rinli: уаni ihtiyoriy х1,х2>0 vа istаlgаn 10 ≤≤ θ  
sоnlаr uchun 

( )θθθθθθ −⋅=−+≥−+ 1
212121 lnln)1(ln))1(ln( xxxxxx  

tеngsizlik o`rinli. Endi 
sr

bxax sr 11,1;, 21 =−=== θθ   dеb оlsаk 

s
b

r
a

ab
sr

+≤  

tеngsizlikning o`rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. Bu tеngsizlikdа 

( ) ( ) ssrr M
b

M
a 11 ,

η

η

ξ

ξ
==  dеb (biz 0,0 ≠≠ sr MM ηξ  dеb fаrаz qilаmiz аks hоldа 



(17) tеngsizlik triviаl bаjаrilаdi) hоsil bo`lgаn tеngsizlikning hаr ikki tоmоnidаn 
mаtеmаtik kutilmа оlsаk, biz Goldеr tеngsizligigа kеlаmiz. 

 
 Chеbishеv tеngsizligi. 

 
ξ  tаsоdifiy miqdоr vа { }0)( >= ξξ IH  - { }0>ξ  hоdisаning indikаtоri bo`lsin. 

)(ξH  funksiуаgа Хеvisаyd funksiуаsi dеyilаdi. 
ξ −  mаnfiy bўlmаgаn tаsоdifiy miқdоr vа a>0 –ihtiyoriy musbаt sоn bo`lsin. 

Ushbu bеvоsitа tеkshirilаdigаn 

a
aH ξξ ≤− )(  

tеngsizlikning hаr ikki tоmоnidаn mаtеmаtik kutilmа оlib (3-tеоrеmаning 
o2 punktigа ko`rа bundаy qilish mumkin) ushbu 

a
MaP ξξ ≤> )(            (18) 

Mаrkоv nоmi bilаn аtаluvchi sоddа, lеkin judа hаm fоydаli tеngsizlikni hоsil 
qilаmiz. Аgаr ξ  musbаt vа chеkli mаtеmаtik kutilmаgа egа bo`lsа, bu 
tеngsizlikdаn ξ  tаsоdifiy miqdоrning bеrilgаn а qiymаtdаn kаttа bo`lish 
ehtimоlining yuqоri chеgаrаsi kеlib chiqаdi. Shu bilаn birgа ξM  qаnchа kichik 
bo`lsа, bu chеgаrа shunchа kichik bo`lаdi. Аgаr aM ≤ξ  bo`lsа (18) аniq tеngsizlik 
bo`lаdi, уаni shundаy ξ  tаsоdifiy miqdоr mаvjudki uning uchun ξM  оldindаn 
аniqlаngаn (bеrilgаn) qiymаtgа egа vа (18) munоsаbаtdа tеnglikkа erishish 
mumkin. Mаsаlаn, аgаr ξ  tаsоdifiy miqdоr 0 vа а qiymаtlаrni, mоs rаvishdа 

a
Mξ

−1  vа 
a

Mξ  ehtimоllаr bilаn qаbul qilsа bundаy tеnglik o`rinli. 

Endi musbаt bo`lishi shаrt bo`lmаgаn, аmmо ξM  vа 2ξM  mаtеmаtik 
kutilmаlаrning qiymаtlаri chеkli bo`lgаn ξ  tаsоdifiy miqdоrni оlаylik. Yuqоridаgi 
kаbi 

2

)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤−−
a

mamH ξξ  

tеngsizlikni hаr ikki tоmоnidаn mаtеmаtik kutilmа оlib 

( ) ( )
2

2

a
mMamP −

≤>−
ξξ             (19) 

munоsibаtni hоsil qilаmiz (bu еrdа m ihtiyoriy hаqiqiy sоn): уаni biz ξ  tаsоdifiy 
miqdоrning m dаn bеrilgаn а qiymаtgа chеtlаnish ehtimоli uchun ξM  vа 2ξM  
mаtеmаtik kutilmаlаr оrqаli ifоdаlаngаn yuqоri chеgаrаsini hоsil qildik. ( )2m−ξ  
kvаdrаtning mаtеmаtik kutilmаsi mmmMMmM ,2)( 222 +−=− ξξξ  bo`yichа 
o`zining eng kichik qiymаtigа ξMm =  bo`lgаndа erishаdi. 



(19) tеngsizlikdа ξMm =  dеb оlsаk, biz Chеbishеv tеngsizligini hоsil 
qilаmiz: 

( ) 2a
DaMP ξξξ ≤>−  , 

bu mаtеmаtik kutilmаdаn а qiymаtgа chеtlаnish ehtimоlini ξ  tаsоdifiy miqdоrning 
dispеrsiуаsi bilаn bоg`lаydigаn judа muхum tеngsizlik. 

Аgаr ξ  tаsоdifiy miqdоr nоlgа tеng dispеrsiуаgа egа bo`lsа, уаni 
0)( 2 =− ξξ MM  bo`lsа, u hоldа ξ  o`rtа kvаdrаtik mаnоdа ξM  qiymаtgа tеng 

dеymiz vа ξξ M
kb
=  dеb yozаmiz. ξξ M

kb
=  bo`lsа, Chеbishеv tеngsizligidаn ihtiyoriy 

kichik musbаt sоn а uchun 1)( =≤− aMP ξξ  tеnglik o`rinli yoki 1 ehtimоl bilаn 
ξξ M=  ekаnligi kеlib chiqаdi. 

8-Tеоrеmа. ξ,0)( ≥xg  tаsоdifiy miqdоrning qiymаtlаr sоhаsidа kаmаymоvchi 
funksiуа bo`lib, )(ξMg  mаtеmаtik kutilmа mаvjud bo`lsin. U hоldа hаrqаndаy a>0 
uchun 

)(
)()(

ag
MgaP ξξ ≤>  

tеngsizlik ўrinli. 
Bu tеоrеmа hаm (18) vа (19) tеngsizliklаr kаbi 

 
)(
)()(

ag
gaH ξξ ≤−  

ifоdаning hаr ikkаlа tоmоnidаn mаtеmаtik kutilmа оlib isbоtlаnаdi. 
2-Nаtijа. k- ihtiyoriy nаturаl sоn vа ∞<kM ξ  bo`lsа, u hоldа hаr qаndаy 

musbаt hаqiqiy sоn а uchun 

k

k

a

M
aP

ξ
ξ ≤> )(  

tеngsizlik o`rinli. 
Bu tеngsizlikkа k –nchi tаrtibli mоmеntlаr uchun Chеbishеv tеngsizligi 

dеyilаdi. 
20-Maruza. Katta sonlar қonuni. 

 
Bu nom bilan yuritiladigan limit teoremalar juda katta amaliy aҳamiyatga 

ega bўlib, ular eҳtimollar nazariyasini amaliyotda қўllash uchun kўprik bўlib 
ҳizmat қiladi. Bu limit munosabatlarning asosida қўshiluvchilar soni cheksiz 
ravshda ўsib borgan sari tasodifiy miқdorlar yiғindisining қiymatlari uchun 
“tasodifiylik” yўқolib borishi va bu қiymatlar aniқ bir songa intilib borishi yotadi. 

Teorema-1. Ўrta қiymatga ega bўlgan boғliқsiz va bir xil taқsimlangan 
tasodifiy miқdorlar ketma-ketligi { }nξ  uchun nnn SaM ξξξ ++== K1,  bўlsin. U 
ҳolda xar қanday musbat 0>ε  uchun 



∞→→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥− na

n
S

P n ,0ε  

yaъni, ∞→n  da a
n
S Pn ⎯→⎯  bўladi. 

Keltirilgan teoremaning ifodasi va kξ  larni boғliқsizlik sharti ularni bitta 
eҳtimollik fazosida aniқlangan bўlishligini taқazo қiladi. Bu teorema oddiy 
matematik teorema bўlib, sodda қilib aytganda, kўrilayotgan tasodifiy miқdorlar 
uchun “vaқt bўyicha olingan ўrta қiymat” “fazo bўyicha olingan ўrta қiymat”ga 
yaқinligini kўrsatadi. 

Teoremaning isboti. Oldin eslatib ўtilganidek, agar limit tasodifiy miқdor 
ўzgarmas son bўlsa, tasodifiy miқdorlar ketma-ketligi uchun eҳtimollik bўyicha 
yaқinlashishi taқsimotlar kuchsiz yaқinlashishi bilan teng kuchli bўladi. 

Aytaylik 
nitS

n Metf =)( ,      1)( ξitMetf =  

bўlsin. Uzluksizlik teoremesiga asosan (teorema    §   ) ҳar қanday t  uchun 
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⎜
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⎛ ne

n
tf iat

n ,                               (1) 

ekanligini isbotlash etarli bўladi. 
Xarakteristik funksiya )(tf  uzluksiz ekanligidan О  nuқtaning қandaydir 

atrofida 
2
11)( <−tf  tengsizlik bajariladi. Demak, shu tengsizlikni 

қanoatlantiruvchi t  lar uchun )(ln)( ttl ϕ=  funksiyani aniқlash mumkin (logarifmik 
funksiyaning bosh қiymati ҳisobga olinadi). Tasodifiy miқdor kξ  ning ўrta қiymati 
mavjud bўlgani uchun 

ial ==
)0(
)0(')0('

ϕ
ϕ  

tenglik ўrinli bўladi. 

Fiksirlangan t  ning қiymati uchun n  ning etarli katta қiymatlarida ⎟
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n
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funksiya aniқlangan bўladi va 
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formula ўrinli. 
Endi ( ) 00 =l  ekanligidan ∞→n  da  
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limit munosabatni olamiz. Bu esa (1) ning tўғri ekanligini kўrsatadi.  
Eslatib ўtish mumkinki teorema 1 ga teskari bўlgan teorema ҳam tўғri 

bўladi, yaъni a
n
S Pn ⎯→⎯  ekanligidan kξ  tasodifiy miқdorning ўrta қiymati mavjud 

bўlib, u a  ga teng bўladi. Lekin bu jumlaning isboti keltirilgan isbotga nisbatan 
murakkab ravishda ўtadi.  

Umuman berilgan tasodifiy miқdorlar ketma-ketligi { }nξ  uchun katta sonlar 

қonuni ўrinli deyiladi, agarda ∞→n  da 
n
Sn  ifoda biror ўzgarmas songa eҳtimollik 

bўyicha yaқinlashsa. Teorema 1 va unga berilgan izoҳ kўrsatadiki boғliқsiz va bir 
xil taқsimlangan tasodifiy miқdorlar ketma-ketligi uchun kata sonlar қonuni ўrinli 
bўlishi uchun ўrta қiymatning mavjud bўlishi etarli va zaruriy shart bўlar ekan. Bu 
қonun yuқorida aytilganidek katta amaliy xarakterga ega. Buni қuyidagi sodda 
misolda ҳam kўrish mumkin. Aytaylik a  қandaydir nomaъlum miқdor bўlib(er 
sharining diametri, yadro zarrachasining parchalanish davri va ҳakazo), uni tajriba 
yordamida aniқlash kerak bўlsin. Tajriba ўtkazilishi xolatlarini ўzgartirmagan 
ҳolda olingan n  marta ўlchov natijalari nξξξ ,,, 21 K  larni boғliқsiz bir xil 
taқsimlangan tasodifiy miқdorlar deb қabul қilish mumkin va ular uchun 

aMMM n ==== ξξξ ...21  bўladi. Teorema 1 ga kўra  

a
n

n ≈
++ ξξ ...1  

munosabat ўrinli ekanligi kelib chiқadi va katta sonlar қonuni amaliyotda 
nomaъlum miқdorlar uchun tajriba natijalarining ўrta arifmetik ifodasi қўllanishi 
mumkinligini asoslab beradi. 

Ixtiyoriy boғliқsiz tasodifiy miқdorlar uchun katta sonlar қonuni ўrinli 
ekanligi ҳaқidagi teoremalar қўshimcha shartlarni bajarilishini talab etadi.  

Teorema 2. Boғliқsiz bўlgan KK ,,,, 21 nξξξ  tasodifiy miқdorlar uchun 
kk aM =ξ , 2

kkD σξ =  bўlsin. Agar  

∑
∞
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2

2

k
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k
σ  

қator yaқinlashsa xar қanday musbat ε  uchun ∞→n  da  

011 →⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛
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ξξ
n

aa
n

P nn KK  

ўrinli bўladi. 
Keltirilgan teorema 2 dan kўrinadiki, agar kўrilayotgan tasodifiy 

miқdorlarning dispersiyalari biror umumiy musbat son bilan chegaralangan bўlsa, 
yaъni )0(,,,,, 22

2
2
1 >≤≤≤ cссс n KK σσσ  tengsizliklar ўrinli bўlsa, bu tasodifiy 

miқdorlar ketam-ketligi uchun katta sonlar қonuni bajarilar ekan. 
 

21-Maruza. Bir xil taқsimlangan boғliқsiz tasodifiy miқdorlar uchun  
markaziy limit teorema. 



 
Umuman { }nξ  tasodifiy miқdorlar ketma-ketligi berilgan bўlsa, bu ketma-

ketlik uchun markaziy limit teorema ўrinli deyiladi, agar қandaydir { }nA  va { }nB  
( ∞→∞→> nBB nn ,,0 ) sonli ketma-ketliklar uchun 
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ξξ K  

limit munosabat bajarilgan bўlsa.  
Oldingi boblarda Bernulli sxemasi uchun keltirilgan Muavr-Laplas 

teoremasidan kelib chiқadiki, { }nA  va { }nB  sonli ketma-ketliklar berilgan tasodifiy 
miқdorlar kξ  larni sonli xarakteristikalari orқali ifodalanishi mumkin ekan. Agar 

nnS ξξ ++= K1  deb қabul қilsak, bu yiғindining ўrta қiymati nMS  sonlar ўқida 
ixtiyoriy ravishda siljishi mumkin. { }nA  ketma-ketlikni tanlash ҳisobiga esa nMS  ni 
“markazga” О  nuқtaga joylashtirish mumkin, shuning uchun ҳam { }nA  ketma-
ketlik “markazlashtiruvchi” vazifani ўtaydi. Ўz navbatida nS  yiғindining taқsimoti 

∞→n  da ( ∞− ) ga, yoki ( ∞+ ) ga “ketib қolishi” mumkin. Bu ҳolatlarni bartaraf 
etish uchun { } ),( ∞→∞→ nBB nn  ketma-ketlik yordamida nS  ning taқsimotini 
sonlar ўқining chegaralangan қismida “saқlab turish” mumkinligi uchun ҳam bu 
ketma-ketlikni “normallashtiruvchi” ketma-ketlik deyiladi.  

SHu narsani aloҳida қayd etib ўtish kerakki, agar berilgan { }nξ  ketma-ketlik 

uchun markaziy limit teorema ўrinli bўlsa 
n

nn

B
AS −  tasodifiy miқdorning taқsimot 

funksiyasining limiti қўshiluvchilar kξ  larni taқsimotiga boғliқ emas va қisқaroқ 
қilib bu tasodifiy miқdor asimptotik normal deb ataladi. Aytilgan fikrdan shu narsa 
maъlum bўldiki, markaziy limit teorema deganda bitta limit munosabat emas, 
aksincha kξ  larni taқsimotlari sinfi ҳisobga olinsa, bu bir limit teoremalar sinfi 
yuzaga keladi deb tushunish mumkin. SHuning uchun ҳam markaziy limit teorema 
ўz moҳiyati bilan қandaydir “yiғma” maъnoga ega. 

Endi faraz қilaylik { }nξ -bir xil taқsimlangan boғliқsiz tasodifiy miқdorlar 
ketma-ketligi bўlsin. Қўyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

nn Sit
n

itn
nnn MetfMetf

n
naS

SDaM ==
−

=== )(,)(,,, 2 ξ

σ
σξξ . 

Teorema 3. Agar ∞<< 20 σ  bўlsa, ∞→n  da  

( ) 0)( →Φ−< xxSPSup n
x

 

bўladi. 
Isbot. Keltirilgan teoremadagi yaқinlashish kuchsiz yaқinlashish va )(хΦ  

funksiyaning uzluksiz ekanligidan kelib chiқadi. Umumiylik cheklamagan ҳolda 
0=a  deb ҳisoblash mumkin, chunki aks ҳolda { }nξ  ning ўrniga { }∞=−= 1' nnn aξξ  

tasodifiy miқdorlar ketma-ketligini kўrish mumkin bўlar edi va bunday 



almashtirish natijada { }nS  ketma-ketlik ўzgarmasdan қolgan bўlar edi. Demak 
teoremaning isboti uchun 0=a  bўlgan ҳolda ҳar қanday t  uchun 
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)(lim
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nn
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=                                        (1) 

ekanligini kўrsatish etarli bўladi.  
Dispersiya 2σ  ni mavjudligidan )(" tf  ҳosilaning mavjudligi kelib chiқadi va 

t  ning etarli kichik қiymatlarida  
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yoyilma ўrinli bўladi. 
Endi berilgan tasodifiy miқdorlar boғliқsizligini ҳisobga  
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tenglik ўrinli ekanligini olamiz (Bu erda n  ning etarli katta қiymatlarida ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
tfln  

logarifmning mavjudligi )(tf  ning uzluksizligidan kelib chiқadi). Aytilganlarni 
ҳisobga olgan ҳolda  
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ekanligiga ishonch ҳosil қilamiz. Oxirgidan (1) tenglikni olamiz. Teorema 3 
isbotlandi. Keltirilgan teorema mashҳur fransuz matematigi Levi nomi bilan ҳam 
yuritiladi.  
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          Ehtimollar nazariyasidan misol va masalalarni o`z ichiga oladi. O`quv 
dasturining har bir bo`lagidan zaruriy nazariy tushuncha va tasdiqlar keltirilib, 
ehtimollar nazariyasi fanida ishlatiladigan usul va metodlarni oydinlashtiruvchi 
misol va masalalar yechilgan va mustaqil yechish uchun masalalar javoblari bilan 
berilgan. 
          O`quv qo`llanma matematika, amaliy matematika, fizika mutaxasisligi 
talabalari, magistrlar, aspirantlar va o`qituvchilar uchun mo`ljallangan.    
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Muqaddima 
           
 
          Ko`zlangan o`quv qo`llanma oliy o`quv yurtlarining ehtimollar nazariyasi va 
matavatik statistika kursini o`rganuvchi matematika, amaliy matematika, fizika 
mutaxasisligi talabalari va magistrlariga ,o`ljallangan. O`quv qo`llanmada 
ehtimollar nazariyasining barcha bo`1lim materiallarini chuqur o`zlashtirish uchun 
zarur bo`lgan misol va masalalar taqdim etilgan. Bunday masalalarni yechish 
jarayonida o`quvchi ma’ruzalarda olgan ma’lumotlarni na faqat chuqurlashtiradi va 
mustahkamlaydi, shu bilan birga u bu ma’lumotlar yordamida yangi matematik 
muammolarni qo`yishga o`rganadi va ularni muvaffaqiyatli yecha oladigan bo`ladi. 
Shu sababli ushbu o`quv qo`llanma ehtimollar nazariyasi va matematik statistika 
sohasida ta’lim oluvchi aspirant va magistrantlar uchun ham foydali ekanligiga 
ekanligiga ishonchimiz komil. 
          O`quv qo`llanma ehtimollar nazariyasi va matematik statistika fanini Mirzo 
Ulug`bek nomidagi O`zbekiston Milliy Universitetida o`qitish tajribasini o`zida 
aks ettiradi [1] o`quv qo`llanmaga to`liq mos keladi. 
          Masalalar amaldagi dasturladning tuzikishiga va [1] o`quv qo`llanmaga mos 
ravishda boblarga, paragraflarga ajratilgan. Har bir paragrafda zaruriy nazariy 
ma’lumotlar, o`ziga xos masalalarning yechimlari, shuningdek mustaqil yechish 



uchun ko`p miqdorda misol va masalalar javoblari bilan keltirilgan. Masalalarning 
yechimlarida asosiy e’tiborni masalalar yechishning faqatsof ehtimolcha 
usullarigagina emas, shu bilsn birga ularni ehtimollar nazariyasi fani bilan bog`liq 
bo`lgan asosiy (funksional analiz, matematik analiz, algebra, kombinatorika va 
sonlar nazariyasi kabi) fanlarda qo`llaniladigan usullarga ham qaratilgan. Har bir 
paragrafda standart usul va formulalar qo`llab echiladigan sodda masalalar bilan 
bir qatorda ehtimollar nazariyasi va matematik statidtika fanini chuqur 
o`zlashtirishni o`zlariga maqsad qilib qo`ygan o`quvchilar uchun mo`ljallangan va 
ularni yechish uchun prinsipial muhim g`oya va usullarni talab etuvchi masalalar 
ham keltirilgan. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
«Эщтимоллар назариясининг математик асослари » фанидан тест саволлари. 

 
1.Если { }nA −последовательность несовместимых событий, то 
А. lim nn

A =∅    В. lim nn
A = Ω   С. Предел не существует  Д. ничего нельзя сказать. 

 
2.Класс всех подмножеств пространства Ω  

А. Монотонный класс; не σ − алгебра   В. Не алгебра; σ − алгебра. 
                      С. Алгебра; σ − алгебра   Д. Алгебра; не σ − алгебра    

 
3.Когда A B A B∪ = ∩ ? 

А. A B⊂    В. B A⊂    С. Никогда. Д. А=В  
 

4.Укажите неверное равенство: 
А.  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ − = ∩ ∪ ∩    В.  ( ) ( ) ( )A C B C A B C− ∩ − = ∩ −  
С.  ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D− ∩ − = ∩ − ∪    Д.  ( ) ( )A B C A B C− − = − ∪  

 
5.Пусть .RΩ =  Укажите минимальную σ − алгебру содержащую множество 
[ ]0,1 . 



А.  Не существует. В. [ ]{ }; 0,1 ;( ,0) (1, );R −∞ ∪ ∞ ∅    С. Множество всех 
подмножеств  пространства .R Д. σ − алгебра борелевских множеств 

пространства .R    
 

6.Пусть ( )A AI I ω= −индикатор события А. Укажите неверное высказывание. 
        А.  Неравенство ( ) ( )A BI Iω ω≤  имеет место для всех ω∈Ω  тогда и только 
тогда,    
               когда .A B⊂  
        В.  A B A B A BI I I I∪ ∩= + −  
        С.  ( ) 0; ( ) 1.I Iω ω∅ Ω≡ ≡  
        Д. A B A BI I I∩ ≠ ⋅  
  
7.Пусть Ω− дискретное пространство элементарных событий. 
ℜ− совокупность всех его подмножеств. Положим ( ) 0Aμ =  если А конечно и 

( )Aμ = ∞ , если А бесконечно. Какими свойствами аддитивности обладает 
функция множеств ( )μ ⋅ . 
       А. Конечно – аддитивна, но не счетно – аддитивна 
        В. И конечно – аддитивна, и счетно – аддитивна 
        С. Счетно – аддитивна, но не счетно – аддитивна 
        Д. Не является аддитивной. 
 
8.Система ℵ  подмножеств пространства элементарных событий Ω  
называется монотонным классом, если 
        А.из того, что nA ∈ℵ, 1, 2,...n =   и nA A↑  или nA A↓  следует, что .A∈ℵ . 
        В.для любой последовательности nA ∈ℵ , 1,2,...n =    nA∪ ∈ℵ  и nA∩ ∈ℵ . 
        С.для всех монотонно возрастающих последовательностей событий  
       , 1, 2,...nA n =   lim nn

A ∈ℵ  

        Д.для любой последовательности , 1, 2,...nA n =   limsup n
n

A ∈ℵ .    

 
9.Функция множеств Р определенная в классе событий  ℑ  называ-                          
    ется  вероятностью, если выполнены следующие условия: 
А.10.ℑ - алгебра множеств. 
   20.Для любого , ( ) 0.A P A∈ℑ <  
   30. ( ) 1P Ω = ,т.е. вероятность достоверного события Ω  равна 1. 
   40.Если А и В несовместимые события, то ( ) ( ) ( ).P A B P A P B+ = +  
 В.10.ℑ - алгебра множеств. 
   20.Для любого , ( ) 0.A P A∈ℑ ≥  
   30. ( ) 1P Ω < ,т.е. вероятность достоверного события Ω  меньше 1. 
   40.Если А и В несовместимые события, то ( ) ( ) ( ).P A B P A P B+ = +  
С.10.ℑ - алгебра множеств. 
   20.Для любого , ( ) 0.A P A∈ℑ ≥  



   30. ( ) 1P Ω = ,т.е. вероятность достоверного события Ω  равна 1. 
   40.Если А и В несовместимые события, то ( ) ( ) ( ).P A B P A P B+ = +  
Д.10.ℑ - алгебра множеств. 
   20.Для любого , ( ) 0.A P A∈ℑ >  
   30. ( ) 1P Ω = ,т.е. вероятность достоверного события Ω  равна 1. 
   40.Если А и В несовместимые события, то ( ) ( ) ( ).P A B P A P B+ = +  
 
10. Если ( ) 0,P A >  то как находятся условная вероятность события В                          
    при  условии, что произошло события А? 
А. ( ) ( )( ( ) ( )).AP B P A P A P B= +   В. ( ) ( ) /( ( ) ( ).AP B P A P A P B= +   С. ( ) ( ) / ( ).AP B P A P AB=  

Д. ( ) ( ) / ( ).AP B P AB P A=   
 
11. Если А и В независимые события, то вероятность того, что произошло  
    хотя бы одно из этих событий равна  
А. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).P A B P A P B P A P B+ = + −    В. ( ) ( ) ( ) ( ).P A B P A P B P AB+ = + −  

С. ( ) ( ) ( ) ( ).P A B P A P B P AB+ = + +  Д. ( ) ( ) ( ) ( ).P A B P A P B P AB− = − +  
 

12. Вероятность того, что при n  независимых испытаниях наблюдаемая        
    события А произошло ровно k  раз, по формуле Бернулли равняется: 
А. ( ) k n k k

n nP k C p q−= , где ( ), 1 .p P A q p= = +  
В. ( ) k n k k

n nP k C p q−= , где ( ), 1 .p P A q p= = −   
С. ( ) k k n k

n nP k C p q −= , где ( ), 1 .p P A q p= = −  
Д. ( ) k k n k

n nP k C p q −= , где ( ), 1 .p P A q p= = +  
 
13.Пусть ( ) k k n k

n nP k C p q −= , 0 1, 1 .p q p< < = −  Если 0,np λ→ >  то, какое из 
следующих        
  соотношений справедливо? 

А. ( ) / !k
nP k e kλλ −≈ , В. ( ) / .k

nP k e kλλ −≈  С. ( ) / !nP k e kλλ −≈   
Д. ( ) / !k

nP k e kλλ≈   
14.Пусть ( ) k k n k

n nP k C p q −= , 0 1, 1 .p q p< < = −  Если ,n k→∞ →∞ , то какое из       
    следующих соотношений справедливо? 
А. ( ) ( ) /n kP k x npqϕ≈ , где ( )2 / 21( ) , / .

2
x

kx e x k np npqϕ
π

−= = −  

В. ( ) ( ) /n kP k x npqϕ≈ , где ( )2 / 2( ) , / .x
kx e x k np npqϕ −= = −     

С. ( ) ( ) /n kP k x npϕ≈ , где ( )2 / 21( ) , / .
2

x
kx e x k np npqϕ

π
−= = −     

Д. ( ) ( ) /n kP k x npϕ≈ , где ( )2 / 2( ) , / .x
kx e x k np npϕ −= = −     

 
15.Величина, возможные значения которой является некоторые 
фиксированные        
числа и она принимает их с определенными вероятностями, является 



А.Сингулярная случайная величина. 
В. Дискретная случайная величина. 
С. Непрерывная случайная величина. 
Д.Пуассоновское распределение. 
 
16.Если число независимых испытаний большое, а вероятность 
наблюдаемого          
   события очень маленькое, то вероятность появления события А при n   
   испытаниях ровно k  раз, нужно вычислить по формуле: 

А. ( ) , .
!

k

nP k e np
k

λλ λ−≈ = ( ) k k n k
n nP k C p q −= . 

В. 11( ) ,n
k npk npP k

npq npq npq

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−−
= Φ −Φ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 где 2 / 21( ) .
2

x
xx e dx

π
−

−∞

Φ = ∫  

С. 1( ) ,n
k npP k

npq npq
ϕ
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

где ( ) 2 / 21
2

xx eϕ
π

−= . 

Д. ( ) k k n k
n nP k C p q −= . 

 
17.Пусть Ω− дискретное пространство элементарных событий. 
ℑ−совокупность  всех его подмножеств. Положим ( ) 0Aμ = , если А конечно и 

( )Aμ = ∞ , если А бесконечно. Какими свойствами аддитивности обладает 
функция множеств ( )μ ⋅ ?  
                            А. Не является аддитивной. 

В. Конечно - аддитивна, но не счетно – аддитивна 
                            В. И конечно – аддитивна, и счетно – аддитивна 
                            С. Счетно – аддитивна, но не конечно – аддитивна 
                            Д. Не является аддитивной. 
 
18. Система ℑ  подмножеств пространства элементарных событий Ω  
называется монотонным классом, если 
       А. Для любой последовательности , 1, 2,...nA n∈ℑ =   nA ∈ℑU  и .nA ∈ℑI  
       В. для всех монотонно возрождающих последовательностей событий   
          , 1, 2,...limn nn

A n A= ∈ℑ   

       С. для любых последовательностей  , 1, 2,...limsupn n
n

A n A= ∈ℑ  . 

       Д. из того, что , 1, 2,...nA n∈ℑ =   и  nA A↑   или nA A↓  следует, что .A∈ℑ  
 
19.Чему равны limsup nA   и  liminf nA  в случае, когда Ω  есть действительная 
прямая и nA  суть интервалы ( ), ; 1, 2,...na n−∞ = ? 

А. 
1

,sup inf kk nn
a

≥≥

⎛ ⎞−∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;
1

, inf sup kn k n
a

≥ ≥

⎛ ⎞−∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 В. 
____

lim ; limn na a  

С. 
1 1

, inf sup ; ,sup infk kn k nk n n
a a

≥ ≥≥ ≥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−∞ −∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  Д. liminf ; limsup .n nn n
a a  



 
20Укажите борелевские множества среды следующих подмножеств 
множества .R  

1) ( ) ( ),0 1,−∞ +∞U   2) { } ,a a R∈   3) max na , где , 1, 2,...,na R n m∈ =  
4)Множество всех рациональных чисел  5)Множество всех иррациональных 

чисел 
А. 1); 4);5)  В. 1); 2);3);4);5)  С. 1);4)  Д. 1);2);3);4). 

 
21.Укажите борелевские множества среди следующих подмножеств 
множества R∞  

1)
____

; lim nx R x a∞⎧ ⎫∈ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

 2){ }; lim nx R x a∞∈ >  3)
1

; n
n

x R x a
∞

∞

=

⎧ ⎫∈ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑   

4){
1

; 0
n

k
k

x R x∞

=

∈ =∑ , по крайней мере для одного 1n ≥ } 

А. 1);2);3);4)  В.1);2);3) С. Среди них нет борелевских множеств  Д.1);2). 
 

22.Какое из следующих множеств является борелевскими в [ ]0,1 ?R  
     А. [ ]{ }0,1 ,0 (0) 1; (1) 1x R x x∈ ≤ < ≥  В. [ ] [ ]{ }0,1 ,sup ( ) ; 0,1

t
x R x t C t∈ < ∀ ∈  

     С. { [ ]0,1 , ( ) 0x R x t∈ =   по крайней мере для одного  [ ]0,1t∈  } 
     Д.{ [ ]0,1 , ( )x R x t∈  непрерывна в фиксированной точке [ ]0,1t∈  }. 
 
23.Укажите определение сингулярных мер, определенных в измеримом  
     пространстве ( ), ( )R B R .  
    А. Это меры, функция распределения которых непрерывны, но они не  
         абсолютно непрерывны.   
    В. Эта меры, функция распределения которых дискретны, но точки их 
роста  
         образуют множество положительной меры Лебега. 
    С. Эта меры, функция распределения которых непрерывны, но точки их 
роста  
         имеет меры Лебега равной 1. 

 Д. Эта меры, функция распределения которых непрерывны, но точки их 
роста 

         образуют множество нулевой меры Лебега. 
 
 
24. Пусть ( , , )PΩ A  - вероятностное пространство. Укажите верное 
высказывание 
      А. Всякая ( ), ( )R B R  измеримая функция, определенная в Ω  является 
случайной  
           величиной. 



      В. Произвольная функция, определенная в Ω  является случайной 
величиной. 
      С. Всякая A измеримая функция является случайной величиной. 
           величиной. 
      Д. Произвольная функция, определенная в Ω  и принимающая дискретные  
           значения  является случайной величиной.  
 
25. Пусть случайные величины , 1, 2i iξ =  независимые, имеют нормальные   
      распределения с параметрами ( )2, , 1, 2i ia iσ = . Чему равно математическое   
      ожидание и дисперсия суммы 1 2ξ ξ+ ?   

А. 2 2
1 20;σ σ+    В. 2 2

1 2 1 2;a a σ σ+ +   С. 1 2 1 2;a a σ σ+ +   Д. 2 2
1 1 2 2( ) ; ( )a aσ σ− −  

 
26. Случайные элементы Х1 и Х2 со значениями в метрическом пространстве    
      ( ), ( )Bℵ ℵ , называются независимыми, если 

    А. ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2,P X B X B P X B P X B∈ ∈ = ∈ + ∈ , для всех 1 2, ( ).B B B∈ ℵ  
   В. ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2,P X B X B P X B P X B∈ ∈ = ∈ ∈ , для всех 1 2, ( ).B B B∈ ℵ  

                    С. ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, /P X B X B P X B X B∈ ∈ = ∈ ∈  для всех 1 2, ( ).B B B∈ ℵ  
                    Д. ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, /P X B X B P X B P X B∈ ∈ = ∈ ∈  для всех 1 2, ( ).B B B∈ ℵ  
 
27. Случайная величина ξ  имеет распределение Пуассона с параметром 0,α >  
если 

        А. 0, 0; , 0,1,...
!

k

k kp k p e k
k

αα −= < = = , где ( ).kp P kξ= =                                   

В. 0, 0; , 0
!

k

k kp k p e k
k

αα
= < = ≥ , где ( ).kp P kξ= =  

                                 С. , 0,1,...,k
kp e kαα −= = где   ( ).kp P kξ= =                                                 

                                 Д. , 0,1,...
!

k

kp e k
k

αα −= = , где ( ).kp P kξ= =  

 
28.Случайная величина ξ  имеет геометрическое распределение с параметром 
р,  
     если 
                                 А. При некотором 0 1, ( ) (1 ) , 0,1,...k

kp p P k p p kξ< < = = = − =  
                                 В. При некотором 0 1, ( ) (1 ) , 0,1,...k

kp p P k p p kξ< < = = = − =  
                                 С. При некотором 0 1, ( ) (1 ) , 1,2...k

kp p P k p p kξ< < = = = − =  
                                 Д. При некотором 0 1, ( ) (1 ) , 1,2...k n k

kp p P k p p kξ −< < = = = − =  
 
29.Пусть случайная величина ξ  имеет распределение Пуассона с параметром 
α .  
     Найти Mξ  и .Dξ  
А. Mξ α=  .Dξ = ∞   В. 2; .M Dξ α ξ α α= = −   С. 0; .M Dξ ξ α= =   Д. ; .M Dξ α ξ α= = ,  



 
30.Пусть случайная величина ξ  имеет показательное распределение с 
параметром  
     0.λ >  Найти Mξ  и .Dξ  

     А. 2

1 ; .M Dξ ξ λ
λ

= =   В. 2

1; .M Dξ λ ξ
λ

= =   С. 2

1 1; .M Dξ ξ
λ λ

= =   Д. 

1 ; .M Dξ ξ λ
λ

= =  

 
31. ξ имеет биномиальное распределение с параметрами ( );n p . Найти Mξ  и 

.Dξ  
А. 2;M np D npξ ξ= = В. ; (1 )M p D p pξ ξ= = − С. 0;M D npξ ξ= =   

Д. ; (1 )M np D np pξ ξ= = −  
 

32.Пусть ξ  стандартная нормальная случайная величина. Найти , 1, 2,...kM kξ =  
А. 0kMξ = , если k − нечетное и ( )1 3 2 1kM kξ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ − если k − четное. 
 В. 0kMξ = , если k − нечетное и ( )1 3 2 1kM kξ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ − если k − четное. 

                 С.  k kM aξ = , если k − нечетное и ( )1 3 2 1kM kξ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ − если k − четное.             
                 Д. (2 1)!!kM kξ = − , если k − нечетное и 1kMξ = если k − четное. 
 
33.Как определяется математическое ожидание соответственно  дискретных,  
     абсолютно непрерывных и в общих случаев?  

     А. 
1

; ( ) ; ( ) ( )k k
k

M x p M xp x dx M dPξ ξ ξ ξ ω ω
∞∞

= −∞ Ω

= = =∑ ∫ ∫ . 

     В.  
1

; ( ); ( ) ( ).
n

k k
k

M x p M xdF x M dPξξ ξ ξ ξ ω ω
∞

= −∞ Ω

= = =∑ ∫ ∫  

     С. 
1

; ( ) ; lim ,
n

k k n
nk

M x p M xp x dx M Mξ ξ ξ ξ
∞

= −∞

= = =∑ ∫  где nξ −простые с.в. и .nξ ξ↑  

     Д.  0Mξ = : ( ); .M xdF x M dPξξ ξ ξ
∞

−∞ Ω

= =∫ ∫  

 
 34.Класс всех подмножеств дискретного пространства Ω  

А. Монотонный класс; не σ − алгебра  В. Алгебра; не σ − алгебра    
С. Алгебра; σ − алгебра Д. Не алгебра; σ − алгебра. 

 
35. Какое из следующих равенств неверно? ( ),F x y −совместное функция 
распределения случайной величины ( ), .ξ η  

А. ( , ) 0.F y−∞ =   В. Если 1 2x x< , то 1 2( ) ( , )F x y F x y≤   С.Если 1 2y y< , то 
1 2( , ) ( , )F x y F x y≤  

Д. ( , ) 0.F y−∞ =    
 



36.Случайные величины ,ξ η  называются независимыми, если 
А. , ( , ) ( ) ( )F x y F x F yξ η ξ η=    В. , ( , ) ( ) ( )F x y F x F yξ η ξ η= +   С. , ( , ) 1F x yξ η =  

Д. , ( , ) ( ) / ( )F x y F x F yξ η ξ η=  
 

37.Чему равен k − й момент дискретной случайной величины ?ξ  

А. 
1

k k
i i

i
M x pξ

∞

=

=∑    В. 
1

k k k
i i

i
M x pξ

∞

=

=∑    С. 
1

k k
i i

i
M x pξ

∞

=

=∑    Д. 
1

k
i i

i
M x pξ

∞

=

=∑ . 

 
38.Как называется производная функция от функции распределения? 

А. Функция плотности    В. Непрерывная функция   С. Четная функция 
Д.Положительная функция 

 
39.Пусть ( )f x  плотность случайной величины Х. Определите верное 
равенство. 

А. ( ) ( )
b

a

P a x b f x dx< ≤ = ∫    В. ( ) ( ) ( )P a x b f a f b< ≤ = −   С. ( ) ( )P a x b f b< ≤ =  

Д. ( ) ( )
a

P a x b f x dx
∞

< ≤ = ∫  

 
40.Какими основными свойствами обладает функция плотности? 

А. ( ) 0; ( ) 0f x dx f x
∞

−∞

> ≥∫   В. ( ) 1; ( ) 0xf x dx f x
∞

−∞

= ≥∫   С. ( ) 0; ( ) 0f x dx f x
∞

−∞

= ≥∫  

Д. ( ) 1; ( ) 0f x dx f x
∞

−∞

= ≥∫  

 
41.Чему равно математическое ожидание абсолютно непрерывной случайной  
      величины? 

А. 
1

i i
i

MX x p
∞

=

=∑    В. ( )
a

MX xf x dx
−∞

= ∫   С. ( )MX xf x dx
∞

−∞

= ∫    Д. 2 ( )MX x f x dx
∞

−∞

= ∫  

 
42.Чему равно ( )M Xϕ , если Х абсолютно непрерывная случайная величина? 

А. ( ) ( )x f x dxϕ
∞

−∞
∫    В. ( ) ( )x x f x dxϕ

∞

−∞
∫    С. ( ) ( )x x dF xϕ

∞

−∞
∫   Д. 

1
( )i i

i
x pϕ

∞

=
∑  

 
43.Чему равна дисперсия абсолютно непрерывной случайной величины? 

А. 2 2 2
1 1 2 2 ... n nDX x p x p x p= + + +    В. 2 ( )DX x x dxϕ

∞

−∞

= ∫    С. 2 2( )DX MX MX= +  

Д..
2

2 ( ) ( )DX x x dx xf x dxϕ
∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

 



44.Говорять, что  последовательность независимых, одинаково 
распределенных случайных величин 1 2, ,...ε ε  подчиняется закону больших 
чисел, если для любого положительного ε   

А. 1
1

... 0nP M
n

ε ε ε ε⎡ + + ⎤
− < →⎢ ⎥

⎣ ⎦
   В. 1

1
... 0nP M
n

ε ε ε ε⎡ + + ⎤
+ < →⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

С. 1 ... 1nP
n

ε ε ε⎡ + + ⎤
< =⎢ ⎥

⎣ ⎦
   Д. 1 ... P

n aε ε+ + ⎯⎯→  

 
45.Чему равна плотность стандартного нормального закона? 

А. 2( 1) / 21( )
2

xf x e
π

− −=   В. 2 / 21( )
2

xf x e
π

−=  С. 2 2( ) / 21( )
2

x af x e σ

σ π
− −=  

Д. 2( 1) / 21( )
3 2

xf x e
π

− −=  

 
46.Как определяется совместная функция распределения случайных величин 
Х,У? 

А. ( , ) ( ) / ( )F x y P X x P Y y= ≤ ≤   В. ( , ) ( ) ( )F x y P X x P Y y= ≤ ≤  С. 
( )( , ) ,F x y P X x Y y= ≤ ≤  

Д. ( , ) ( ) ( )F x y P X x P Y y= ≤ + ≤ . 
 

47.Если ( , )F x y −функция распределения двумерной случайной величины, то 
чему  
     равна её плотность ( , )?f x y  

А. ( , ) ( , )f x y F x y dxdy
∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫   В. ( , )( , ) F x yf x y
x

∂
=

∂
  С. ( , )( , ) F x yf x y

y
∂

=
∂

  Д. 

( , )( , ) F x yf x y
x y

∂
=

∂ ∂
 

 
48.Если \η ξ    -1      0       1     закон распределения двумерной случайной 
величины       
                  -1    1/8   1/12  7/24 то найти закон распределения случайной 
величиныξ  
                    1   5/24  1/6    1/8   
 
     А. :ξ   -1    0    1        B. ξ :  -1    0    1        C. ξ :  -1    0    1      D. ξ :  -1    0    1 
          Р:  1/3  1/4  5/12        P:  1/3 1/3  1/3          P:  1/4  1/3 5/12      P:  1/4  1/3  
3/12 
 
49.Пусть { }kξ − последовательность независимых, одинаково распределенных 
с.в., 2

1, , ... , ( )k k n nM a D S xξ ξ σ ξ ξ= = = + + Φ −функция распределения стандартной 
нормальной случайной величины. Тогда, какое утверждение имеет 
центральная  предельная теорема? 



А. ( )nS anP x x
nσ

−⎛ ⎞< →Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   В. ( )nS aP x x
nσ
−⎛ ⎞< →Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  С. ( )nS nP x x

n
σ

σ
−⎛ ⎞< →Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Д. ( )n nS xP x x
nσ

−⎛ ⎞< →Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
50.Найти функцию плотности случайной величины η = ξ , если ξ  имеет 
показательное распределение с параметром 0.λ >  

А. 2 xxe λλ −  ( 0)x >   В. . 2

2 xxe λλ −  ( 0)x >  С. . xe λλ −  ( 0)x >   Д. xe λλ −  
 

51.Чему равна вероятность того, что непрерывная случайная величина 
принимает конкретное значение х0? 

А. 0   В. 1/2  C. 1   D. Нельзя определить. 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

“Ehtimollar nazahiyasi va matematik statistika” фанидан тест   
                                                    саволлари. 
        

1. A   щодиса =андай былганда  A A A=U  тенглик ыринли былади? 

А.  A = ∅      В. A = Ω      С. \A A= Ω     Д. Щеч=ачон. 

2. A  ва B  щодисалар =андай былганда  ( ) \A B B A=U  тенглик ыринли? 

А.  AB = ∅     В. A = ∅    С. B = ∅    Д. Щардоим. 

3.+уйидаги ифодани соддалаштиринг:  ( )( )A B A B+ + . 

А.  A    В. B    С. ∅    Д.  .A B+  

4. +уйидаги ифодани соддалаштиринг:  ( )( )A B A B+ + . 

А. B     В. A    С.∅    Д.  .Ω   

5. Агар A B⊆  былса AB  нимага тенг? 

А.  A    В. B    С. B A−    Д.  .A B−  

6. A B⊆ былса ABC  ифодани соддалаштиринг. 

А. AC   В.  BC    С. A    Д.  B . 

7.+андай шарт бажарилганда  ; ;A B A B A B+ + +  щодисалар биргаликда былади? 

А.  AB ≠ ∅    В. AB = Ω    С.  A ≠ ∅    Д. B ≠ ∅ . 
8.Идишда 3 та о= ва 7 та =ора шар бор. Идишдан таваккалига олинган шар о= щар былиш эщтимоли топилсин. 

А.  0,3    В. 0,7    С. 1/15   D.  7/15. 
9. 36талик карталар дастасидан  таваккалига иккита карта олинган. Уларнинг щар иккаласи щам туз былиш эщтимолини топинг. 

A.  1/105     B.  1/81    C. 1/9    D.  0. 
10.Таваккалига танланган иккита ра=амлар ичида 0 ра=ами йы= былиш эщтимоли топилсин. 

А.  0,81    В.  0,9    С.  0,8    Д.  0,99. 



11. Таваккалига танланган иккита ра=амлар ичида 0 ра=ами ёки 1 ра=ами йы= былиш эщтимоли топилсин. 
А.  0,98    В.  0,64    С.  0,99    Д.  0,81 

12.6 та о= ва 8 та =ора шар солинган идишдан таваккалига иккита шар олинган. Икала шар щам бир хил рангли былиш эщтимолини 
топинг. 

А.  43/91    B.  25/49    C.  3/7    D.  4/7. 
13.Учта симметрик танга бир ва=тда ташланганда икки марта герб чи=иш эщтимоли =анча? 

А.  3/8    B.  1/2     C.  3/4     D.  5/8. 
14.Ыйин со==аси бир марта ташланаётган былсин. Агар А – тушган сон жуфт былиш щодисаси, В – тушган сон учга =олди=сиз 
былинади щодисаси былса ( )P A B+  щисоблансин. 

А.  2/3    B.  5/6    C.  1/6    D.  ½ 
15.А ва В щодисалар бо\ли=сиз былиб ( ) 0,6; ( ) 0,5P A P B= =  былса ( )P A B+  щисоблансин. 

А.   0,5     В.  0,6    С.  0,3    Д.  0,8 
16.Агар А ва В биргаликда былмаган щодисалар былса, ты\ри тенгликни кырсатинг. 

А. АВ=∅     В.  A B+ = Ω     С. A B⊆     Д. А – В =∅  

17. Агар А ва В биргаликда былмаган щодисалар былса ва 1 2( ) ; ( )P A p P B p= =  былса ( )P A B+  щисоблансин. 

А.  1 2p p+     В. 1 2 1 2p p p p+ −    С.  1p     Д.  2.p  

18. Агар ( ) 1/ 4; ( ) 2 / 3P A P B= =  ва ( ) 5 / 6P A B+ =  былса ( )P AB  щисоблансин. 
А.  1/12    B.  1/6    C.  7/12    D.  12/15. 

19. { }( , ;0 , 1x y x y≤ ≤  квадратга тасодифан ну=та ташланган. Ушбу { } { }( , ); 1/ 2 , ( , ); 1/ 2A x y x B x y y= ≤ = ≥  

щодисалар учун ушбу тасди=ларнинг =айсиниси ыринли? 
     А.   А ва В щодисалар бо\ли=сиз    В.  А ва В щодисалар биргаликда эмас  С.  А ва В щодисалар бо\ли=ли    Д. А ва В ищтиёрий 
щодисалар. 

20. { }1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10  тыпламдан 3 та кетма – кет (=айтарилмас) танловдан иборат былган тасодифий тажрибага мос 

келган Ω  - элементар щодисалар фазосининг элементлар сони топилсин. 
А.  720    В.  1000    С.  30    Д.  60. 

21.  { }1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10  тыпламдан 3 та кетма – кет (=айтарилувчан) танловдан иборат былган тасодифий тажрибага мос 

келган Ω  - элементар щодисалар фазосининг элементлар сони топилсин. 
А.  1000    В.  720    С.  60     Д.  30.   
22. А,Б,Е,Т,Ш щарфлари ёзилган 5 та бирщил карточкалардан кетма – кет учтаси танлаб олинди ва олиниш тартибида бир =аторга 
жойлаштирилди. Натижада «БЕШ» сызи щосил былиш эщтимоли нимага тенг? 
А.  1/60    B.  1/120    C.  3/5    D.  1/30. 

23. Агар ( ) 0,6; ( ) 0,8P A P A B= + =  былса ( )P AB  щисоблансин. 
А.  0,2    В.  0,32    С.  0,48    Д.  0,4. 

24. [ ]2, 4ξ −  орали\ида текис та=симланган тасодифий ми=дор былса Mξ  топилсин. 

А.  3     В.  1     С.  6     Д.   0 
25. 5;3;5;5;2;2;4;24;5 танланма учун частотали вариацион =атор тузилсин. 

А. Х:  2   3   4   5   В. Х:   2    3    4    5    С. Х: 3   2   5   4   Д. Х: 5    4     3     2 

          in : 3    1   2   4       in : 0,3  0,1 0,2 0,4   in :  1  3   4   2       in :0,4  0,2  0,1  0,3 

26. 5;3;5;5;2;2;4;24;5 танланма учун эмпирик та=симот топилсин.  
   А.  Х:   2    3    4    5    В. Х: 2   3   4   5   С.Х: 5    3    4    2     Д. Х: 3   2   5   4    

        in
n

: 0,3  0,1 0,2 0,4      in : 3   1   2   4    in
n

 : 0,4 0,1 0,2 0,3       in : 1  3   4   2 

27. 5;3;5;5;2;2;4;24;5 танланма учун эмпирик та=симот функция ёзилсин. 

А.  

0; 2
0,3;2 3

( ) 0, 4;3 4
0,6;4 5
1; 5.

n

x
x

F x x
x

x

<⎧
⎪ ≤ <⎪⎪= ≤ <⎨
⎪ ≤ <⎪

≥⎪⎩

    В.  
0; 2

( )
1; 5.n

x
F x

x
≤⎧

= ⎨ ≥⎩
     С.  

0; 1
0,1;1 2
0,3;2 3

( )
0,4;3 4
0,5;4 5
1; 5.

n

x
x
x

F x
x
x

x

<⎧
⎪ ≤ <⎪
⎪ ≤ <

= ⎨ ≤ <⎪
⎪ ≤ <
⎪

≥⎩

   

                                          Д.

0; 2
0,3;2 3

( )
0,6;3 4
1; 4.

n

x
x

F x
x

x

<⎧
⎪ ≤ <⎪= ⎨ ≤ <⎪
⎪ ≥⎩

 

28. Эмпирик та=симот функциянинг ани=ланиш сощаси ва =ийматлар сощасини ёзинг.  



А.  ( ) [ ], ; 0,1−∞ ∞     В.  ( ), ; (0,1)−∞ ∞     С.  ( ), ; (0,1)−∞ ∞     Д.  ( ) ( ), ; , .−∞ ∞ −∞ ∞  

29. Ушбу  Х:  2   3   4   5    частотали вариацион =аторга эга былган  

                  in : 3    1   2   4 

танланманинг модаси ва медианаси  топилсин. 
А.  5; 4    В.  4;4    С.  3;5    Д.  4;5 

30. Частотали вариацион =атори   Х:  2   3   4   5   былган танланма учун X   

                                                           in : 3    1   2   4 

топилсин. 
А.  3,7    В.  3,5    С.  4    Д.  2,5. 

31. Частотали вариацион =атори   Х:  2   3   4   5   былган танланма учун 
2S  

                                                           in : 3    1   2   4 

топилсин. 
А.  1,608    В.  1,53    С.  1,5    Д.  1,6. 
32. Ушбу  Х:    3     4     5     6     7          эмпирик та=симотнинг асимметрия  

                  iν : 0,15 0,25 0,2 0,25 0,15 

коэффициенти топилсин. 
А.  0    В.  5    С.  10    Д.   – 1. 
33. Танланманинг медианасини таърифланг.  
А.  Вариацион =аторни тенг иккига былувчи варианта. 
В.  Частотаси энг катта былган варианта   
С. Вариацион =атордаги энг кичик варианта 
Д.  Энг катта ва энг кичик варианталарнинг айирмаси. 
34. Танланманинг модаси деб нимага айтилади? 
А.  Частотаси энг катта былган вариантага  
В.  Вариацион =аторни тенг иккига былувчи вариантага 
С   Вариацион =атордаги энг катта вариантага 
Д.  Ищтиёрий иккита вариантанинг фар=ига 
35. ξ ваη  тасодифий ми=дорларнинг ковариацияси =айси формулада ты\ри кырсатилган?  

А. ( )( )M M Mξ ξ η η− −   В.
( )( )M M M

D D
ξ ξ η η

ξ η
− −

  С. ( ) ( )2 2M M Mξ ξ η η− −  Д. .Mξη  

36. Агар ξ ваη  тасодифий ми=дорлар бо\ди=сиз ва ( ) 10; 6D Dξ η ξ+ = =  былса Dη топилсин. 
      А.  4     В.  0,4     С.  0,6     Д.  1. 
37. Агар ξ ваη  тасодифий ми=дорлар былиб 3; 2M Mξ η= = −  былса (4 3 )M ξ η+  топилсин. 
      А.  6     В. 18     С.  -6     Д.  30. 
38. Агар ξ ваη  тасодифий ми=дорлар бо\ди=сиз ва 4, 2D Dξ η= =  былса (2 3 )D ξ η−  щисоблансин. 
      А.  34     В.  24     С.  44     Д.  16. 
39. ξ - симметрик тангани 3 марта ташланганда тушган герблар сони  былса  ξ  нинг та=симот =онуни ёзилсин. 

А.  ξ :  0   1   2   3     В. ξ :  0   1    2    3     С. ξ :  0   1    2    3     Д.  ξ :  1   2    3  

    :Pξ 1/8 3/8 3/8 1/8    :Pξ  1/4 1/4  1/4 1/4   :Pξ  1/8 1/4 3/8 1/4      :Pξ   1/3 1/3 1/3 

40. Агар ξ  тасодифий ми=дор (n;p) параметрли биномиал та=симотга эга былса, унинг математик кутилмаси ва дисперсиясини 
щисобланг. 
      А. ; (1 )np np p−     В.  ;np pq     С.  ;npq np    Д.  0; (1 ).np p−   

41.[ ],a b  орали\ида текис та=симланган тасодифий ми=дорнинг математик кутилмаси ва дисперсияси топилсин. 

      А.  
2( );

2 12
a b b a+ −

    В.  
2( );

2 12
b a a b− +

    С. 
2( );

2 6
a b b a+ −

    Д.  
2( );

2 12
b a a b− −

. 

42. α  параметрли Пуассон та=симотига эга былган тасодифий ми=дорнинг математик кутилмаси ва дисперсияси топилсин. 

       А.  ;α α     В.  
2;α α     С.  

1;α
α

    Д.  
1 1;
α α

. 

43. α  параметрли экспоненциал та=симотга эга былган тасодифий ми=дорнинг математик кутилмаси ва дисперсияси топилсин. 

      А.  2

1 1;
α α

    В.  
1;α
α

    С.  
1 1;
α α

    Д.  
2;α α . 

44. 
2( , )a σ  параметрли нормал та=симотга эга былган тасодифий ми=дорнинг математик кутилмаси ва дисперсияси топилсин. 

      А.  
2;a σ      В.   ;a σ     С.  

20;σ     Д.  0;1.  

45. ξ ваη  тасодифий ми=дорларнинг корреляция коэффициенти 1га тенг.  ξ ваη  ми=дорлар ща=ида нима дейиш мумкин? 



А.  улар чизи=ли бо\ли=ли    В. Улар бо\ли=сиз  С. улар ща=ида щеч нарса деб былмайди    Д.  улар ищтиёрий функционал бо\ланишга 
эга. 
46. +андай тасодифий ми=дорлар учун ( )D X Y DX DY− = +  тенглик ыринли? 
А.  Бо\ли=сиз тасодифий ми=дорлар   В. Дискрет тасодифий ми=дорлар 
С. Ищтиёрий тасодифий ми=дорлар   С.Бу тенглик щеч =ачон бажарилмайди. 
47.Ыйин со==аси 10 марта ташланганда тушган сонлар йи\индисининг математик кутилмаси топилсин. 
      А.  35    В. 175    С.  70    Д.  30. 

48. kξ  тасодифий ми=дорлар мос равишда k  параметрли Пуассон та=симотига эга былса ( 1, 2,...,k n= ) 1( ... )nM ξ ξ+ +  

щисоблансин. 

      А. 
( 1)

2
n n +

    В.  nk     С.  
1 11 ...
2 n

+ + +     Д.  ( 1)n n + .  

49. ξ ваη  тасодифий ми=дорларнинг математик кутилмалари учун =айси муносабат щусусан ыринли эмас? 

А. M M Mξη ξ η=   В. ( )M M Mξ η ξ η+ = +  С. MC CMξ ξ=   Д. .M Mξ η ξ η≤ ⇒ ≤  
50.Ноты\ри тенгликни кырсатинг. 

А. DC CDξ ξ=   В. ( )22D M Mξ ξ ξ= −   С. 0DC =   Д. ( ) .D C Dξ ξ+ =  

51.А ва В ищтиёрий бо\ли=сиз щодисалар , ( ) 0, ( ) 0.P A P B> >  Ноты\ри тенгликни кырсатинг. 

А. ( / ) ( )P A B P B=   В. ( / ) ( )P A B P A=   С. ( / ) ( )P B A P B=   Д. ( ) ( ) ( ).P AB P A P B=  

52.А ва В бо\ли=сиз щодисалар былса, A  ва B  ща=ида нима дейиш мумкин?  
А. бо\ли=сиз    В. бо\ли=ли    С. биргаликда    Д. биргаликда эмас. 

53. Агар А ва В щодисалар  биргаликда былмаган бо\ли=сиз щодисалар былса ты\ри тенгликни ани=ланг. 

А. { }min ( ); ( ) 0P A P B =  В. { }( ); ( ) 0max P A P B =  С. ( ) 0P A =  Д. ( ) 0.P B =  

54.ξ  - [ ]0,1  орали=да текис та=симланган тасодифий ми=дор ва  2 1η ξ= +  былса Mη  топилсин. 

А.2     В. 3     С. 5     Д.  0,5. 

55. ξ  тасодифий ми=дорнинг та=симот функцияси    

0, 0;
( ) 1 2 ,0 / 4

1, / 4

x
F x cos x x

x
π

π

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

 

формула ор=али берилган. ξ  нинг зичлик функцияси топилсин. 

А. 
[ ]

[ ]
0, 0, / 4 ;

( )
2sin 2 , 0, / 4

x
f x

x x

π

π

⎧ ∈⎪= ⎨
∈⎪⎩

  В. ( ) sin 2f x x=     С. 
[ ]

[ ]
0, 0, / 4 ;

( )
4 / , 0, / 4

x
f x

x

π

π π

⎧ ∈⎪= ⎨
∈⎪⎩

 

Д.
[ ]

[ ]
0, 0, / 4 ;

( )
sin 2 , 0, / 4

x
f x

x x

π

π

⎧ ∈⎪= ⎨
∈⎪⎩

. 

56. ξ  тасодифий ми=дорнинг зичлик функцияси 
[ ]

[ ]
0, 0, / 4 ;

( )
2sin 2 , 0, / 4

x
f x

x x

π

π

⎧ ∈⎪= ⎨
∈⎪⎩

 

формула ор=али берилган. ξ  нинг та=симот функцияси топилсин. 

А. 

0, 0;
( ) 1 2 ,0 / 4

1, / 4

x
F x cos x x

x
π

π

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

   В. 

0, 0;
( ) 2 ,0 / 4

1, / 4

x
F x cos x x

x
π

π

<⎧
⎪= ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

  

 С. ( ) 1 cos 2F x x= −    Д. 

0, 0;
( ) 1 2 ,0 / 2

1, / 2.

x
F x cos x x

x
π

π

<⎧
⎪= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

. 

57.Нишонга кетма-кет ы= отишда нисбий частота 0,6 га тенг былиб 12 марта ы= нишонга тегмаган былса неча марта ы= отилган? 
А. 30     В. 20     С. 72     Д. 54. 

58.Махсулотнинг 200 таси текширилганда 25 таси сифатсиз экан. Сифатли махсулот нисбий частотасини топинг. 
А. 0,875     В. 0,125     С. 0,25     Д. 1,25. 

59. Агар ( ) 0,8; ( ) 0,5P A B P A+ = =  былса ( )P AB  эщтимолни топинг. 
А.  0,3     В. 0,6     С. 0,4     Д. 0,5. 

60.Идишдаги 25 та махсулотдан 5 таси сифатсиз былса, улардан кетма-кет учтаси олинганда (такрорсиз), уччаласини сифатли былиш 
эщтимолини топинг. 

А. 57/115     B. 1/2     C. 58/115     D. 1145/2300. 



61.Биринчи мерганнинг нишонга тегиш эщтимоли 0,8 ва иккинчисиники 0,7 га тенг. Мерганлар нишонга бир ва=тда ы= отганларида 
бита ы=ни нишонга тегиш эщтимолини топинг. 

А. 0,38     В. 0,62     С. 0,16     Д. 0,21. 
62.Эщтимолнинг классик таърифи быйича =андай тажрибалардаги щодисалар эщтимоли топилади? 
А. Элементар щодисалар сони чеклита ва улар тенг имкониятли. 
В. Элементар щодисалар фазоси элементлари чеклита. 
С. Элементар щодисалар сони кыпи билан сано=лита. 
Д. Ищтиёрий тажрибаларда. 
63.5 та танга ташлашда бита щам «герб» тушмаслик эщтимоли топилсин. 

А. 1/32     B. 5/32     C. 31/32     D. 1/5. 
64.Идишда 8 та шар былиб улардан 5 таси о= =олганлари =ора. 4 та шар олинганда 2 таси о= былиш эщтимоли топилсин. 

А. 3/7     B. ( )45 /8      C. 3/10     D. 1. 

65.+андай тасодифий ми=дорлар учун M M Mξη ξ η=  тенглик ыринли? 
А. бо\ли=сиз тасодифий ми=дорлар.  В. Дискрет тасодифий ми=дорлар. 

С.Нормал та=симланган тасодифий ми=дорлар Д. Ищтиёрий тасодифий ми=дорлар. 

66. ( )2,a σ  - параметр билан нормал та=симланган ξ  тасодифий ми=дор учун 
3( )M aξ −  ни топинг. 

А. 0     В. a      С. 
3a      Д. 

2aσ . 

67Агар 1ξ  ва 2ξ  бо\ли=сиз ва щар бири мос равишда (2;1) щамда (1;4) параметрлар билан нормал та=симланган былса, 

1 2( )D ξ ξ−  ни топинг. 

А. 5     В.1     С. 2     Д. 6 
68.+андай шартда ( )M M Mξ η ξ η+ = + тенглик ыринли? 

А. Щар доим    В. ξ  ва η  бо\ли=сиз    С. ξ  ва η лар узлуксиз та=симотга эга 

Д. ξ  ва η лар дискрет та=симланган. 

69.Агар ξ  ва η лар бо\ли=сиз ва щар бири стандарт нормал =онунга эга былса 
1 ( )
2
ξ η+  щандай та=сиотга эга? 

А. Стандарт нормал   В.Биномиал  С.(0,2) орали=да текис  Д.Экспоненциал. 
70.Марказий лимит теоремага кыра тасодифий ми=дорларнинг марказлаштирилган ва нормалаштирилган йи\индиси та=симот 
функцияси =андай функцияга интилади? 

А.

2

21
2

x u

e du
π

−

−∞
∫   В.1 ; 0; 0xe xλ λ−− > >   С.

2 / 2

0

2 ; 0
x

ue du x
π

− >∫  Д.Пуассон та=симотига. 

71.Эмпирик дисперсияни щисоблашнинг ты\ри формуласини ани=ланг. 

А. 
2 2

1

1 ( )
n

i
i

S X X
n =

= −∑  В. 
2 2

1

1 ( )
k

i
i

S X X
n =

= −∑  С.
2 2

1

1 n

i
i

S X
n =

= ∑   Д. 
2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ . 

72.Танланма быйича r − корреляция коэффициенти щисобланган былса, =айси натижа ноты\ри? 

А. 1, 4r =      В.  0r =      С. 1r =      Д. 0,75.r =  
73.Бо\ли=сиз иккита тасодифий ми=дор корреляция коэффициенти нимага тенг? 

А.  0     В.  1     С.  – 1     Д.  0,5. 
74.Танланмадан частотали вариацион =атор тузилган былса эмпирик дисперсияни щисоблашнинг ты\ри формуласини ани=ланг. 

А.
2 2

1

1 ( )
k

i i
i

S n X X
n =

= −∑   В.
2 2

1

1 ( )
n

i i
i

S n X X
n =

= −∑  С. 
2 2

1

1 k

i i
i

S n X
n =

= ∑  Д. ( )22 2

1

1 n

i
i

S X X
n =

= − ∑ . 

75.Бош тыплам номаълум математик кутилмаси учун силжимаган nθ  бащони топинг. 

А. nθ
1

1 n

i
i

X
n =

= ∑    В. nθ
2

1

1 n

i
i

X
n =

= ∑   С. nθ
2

1

1 ,
k

i
i

X k n
n =

= ≠∑   Д. nθ min max

2
X X+

=  

76.Номаълум θ  параметр учун nθ  бащо силжимаган бащо дейилади, агарда =уйидаги шарт бажарилса: 

А. nMθ θ=    В. { } 0nP θ θ ε− > →    С. nDθ θ=    Д. 0.nDθ =  

77.Номаълум  θ  параметр учун nθ  бащо асосли бащо дейилади, агарда n →∞  =уйидаги шарт бажарилса: 

А. { } 0nP θ θ ε− > → , 0ε∀ >   В. nMθ θ=   С.  nMθ θ→    Д. 0.nDθ →  

78. Бош тыплам номаълум дисперсияси учун силжимаган nθ  бащони кырсатинг. 

А.
2

1

1 ( )
1

n

n i
i

X X
n

θ
=

= −
− ∑ В. 

2

1

1 ( )
n

n i
i

X X
n

θ
=

= −∑ С. 
2

1

1
1

n

n i
i

X
n

θ
=

=
− ∑ Д. 

1

1 ( )
1

n

n i
i

X X
n

θ
=

= −
− ∑ . 



79. Номаълум  θ  параметр учун 
1

nθ  ва 
2

nθ  силжимаган бащолардан 
1

nθ  бащо 
2

nθ  бащога нисбатан эффективро= бащо дейилади, 

агарда =уйидаги шарт бажарилса: 

А. 
1 2
n nD Dθ θ<    В. 

1 2
n nD Dθ θ>    С. 

1 2
n nD Dθ θ=   Д. 

1 2.n nM Mθ θ>  

80.Бир щил шароитда ыт=азилган тажрибалар натижалари нима деб аталади? 
А.  танланма    В.статистик тыплам  С. бош тыплам   Д. Вариацион =атор. 

81.Танланмадан олинган ищтиёрий функция нима деб аталади? 
А. Статистика  В. Та=симот функция С. Ишончли орали=  Д. Дисперсия. 

82.Узлуксиз типдаги ξ  тасодифий ми=дорнинг зичлик функцияси ( ; )p x θ  былса, ща=и=атга ыхшашлик функцияси нимага тенг? 

А.
1

( ) ( ; )
n

n i
i

L p xθ θ
=

=∏  В. 
1

( ) ( ; )
n

n i
i

L p xθ θ
=

=∑  С. ( )( ) ;n iL p xθ θ=  Д. 
1

1( ) ( ; )
n

n i
i

L p x
n

θ θ
=

= ∑ . 

83.Дискрет типдаги ξ  тасодифий ми=дор та=симоти: { }( ; ) . 1, 2,...i ip x O x iθ ξ= = =  былса,ща=и=атга ыхшашлик 

функцияси нимага тенг? 

А. 
1

( ) ( ; )
n

n i
i

L p xθ θ
=

=∏  В. 
1

( ) ( ; )
n

n i
i

L p xθ θ
=

=∑  С. ( )( ) ;n iL p xθ θ=  Д. 
1

1( ) ( ; )
n

n i
i

L p x
n

θ θ
=

= ∑ . 

84.α  ишончлилик эщтимоли былсин. ( ),a b  орали= θ  номаълум параметр учун ишнчли орали= дейилади, агарда =уйидаги шарт 

бажарилса: 

А. ( )P a bθ α≤ ≤ =   В. ( ) 1P a bθ α≤ ≤ = −  С. ( ) 1P a bθ α≤ ≤ = +  Д. ( ) 21P a bθ α≤ ≤ = +  

85.Гурущларга ажратиш усули билан варивцион =атор тузилганда асоси гурущ интервалларидан ва баландлиги мос интервалларнинг 
частотасига тенг былган тыртбурчаклардан иборат шаклга нима деб сталади? 

А. гистограмма   В. полигон  С. кыпбурчак  Д. диограмма. 
86.Танланманинг энг катта ва знг кичик =ийматлари орасидаги фар= нима деб аталади? 

А. +ылам (размах)  В. мода  С. медиана  Д. стандарт. 
 

 
 

Эщтимоллар назариясининг математик асослари фанидан саволлар ва 
масалалар 

1. Алгебры и −σ алгебры. Аксиоматика Колмогорова. Вероятностное 
пространство ),,( РℑΩ . 
2. Измеримое пространство (R,В(R)).  
3. Основные свойства вероятности.  
4. Функции распределения и их основные свойства.        
5. Многомерные функции распределения и их основные свойства. 
6. Измеримое пространство ))(,( ∞∞ RBR . Задание вероятностной меры в )( ∞RB . 
7. Измеримое пространство ( , ( ))T TR B R . Вероятностные меры в ( )TB R .  
8. Математическое ожидание действительных случайных величин. Интеграл 
Лебега. Основные свойства математического ожидания. 
9. Определения условных математических ожиданий. Основные свойства 
условных математических ожиданий. 
10. Различные виды сходимости: сходимость по вероятности, сходимость 
почти всюду и слабая сходимость. Сходимость в среднем.  

Задачи 
1. Пусть Ω - некоторое счетное множество и −F совокупность всех его 
подмножеств. Положим ( ) 0Аμ = , если А конечно и ( )Аμ = ∞ , если А 
бесконечно. Показать, что функция множеств μ  конечно – аддитивна но не 
счетно – аддитивна. 
2. Доказать что ( ) ( ) ( ) 2 ( ).P A B P A P B P A BΔ = + − I  



3. Пусть { }0,1, 2,3, 4,5,6Ω = . Описать все алгебры множеств, которые содержат 
множества { }2,3, 4A = и { }4,6B = . Указать минимальную алгебру, которая 
содержит множества А и В. 
4. Если события А,В,С независимы в совокупности, то события А и B C−  
либо А и B CU  независимы. Доказать это. 
5. Пусть ( )ξ ω − случайная величина на вероятностном пространстве ( ), , PΩ F . 
Доказать, что множества   ( ){ } ( ){ } { }; , ; . ; ( )x a b a bω ξ ω ω ξ ω ω ξ ω< ≤ < < < , 
{ }; ( ) xω ξ ω =  являются случайными событиями.  
6. Выразить вероятности событий из примера 5 через функции распределения 

( )F x . 
7. На окружности радиуса R берут наудачу две точки А и В. Найти функцию 
распределения и математическое ожидание длины хорды АВ. 
8.Плотность распределения случайного вектора ( , )ξ η  равна 

2( , ) 24 (1 ),0 1,0 1
0, .

p x y x y x x y
вовсехосталныхслучаях

⎧
⎪= − < < < <⎨
⎪
⎩

   Доказать, что ξ иη  независимы. 

9. Дано: ( / ) 0,7; ( / ) 0,3; ( / ) 0,6.P A B P A B P B A= = =  Вычислить ( ).P A  
10. События А1,…,Аn независимы в совокупности и Р(Аk)=pk. Какова 
вероятность того, что не произойдет ни одно из событий А1,…,Аn.  
1. Алгебралар ва σ −  алгебралар. Колмогоров аксиомалари. 
( , , )PΩ ℑ эщтимоллар фазоси. 
2. (R,В(R)) ылчовлм фазо. (R,В(R)) ылчовлм фазода эщтимол ылчовлари.  
3. Эщтимолнинг асосий хоссалари. 
4. Та=симот функция ва унинг хоссалари. 
5. Кып ылчовли та=симот функция. Кып ылчовли та=симот функциянинг 
асосий хоссалари.  
6. ))(,( ∞∞ RBR ылчовли фазо. )( ∞RB  да эщтимол ылчовини киритиш. 
7. ( , ( ))T TR B R  ылчовли фазо. ( )TB R да ани=ланган эщтимол ылчовлари. 
8. Ща=и=ий тасодифий ми=дорларнинг математик кутилмалари. Математик 
кутилманинг асосий хоссалари. 
9.Шартли математик кутилмалар ва уларнинг асосий хоссалари. 
10. Я=инлашиш турлари: Эщтимол быйича я=инлашиш, 1 зщтимол билан 
я=инлашиш, суст я=инлашиш. Ыртача я=инлашиш. 

Масалалар 
1. Ω - сано=ли тыплам ва −F  унинг барча =исм тыпламларидан ташкил 
топган σ − алгебра былсин. Агар А чекли былса ( ) 0Аμ =  ва агар А чексиз 
былса ( )Аμ = ∞  дейлик. μ  тыплам функцияси чекли аддитив, аммо сано=ли 
аддитив эмаслиги кырсатилсин. 
2. ( ) ( ) ( ) 2 ( )P A B P A P B P A BΔ = + − I  тенглик исботлансин. 
3. { }0,1, 2,3, 4,5,6Ω = ва { }2,3, 4A = , { }4,6B = былсин. А ва В ни ыз ичига олган 
барча алгебралар топилсин. А ва В ни ыз ичига олган минимал σ − алгера 
ифодалансин. 



4. А,В,С щодисалар биргаликда бо\ли=сиз былса, у щолда ёки А ва B C− , ёки 
А ваB CU щодисалар бо\ли=сиз эканлиги исботлансин. 
5. ( )ξ ω − ( ), , PΩ F  фазода ани=ланган тасодифий ми=дор былсин. Ушбу 

( ){ } ( ){ } { }; , ; . ; ( )x a b a bω ξ ω ω ξ ω ω ξ ω< ≤ < < < ,{ }; ( ) xω ξ ω = тыпламлар тасодифий 
щодисалар эканлиги исботлансин. 
6. 5 мисолдаги щодисаларнинг эщтимолларини ( )F x − та=симот функция 
ор=али ифодаланг. 
7.Радиуси Rга тенг былган айланадан иккита А ва В ну=талар таваккалига 
танланган. АВ ватар узунлигининг та=симот функцияси ва математик 
кутилмаси топилсин. 
8. ( , )ξ η  тасодифий векторнинг зичлик функцияси 

2( , ) 24 (1 ),0 1,0 1
0, .

p x y x y x x y
бошкабарчахолларда

⎧
⎪= − < < < <⎨
⎪
⎩

  былса, ξ  ва η  тасодифий ми=дорлар 

бо\ли=сиз эканлиги исботлансин.  
9. Агар ( / ) 0,7; ( / ) 0,3; ( / ) 0,6P A B P A B P B A= = =  былса ( )P A  щисоблансин. 
10. АгарА1,...,Аn  ходисалар биргаликда бо\ли=сиз ва Р(Аk)=pk былса А1,...,Аn 
щодисаларнинг бирортаси щам бажарилмаслик эщтимолини топинг. 

 
Малакавий битирув иш ва магистрлик диссертацияси мавзулари. 

 
 

1. Об одной задаче блуждания частицы на плоскости. 
2. Метрическая теория рядов Льюрота. 
3. О некоторых проблемах актуарной математики. 
4. Некоторые применения законов больших чисел в статистике. 
5. Лемма Бореля – Кантелли и её обобщение. 
6. Теорема Пуассона для зависмых бернуллиевских случайных величин. 
7. Моментлар методи ёрдамида бо\ли=ли тасодифий ми=дорлар кетма - 

кетлиги учун марказий лимит теорема исботлаш. 
8. Щосил =илувчи функциялар методи ёрдамида эщтимоллар 

назариясининг классик масалаларини ечиш. 
9. Об одной задаче оптимизации. 
10. Об одном прямом доказательстве центральной предельной теоремы. 
11. Применение  метода моментов для зависимых наблюдений. 
12. Об одной стохастической модели актуарной математики.  

 
 

 
 

 


