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BELGILAR

o -elementar hodisa.
Q -elementar hodisalar fazosi (muqarrar hodisa).
(m), = A" =m(m—1)...(m—-n+1)- m elementdan » tadan orinlashtirishlar soni.

! :
Cl = — " _ jelementdan m tadan guruppalashlar soni.
m!l(n—m)!

[u,,u,....,u,]-tartiblanmagan tanlanma.

(u,,u,....,u,)-tartiblangan tanlanma.

N(A4)-A to’plam elementlarining soni.

C[0,7]-[0,T] oralig'ida aniglangan uzluksiz funksiyalar to plami.
?-bo’sh to'plam (bajarilmaydigan hodisa).

A=Q\ A4 - A hodisaga qarama-garshi hodisa.

AU B (yoki A+B) - A va B hodisalarning yig indisi.

AN B (yoki AB) - A va B hodisalarning ko paytmasi.

A\ B (yoki 4-B) - A va B hodisalarning ayirmasi.

A< B- A hodisa B hodisasini ergantirish belgisi.

M(Q) - Q ning barcha qism to'plamlaridan tashkil topgan to’plamlar sinfi.
A -hodisalarning o -algebrasi (hodisalarning Borel algebrasi).
B=B(R)-Borel to'plamlarining o -algebrasi.

R -n o'lchovli Evklid fazo.

(Q, A4)-0'lchovli fazo.

P(")-ehtimol o'Ichov.

P(A)- A hodisaning ehtimoli.

B(R))- n-0"lchovli Evklid fazosidagi Borel to'plamlarining o -algebrasi.

A, T-monoton o'suvchi ketma-ketlik (yani 4, c 4 n=1.2,..).

n+12

A, | -monoton kamaYuvchi ketma-ketlik (yani 4, c 4, n=12,..).

n+1

P,(A) (P(%))— A hodisaning B hodisa ro'y bergandagi shartli ehtimoli.

& -tasodifiy miqdor.



F,(x)-¢ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi.
I ,(w)=1,- A hodisaning indikatori.
A ={B:BcR; &'(B)eA}

B(x;n,p) =Y Cip*(1-p)"";x e R-(n,p) parametrli binomial tasodifiy miqdorning

k<x

tagsimot funksiyasi.

P (k)=C!p*(1- p)"* —Bernulli formulasi.

I1(x;A) - A parametrli Puasson tasodifiy miqdorining tagsimot funksiyasi.

['(k; p)- p parametrli geometrik tagsimotga ega bo'lgan tasodifiy miqdorning k£ ga

teng bo’lish ehtimoli.
p(x)-zichlik funksiya.

®, (x)-(a,0%) parametrli normal tagsimot funksiya.

¢,.(x)-(a,0*) parametrli normal zichlik funksiya.

®(x) - (0,1) parametrli normal tagsimot funksiya.

o(x) - (0,1) parametrli normal zichlik funksiya.

I'(«)-Eyler gamma funksiyasi.

y(x;a,4) - (a,2) parametrli gamma tagsimotning zichlik funksiyasi.
I'(x;a,A)-(a,A) parametrli gamma taqsimot funksiya.

k(x;a,0)-(a,0) parametrli Koshi qonuni bo'yicha tagsimlangan
miqdorning zichlik funksiyasi.
k(x) = k(x;0,1)

tasodifiy
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KIRISH SO'ZI

Malumki biror jarayonni matematik usul bilan o'rganish uchun birinchi
navbatda bu jarayonnig matematik modelini tuzish kerak bo’ladi. Tashkil topishi
har xil va turli sohalarga tegishli jarayonlar bir xil matematik modellarga ega
bo'lishlari mumkin. Masalan kundalik ob-havoni belgilaydigan yer sharining
yuqorisida (atmosferada) ro'y beradigan metereologik jarayonlar va suyuqlik
harakati (gidrodinamika) bilan bog'liq jarayonlar umumiy matematik modellarga
ega bo’'lib, ular ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar
ko rinishida bo ladi.

Ehtimollar nazariyasi tasodifiy jarayonlarning matematik modellarini
o'rganadigan fan sifatida XVII asrning boshlarida tiklana boshlangan. Bunga azart
(gimor) o'yinlarni matematik usulda o'rganish birinchi qadam bo'lib xizmat
qilgan.

1657 yilda G.Yuygens yozgan “Azart o'yinlardagi hisoblarga doir” kitobda
(bu ehtimollar nazariyasi bo yicha birinchi traktat hisoblanadi) keltirilgan quyidagi
fikr juda ham diqqatga sazovordir. “Mening fikrimcha - deb yozadi muallif — agar
diggat bilan etibor qilsak, biz faqat har xil o'yinlarni o'rganayotganimiz yo'q,
aksincha ular asosida qiziqarli va chuqur nazariya borligini ko'ramiz”. Aytilgan
fikrni to'g'riligini tanga tashlanganda uni yoki ragam, yoki gerb tomoni bilan
tushishi, taxminan olingan kunda yog'ingarchilik bo’lishi yoki bo'lmasligi,
tug'iladigan bolaning o'g'il yoki qiz bo'lishligi bir xil matematik modelga
(Bernulli sxemasi) ega bo'lishligida ham ko rish mumkin.

Yana malumki, biror fanni o'rganish uning predmetini (obektini)
o'rganishdan boshlanadi. Masalan, analiz kursi uchun oldin haqiqiy sonlar
to'plamini o'rganish kerak bo'ladi. Ehtimollar nazariyasining obekti tasodifiy
hodisalardir va avvalo shu tushunchani kiritish zaruriyati yuzaga keladi. Mazkur
kitobda elementar hodisa tushunchasi asosiy (boshlang'ich) tushuncha sifatida
gabul qilinib, tasodifiy hodisalarga nisbatan umumiy bo'lgan ehtimollar fazosi
tushunchasi to plamlar nazariyasidagi o'lchovli fazo ko rinishida kiritilgan (I-qism
). Ehtimolliklar fazosi tushunchasi o'z navbatida juda ham ahamiyatli bo'lgan
tasodifiy miqdor tushunchasini kiritishga ham asos bo'ladi. Shunday qilib,
tasodifiy hodisalar, tasodifiy miqdorlar va ularning umumlashgan variantlari —
tasodifiy jarayonlar ehtimollar nazariyasining obektini tashkil giladi.

Ehtimollar nazariyasida asosan 2 turdagi metodlar qo'llaniladi. Birinchisi
fagat “ehtimol” tushunchasiga asoslanadi va uni shu sababli “to’g'ri ehtimollik
metodlari” deb qabul qilish mumkin. (Masalan, to'la ehtimollik formulasiga,



tasodifiy hodisa va miqdorlarning bog'ligsizligiga asoslangan metodlar). Ikkinchisi
esa analittk metodlar nomi bilan atalib, ehtimollar nazariyasi masalalarini
matematik analiz masalalariga keltirish bilan bog'liq bo'ladi. (Xarakteristik va
hosil qiluvchi funksiyalar metodlari).

Aytilganlardan kelib chiqadiki ushbu maruzalar matnini o'qish uchun
o'quvchidan matematik analiz kursi va haqiqiy o'zgaruvchili funksiyalar
nazariyasining boshlang'ich elementlari bilan tanish bo’lishligi talab qgilinadi.

Ushbu maruzalar matnlari muallifning Mirzo Ulug'bek nomidagi
O’zbekiston Milliy Universitetida bir necha yil davomida “Ehtimollar nazariyasi
va matematik statistika” kursi bo'yicha o’qigan maruzalari asosida yozilgan. Shu
munosabat bilan muallif mazkur Universitetning “Ehtimollar nazariyasi va
matematik statistika” kafedrasi azolarining ushbu matnlarni yuzaga keltirishda
katta xizmatlari borligini etirof etadi. Men ularga samimiy minnatdorchilik
bildiraman.



1-qism. Ehtimollarfazosi. Ehtimol
1 Maruza. Tasodifiy hodisa. Elementar hodisalar fazosi

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushinchalaridan biri tasodifiy hodisa
tushunchasidir. Bu yana bir muhim tushuncha tajriba bilan chambarchas bog'liqdir.
Tajriba-suniy ravishda yaratiluvchi yoki tajriba o't=azuvchi shaxsning ihtiyoriga
bog'lig bo'lmagan molda vujudga keluvchi malum shartlar kompleksi
bajarilganda, o'tqaziladigan sinovdan iborat. Tajribalarni ikki sinfga (turga) bo'lish
mumkin. Ularning birida tajriba natijalari tabiat qonunlariga tayangan holda
oldindan aytib berilishi mumkin. Bunday tajribalar determinasiyalangan
(aniqlangan) degan nom bilan yuritiladi. Tajribalarning ikkinchi sinfida esa bir xil
shart-sharoit bajarilganda ham sinov natijasida bir-birini rad etuvchi xilma-xil
hodisalar ro'y berishi mumkin. Bunday xilma-xillik masalan elektr
lampochkalarini ishdan chiqish hodisasini kuzatganda, elementar zarrachalar bir-
birlari bilan to'qnashganda, kalamushlarning biror tibbiy preparatga tasirchanligi
kuzatilganda va hakozolarda uchraydi. Bunday tajribalarni o'rganish ehtimollar
nazariyasining predmetini tashkil etadi. Ular tasodifiy (stoxastik) yoki ehtimollik
tajribalari deb ataladi. Biz bunday tajribalarni istalgancha qaytarish mumkin deb
faraz qilamiz.

Tasodifiy tajribaning har ganday natijasi uning oqibati yoki elementar
hodisa deyiladi. Tajriba natijasida ro'y berishi mumkin bo’lgan barcha elementar
hodisalardan tashkil topgan to'plamni biz elementar hodisalar fazosi yoki
to'plama fazo deb ataymiz va Q orqali belgilaymiz, har bir elementar hodisani esa
o, (0 € Q) orqali belgilaymiz.

Elementar hodisalar fazosining strukturasini izohlash uchun birqancha
misollar keltiramiz.

1-Misol. Tajriba bir jinsli simmetrik tanga tashlashdan iborat bo’lsin.
Ragamni «r» va gerbni «g» orqali belgilasak, u holda elementar hodisalar w, =g va
o, =1 bo'lib, elementar hodisalar fazosi Q = {»,,,} to'plamdan iborat bo"ladi.

2-Misol. Tajriba o'yin soqqasini (yoqlari birdan oltigacha nomerlangan bir
jinsli kubni) tashlashdan iborat bo'lsin. Bunda elementar hodisalar fazosi
Q=1{1,2,3,4,5,6} to'plamdan iborat.

3-Misol. Faraz qilaylik biz telefon stansiyasining ishini bir soat ichida
kuzatib, (telefon) chagqirishlar soni bilan qiziqaylik. Kuzatuv vaqtida bitta ham
chaqirish kelmasligi, bitta chaqirish kelishi, ikkita chaqirish kelishi va hakozo
hodisalar ro'y berishi mumkin. Bu tajribada elementar hodisalar fazosi Q ={0,1,2,...}
ko'rinishga ega.

4-Misol. Bunda » ta sharni m ta turli sharlarni o'z ichiga olgan urnadan
tanlash bilan bogliq bo'lgan murakkabroq tajribani ko rishga o'tamiz.

Har bir tanlovda olingan shar urnaga qaytarib qo'yiladigan tajribaga gaytma
(yoki gaytuvli) tanlash deyiladi. Bu holda » ta shardan iborat harqanday tanlama



Q= {u,,u,,..,u,} ko'rinishda yozilishi mumkin, bu erda «, orqali i—chi qadamda
olingan sharning ragami belgilangan. qaytma tanlamada har bir u,, m ta 1,23,...,m

qiymatlardan birini qabul qilishi mumkin. Elementar hodisalar fazosini tasvirlash
birxil tarkibli, masalan (5121234) va (1251243) kabi tanlamalarni bir xil tanlama
yoki har xil tanlama deb hisoblashimizga qarab tubdan farq giladi. Shu munosabat
bilan ikki xil holni bir-biridan farq qilamiz; tartiblangan tanlamalar va
tartiblanmagan tanlamalar.

Tartiblangan tanlamalar qaralgan holda elementar hodisalar fazosi
Q= {a);a) = (U Uysennsll, )31 = 1,2,...,m} ko'rinishga ega va elementar hodisalar soni
N(Q)=m" ga teng. Tartiblanmagan tanlamalarni biz ® =[u,,u,,..,u,] shaklida
ifodalasak, bu holda elementar hodisalar fazosi Q = {w;@ =[u,,u,,...,u,lu; =1.2,...,m}

ko'rinishga ega bo’lib, elementar hodisalar sonini K(m,n) orqali belgilasak

N(Q)=K(m,n)=C", |, (1)
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu erda C/ = j!(nki i k—ta elementdan ; tadan tuzilgan
gruppalar soniga teng. (1) tenglikning isboti ushbu
K(,n)=1
K(mn)=> K(m-1,5) )
=

rekurent munosabatdan kelib chiqadi. (2) tenglikdagi K(m-1,s) avval m-1 ta turli

sharli urnadan s ta shardan iborat tartiblanmagan tanlama olib, so'ngra m-chi
sharni »—s marta qyshib olishdan hosil bo'lgan elementar hodisalar soniga teng.

5-Misol. Bu misolda endi tanlangan shar urnaga gaytarib qo'yilmaydi.
Bunday tajribaga qaytarilmas tanlash deyiladi. Bu holda » <m deb faraz qilamiz.
qaytarilmas » ta shardan iborat tartiblangan tanlash o'tgazilgan holda elementar
hodisalar fazosi

Q= {a);a) = (U, Uy ll,)); Uy # U, F o F U, U =1,2,...,m}

to'plam orqali ifodalanadi va bu to plamning elementlar soni
(m), =m(m-1)...m—-n+1)
m ta elementdan » tadan o'rinlashtirishlar soni 4" ga teng. Tartiblanmagan
tanlash o'tqazilgan holda elementar hodisalar fazosi
Q= {a);a) =[uy, Uy, U, FUy # . # U, u, = 1,2,...,m}
to'plamdan iborat bo'ladi va harbir tartiblanmagan turli elementli tanlamadan ! ta

turli tartiblangan tanlamani hosil qilish mumkin bo'lgani uchun barcha elementar
hodisalar soni

(m), _A4,

N@ ==

:C”;

ga teng bo'ladi.



6-Misol. Navbatdagi misol sifatida shamolning yo'nalishini aniglashdan
iborat bo'lgan tajribani ko'raylik. Agar biz natijani ¢ orqali belgilasak, u holda
0; [0,2z) yarim intervaldan son qiymatlar qabul qiladi. Shunday qilib tabiiy
ravishda Q elementar hodisalar fazosi chekli yarim intervaldan (yoki aniqrogi
aylananing nuqtalaridan iborat bo'ladi). Bir vaqtning o’zida shamolning yo'nalishi
va uning v tezligini kuzatish yana ham aniqroq tajriba bo'lar edi. Bu holda
elementar hodisalar fazosi Q ={w=(6,v); 0 <6 < 2z;v > 0} bilan, yani ikki o'lchovli
cheksiz to plam orqali ifodalanar edi.

7-Misol. Broun harakati. Mikroskopda molekulalar tomonidan ko'p
miqdordagi zarbalar natijasida xaotik harakat qilayotgan kichik zarrachaning xolati
kuzatilayotgan bo'lsin. Kuzatuv [0,7] vaqt oraligida o'tqazilayotgan bo'lsin. Bu
tajribaning natijasi zarrachaning harakat traecktoriyasidan iborat bo'ladi. Agar bizni
zarrachaning biror yo'nalish bo'yicha siljishi qiziqgtirsa, u holda vaqtning ihtiyoriy
+ momentida (ze[0,7]), uni tanlangan yo 'nalishdagi proeksiyasining vaziyati x(¢)
koordinata orqali ifodalanadi. Bu holda elementar hodisalar fazosi
Q= {x(t);t €[0,T]}=C,,, [0,T] oraligida aniglangan hagqiqiy uzluksiz funksiyalar

to'plamidan iborat bo’ladi.

Shunday qilib elementar hodisalar fazosi, chekli, sanoqli va xatto kontinium
quvvatga ega bo'lishi mumkin ekanligi yuqorida keltirilgan misollardan yaqqol
ko rinadi.

Elementar hodisalar fazosi bilan bir gqatorda endi eng muhim tushuncha
tasodifiy hodisa yoki (boshga tipdagi hodisalar bilan biz bu darslikda
uchrashmaganligimiz sababli) hodisa tushunchasini kiritamiz. Hodisa elementar
hodisalardan tashkil topgan to'plam bo'lib ular odatda lotin alfavitining bosh
xarflari 4,B,C,... lar bilan belgilanadi. Tajriba natijasida albatta ro'y beradigan
hodisaga biz mugarrar hodisa deymiz. Aksincha hech qachon ro'y bermaydigan
(yani birorta ham elementar hodisani o'z ichiga olmagan) hodisaga mumkin
bo’lmagan yoki bajarilmaydigan hodisa deb ataymiz va uni @ orqali belgilaymiz.
Birorta berilgan hodisalar sinfiga tayanib “yoki”, ”va”, “inkor qilish” kabi
mantiqily boglanishlar yordamida yangi hodisalarni hosil qilish mumkin; bu
mantiqily boglanishlarga to'plamlar nazariyasida “birlashma”, “kesishma” va
“to’ldirma” kabi amallar mos keladi.

A hodisaga teskari (qarama-qarshi) 4 hodisa deb 4 hodisa ro'y
bermaganda va fagat shundagina bajariladigan hodisaga aytiladi. 4 va B
hodisalarning yigindisi 4+ B (yoki 4UB) deb, 4 yoki B hodisalar, yoki ikkalasi
ham bajarilganda va faqat shundagina bajariladigan hodisaga aytiladi. 4+ 4=Q -
mugqarrar hodisa ekanligi 0'z-0"zidan ayon. 4 va B hodisalarning ko'paytmasi 4B
(yoki ANB) deb 4 va B hodisalar birgalikda bajarilganda va fagat shundagina
bajariladigan hodisaga aytamiz. 44 =@ - mumkin bo'lmagan hodisa ekanligi
ravshan.

Agar AB=0 bo'lsa, 4 va B hodisalar birgalikda bo’lmagan hodisalar
deyiladi. 4 va B hodisalarning 4\ B ayirmasi deb 4 hodisa bajarilib B hodisa
bajarilmaganda va fagat shundagina bajariladigan hodisaga aytiladi. Agar 4
hodisaning ro'y berishidan B hodisaning ham ro'y berishi kelib chigsa, u holda 4



hodisa B hodisani ergashtiradi deymiz va buni 4 < B deb yozamiz. Agar Ac B
va Bc 4 bo'lsa. U holda 4 va B hodisalar teng kuchli yoki teng hodisalar
deyiladi va 4=B deb yoziladi. Teng kuchli hodisalar bir xil elementar
hodisalardan tashkil topgan ekanligiga ishonch hosil gilishimiz mumkin.

8-Misol. Tajriba simmetrik bir jinsli tangani uch marta tashlashdan iborat
bo'lsin. Elementar hodisalar fazosi Q={0,,0,,0,,0, 0,0, 0, 0,} to'plamdan
iborat bo'lib, unda o =(ggg), o, =(ggn), o, =(2rg), o, =(ge), o, =(gm),
w, =(1gr), o, =(1rg), o, =(rrr). 4 hodisa tanga uch marta tashlanganda ikki marta
gerb tushishidan, B esa kamida ikki marta ragam tushishidan iborat bo'lsin, u
holda A={w,,0,,0,} va B={o,,0,,0,,0,} eckanligi ravshan, demak
A+ B ={0,,0, 0, 0,0, 0,0} —kamida bir marta ragam tushish hodisasi, 48=0,
A\B=4, A4=lo,0, 0,0, 0, — kamida ikkita raqgam, yoki birorta ham ragam
tushmaslik hodisasidan iborat.

9-Misol. Tajriba birlik kvadratga tavakkaliga zarracha tashlashdan iborat
bo'lsin. 4 tashlangan zarrachani doiraga tushishi, B esa — tashlangan zarrachaning
kichik kvadratga tushishi hodisalari bo'lsa, u holda 4+B, 4B, A\B va 4
hodisalar zarrachani mos ravishda 4 va B figuralarning birlashmasi, kesishmasi,
ayirmasi va birlik kvadratgacha to’ldirmasi orqali hosil qilingan (1- shaklda
tegishli sohalar shtrixlangan) sohalarga tushishidan iborat.

(D

B8 B a8

B

1-shakl.

Hodisalarning yigindisi va ko'paytmasi amallarini ularning chekli yoki
cheksiz to'plami > 4, (yoki (J4,), []4.( yoki (14,) uchun kengaytirish

mumkin.
To'plamlar ustidagi amallarning barcha hossalari hodisalar uchun ham
ko'chiriladi: masalan

DA, =>4, (4, =U4,, 4=Q\4, Q=0,

A\B=A\AB=AB, A\(A\B)=AB, Ac B= BcC A,
A+ A=A, (A+B)C=AC+BC, (AnB)uC=(4UC)N(BUC).

2-Maruza. Tasodifiy hodisalar algebrasi va - algebrasi. Ehtimollar
nazariyasining aksiomalari. Ehtimollar fazosi



Elementar hodisalar fazosi cheksiz bo'lgan umumiy holda biz barcha
hodisalarni garash o'rniga, hodisalarning algebralari yoki o—algebralari deb
ataluvchi bazi sinflarinigina qaraymiz xolos. Shunday qilib, elementar hodisalar
fazosi Q ihtiyoriy to'plamdan iborat bo'lsin va 4-Q to'plamning qism
to'plamlaridan tashkil topgan birorta sistema bo’lsin.

1-Tarif. Agar

I'. QeA

2°. Ae Ava Be A munosabatdan 4+ Be A kelib chigsa,

3°. 4e A4 munosabatdan 4 e A4 kelib chigsa,

u holda 4 sistema algebra tashkil qiladi deyiladi.

2-Tarif. 4 — hodisalar algebrasi, P=P(A); 4 A esa 4 da aniglangan va
[0;1] to’plamdan giymatlar qabul giladigan to’plam funksiyasi bo'lsin. Agar 4 dan
olingan va birgalikda bajarilmaydigan ihtiyoriy 4 va B hodisalar uchun

P(A+B)=P(A)+ P(B)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda 4 da chekli additiv o'lchov kiritilgan deyiladi.
P(Q) =1 shartni ganoatlantiruvchi chekli additiv o’lchovga esa, 4 da aniglangan
chekli additiv ehtimollik o'Ichovi deyiladi.

Agar 4 hodisalar algebrasi bo'lsa, u holda 4e Ava Be Adan ANB=A4UB

va A\B= AN B munosabatlarga ko'ra ANBe Ava A\Be A kelib chigadi. Shu
kabi 1" va 3" shartdan @=Q e 1 kelib chiqadi.

Hodisalarning 4 algebrasini bazan hodisalar halqasi deb atashadi, chunki 4
da halganing barcha shartlarini ganoatlantiruvchi ikkita algebraik amal (qo'shish
va ko paytirish: U;N) kiritilgan. Hodisalarning 4 algebrasi 4NQ = 4 bo’lgani uchun
birlik halqga tashkil etadi.

Algebra tashkil qiluvchi hodisalar sistemasining eng ‘“kichigi” A4={0;Q}
ekanligi ravshan. Shu bilan birga Q to'plamning barcha qism to'plamlaridan
tashkil topgan hodisalar sistemasi M (Q) ham algebradan iborat ekanligini
tekshirish mumkin.

Agar Q chekli fazo bo'lsa, u holda uning barcha qism to plamlaridan tashkil
topgan M (Q) sistema ham chekli to plam bo’ladi.

10-Misol. Tajriba bir jinsli simmetrik tangani ikki marta tashlashdan iborat
bo'lsin. U holda elementar hodisalar fazosi Q={gg,gr,rg,rr} 4 elementdan tashkil
topgan chekli to'plamdan iborat bo'ladi va M (Q) algebraning barcha hodisalarini

yozib chiqish mumkin:
M(Q)={D;{gg};{gr};{rg};{rr};{gg.gr};{gg,rg}; {gg,r};{gr.rg};{grm};
{rg,rr}s{gg.grrry;{ggrgry; {gg,rr,gri;{grrg,m};Q}
Bu misolda M(Q) algebra 2°=16-ta hodisalardan tashkil topgan. Agar O

to'plam N ta elementdan tashkil topgan bo'lsa, u holda M(Q) to'plam 2" ta
elementdan iborat. Hagiqatan ham 0 va 1 lardan tashkil topgan uzunliliklari N ga



teng bo'lgan ketma-ketliklarning soni 2" ga teng va bunday ketma-ketliklar bilan
M (Q) orasida o'zoro birgiymatlik moslik o'rnatish mumkin.

3-Tarif. Agar Q to'plamning qism to'plamlaridan tashkil topgan
hodisalarning 4 -algebrasida

2%, A e A, n=12,. dan UA e A kelib chigsa, u xolda A4 o-algebra yoki

Borel algebrasi deyiladi. Q fazo va uning qism to plamlaridan tashkil topgan 4
o —algebra birgalikda o Ichovli fazo deb ataladi va (Q, 4) orqali belgilanadi.
11-Misol. 1. Q=R={x; —o<x<w} sonli to'g'ri chiziq bo'lsin. F, orqali
chekli yoki cheksiz kesmalardan, intervallar va yarim intervallardan tashkil topgan
to'plamlar sistemasini belgilaymiz. F, algebra tashkil qilmaydi, chunki, masalan.
A=(-0;-1) va B=(;+o) to'plamlar yig'indisi (-o;—1)U(l;+0) F, sistemaga
kirmaydi. Agar F, ni, undan olingan to'plamlarning barcha chekli yig indilari
bilan to’ldirsak, hosil bo'lgan yangi to plamlar sistemasi 4 algebra tashkil giladi.
A algebrani o'z ichiga olgan barcha o — algebralarni qaraymiz. 4 < M(Q)
va M(Q) o— algebra tashkil qilgani sababli 4 algebrani o'z ichiga olgan kamida
bitta o- algebra mavjud. Bunday o— algebralarning kesishmasi (yani o-—
algebralarning barchasiga tegishli bo'lgan to'plamlar sinfi) yana o - algebra tashkil
qiladi. Bu barcha intervallarni 0’z ichiga olgan minimal o— algebra bo'lib Borel
o — algebrasi deyiladi va ) = B(R) orqali belgilanadi.
2) Q=R ={x=(x.,x,,...x,); x, €R}- n 0'lchovli Evklid fazosi bo'lsin. R, fazo
nuqtalarini x =(x,,x,,...,x,) ko'rinishida ifodalaymiz. 7, orqali
{xeR,; a,<x <b,a,<x,<b,,.,a, <x,<b,} 3)
ko'rinishdagi barcha » o'lchovli yarim ochiq parallelepipedlardan tashkil topgan
to'plamlar sistemasini belgilaymiz, bu erda -o<a, <b haqiqly sonlar. (3)
ko'rinishdagi yarim ochiq parallelepipedlarning chekli yig'indilaridan tashkil
topgan R,(R,) sinf algebra tashkil qilishini tekshirish qiyin emas. %,(R,) algebrani
0'z ichiga olgan minimal B(R)=% o— algebraning mavjud ekanligini 1") dagi
kabi isbotlash mumkin. B, o— algebraga » o'lchovli Evklid fazosidagi Borel
to'plamlarining o —algebrasi deyiladi.
4-Tawrif. Bizga (Q, 4) — o'lchovli fazo berilgan bo'lsin. Agar 4 o—
algebrada aniglangan P sonli fnksiya uchun quyidagi aksiomalar o'rinli bo'lIsa:
K1. Istalgan 4 €4 uchun P(4)>0 (P ning nomanfiyligi);
K2. P(Q) =1 (P ning normalanganligi);
K3. Juft-jufti bilan birgalikda bo'lmagan 4,,4,,...,4,,... hodisalar ketma-
ketligi uchun

P(O A”J = iP(An) ( P ning sanoqli additivligi);
n=1 n=1

u holda 4 o—algebrada P ehtimollik o'Ichovi yoki ehtimol kiritilgan deyiladi.



(Q2,4,P) uchlikka ehtimolliklar fazosi yoki ehtimollik modeli deyiladi, bu
erda 4 hodisalarning o — algebrasi, P 4 da aniglangan etimol, P(4), (4 €_4) songa
A hodisaning ehtimoli deyiladi.

Shunday qilib ehtimollik modelini yaratish o'lchovli fazoda manfiy
bo'lmagan, sanoqli additiv Q fazoning o'lchovi 1 bo'lgan o'lchov kiritish
demakdir.

Ehtimollar ~ nazariyasining yuqorida  kiritilgan aksiomatikasini
A.N.Kolmogorov taklif qilgan. K1, K2, K3 aksiomalar sistemasi, ularni
ganoatlantiruvchi real obektlar mavjud bo'lgani sababli 0'zoro zid emas.

3-Maruza. Ehtimolning asosiy xossalari

Yuqorida keltirilgan aksiomalardan ehtimolning quyida keltirilgan asosiy
xossalari kelib chigadi.

1%). P@)=0.
1° xossaning isboti 2| Jo=0 tenglikdan va K1, K3 aksiomalardan kelib
chigadi.

2°). Agar Ac B, bo'lsa, u holda P(B\A)=P(B)-P(A). B=AU(B\A) va

AN(B\ 4) =D tengliklardan K3 aksiomaga ko'ra
P(B) = P(A)+ P(B\ ).

Bu tenglikdan ushbu xossaning isboti kelib chiqadi:

30). Agar A< B bo'lsa, P(4) < P(B) bo'ladi.

40). Agar 4,B e Abo'lsa, uholda

P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(A B).
Bu xossaning isboti 4AUB=4U(B\(4NB)) tenglikdan va 2° xossadan kelib
chiqadi:
P(AU B) = P(4) + P(B\ (AN B)) = P(4) + P(B) — P(AN B).

5%. P(4)=1-P(4) tenglik 4UA=0Q, ANA=@ munosabatlardan va K3
aksiomadan kelib chigadi.
6"). Agar 4, e A, n=12,.. bo'lsa, u holda

p@AﬂJgipmn).

n=l1 n=l

6 xossani isbotlash uchun J4, = DB, tenglikka murojat etamiz, bu erda B, = 4,,

n=1 n=l1
B, =4N..N4,_NA4,n=23,..BNB, =3, i=] tenglik o'rinli. Demak K3 aksiomaga
ko'ra



P(OA,,] :P(iBn] =3 P(B,) <> P(4,).

n=l1

Ushbu teorema ehtimol o'lchovi bilan chekli additiv to’plam funksiyasining
uzluksizligi orasidagi bog'lanishni ko rsatadi.

1-Teorema. P, 4 -algebrada kiritilgan chekli additiv ehtimol o'lchovi
bo'Isin. U holda ushbu 4 ta shartlar o zoro ekvivalent:

1. P o—additiv (yani P 4 da kiritilgan ehtimollik).

2. P—yuqoridan uzluksiz, yasni 4 dan olingan va 4, c 4,,,,n=12,..,( J4, €A
n=1

shartlarni qanoatlantiruvchi ihtiyoriy 4,,4,,.. ketma-ketlik uchun (buni biz 4, T
deb belgilaymiz)

limP(4,) = P(U A J
n—>0 el

3. P-quyidan uzluksiz, yani A4 dan olingan va 4, c4,,n=12,.,[)4,eA
n=1

shartlarni qanoatlantiruvchi ihtiyoriy 4,,4,,.. ketma-ketlik uchun (buni biz 4, |
deb belgilaymiz)

lim P(4,) = P(ﬁ A, J

n=l1

4. P-“nolda” uzluksiz, yani 4 dan olingan va 4, < 4

no

n=12...(14, =0
shartlarni qanoatlantiruvchi ihtiyoriy 4,,4,.,... ketma-ketlik uchun (buni biz 4, { @
deb belgilaymiz)

lim P(4,) = 0.

n—0

Teoremaning isboti. Teoremani biz ushbu 1)= 2) = 3)= 4) =1) sxema

bo'yicha isbotlaymiz. Bu erda 1)=>j) orqali 1) shartdan j) shart kelib chiqishi
belgilangan.

1)=2). 4,7 va OAn €A bo'lsin B =4,B =4 \A4,,n=23,. deb
belgilaymiz. B, hodisalar juft-jufti bilan birgalikda bajarilmaydigan hodisalar va

OA,, = GBn bo'lgani uchun P ning o —additivligiga ko'ra
n=1

n=1

P(OAHJ :P(OBHJ = iP(Bn) = P(A)+ P(4,\ A) + P(A;\ A,) +... =

= P(4)+ P(4) = P(4) + P(4) = P(4) + ... = lim P(4,).



2)=3). 4,1 va (4,4 bo'lsin. B, =4\4,, n=12... deb belgilaymiz.

n=l1

{B,} hodisalar ketma-ketligi uchun B, 1 shart bajariladi va OBn = 4, \(ﬁ AH)

n=l1 n=1

bo'lgani uchun 2° xossaga ko'ra

lim P(B,) = P[O Bn) = P(4)- P(ﬁ Anj

n=l n=1

tenglik o'rinli bo'ladi. Demak

limP(4 ) =1lim P(4, \ B,) = P(4,) - lim P(B,) = P(ﬁ 4 j
n—»00 n—>»00 n—>0 n=1
3)=4). Tabiiy.
4)=1). 4° xossa o'rinli bo'lsin. 4,,4,,.. juft-jufti bilan birgalikda

bajarilmaydigan hodisalar ketma-ketligi bo'lib OAn e A bo'lsin. P ning chekli

n=1

additivligidan, ihtiyoriy » >1 uchun

{54 )-AS4)+AS4)

tenglikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. B, = CJAI. deylik, u holda {B,} ketma-

ketlik uchun B, | @ shart bajariladi. Demak 4° ga ko'ra

ZP(A )= 11mZP(A )= hmP[ZA j = llm{ [iAij—p(Bn)} -

n—o0
w=1

—P(ZAj—hmP(B )= P(;A]

i=1
1-Teorema isbotlandi.
4-Maruza. Elementar hodisalarning diskret fazosi.

Ehtimolning klassik tarifi

Elementar hodisalar fazosi chekli yoki cheksiz, ammo ulamni o,a,,..
ko'rinishida nomerlab chiqish mumkin bo'lgan fazoga elementar hodisalarning
diskret fazosi deyiladi. Birinchi paragrafda kj'rib o'tilgan 1),2),3) misollarda
elementar hodisalar fazosi Q2 diskret fazo tashkil qiladi.

Q diskret fazo va 4 =M (Q) bo'lsin. Bu holda ihtiyoriy 4 e 4 hodisaning
ehtimolini quyidagicha kiritish mumkin:

> p, =1 shartni ganoatlantiruvchi manfiy bo'lmagan p, sonlar berilgan

weQ)

bo'lsin. 4 hodisaning ehtimolini



P(A)=3 p, 4)

weQ)
yig'indi shaklida ifodalaymiz. Ehtimolni bunday aniqlab ehtimollik o'lchovini 3 ta
aksiomasining barchasini qganoatlantiramiz. Haqiqatan ham K1 aksioma P(4)

miqdorning aniqlanishidan kelib chigadi. K2 aksioma ham bajariladi, chunki (4)
tenglikga ko'ra

P)=> p, =1

weQ)
Agar A4 ikkita 4, va 4, birgalikda bajarilmaydigan hodisalarning yig indisi
bo'lsa. u holda (4) tenglikka ko'ra
P(AUA)=P(A) =D p,= D p,=2.P,+ D P, =P(4)+P(4,)

weQ weAUA, weA, weA,

byladi, yani (4) tenglik orqali kiritilgan ehtimollik chekli additiv. Xuddi shu kabi
P ning sanoqli additivligini ham isbotlash mumkin. Shunday qilib

p, 20 va ».p,=1 (5)

weQ)

shartlarni ganoatlantiruvchi sonlar yordamida (©Q, 4) o'lchovli fazoda (4) formula
orqali ehtimollik o'lchovini kiritish mumkin. Bu takidning teskarisi ham o’rinli,
yani agar (Q, A4) o'lchovli fazoda K1,K2,K3 aksiomalarni ganoatlantiruvchi P
ehtimollik o'lchovi kiritilgan bo'lsa, u holda (5) shartlarni ganoatlantiruvchi
shunday , >0 sonlar mavjudki 4e 4 hodisaning ehtimoli (4) formula orqali

ifodalanadi. Haqiqatan ham 4 ={»}- yagona o elementar hodisadan iborat deb

hisoblab, biz P(4) = p, = P({o}) tenglikka ega bo'lamiz. Demak K1 aksiomaga

ko'ra p, >0. Shu bilan birga, agar 4= {a’n NoR ..} bo'Isa, u holda K3 aksiomadan
P(a) = Pl{o, } +{o,}+..)= 3 PUoh = 3,

weA weA

(4) tenglik kelib chigadi. Bundan va K2 aksiomadan 4= deb hisoblab

> p, =1

weQ

tenglikka kelamiz.

Agar Q chekli elementar hodisalar fazosi bo'lib, p, barcha » elementar
hodisalar uchun bir-biriga teng bo'lsa, u holda (4) formula

P(4) =% (6)

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu erda N(4) orqali 4 to plamning elementlar soni

belgilangan. Bu ehtimolning klassik tarifi.
PQ)=1= 2 p,=p,N(Q)

weQ

bo lgani uchun



1

P N@

tenglik o'rinli, yani klassik tarifga olib keladigan ehtimollar fazosining modeli
ithtiyoriy elementar hodisaning ro'y berish imkoniyati tajriba xarakterini aniglovchi

shartlarga nisbatan birxil bo'lgan hollarda ishlatiladi. Masalan simmetrik bir jinsli

o'yin soqqasi tashlanganda 1,2,...,6 elementar hodisalar uchun p, = p, :...:l,

6

simmetrik bir jinsli tanga uchun esa p(g)= p(I’)Z% deb aniqglash va ehtimolning

klassik tarifidan foydalanish tabiiydir.

Shunday qilib 4 hodisaning ehtimolini klassik tarifdan foydalanib
hisoblash 4 hodisani ro'y berishiga olib keluvchi barcha elementar hodisalarning
sonini hisoblashga keltiriladi. Bazan bunday hisoblashlar trivial, bazan esa -
kombinatorikaning qiyin masalasi bo'lib, uni echish uchun hozirgi kunda
rivojlantirilgan nozik usullarni qo'llashga to'g'ri keladi. Bunday sof texnikoviy
qiyinchiliklarni yengish ehtimolliklar nazariyasi faniga hech qanday aloqasi yo k.
Ammo, bir gancha bunday holatlarni tekshirmay turib, na o'rganilayotgan
mavzuning tabiati haqida, na uning amaliy imkoniyatlari haqida tasavvurga ega
bo'lish mumkin emas.

Endi ehtimolning klassik tarifidan foydalanib bazi bir hodisalarning
etimollarini hisoblaymiz.

12-Misol. 3 ta 0'yin soqqasi tashlanganda tushgan ochkolar yig'indisi 11 ga
teng bo lish ehtimolini toping.

Echish. Bu misolda ochkolar gaysi o'yin soqqgasida tushganinni hisobga
olsak  elementar hodisalar fazosi Q={w;® = (u,u,,u);u; =12,..,6;j =123}
ko'rinishga ega ekanligi kelib chiqadi, bu erda (u,,u,,u;) orqali mos ravishda
birinchi o'yin soqqgasida u,, ikkinchi o'yin soqqasida u,, va uchinchisida u,
ochkolar tushishi belgilangan. Demak barcha elementar hodisalar soni
N(Q)=3°=216. Agar 4 orqali tushgan ochkolar yig'indisi 11 ga teng bo'lish
hodisasini belgilasak, u holda 4={weQu, +u, +u, =11} ko'rinishga ega. 11
ochkoni 6 ta turli usul bilan olish mumkin (6-4-1; 6-3-2; 5-5-1; 5-4-2; 5-3-3; 4-
4-3). Shu bilan birga 6-4-1 kombinasiyasi ushbu 6 ta elementar hodisalardan biri
bajarilganda va faqat shundagina tushishini ko'ramiz: (6,4,1), (6,1,4), (4,6,1),
(4,1,6), (1,6,4), (1,4,6). huddi shu kabi 6-3-2, 5-4-2 kombinasiyalari ham 6 tadan
elementar hodisalardan biri bajarilganda ro'y beradi. 5-5-1, 5-3-3, 4-4-3 —
kombinasiyalarning har biriga mos keluvchi elementar hodisalarning soni 3 ga teng
ekanligi ravshan. Shunday qilib N(4)=3-6+3-3=27 va ehtimolning klassik tarifiga
ko'ra

poy N 21 1
N©Q) 216 8

13-Misol. 36 ta qartadan iborat bo'lgan gartalar dastasidan tavakkaliga 3 ta
garta olingan. Bu qartalarning uchchalasi ham bir xil tusli bo'lish ehtimolini
toping.



Echish. Qartalarni dastadan olish tartibi bu misolda ahamiyatga ega
bo'Imagani uchun elementar hodisalar fazosi

Q=Aw;0 =[u,,u,,u;lu, #u, #u;u;, =1,2,..,36}

ko'rinishga ega. Demak N(Q)=C3 =%

bir xil tusli bo'lish hodisasini belgilasak va dastada har biri 9 ta qartadan iborat
bo'lgan 4 xil turli tus borligini hisobga olsak,
4.9.8.7

1-2:3

A orqali olingan qartalar dastasi

N(A)=4C; =

kelib chigadi. Shunday qilib

p(A)_N(A)_ﬁ_i
CN@Q) Cl 85

5-Maruza. Geometrik ehtimollar

Ehtimollik modellarining yana bir muhum sinfi geometrik ehtimollar deb
ataluvchi sinfdir. 2 »- o'lchovli Evklid fazosining chekli n- o'lchovli haymga
ega bo'lgan oblasti bo'lsin. £ oblastning hajmini aniqlash mumkin bo'lgan
harganday qism to'plamiga hodisa deymiz. 4 orqali barcha hodisalar sinfini
belgilaymiz. 4 hodisaning ehtimoli deb ushbu

V(4)
P(4) = o (11)
sonni qabul gilamiz. Bu erda ¥ (4) 4 to'plamning »- o'lchovli hajmi. (11) formula
yordamida aniqlangan P to'plam funksiyasi ehtimollik o'lchovining barcha
aksiomalarini ganoatlantirishini ko rish qiyin emas.

(Q,4,P) ehtimolliklar fazosi, bu erda P-ehtimollik o'lchovi (11) formula
orqali aniglangan, Q oblastga tavakkaliga (tasodifan ravishda) nuqta tashlash bilan
bog'liq bo'lgan masalalar uchun model vazifasini o'taydi. Bu erda Q elementar
hodisalar fazosi kontinium quvvatga ega bo'lgani uchun klassik tarifdan foydalana
olmaymiz. Nuqtaning vaziyati £ oblastda tekis tagsimlangan, yani nuqtani 4
oblastga tushishi bu oblastning » o'lchovli hajmiga proporsional deb faraz
qilinadi.

15-Misol. 24 wuzunlikka ega bo'lgan kesmaga tavakkaliga nuqta
tashlangan. Shu nuqtadan kesmaning eng yaqin uchigacha bo'lgan masofa a/2
dan kichik bo'lish ehtimoli topilsin.

Echish. Umumiylikka zarar etqazmay, kesmaning uchlari 0 va 2a
koordinatalarga ega deymiz. Tashlangan nuqtadan O nuqtagacha bo'lgan masofani
x orqali belgilaymiz. U holda bizni qizigtirayotgan hodisa x<a/2 yoki
2a - x < a/2 bo'lganda va faqat shunda ro'y beradi.



Talab qilingan ehtimollik (a/2+a/2)/2a=1/2 nisbatga teng (3 shaklga
garang).

LI : LI
0 al2 a 3a/2 Z2a

3-shakl.

16-Misol. (Byuffon masalasi). Tekislikda bir-biridan 2« masofada parallel
to'g'ri chiziglar o'tqazilgan va shu tekislikka uzunligi 2/;(I<a) bo’lgan igna
tavakkaliga tashlangan ignaning to'g'ri chiziglardan birortasini kesib o'tish
ehtimoli topilsin.

Echish. Ignaning o’tqazilgan to'g'ri chiziqlarga nisbatan vaziyati uning
o'rtasidan unga eng yaqin turgan chiziqqacha bo’lgan x masofa hamda igna bilan
to'g'ri chiziq orasidagi ¢ burchak orqali ifodalanadi (4 shakl). 0<x<a va
0<p<nm bo'lgani uchun ignaning barcha holatlari (yani barcha elementar
hodisalar) tomonlari 0 va = bo’lgan to'g'ri to'rtburchak nuqtalari bilan aniglanadi
(5 shakl).

x

P

7

®x=1sin@

2a

4-shakl. 5-shakl.

Ignaning parallel to'g'ri chiziq bilan kesishishi uchun (A4 hodisa) x<I/sing
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarlidir. Izlanayotgan ehtimol, (11) formulaga
ko'ra, 5 shakldagi shtrixlangan sohaning yuzini to'g'ri to'rtburchak yuziga
nisbatiga teng bo ladi, yani
P:P(A):ijlsingpdgozﬂ.
ar 0 ar
Byuffon masalasi, snaryadning kattaligi va uning quvvatini hisobga olish
bilan bog'liq bo'lgan otishlar nazariyasining bazi masalalarini xal etishda asosiy
rol o'ynaydi. Bundan tashqari Byuffon masalasi ~ sonining qiymatini tasodifiy
tajribalar metodidan foydalanib topishda ishlatilgan. Haqigatan ham, echilgan

masaladan = = 2L formula hosil bo'ladi. Ignani tashlash yordamida ~ ni aniqlash
pa

uchun etarlicha ko'p tajriba o'tgazilgan va mos A chastota P= P(A) ehtimolga
n

tenglashtirilgan (bu erda » tajribalar soni, n(4) esa ignaning parallel chiziglardan
birini kesib tushgan hollari soni).



17-Misol. Tomonlari « va b ga (b<a) teng bo'lgan to'g'ri to'rtburchakka
tavakkaliga nuqta tashlangan. Tashlangan nuqtadan to'rtburchakning eng yaqin
tomonigacha bo’lgan masofa x dan katta emasligining ehtimoli topilsin.

Echish. Umumiylikka zarar keltirmay to'g'ri to'rtburchakning uchi
koordinatalar boshida va uning tomonlari koordinata o’qlari bo ylab yo'nalgan deb
faraz qilamiz (6 shaklga garang).

b
b-x
) S I ((3))]
x i
0 X :I a-x a ;
5 b
6-shakl.
Tashlangan M nuqtaning koordinatalarini (&,7) deylik. Hisoblanayotgan ehtimol
ushbu 4 ={(& n);min{é,n,a-E,b—n} < x} hodisaning  ehtimoliga teng.

A, = (& n)imin{é,n,a-Eb-n}>x}={&n):x<E<a-x;x<n<b—x} tenglik o'rinli.
Demak izlanayotgan ehtimol (11) formulaga ko'ra 6-shaklda shtrixlangan soxaning
yuzini, to'g'ri to'rtburchakning yuziga nisbati shaklida ifodalanadi, yani

P(AX):F(x)zif, bu erda S, -4 sohaning yuzi, S=ab esa togri

to'rtburchakning yuzi.
Agar x<0 bo'lsa, S.=0 va x>b/2 bo'lsa, S, =S munosabatlar o'rinli

ekanligini  ko'rish qiyin emas. Endi 0<x<b/2 bo'lsin, u holda
S, =S —(b-2x)(a-2x). Shunday qilib

0,aecapx <0,
F(x)=41-(1-2x/b)(1-2x/a),acap0 < x < b/2,
1,acapx > b/2.

6-Maruza. Shartli ehtimollar. Hodisalarning bog’ligsizligi

Shartli ehtimolning tarifini kiritishdan oldin bir gancha misollar ko ramiz.
18-misol. Oilada 2 ta farzand bor. O'g'il tug'ilish ehtimolini % deb olib

ushbu hodisalarning ehtimollari topilsin.
1°. Oiladagi har ikkala farzand o'g'il (4 hodisa).



2°. Oilada bitta farzand o'g'il ekanligi malum (B hodisa). Oilada ikkinchi
farzand ham o’ g’il.

Echish. Ikkita farzandli oilalarda bolalarni jinslari bo'yicha tagsimoti
quyidagicha:

1) birinchi bola o"g'il, ikkinchisi ham o’g'il (0'0")

2) birinchi bola o’ g'il, ikkinchisi qiz (0°q)
3) birinchi bola qiz, ikkinchisi o' g'il (qo")
4) birinchi bola qiz, ikkinchisi ham qiz (qq)

Demake lementar hodisalar fazosi Q={0'0",0'q,qo",qq} ko'rinishga ega va bunda

barcha elementar hodisalar teng ehtimolli. Klassik tarifga ko'ra P(4) = % 2° holda

biz qo'shimcha informasiyaga egamiz. ( B hodisa bajarilgan) yani oilada bitta bola
o'g'il. Bu holda endi 0’0", 0°q, qo° elementar hodisalar teng imkoniyatli demak

izlanaetgan ehtimol % ga teng deyish tabiiy.

19-misol. Urnada m ta oq va n—m ta qora shar bor. Urnadan ketma-ket 2 ta
shar olingan

1°. Olingan har ikkala shar oq (4 hodisa) ekanligining ehtimoli topilsin.

2°. Agar birinchi olingan shar oq (B hodisa) ekanligi malum bo'lsa,
ikkinchisi ham oq shar ekanligining ehtimoli P(A/B) topilsin.

Echish. Ehtimolning klassik tarifidan P(4) = m(m ~1)
n

ekanligi kelib chiqadi.

Ikkinchi holda, birinchi olingan shar oq bo'lgani uchun, ikkinchi tanlashdan oldin
urnada »n -1 ta shar qolgan va ulardan m -1 tasi oq, demak P(4/B)= m—_ll;

Ehtimolni klassik usul bilan kiritilgan holda 4, B, 4/B va 4B hodisalarning
ehtimollari mos ravishda
_ N

_ N(4B). N(B)
N’ -

. p) =B py gy NAB) _ P(AB)
NQ) N(Q) N(B) P(B)

P(A) P(AB)

ekanligi ravshan. Bu oxirgi tenglik shartli ehtimolga umumiy tarif berish imkonini
beradi.
S5-Tarif. (Q, 4,P) ehtimolliklar fazosi berilgan bo'lsin va 4,Be_4; P(B)>0

bo'lsin. 4 hodisaning B hodisa ro’y bergandagi shartli ehtimoli deb ushbu

oA/ P(4B)
P,(4) H@)Pw (12)
nisbatga aytiladi.
(12) nisbatni
P(A4B) = P(B)Py(A) (13)

shaklda qayta yozib biz ko paytirish teoremasi deb ataluvchi tenglikni hosil
qilamiz.  (13) tenglikdan induksiyaga ko'ra  hodisalarning ihtiyoriy
ko paytmasining ehtimolini topishga doir ushbu formula kelib chiqadi.

Agar 4, 4,,..., 4, hodisalar uchun P(4,, 4,,...,4, ;) >0 bo'lsa, u holda



P(AIAZ"'An) = P(AI)PAl (Az)PAlA2 (As) ’ ”PAIAZ 4, (An) (14)

.4,

20-Misol. 3 ta tuz, 4 ta qirol va 2 ta valetdan iborat bo'lgan qartalar
dastasidan i1kki o'yinchi galma-gal tavakkaliga bittadan qarta olishadi. gaysi
o'yinchi birinchi bo'lib  dastadan tuz olsa. Shu o'yinchi o'yinni yutgan
hisoblanadi. Agar valet chigsa o'yin durang bo'ladi. Olingan qartalar dastaga
gaytib qo'yilmaydi. Birninchi o'yinchining yutish ehtimoli topilsin.

Echish. Ehtimoli izlanayotgan hodisani 4 orqali belgilaymiz. U holda 4
hodisa 4={t, qqt, qqqqt} ko'rinishga ega. Bu erda “t”- birinchi o'yinchiga tuz
chigganini, ”qqt”- birinchi o'yinchiga qirol va nihoyat “qqqqt” —birinchi va
ikkinchi o'yinchilarga ikkitadan qirol chiqib, so'ngra birinchi o'yinchiga tuz
chiqqanini bildiradi. Klassik tarifga va shartli ehtimolning tarifiga ko'ra
quyidagilarni topamiz:

P(q)=4/9, P(t)=3/9, Py(q)=3/8, Py(t)=3/7,
P (¢)=2/7, P, (q9)=1/6, Pgqqq(t)=3/5.

999
Topilgan ehtimolliklarni yuqoridagi (14) formulaga qo'ysak
P(qqt)=P(q)P4(q)Pyq(t)=4/9-3/8-3/7=1/14,
P(qqqqt)=P(q)P4(q)Pq(4)Pqqq(Q)Paaeq(t)=4/93/82/71/63/5=1/210
tenglik hosil bo'ladi. Demak
P(4)=P(t)+P(qqt)+P(qqqqt)=1/3+1/14+1/210 = 43/105
ekan.

2-Teorema. Agar B e 4 — fiksirlangan hodisa bolsa, u holda P,(4) shartli
ehtimol, 4 €4 hodisaning P, funksiyasi sifatida yangi (2, 4, P,) ehtimolliklar
fazosini aniqlaydi.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun P,, (£2,4) o’'Ilchovli fazoda aniqlangan
ehtimollik o'lchovi ekanligiga ishonch hosil qilishimiz, yani P, uchun K1, K2, K3
aksiomalar  o'rinli ekanligini korsatishimiz kifoya. Haqiqatan ham (12)
formuladan
PQB) _P(B) _,

P,(4A)20 va Py,(Q))= P(B) _P(B)_

munosabatlarning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Agar 4,, 4, birgalikda bo'Imagan

hodisalar bo'lsa (4,,4,=0) u holda 4,B va 4,B hodisalar ham birgalikda emas.

Demak

P(A,B+ A4,B) P(AB)+P(4,B) P(A4B) N P(4,B)
PB  PB  P(B)  PB)

PB(A1+A2): =PB(A1)+PB(A2)>

yani P, chekli additiv.

A, 4,,...4,,... hodisalar ketma-ketligi 4,, = 4,, n=12,.. va (4, =@ (yabni

n=1

4,1 Q) shartlarni qanoatlantirsin. U holda  B4,B4,,.. ketma-ketlik uchun xam



< B4, va ()B4, =0 munosabatlar o'rinli va ehtimol o'lchovining nolda

n=1

uzluksizligiga ko'ra,

B4

n+l1

limPB(An):limP(BA”): ! lim P(BA,)=0 .
e w>e P(B)  P(B)r>*

Bundan 3-§ dagi 1 teoremaga ko'ra P, uchun K3 aksiomaning o'rinli
ekanligi kelib chigadi.

Demak P,, (2, 4) o’lchovli fazoda aniglangan ehtimollik o’lchovi ekan.

Hodisalarning bog’ligsizligi. Hodisalarning bog'ligsizligi ehtimollar
nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi, chunki u ehtimollar
nazariyasini o Ichovli fazolarning umumiy nazariyasidan ajratib turadigan o'ziga
xos hususiyatini aniglab beradi.

Agar P(A4/B)=P(A) tenglik bajarilsa, 4 hodisa B hodisaga bog'liq emas
deyish tabiiy.Agar P(4)>0 bo'lsa, u holda P(B/A) shartli ehtimol mavjud va
ko paytirish teoremasiga ko'ra
P(AB) P(B)P(A/B) _

P(BI A)=—
(4) P(A)

P(B)

Demak 4 hodisaning B ga bog’ligsizligidan B hodisaning 4 ga bog ligsizligi
kelib chiqadi, yani 4 va B hodisalarning bog'ligsizligi simmetriklik xususiyatiga
ega.

Agar 4 va B hodisalar bog'ligsiz bo'lsa, u holda P(4B)= P(4)P(B) tenglik
o'rinli va bu tenglik 4 va B hodisalarning ehtimollari nol bo'lganida ham manoga
ega. Natijada biz ushbu tarifga kelamiz.

6-Tarif. Agar

P(AB) = P(4)P(B)

tenglik o'rinli bo'lsa 4 va B hodisalar bog'ligsiz deyiladi.

21-Misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat. 4 orqali
birinchi tashlanganda gerb chiqish hodisasini, B orqali esa tanga ikkinchi marta
tashlanganda gerb chiqish hodisasini belgilaymiz. U holda elementar hodisalar
maydoni Q={gg,gr,rg,1r}, A={gg,gr} va B={ggrg} to'plamlardan iborat bo’ladi.
Agar elementar hodisalarning har biri % ehtimolga ega ekanligini hisobga olsak, u
holda P(4)='2, P(B)='., P(AB)=Y bo'ladi. Demak P(4B)=P(4A)P(B) va A4,B
hodisalar bog’ligsiz.

7-Tarif. 4,,4,,.,4, hodisalar berilgan bo'lsin. Agar ihtiyoriy

1<, <i, <...<i, <n;2 <k <n sonlar uchun
P(A4, 4, ..4, )= P(4,)P(4,)..P(4, )
tengliklar yrinli bo'lsa, u holda 4, 4,,..., 4, birgalikda bog'ligsiz hodisalar deyiladi.

7-tarifdan 4,,4,,..., 4
ularning ihtiyoriy qgism to'plamidagi 4,.4, ..,4, hodisalar ham birgalikda

J2 27 0

birgalikda bog'ligsiz hodisalar bo'lsa, u holda

n?o

bog'ligsiz ekanligi kelib chigadi. Ushbu misol hodisalarning birgalikda



bog'ligsizligi ularning juft-jufti bilan bog'ligsizligiga nisbatan kuchliroq shart
ekanligini ko rsatadi.

22-Misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat bo'lsin (20-
misolga qarang). A={gggr}, B={ggrg} va C={ggrr} —ikki marta tanga
tashlaganda ikki marta bir xil tomon tushish hodisasini belgilaymiz. Agar barcha
elementar hodisalar bir xil ehtimolga ega bo'lsa, u holda

P(A)=%, P(B):%, P(C):%; P(AB)=PAC)=P(BC)=%,

ammo P(ABC)= % # % = P(A)P(B)P(C), yani 4,B,C hodisalar juft-jufti bilan
bog'ligsiz, lekin ular birgalikda bog'ligsiz emas.

Ehtimollar nazariyasida ko pincha bog’ligsiz hodisalar bilan birga, hodisalar
sinflarining bog’ligsizligini ham qarashga to’g'ri keladi.

8-Tarif. 4., A4.,,.., A, ,-hodisalarning algebralari (o-algebralari) berilgan
bo'lsin. Agar barcha A e, i=12,.,n hodisalar uchun
P(A,4,..4) = P(4,)P(4,)..P(4,) tenglik o'rinli bo'lsa, u holda A4,,, 4.,,..., 4,4
algebralar (o-algebralar) birgalikda borliksiz deyiladi.

7-Maruza. To'la ehtimollik formulasi. Bayes formulasi

4,,4,,..., A, juft-jufti bilan birgalikda bo'Imagan va musbat ehtimollarga ega

bo'lgan hodisalar bo'lsin. Agar B < LHJA ; bo’lsa, u holda
j=l

P(B) = Zn:P(Aj )P(B/ 4,) (15)

formula o'rinli. (15) formulaga to'la ehtimollik formulasi deyiladi.
(15) formulani isbotlash uchun B=A4 B+ A,B+..+ A B tenglikka murojat

qilamiz. Bu erda 4,B,4,B...,4,B juft-jufti bilan birgalikda bo'lmagan hodisalar
ekanligi ravshan. Demak

P(B) = Zn:P(BAj ).

Bu tenglikning P(B4,) xoshiluvchilariga ko'paytirish teoremasini ko'llab, to'la

ehtimollik formulasini hosil qilamiz.

To'la ehtimollik formulasi, murakkab hodisalarning ehtimollarini shartli
ehtimollarni qo’llab topishda asosiy qurol vazifasini bajaradi.

Ehtimollikning g-additivlik xossasidan foydalanib (15) formulani 4,,4,,...—
sanoqli juft-jufti bilan birgalikda bo'lmagan hodisalar uchun umumlashtirish
mumkin.



23-Misol. Birinchi urnada 2 ta oq va 3 ta qora, ikkinchisida esa 1 ta oq va 4
ta qora shar bor. Birinchi urnadan tavakkaliga 2 ta shar olib ikkinchisiga
solingandan so'ng ikkinchi urnadan tavakkaliga olingan shar oq shar ekanligining
ehtimoli topilsin.

Echish. 4,4, va 4, lar orqali birinchi urnadan ikkinchisiga olib g'o’yilgan
sharlarning mos ravishda har ikkalasi ham oq, har ikkalasi qora va turli rangda
bo'lish hodisalarini, B orqali esa ikkinchi urnadan olingan shar oq shar bo'lish
hodisasini belgilaymiz. U holda ehtimolning klassik tarifiga ko'ra

11 c; 3 GG 66

3
P(4)=—=—, PA)=—2==" P(4;)= = ===
(4) c? 10 (4:) c? 10 (4:) c: C: 10 5

P(B/ A) :%, P(B/ A,) :%, P(B/ 4,) :%

tengliklar o'rinli boladi. Izlanayotgan hodisaning ehtimoli, to'la ehtimollik
formulasiga ko'ra, quyidagicha bo’ladi:
1 331 61 6

Ko paytirish teoremasidan ushbu
P(B)P(4, | B) = P(BA,) = P(4,)P(B/ 4,)
tenglikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Bundan to’la ehtimollik formulasiga
tayanib topamiz:
P(4)P(B/ 4,) _ P(4,)P(B/4,)

P(4,/B) = :
P(B) S P(4,)P(B/ 4))

(16)

(16) formulaga Bayes formulasi deyiladi. Bayes formulasi matematik statistikada
keng ko'llaniladi. Statistik qo'llanishlarda 4,,4,,..,4, hodisalarni ko pincha
“gipotezalar”, P(4,) ehtimolni 4, gipotezaning aprior (sinovgacha) ehtimoli
P(A4,/B) shartli ehtimolni esa uning aposterior (sinovdan so'nggi) ehtimoli deb
atashadi.

24-Misol. Shifokor bemorni tekshirib ko'rganda uning 4,, 4,, 4, kasallarning
biri bilan og'riganligini gumon qildi. Ularning ehtimolliklari malum shartlar ostida
mos ravishda quyidagilarga teng: P(4,)=1/2, P(4,)=1/6, P(4,)=1/3. Shifokor
diagnozni aniglash uchun, agar bemor 4, kasallik bilan og'rigan bo'lsa 0,1 extimol
bilan, 4, kasallik bilan og'rigan bo'lsa 0,2 ehtimol bilan va 4, kasallik bilan
og'rigan bo'lsa 0,9 ehtimol bilan ijobiy natija beradigan analiz belgiladi. Besh
marta analiz qilinib ulardan to'rttasi ijobiy va bittasi salbiy natija berdi. Analiz
otqazilgach harbir kasalliklarning ehtimollari hisoblansin.

Echish. B orqali beshta analizdan to'rttasi ijobiy va bittasi salbiy natija
berish hodisasini belgilaymiz. Bemor 4, kasallik bilan og'rigan holda (yabni 4,

gipotezasi bajarilsa) B hodisaning ro'y berish ehtimoli, Bernulli formulasiga ko'ra



P(B/A,)=C{(0,)*-09=5-0,00009 = 0,00045.
Xuddi shu kabi 4, va 4, gipotezalar uchun bu ehtimol mos ravishda

P(B/ 4,)=C!(0,2)* -0,8 =5-0,00128 = 0,0064
va

P(B/ 4;)=C:(0,9)* -0,1 =5-0,06561 = 0,32805
bo’ladi.

Shunday qilib Bayes formulasiga ko'ra, analizlar o'tqazilgach, 4, kasallik

bilan og'riganlik ehtimoli

P4 1B) = 1/2-0,00009 0,002,
1/2-0,00009 +1/6-0,00128 +1/3-0,06561

4, kasallik bilan og'riganlik ehtimoli

1/6-0,00128

P(A4,/B) = ~
1/2-0,00009 +1/6-0,00128+1/3-0,06561

2

va 4, kasallik bilan og'riganlik ehtimoli

1/3-0,06561 N
1/2-0,00009 +1/6-0,00128+1/3-0,06561

P(A,/B) = ,
ekanligini topamiz.
Bu hisoblashlarni nazarda tutib, shifokor bemor 4, kasallik bilan og'rigan
deb diagnoz ko'yishi tabiiy.
8-Maruza. Bernulli sxemasi.

Biror aniq A hodisani gqancha marta ko’p va oz ro'y berishini keltiilgan
tajribalarning Bernulli sxemasi orqali o'rganish mumkin. Aytaylik 7 -tajribalar
ketma-ketligi berilib ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) Har xil tajribalarning natijalari o' zoro bog'ligsiz hodisalarni tashkil qiladi.

2) Har bir tajribada biror 4 hodisa boshqa tajrbalarga bog'ligsiz holda p
ehtimollik bilan ro'y beradi (p €[0,1]) va u tajribalar nomeriga bog'lix emas va 1- p
ehtimollik bilan ro'y bermaydi;

1) va 2) shartlarni ganoatlantiruvchi tajrbalar ketma-ketligi tajribalarning
Bernulli sxemasini tashkil qiladi deb ataymiz va bu sxema ko'pgina tasodifiy
hodisalar bilan bog'liq bo'lgan jarayonlar uchun matematik model sifatida xizmat
qiladi. Masalan demografiya masalalarida tug'iladigan bolaning o'g'il yoki qizligi,
meteralogiyada yog ingarchilikning bo’lishi yoki bo'lmasligi, ishlab chiqarishda
tayyorlangan mahsulotning soz yoki nosoz bo'lishi va boshqalar.

Agar o'rganilayotgan (kuzatilayotgan) 4 hodisa ro'y bersa shartli ravishda
uni “yutuq” deb hisoblab, aks holda uni “yutugmaslik™ haqida gapirish mumkin.

Aytaylik tajrbalar soni » bo'lsin. Agar yutuqni shartli ravishda “1”
yutugmaslikni “0” deb qabul qilsak Bernulli sxemasiga mos keluvchi o
elementlar hodisani » ta 1 va 0 lardan iborat bo'lgan ketma-ketlik deb tushunish



mumkin. Masalan «=1001 ifoda (n=4) I-nchi va 4-nchi tajribalarda yutuq (4
hodisa) ro'y berganini bildiradi. Tushunarliki barcha elementar hodisalar soni 2"
ga teng bo'ladi.

Har qanday takroriy tajribalar sxemasi uchun quyidagi masala asosiy
hisoblanadi: » ta takroriy tajribalarda biror 4 hodisa & marta ro'y berishi ganday
ehtimollikka ega? Bu hodisani B, (k) deb belgilasak:

B,(k)=1{n ta tajribada yutuqlar soni k ga teng |, k=0,12,...,n bo'ladi.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

q=1-p, B,(k)=P(B,(k)).

Teorema 1. 1) va 2) shartlar faqat va faqat ixtiyoriy « elementar hodisa
uchun

P({w})= p*q"™* (1)

bo'lgandagina bajariladi xalos. Bu erda ¥ » elementar hodisadagi 1 lar (yutuglar)
soni va bu holda

P(k)=C,p'q"", 0<k<n (2)
tenglik o'rinli bo'ladi.
Bevosita ishonish mumkinki, B, (k) va B,(j) hodisalar k= ; bo'lganda bir
vaqtda ro’y bermaydi va

U B, (k) =0Q.

Demak, iPn (k)=1 tenglik bajarilishi kerak. Haqigatan ham Nyuton binomi

k=0
formulasiga ko'ra

P (k)=>Ciptq" =(p+q)" =1. (3)
k=0 k=0

(2) formula bilan aniglanadigan P,(k) ehtimolliklar (3) tenglikni hisobga

olgan holda, binomial tagsimotlar deb ataladi.

Teoremaning isboti murakkab emas, lekin u qo'shimcha belgilashlar
kiritishni talab qiladi.

Zaruriylik. Yuqorida aytilganidek har bir elementar hodisa 1 va 0 lardan
iborat bo'lgan ketma-ketlik bilan tenglashtiriladi. Faraz qilaylik o=00,...0,
bo'lib (w, =1 yoki w,=0, i=12,...,n), 1 va 0 lardan iborat bo'lgan qandaydir

A;, acap ;=

1,
ketma-ketlik bo'lsin va C, = {_ bo'lsa 1) shartga ko'ra C, hodisalar
‘ A4;, acap o; =0, ‘

J?
bog'ligsiz (nega?) va faqat » dan iborat bo'lgan to plam
(o}=AC,

j=1 7

Demak,



P({w})=1jP(Cj) 4)

Lekin P(C,)=0, agar o, =1 bo'lsa, P(C;)=q agar o, =0 bo'lsa va (4) tenglikning
o'ng tomonidagi p ga teng ko paytuvchilarning soni » elementar hodisadagi 1 lar
soni £ ga teng, yani bu ko paytma (1) tenglikning o'ng tomoniga teng. Zaruriylik
isbotlandi.

Etarlilik. (1) formula ehtimollar tagsimoti ekanligi isbotlangan

X All0)-1

tenglikdan kelib chiqadi.

Qandaydir butun / <# sonni fiksirlab @ dan birinchi / elementlarni chigarib
yuborishdan hosil gilingan o' ketma-ketlikni ko ramiz. Shunday qilib ' da n—/ ta
1 va O lar bor. Endi agar we 4, n...n 4, bo’lsa undagi 1 lar soni k =/+k' ga teng

bo'ladi. Bu erda k' - / tajribadan keyingi »n-/ tajribalarda ro'y bergan yutuqlar
soni.

Ko'rish qiyin emaski, P({})=p'P({0'}) va P({w'}) (1) formula orqali » ni
n—1 bilan almashtirish bilan aniglanadi. Shunday qilib, har qanday 7/ <» uchun

Parna)= Yro)-p S rlw)-p'

weA;N...N4,

Oxirgi tenglik 4, n...n4, hodisalarning ixtiyoriy kombinasiyasi uchun ham

to'g'ri ekanligidan 1) va 2) shartlarni o'rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Etarlilik isbotlandi.

Mashq sifatida Bernulli sxemasi bo'yicha o'tkazilgan » ta tajribada yutuqlar
soni toq bo’lishli ehtimolligini topaylik. Shu ehtimollikni =, deb belgilasak, u

holda (2) formulaga ko'ra
z,=2.Clp'a"", (5)

=k

bu erda ;j toq yig'indi 0 dan to » gacha bo’lgan toq sonlar bo"yicha olinganligini
ko'rsatadi. Nyuton binomi formulasiga ko'ra

(g-p)" =D.Ci(=D)'pq"™" = d.Cip'q" =Y Cip'q"™  (6)
k=0 J ocydpm j mox

(3) formulaga asosan
1= Y Cip*q"™" + > Cip'q™. (7)

J ocydm j mok
Endi (6) va (7) tengliklarni qo'shib
2 2.Cptq" =1+(g-p) (8)

J orcypm

ekanligini olamiz. Demak, (5) va (8) formulalardan izlanayotgan ehtimollikning



T, =%+%(q—p)” )

ekanligi kelib chigadi. Agar p=q=% bo'lsa, Bernulli sxemasi simmetrik

hisoblanadi va bu holda (9) formuladan 7=, =% ekanligi kelib chigadi.

Simmetrik tangani » marta tashlash tajribasi simmetrik Bernulli sxemasi
uchun misol bo'la oladi.

Bernulli sxemasini umumiy holda tasodifiy miqdorlar orqali kiritish ham
juda foydali ham qulaydir.

Yuqorida keltirilgan 1) va 2) shartlarni qanoatlantiruvchi tajribalar ketma-
ketligini ko'raylik. Bunga asoslanib quyidagi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini
kiritish mumkin. Agar & -nchi tajribada kuzatilayotgan 4 hodisa ro'y bersa &, =1,

aks holda &, =0 deb hisoblaymiz. Natijada o'zaro bog'ligsiz va bir xil

tagsimlangan ¢&,¢&,,...,¢ tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini hosil qilamizki,

noece

ular uchun
Pl =1f=p, Pl =0j=¢q=1-p. (10)

Umuman, hech ganday tajribalar sxemasi bilan bog'lamagan holda, o'zaro
bog'ligsiz va (10) tagsimotga ega bo'lgan {& } tasodifiy miqdorlarni Bernulli
tasodifiy miqdorlari deb ataladi. Ular uchun M¢, =p, D&, =pq. O'z-0'zidan
ko rinadiki

S, =& +...4+¢,

yig'indi Bernulli sxemasi bo'yicha o'tkazilgan » ta tajribada 4 hodisaning ro'y
berishlar (yutuqlar) sonini ifoda etadi va yuqorida keltirilgan 1-teoremaga asosan u
(n; p) parametrli binomial tagsimotga ega bo ladi:

PiS, =k}=P,()=Cip*q"™", k=012, .n.
S yig'indi uchun
MS, =np, DS, =npq

tenglik o'rinli ekanligini biz 3-bobning 12 va 13 misollarida keltirib chigargan
edik.

Endi binomial tagsimotni tadbiqgiga oid bir qancha misollarni ko raylik.

1-misol. Qandaydir texnik qurilma 5 ta elementdan tashkil topgan bo’lib,
uning har bir elementi malum vaqt davomida p=0,1 chtimollik bilan ishdan
chigadi. Agar bu qurilmadagi ishdan chiqgan elementlar soni ikkitadan ko'p
bo'lmasa u normal ishlaydi. Shu qurilmaning normal ravishda ishlash ehtimolligi
topilsin.

Echish. Qurilmada ishdan chiqgan elementlar soni Bernulli sxemasida 5
tajribadagi yutuqlar soni S, ga teng. Bunda har bir tajribada yutuq bo’lish

extimolligi p =0,1. Bizni qiziqtirgan ehtimollik



P(S,<2)=P(S; =0)+ P(S, =1) + P(S, =2) = C2(0,1)°(0,9)° + C1(0,1)(0,9)* +
+C2(0,1)(0,9)° =(0,9)° +(0,1)(0,9)* +10-0,01-(0.9)° =0,99144

2-misol. Texnik sistema (qurilma) 100 ta elementdan iborat va har bir
element qolganlariga bog'liq bo'liagan holda p ehtimollik bilan ishdan chiqadi.
Sistemada ishdan chiggan elementlar soni 0,99 ehtimollik bilan bittadan ko'p
bo'Imasligi uchun p ganday shartni qanoatlantirishi kerak?

Echish. Izlanayotgan ehtimollik binomial tagsimot bo yicha

C1000p0q100 + Clloopq99 — 0’99 yoki quO + 100pq99 — 0,99

tenglikni qanoatlantirishi kerak. Oxirgi tenglamani taqribiy echib, p taxminan
0,0015 ga teng ekanligini topamiz.

Yana shu narsani qayd qilib o'tamizki, (1) tenglik tajribalar ketma-ketligi
uchun Bernulli sxemasini oxirigacha aniqlaydi va bu sxemaning mavjudligi va
yagonaligini taminlaydi. Umuman ehtimollar nazariyasida tasodifiy miqdorlarning
Bernulli sxemasi deganda, o'zaro bog'ligsiz va faqatgina ikkita qiymat qabul
giladigan (ular O va 1 sonlaridan iborat bo'lishi shart emas) tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligini tushuniladi.

9-Maruza. Bernulli sxemasidagi limit teoremalar.

Bernulli sxemasini
51762""95)1""

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ko'rinishida yozish mumkin va bu erda ¢, lar
0 'zaro bog'ligsiz va

P&, =1}=p, P& =0j=g=1-p

ekanligini biz yuqorida ko rgan edik.
1-§ da keltirilgan misollar

P +..+& =k}=P(S, =k)=C\prq"*

formulaning tadbiqi katta hisoblash ishlari bilan bog'liq ekanligini ko'rsatadi.
Aynigsa, bu formula » va k larning katta qiymatlarida foydalanish uchun deyarli
yarogsiz bo'lib qoladi. Aytilganlardan P(S, =k) ehtimollik uchun » — o

asimptotik formulalar topish zarurati yuzaga keladi. Umuman, ehtimollar
nazariyasida P(S, =k) ko'rinishidagi ehtimolliklar uchun isbotlangan limit

teoremalar lokal teoremalar deyiladi. Kelgusida, agar {a,} va {b,} ikkita sonli

n

aIl

ketma-ketliklar bo'lsa, a,~b, belgi lim—=1 ekanligini ko rsatadi. Bu holda {a,}

n—»0

va {b } ketma-ketliklar ekvivalent deb hisoblanadi. Quyidagi (0,1) oraligda
aniqlangan



H(x) = xIn >+ (1= x)In1=* (14)
p 1

funksiya binomial tagsimot uchun isbotlanadigan limit teoremalarda katta rol
o ynaydi.

Teorema 4. Aytaylik p*= ¥ bo'Isin. U holda # - w, n—k—>oo da
n

(15)

H@:@:%S

1
"= p |~ —nH(p*)}.
Isbot. Quyidagi
nl~~2mn"e™" (16)

asimptotik formula Stirling nomi bilan yuritiladi. (16) formulaga ko'ra

P(S, =k)=Clp*q"~ | —" " Ca-p)t =
(S, =k)=C,p'q 2ﬂk(n—k)kk(n—k)”"‘p( p)

_ ! exp{—klnf—(n—k)ln”_k+k1np+(n—k)1n(1—p)}=
n n

J2mp (- p)
- 1 exp{-n[p*In p*+(1— p*)In(l - p*) = p*In p— (1- p*)In(l - p)]} =

J2mmp (1= p¥)

= m exp{— I’lH(p*)}

(15) asimptotik formulaning o'ng tomonini p* ning p ga yaqin qiymatlarida
boshga ko'rinishda yozish mumkin. (14) formula bilan aniqlangan H(x) funksiya
(0,1) oraligda barcha tartibdagi chekli hosilalarga ega. Xususan

)=l —mi=  pv=tii 1
p l-p x 1-x

va H(p)=H'(p)=0. Bularni hisobga olgan holda Teylor formulasiga ko'ra p*— p
da

(1 1
H(p*) =5(—+—J(p*—p)2 +QQP*—pI3)-
p q
Demak p*~p, n(p*-p)’ =0 bo'lsa

eXp{—ﬁ(p*—p)z}- (17)

P(S, =k)~
2mpq

Agar
1 I

A=—, (x) = e ?
Jwa T x
belgilashlarni kirisak (17) dan quyidagi natijaga kelish mumkin.




2
3-natija. Agar z=n(p*-p)=k-np= 5(#} bo'lsa, u holda

P(S, =k)=P(S, —np =z) ~ p(zA)A . (18)

k—np
N

Fiksirlangan p uchun (0<p<1), k shunday o'zgarsinki |[x[<T (7 >0)
bo’lsin. U holda

O’z navbatida, agar x = deb olsak (18) dan shunday natijaga kelamiz:

\27mpgq )

Oxirgi (19) asimptotik munosabat Muavr-Laplasning lokal limit teoremasi nomiga

P(S, =k)~ (19)

ega (Muavr (19) formulani p=g4 :% bo'lgan holda, Laplas esa uni ihtiyoriy p

uchun isbotlagan).
Agar k= pn butun son bo'lsa, (19) dan

P(S, =np) = (1+2()

2/mpq

1
Vn
kelib chigadi. Quyidagi teorema Muavr-Laplas lokal teoremasida qoldiq hadning 0

yani P(S, =np) ehtimollikning O ga intilish tartibi dan yuqori bo'la olmasligi

ga intilish tartibi ham €L ekanligini ko rsatadi.

Vn
Teorema 5. Bernulli sxemasida p(0<p<1) o'zgarmas bo'lib, n— oo,
x=x, = KZm 4 va n lar bo'yicha chegaralangan bo'lsa (-0 <a<x, <b<+w), u
v hpq
holda
1
Sup|\Jnpg P(S, = k) — p(x, )‘ = Q(—j : (20)
0<k<n \/;
Isbot. Bizga binomial tagsimotning koeffisienti
|
ch=—=L 21
" K(n—k)! 1)

ekanligi malum. (15) Stirling formulasining analiz kursidan malum bo’lgan qoldiq
hadini hisobga olgan holda Inn! migdorni

Inn!=In~/2m —i—nlnn—n+0l (22)

=n
ko rinishda yozish mumkin. Endi
k=np+x,.npq, n—m=np—Xx,\npq

ekanligini hisobga olsak (22) munosabatdan ushbu



n

In(n—-k)!=In27x(n—m) + (nq — X, +/npq )ln(nq - xk\/nPQ)— ng + x,\npq + 0( 1 ) ,  (24)

n

Ink!'=In~27k + (np +xk1/npq)ln(np +ka/npq)— np — X, \/npq + 0( ! ) , (23)

tengliklarni hosil qilamiz. x — 0 da
2
In(1 + x) :x—%+0(x3)

munosabatning o'rinli ekanligidan foydalanib

2
ln(np+xk1/npq)=lnnp+ln 1+x, /i =Ilnnp +x, /i—x—kiJrO( ! j, (25)
np ng 2 np nan
( p_X.p 1
In nq—ka/npq)zlnnq—xk SR 240 (26)

ng 2 nq nan

asimptotik formulalarni hosil qilamiz. Endi (20) munosabat (21), (22)-(26)
tengliklardan kelib chiqadi.
Isbotlangan 5-teoremaga asoslanib, amaliy qo llanishlarda

(S, =iy = 20 (27)
npq

taqribiy formula ishlatiladi.

3-misol. Korxonada tayyorlangan ixtiyority buyumning yarogsiz bo'lish
ehtimolligi 0,005 bo'Isin. Agar buyumlar partiyasi 10000 buyumdan iborat bo'lsa,
shulardan 40 tasi yarogsiz bo lish ehtimolligi topilsin.

Echish. Bu misolda binomial tagsimot uchun »=10000, p=0,005 va
izlanayotgan ehtimollik

P= Ploooo (40) = P(Smooo =40) = Clﬁt)oooo (0=995)9960 (0’005)40 .

O’'z-o0'zidan ko'rinadiki bu ehtimollikni hisoblash murakkab. Shuning uchun (27)
taqribiy formulani qo’llash kerak bo'ladi. Bu holda

\Jnpg = /10000 - 0,005 - 0,995 = /49,75 = 7,05,

v=mx, =K o 4 o(x) = 0,1456..

Jnpg
Endi (27) formuladan foydalanib
P= 01456 = 0,0206

2

ekanligini topamiz.

Muavr-Laplasning integral teoremasi.



Muavr-Laplasning oldingi paragrifda keltirilgan lokal teoremasida P(S, = k)

ehtimollikning funksiyasi sifatida qaralib unga asimptotik baho berilgan edi.
Amaliyotda uchraydigan ko'p masalalarda S, ning qiymati malum oraligda yotish
ehtimolligini topishga to'g'ri keladi va bu masalalar umumiy holda S, tasodifiy
miqdorning tagsimot funksiyasi uchun limit teoremalarni o'rganishga olib keladi.
Ehtimollar nazariyasida tagsimot funksiyalar ketma-ketligi uchun o'rinli limit
teoremalarni umumiy nom bilan integral teoremalar deb atash odatga aylangan.
6-teorema. Agar 0< p<1 bo'lsa, n - « da har ganday musbat 7 > 0 uchun

—0. (28)

Sup

—T<a<b<T|

'[e 2du

S, —np _
Pla<———
[ Jnp J am
Bu teorema Muavr-Laplasning integral teoremasi deb ataladi. (28)

munosabatda yaqinlashish « va » lar bo'yicha har qanday oraliqda tekis
ekanligidan » — « da

—0

Sup

pY

S —np
P — <x |—D(x)
(\/npq J

limit munosabat o'rinli bo'ladi. Bu erda

¥

d(x) = j o(u)du, o(u) = \/;_ﬁez.

S5-teoremaning isboti. Oldin

T(p(u)du: \/;_ Te_uzdu =1 (29)
o T~y

tenglikni isbotlaymiz. Ushbu

[\/_ Te 2a’u} :i]gfe 22 y;dxdy (30)

—00

tenglik o'rinli. Bu erdagi ikki karrali integralda
X=pcosp, y=psing, 0<p<2r
almashtirishlar bajarilsa, u quyidagiga teng bo’ladi:

loo _%2 2z loo _Lz
— dp|dp=— 2dp-2z=1. 31
Mlpe p! ¢ Zﬁlpe fe 31

Endi (30) va (31) tengliklardan (29) o'rinli ekanligi kelib chigadi. Oldingi
1 _ k2 belgilash kirisak, u holda

—, X, =
\NIpq ' \NIpq

paragrifdagidek A =




Pla<3 2P p|= S P, =k)= S P(S, =k). (32)
I’lpq a<k—np<b asx;<b
Tod

2-§ da keltirilgan 3-natijaga ko'ra (u erdagi (19) formulani qarang) har ganday
&> 0 va etarli katta » lar uchun

(1-8)Ap(x,) < P(S, =k) < Ap(x, )(1+¢) (33)
tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. (33) tengsizlikning har ikki tomonini

a<x <b tengsizlikni ganoatlantiruvchi hamma k& lar bo'yicha yig'ib (32)
tenglikni hisobga olsak

1-£)A Y o(x,) < P[a <SP bJ —<(1+&)A Y o(x,) (34)
asx;<b \ hpq asx;<b
tengsizliklar hosil bo'ladi.
v oy = k+1—np_k—np _ 1 _A
YN g mpg \Jnpg
tenglikka ko'ra,
A Z(D(xk) = Z¢(xk Xy —x;) - (35)
a<x;<b asx;<b

b
(35) tenglikning o'ng tomoni I @(x)dx uchun integral yig'indidan iborat. Bundan
van—oo da

-0

1
max(x,,, —x,)=A=

0<k<n M

ekanligidan kuyidagi limit munosabat

b
> () —x,) > [p(x)dx 5 n— o (36)
asx;<b a
kelib chigadi.

Endi (36) dagi yaqinlashish « va » larga nisbatan (-7 <a <b <T oraliqda)
tekis bo’lishini isbotlaymiz. Haqiqatan ham quyidagi baholarga egamiz:

Xk 41

[0y - o, ), ~ x| < [lp0) -l < [|o! (@ |- x,)dx <

X X

< max|go' (x)| ]](x - X, )dx = max|(0' (x)|w = O(lj (37)
X X n
(35) va (37) munosabatlardan, (35) yig'indida qo shiluvchilar soni +/» tartibga ega

bo'lgani uchun, (36) munosabatdagi yaqinlashish tekis ekanligini olamiz. O’z
navbatida (34) va (36) formulalardan



b
lim P(a <Summp b] = [p(x)ax
n—>0 'npq "

tenglikning to'g'ri va bunda yaqinlashish « va » sonlar bo'yicha (-T<a<b<T
oraligda) tekis ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Amaliy tatbiglarda (28) limit munosabatdan amaliyotda foydalanish uchun
undagi yaqinlashish tezligini baholay olish kerak. Aytilgan tezlik (qoldiq hadning
nolga intilish tartibi) gqanday bo’lishligini tekshirish uchun simmetrik Bernulli

C e . 1
sxemasini ko'ramiz. Bu holda p = 5 va

NS

s -2
S*

1 &
= =—)> (2¢£. -1 = .
n ﬁ '\/;j= é: ) \/_277]
2

Bu erda 5, =2¢, -1 tasodifiy miqdor 1 va -1 qiymatlarni % va % ehtimollik bilan
qabul qiladi va uning simmetrik ekanligidan

P(s; <0)=P(s; > 0):#;:0).

Shu bilan birga, Muavr-Laplasning lokal teoremasiga asosan, P(S: =0)—>0
bo'lgani uchun, » — « da

P(s >0)> % . (38)
(38) munosabat Muavr-Laplasning integral teoremasidan ham kelib chiqadi,
chunki ®(0) = % Endi (38) da yagqinlashish tezligi gandayligini baholaymiz va shu

magsadda juft nomerli yig'indilarni o' rnatamiz.

As:, > 0)-3 =-#ls3, 0)=-3 i

2

tenglikning o’rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. Oxirgi tenglikning o'ng
tomoni Stirling formulasiga ko'ra quyidagi
12z 2m@n)e™ 1 1
2 27mn2ne—2nnn 2\/; \/;

nisbatga ekvivalent ekanligini topamiz. Demak (38) da yaqinlashish tezligining

tartibi — ga teng bolar ekan.

f

4-misol. Korxonada ishlab chiqilgan buyumlar hajmi ~¥ ga teng bo'lgan
partiyalarga ajratilib, keyin texnik kontrol bo’'limiga yuboriladi. Partiyadagi »
tadan ko'p buyumlar, ¢ dan (0< « <1) kichik bo'lmagan ehtimollik bilan yaroqsiz
deb topilmasligi uchun, ¥ sonini qanday tanlash kerak?

Echish. Ushbu



£ = 1, agap j—nchi buyum yaroqli bo'lsa;
700, aks holda,

formula orqali ¢&,&,,... o'zaro bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini
kiritaylik. Shu bilan birga

P&, =D)=p, P, =0=qg=1-p
bo'lsin. U holda
Sy=&+...&y

partiyadagi yaroqli buyumlar soni bo'ladi. Masalaning shartiga ko'ra, N ni
shunday tanlash keraki, natijada

PSyzn)za
tengsizlik bajarilsin.
Agar
st = Sy —Np
N
deb qabul qilsak

P(S, = n)= P(S;, > 1 _Np)]

bo'ladi. n= Np-5,/Npg deylik. U holda
P(S, 2n)=P(S} =-5).
Endi ¥ va »n sonlarni etarlicha katta deb
P(S, < x)= d(x)

munosabatdan foydalanishimiz mumkin. Aytilganlardan so'ng & ni shunday
tanlaymizki

1-D(-90) 2«
bo'lsin. U holda N ni »n orqali ifoda qilish mumkin. Buning uchun
n = Np -0+ Npq

tenglamani echish kerak. Oxirgi tenglama +/N ga nisbatan kvadrat tenglama va
uning musbat echimini olib, katta » lar uchun

2
N=(4np+25@w/52pq+4np + 2? lqu~l(n+5\/g\/;)
p p

ifodani hosil gilamiz.

Puasson teoremasi.



Oldingi paragrifdagi Muavr-Laplas teoremasining isboti davomida
keltirilgan baholar shuni ko'rsatadiki, binomial tagsimotni normal qonun bilan
approksimasiyalash npg ifodaning (S, ning dispersiyasi) katta qiymatlarida yaxshi
natijalar beradi. Bu esa, 0’z navbatida » ning katta qiymatlarida va p ning 0 va 1
dan farqli fiksirlangan qiymatlarida ro'y beradi. Aytaylik »=1000 p=0,001, yani
np =1 bo'lsin. Bu holda, albatta, Muavr-Laplas teoremasini qo'llash hech ganday
manoga ega emas. Quyida ko'ramizki, P(S, = k) tagsimotni bunday hollarda

w,=—e", A=mnp,k=0]12,.

Puasson tagsimoti bilan ifodalash magsadga muvofiq bo’lar ekan.

Birinchi navbatda shu narsani qayd qilib o’tish kerakki, approksimasiyalash
haqidagi masalani qo'yilishi Muavr-Laplas teoremasidagi holatidan butunlay farq
giladi, chunki Puasson taqsimotining parametri A=np n ning qiymatlarida

chegaralangan son p=P(&, =1) ehtimollik nolga yaqin bo'lishi kerak. Buni esa
bitta fiksirlangan Bernulli tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi &,¢,,...,¢&,,... bilan

tamin etib bo'lmaydi. Aytilgan magsadni amalga oshirish uchun quyidagi tasodifiy
miqdorlarning seriyalar ketma-ketligini ko' ramiz:

&

(2) (2) .
1 9 2 2

(m)  z(n) (m)
&, LE.

Bu erda yuqoridagi indeks seriyaning nomerini, pastdagi indeks esa
seriyadagi tasodifiy miqdorning nomerini bildiradi. Keltirilgan sxema tasodifiy
miqdorning seriyalar sxemasi dab yutitiladi.

Faraz qilaylik, » seriyadagi tasodifiy miqdorlar Bernulli sxemasini tashkil
qilsin, yani 5(5”) lar 0" zoro bog'ligsiz va

A =1)=p,.  PlE"=0)=1-p,=4,
6-Teorema. (Puasson teoremasi). Agar n — o da np, — 1 >0 bo'lsa, u holda

Sup|£(Sn :k)—ﬂk| -0, n—>0.

0<k<n

6-teoremani isbotlashdan oldin ushbu tengsizlikni isbotlaymiz.
Lemma. Agar a,, j=12,...,n sonlar, 0<a, <1 tengsizlikni ganoatlantirsa,

u holda
(1-a)1-a,)...(0-a,)>1-(a, +...+a,) (29)
bo’ladi.



(29) tengsizlikni matematik induksiya usuli bilan isbotlaymiz. »=1 uchun
(29) o0'z-0'zidan to'g'ri. Faraz qilaylik »=k da (29) tengsizlik o'rinli bo'lsin. U
holda

(l_al)(1_a2)"'(1_ak)(l_ak+l)2[1_(al +"'+ak)](l_ak+l):
:1—(a1 +...+ak+1)—ak+1 +(a1 +...+ak)ak+1 21—(a1 +...+ak+1),

yani (29) tengsizlik »n =k +1 da ham to'g'ri ekan. Lemma isbotlandi.
Endi

ko _
Cn -

kl(n— k)

ifodaning asimptotikosini o'rganamiz. Birinchidan Cf=cC’"* ekanligidan kﬁ%

qiymatlarini ko'rish etarli bo'ladi. Quydagi tenglikni yozamiz:

cF n(n—l)(n—Z)...(n—k+1):ﬂ(l_lj(l_g)“[l_k—lj (30)

" k! k! n n n

Lemmadagi (29) tengsizlikni qo'llab ushbu
(1—1](1—3)..(1— k_l] > 1—(l+3+...+ k_lj =1- kk=1) (31)
n n n n o n n 2n

munosabatini olamiz. (30) va (31) munosabatlardan

k
_kk=D (i <1, 0<k<n (32)
2n n'k!

1

tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. P(S, =k)=C!plq’™ bo’lgani uchun
(32) tengsizlikdan quydagi bahoni olamiz:

k(k=1)n* , . n" o
1- — <P(S,=k)<— 33
[ Zn } k! p}'l q"l ( n ) k! p}’l qﬂ ( )
Teoremaning shartiga ko 'ra har ganday fiksirlangan £ uchun » — « da
(p,)' > 2, qf=01-p)* o1 (34)
q" =(1— ”p"j e (35)
n

(Agar «, ketma—ketlikk n—>~ da a ga yaqinlashsa, u holda (1+a"] — e’

n
munosabatning o'rinli ekanligi bizga analiz kursidan malum. Bizning holda
a,=-np, —>-1).

Endi har ganday & uchun

l_m_)

1, n—>ow
2n

ekanligini hisobga olib va (33) tengsizlikda (34) va (35) munosabatlarni qo'llab



k
P(Sn=k)—)Fe_}”, n—o

ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.

S5-misol. Telefon stansiyasi 1000 abonentga hizmat qiladi. Malum vaqt
oralig’ida xoxlagan abonent qolganlaridan bogligsiz holda 0,005 ehtimollik bilan
“chaqiriq” berilishi mumkin. Shu vaqt oralig’ida qilgan “chaqiriqlar” 7 dan ko'p
bo'Imaslik ehtimolligi topilsin.

Echish. Axtarilayotgan ehtimollik

P(S, <7)=P(S, =0)+P(S, =1)+...+ P(S, =7)

yig'indiga teng. Bizning holda »=1000, p=0,005 va np =5. Puasson teoremasidan
foydalansak,

2 3 4 5 6 7
PS, <Tyzed|1454 4242 > (5 O
26 24 120 720 5040

j = 0,867

ekanligini topamiz.

11-qizm. Tasodifiy migdorlar va taqsimot funksiyalar
10-Maruza. Tasodifiy miqdorlar

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri tasodifiy miqdor
tushunchasidir. Tasodifty migdor bu tasodifga bog'liq holda u yoki bu son
qiymatlarni qabul qiluvchi miqdor. Masalan, o'yin soqqasini tashlaganda tushgan
ochkolar soni, tavakkaliga olingan » ta mahsulotlar ichidagi yarogsizlarining soni,
n ta o q uzulganda nishonga tekkan o’glar soni, asbobning beto xtov ishlash vaqti
va hakozolar tasodifiy miqdorlarga misol bo'la oladi. & - tasodifiy miqdor,
tajribaning harbir mumkin bo'lgan oqibatiga mos qo'yilgan sondan iborat. Tajriba
natijalarining to'plami elementar hodisalar bilan tariflangani tufayli tasodifiy
miqdorga Q elementar hodisalar fazosining & =¢&(w) funksiyasi sifatida garash
mumkin. Tasodifiy miqdorning tarifini keltirishdan avval bir qancha misollar
ko 'ramiz.

1-Misol. Tajriba tangani 2 marta tashlashdan iborat. FElementar hodisalar
maydoni

Q= {gg, gr.rg.im}
ko'rinishga ega. ¢&-gerb chiqishlar soni bo'lsin. & ning miqdori elementar
hodisalarning & = &(w) funksiyasidan iborat. &(w) funksiyaning giymatlar jadvali
ushbu ko rinishga ega:

[0 gg gr I‘g IT
) |2 1 1 |0




2-Misol. Tanga birinchi bor gerb chiqqunicha tashlansin. Bu holda
Q = {e, pe, ppe, ppp2,.., ppp...2,...} =0, 0, ,...,0 ...} .

£- tanga tashlashlar soni bo'lsin. U holda & elementar hodisalarning funksiyasi
bo'lib, agar o = w, (n=12,..) bo'lsa, &(w)=n bo'ladi.

3-Misol. Radiusi R ga teng bo'lgan doiraviy tekis ekranda tasodifiy ravishda
zarracha paydo bo'lish hodisasi kuzatilayotgan bo'lsin. ¢ orqali zarrachadan ekran
markazigacha bo'lgan masofani belgilaylik Bu holda Q = {w;0 = (x,y);x* + y> <R} -
to'plamdan iborat bo'ladi. ¢ elementar hodisalarning funksiyasi bo’lib,
E(w)=x" +y* tenglik o'rinli.

Yuqorida ko'rilgan misollar tasodifiy miqdorni elementar hodisalar
fazosining funksiyasidan iborat deb izohlash mumkin ekanligini ko rsatadi. Ammo
Q da aniglangan ihtiyoriy funksiyani tasodifiy miqdor deb qarash mumkin emas.
Amaliyotda ko'pincha &(w) tasodifiy migdorning giymati u yoki bu to'plamga
tegishli bo'lish ehtimoli nimaga teng degan savolga javob berishga to'g'ri keladi.
Demak, sonlar o'qidagi etarlicha keng {B} to'plamlar sinfi uchun, biz {w;&(w)< B}
to'plam hodisalarning A4 o -algebrasiga tegishli bo'lishiga va, demak
P({w;&(w) e B}) ehtimolni hisoblash mumkin ekanligiga ishonch hosil gilishimiz

kerak.
1-Tarif. (Q, 4,P)- ehtimollik fazosi va &£=¢&(w) Q da aniglangan sonli

funksiya bo'lsin. Agar har ganday haqiqiy x uchun
{w:(w)<xjed (1)

munosabat o'rinli bo'lsa, u holda bunday ¢&=&(w) funksiyaga tasodifiy miqdor
deyiladi.

Funksional analiz kursidan malumki (1) shartni ganoatlantiruvchi Q da
aniglangan ¢ =&(w) funksiyaga 4 o —algebraga nisbatan o'lchovli funksiya
deyiladi. Shunday qilib (Q, A4,P) fazodagi tasodifiy miqdor 4 o -algebraga
nisbatan o'lchovli funksiyadan iborat.

2-Tarif. Thtiyoriy x € R son uchun aniqlangan

F(x)=F,(x) = P({¢ < x})

funksiyaga ¢ tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi deyiladi.
Tasodifiy migdorning yana bir eng sodda misoli sifatida 4 <4 hodisaning
I ,(w) indikatorini garash mumkin;

L,acapw € A,
L=1,(0)-=
0,acapw ¢ A.
J,x<0,
{0;6(@)<x}={4,0<x<1; (2)
Q. x>1



munosabatdan /,(w) funksiyaning tasodifiy miqdor ekanligi kelib chiqadi. Uning
tagsimot funksiyasi (2) munosabatga ko'ra

0,x<0,

F(x)=<P(4),0<x <1,
ILLx>1

ko'rinishga ega.

Endi 4 4, 4,4, =0, i#j, Y 4, =0 bo'lsin, u holda

Ew)=3x1, (@), < R 3)

Ko'rinishda ifodalangan tasodifiy miqdorga diskret tasodifiy miqdor deyiladi.
Agar (3) yig'indi chekli bo'lsa, u holda bunday tasodifiy miqdorga sodda (yoki
elementar) tasodifiy miqdor deyiladi.

Tasodifiy miqgdorlarning yana bir gancha misollarini ko ramiz.

4-Misol. Simmetrik bir jinsli tanga tashlansin. Bu holda Q ={®,,»,} bo'lib,

ERIL

bu erda o, =“g”, w,=“r", A4 esa Q ning barcha gism to'plamlaridan iborat,

Plle, )= P({o, )= % .

£w)= {1’” -

-lLo=0,

deylik. Bu holda
D, x < —1;
{a);f(a))s x}=q{w,},-1<x<1;
Qx>1
munosabat o'rinli. Shunday qilib, &(w)-tasodifiy miqdor. Uning tagsimot
funksiyasi

0,x < -1,
F.(x)= 1/2,-1<x <1,
Lx>1

ko'rinishga ega. Uning grafigi 7-shaklda keltirilgan.

yA
1
Q.5

\ 4

I
v




7-shakl

5-Misol. [a,b] kesmaga tasodifiy ravishda nuqta tashlansin, yani nuqta [a,b]
kesmaning birorta qism to plamiga tushish ehtimoli u to'plamning Lebeg
o'lchoviga proporsional bo'lsin. Bunda Q-[a,b] kesmaga teng bo'lib, 4 esa [a,b]
kesmadagi barcha Borel to'plamlaridan iborat bo'ladi & = &(w) funksiyani

((w)=ow,w€<(a,b]

formula orqali belgilaymiz, yani ¢&-[a,b] oraligqa tushgan nuqgtaning
koordinatasidan iborat.

B,x < a;
{a);é(w)s x} =1<[a,x],a < x < b;
Q=[a,bl,x=b

munosabatning o'rinli ekanligini ko'rish qiyin emas. Shunday qilib, harqanday
x € R uchun {w;&(w)< x} € 4, yani &(w) tasodifiy miqdor. &(w) tasodifiy migdorning
tagsimot funksiyasi

0,x<a

X—a
F;(x): b

,a<x<b;
—-a

Lx=>b.

Bu tagsimot funksiya (8-shakl) [a,b] oraligda tekis taqsimlangan tasodifiy
miqdorning tagsimotini aniglaydi.

AY

»
»

X

8-shakl
Endi ehtimollar fazosi va unda aniglangan tasodifiy migdor bo'lmagan funksiyaga

misol keltiramiz.

6-Misol. Q=[0,1], 4-[0,1] oralig'idagi Lebeg o'lchovli to'plamlarning o -
algebrasi bo'lsin. P(4) = A(4), 4eA deymiz, bu erda A(4) - 4 to'plamning Lebeg
o'Ichovi. U holda (2,4, P)-ehtimolliklar fazosi. E—[0,1] oralig'idagi Lebeg bo'yicha
o'lchovsiz to'plam bo'lsin®. &(w)=1,(w)-E to'plamning indikatori. U holda, agar

* T.A.Sarimsoqov. Haqiqiy o'zgaruvchining funktsiyalari nazariyasi. Toshkent, “O’qituvchi”, 1968 y. darsligining
60-§ ga qaralsin.



0<x<1 bo'lsa {w; &(w)<x}=E ¢A Demak yuqorida tasvirlangan (Q,.4,P) fazoda
aniqlangan &(w) funksiya tasodifiy miqdor emas.

E(w)- (2,A4,P) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy miqdor va B< R -
sonlar o'qidagi to'plam bo'lsin. 4, orgali ushbu

As={B;Bc R;{™'(B) e A}
to'plamlar sinfini belgilaylik, bu erda &7'(B)={w;&(w)e B}- B to'plamining
proobrazi. Avvalo shuni aytish lozimki, &(w) tasodifiy miqdorning tarifidan
B=(-o0;x] xeR ko'rinishdagi yarim intervallar 4, sinfga tegishli ekanligi kelib
chigadi.
Ushbu teorema Borel to'plamlarining o -algebrasi A4, sinfida yotishini

ko rsatadi.
1-Teorema. (Q,_4,P) ehtimollik fazosi, ¢ undagi tasodifiy miqdor, B esa

sonlar o'qidagi ihtiyoriy Borel to'plami bo'lsin. U holda
5 (B)={m;é(w)e By e A

munosabat orinli, yani har ganday Borel to'plamining proobrazi tasodifiy
hodisadan iborat.
Isboti. a,6;a<b  ihtiyoriy haqiqiy sonlar bo'lsin. U holda

{0;E(w) € (a,b]} = {w;a < E(w) < by = {w;E(0) < b} \ {w;&(0) < a) tengliklardan
&7 ((a,b])= 7 ((—o0,b])\ &7 ((—o0,a]) € 4 munosabatning o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
Demak (a,6] ko'rinishidagi barcha yarim intervallar 4, to'plamga tegishli. Shu
bilan birga R sonlar o'qidagi ihtiyoriy B, B, B,, ... to plamlar uchun

S{OBJ=O§%&L (4)

5(3}:% , (5)

FR)=0 (6)

tengliklar o'rinli ekanligini osongina isbotlash mumkin. (4)-(6) tengliklardan 4.

to'plamlar sinfi barcha (as] yarim intervallarni o'z ichiga oluvchi o -algebra
ekanligi kelib chigadi. Borel to plamlarining o -algebrasi [, (a,b] ko'rinishidagi
barcha yarim intervallarni o'z ichiga oluvchi minimal o —algebra bo’lgani uchun
Bc A,.. Shunday qilib teoremaning davosi ihtiyoriy B Borel to'plami uchun
o rinli.

3-Tarif. (R,B(R))-sonli tyrri chizik va undagi Borel to'plamlaridan tashkil
topgan ®=B(R) o -algebra bo'lib, &=¢&(w) (2,4,P) fazoda aniglangan tasodifiy
miqdor bolIsin.

(R, B (R)) ollchovli fazoda



P.(B)= P({w;£(w)e B}).B e B (R)

formula orqali aniqlangan P.-ehtimollik o'lchoviga ¢ tasodifiy miqdorning
ehtimollik taqsimoti deyiladi.
Sunday qilib har qaysi ¢ tasodifiy miqdor yangi (R,B(R),Pf) ehtimollar

fazosini vujudga keltiradi.
11-Maruza. Taqsimot funksiyalarning xossalari. Misollar.

F(x)—¢ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi bo’lsin. U holda F(x)
tagsimot funksiya quyidagi xossalarga ega:
F1. Monotonlik xossasi: agar x, <x, bo'lsa F(x,) < F(x,) bo’ladi.
F2. F(-0) = lim F(x) = 0; F(+o0) = lim F(x) =1,
F3. O'ngdan uzluksizlik xossasi: limOF(x) = F(x,).

Isboti. F1 xossaning isboti {&£ < x,} c {£ <x,} munosabatdan va ehtimolning
3) asosiy xossasidan kelib chigadi. F2 xossani isbotlash uchun biz ikkita {x,} va
{y,} sonli ketma-ketliklarni qaraymiz, bunda x, ketma-ketlik -0 ga monoton
kamayadi (x, ¥ -—o), y, esa +owo ga monoton o'sadi (y, T+w). Agar
A, ={w; £(w)<x,} va B, ={w; &(w)< y,} deb belgilasak 4, { & va B, T Q bo'lgani
uchun F2 xossa ehtimolning quyidan va yuqoridan uzluksizlik xossalaridan kelib
chigadi (1.1-teoremaning 4 va 2 punktlariga qgaralsin).
F3 xossa ham xuddi F2 kabi isbotlanadi: 4 ={w; &(@)<x,} 4, ={w; &(w)<x,}
bo'lsin, bu erda {x,} ketma-ketlik monoton kamayuvchi bo'lib limx, = x, tenglik

n—>x0

o'rinli. Demak A4, hodisalar ketma-ketligi monoton kamayuvchi bo'lib ﬁAn =4

n=1

tenglik o'rinli bo'lgani sababli (yani 4, { 4) 1.1 teoremaning 3) punktiga ko'ra
hj{.} P(A,) = P(A) yoki hg: F(x) = F(x,) tenglik kelib chigadi.
F(x)=F,(x) funksiya umuman olganda chapdan uzluksiz emas, chunki
ehtimolning o'ngdan uzluksizlik xossasidan
p,=F(x)-F(x-0)= ’lqi_rg(F(x)—F(x—l/n))z lim P(x~1/n<x <x)=

={Okeu4mJﬂzﬂg=n>

tenglik o'rinli.

Bundan barcha x € R sonlar uchun P{¢ =x}=0 tenglik o'rinli bo'lsa va faqat
shu holdagina F,(x) funksiyaning uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Shunday  qilib  p, =P({E=x,})=F(x,)-F(x,-0)  tenglikdan  F(x)
funksiyaning uzulish nuqtalarida p, > 0 tengsizlikning o'rinliligi kelib chigadi. Har



ganday natural » soni uchun F(x) funksiyaning p, = P({¢ = x, })2l tengsizlikni
n

ganoatlantiruvchi uzilish nuqtalarining soni » dan katta bo'lmagani sababli,
tagsimot funksiyaning uzilish nuqtalari to plami ko'pi bilan sanoqli bo’lishi kelib
chigadi.

F.(x)=F(x) tagsimot funksiyaning uzilish nuqtalarini x,, x,,.. orqali
belgilaylik. Agar &—diskret tasodifiy migdor bo'lsa p, = p, = P({¢=x,}), k=12,...
ehtimollar

>p -1 (7)

tenglikni ganoatlantiradi va aksincha. Agar p,, k=12,.. ehtimollar (7) tenglikni
ganoatlantirsa, u holda & tasodifiy miqdor diskret tasodifiy miqdor bo’ladi.

¢ -diskret tasodifiy miqdorning P, tagsimoti eng ko pi bilan sanoqli sondagi
x, nuqtalarda to'plangan bo’lib uni

P.(B)= D p(x,)

{k;x,eB}

ko’rinishida ifodalash mumkin.

Endi amaliyotda eng ko'p uchraydigan diskret taqgsimotli tasodifiy
miqdorlarni keltiramiz.

Binomial taqsimot. Agar diskret tasodifiy miqdor ¢  uchun

x, =k, k=0,...,n bo'lib

P =P{E=k)=Cp"(1-p)*0<p<l

bo'lsa, u holda ¢ tasodifiy miqdorga (n, p) parametrli binomial tasodifiy miqdor
P (k)= p, ehtimollarga esa (n,p) parametrli binomial taqsimot deyiladi. (n,p)
parametrli binomial tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi

B(x,n,p)=Y.Cip*(1-p)"*.xeR

k<x

ko'rinishga ega. Binomial tagsimot » ta bog'ligsiz tajribada kuzatilayotgan A4
hodisaning ro'y berishlar soni gz, ni 4 hodisaning har bir tajribada ro'y berish
ehtimolligi p bo'lgan holdagi tagsimotidan iborat.

7-Misol. Oraliq nazorat uchun o'tqazilayotgan yozma ishda student n=4 ta
masala oldi. Har bir masalani to'g'ri echish ehtimoli 0,8 bo'lsin. x orqali to'g'r1
echilgan masalalar sonini belgilaylik. Bu holda biz (4;0,8) parametrli binomial
tagsimotga egamiz. Uning tagsimot qonuni va tagsimot funksiyasi quyidagi
jadvalda va 9 shaklda keltirilgan




P, 0,0016 0,0256 0,1536 0,4096 0,4096
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9-shakl.

(n, p) parametrli binomial tagsimotni maksimallashtiruvchi & sonini, yani
ro'y berishlar soni x, ning eng katta ehtimol bilan qabul qiluvchi qiymatini
topamiz. Buning uchun quyidagi nisbatni ko 'ramiz:

P (k) _n—k+1 p _1+(n+1)p—k
P, (k=1) ko 1-p k(-p)

Agar k<(n+1l)p bo'lsa, P (k)>P (k—1) yani, k o'sishi bilan P (k) funksiya
monoton o'sadi; agar k>(n+1)p bo'lsa P, (k)<P,(k—1) yani P (k) ehtimollar
monoton kamayadi. m=[(n+1)p]-(n+1)p sonidan katta bo'Imagan eng katta butun
son bo'lsin, u holda k=m da P (k) ehtimol eng katta qiymatga erishadi. Agar
(n+1)p butun son bo'lsa, P, (k) ehtimolni maksimallashtiradigan & ning qiymati
ikkita: k=(m+1)p va k=(n+1)p-1.

Yuqorida 7-misolda  (n+1)p=5-0,8=4 bo'lgani uchun P,(k) ni
maksimallashtiruvchi & ning qiymati ikkita k=3 va k=4. Bunda P,(k)=0,4096.
Shunday qilib student 3 ta yoki 4 ta masalani echish ehtimoli 0,8192 ga teng.

Puasson taqsimoti. Agar ¢£-diskret tasodifiy miqdor x, : 0,1,2,... qiymatlarni

k

e = (ki A) = P(IE = k}) =%em -0

ehtimollar bilan qabul qilsa, uni 1 parametrli Puasson qonuni bo'yicha
tagsimlangan tasodifiy miqdor yoki gisqacha Puasson tasodifiy miqdori deyiladi.

A parametrli Puasson qonuni bo'yicha tagsimlangan tasodifiy miqdorning
tagsimot funksiyasi

k
II(x;4) = Z%e‘l,x €R

k<x Ve

ko rinishga ega.




Puasson tagsimoti bazan kam uchraydigan hodisalar qonuni degan nom
bilan ham ataladi, chunki u har doim ko'p tajriba o'tqazilib, ularning har birida
kuzatilayotgan hodisaning ehtimoli kichik bo'lgan hollarda uchraydi.

Geometrik tagsimot. Agar ¢ tasodifiy miqdor x,: 0,1,2,... qiymatlarni

T(k;p)=p, =P{&=k})=p(1-p)':0<p<l (8)

ehtimollar bilan qabul qilsa, uni p parametrli geometrik qonun bo'yicha
tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.

8-Misol. O’tqazilayotgan fizikoviy tajribada kutilayotgan natija chiqish
ehtimoli 0,4 bo'lsin. & orqali kutilgan natija birinchi marta chigquncha o’tkazilgan
tajribalar sonini belgilaylik. U holda ¢ tasodifiy miqdor 0,4 parametrli geometrik

tagsimotga ega. Quyida uning (8) formula orqali hisoblangan tagsimot qonuni va
tagsimot funksiyasi (10 shakl) keltirilgan:

4 0 1 2 3
P. 0,4 0,24 0,144 0,0864
uA
4 (— |
1 — |
— : :
—
— 5 i i . -
—
os[ b
0 1 2 3 4 X
10-shakl.
&-geometrik qonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor bo’lsin, u holda
P({E=n+m/&>n})=P({E=m}),m=12,.. (9)

tenglik o'rinli.
Darhaqiqat,
_ _Pg=n+tmi=nj) P{E=n+mj) _
R 7 C  (F
L L ()|
Z(l -p)"




(9) tenglikni yuqorida keltirilgan misolda sharhlaylik. 8-misolda ¢ tasodifiy
miqdorni natijani ’kutish” vaqti deb sharhlash mumkin. Bu holda (9) tenglikni
(n—1) ta tajribada natija chigmaganlik shartida, yana m -1 ta tajribadan so'ng
birinchi marta natija chiqish ehtimoli m chi tajribada birinchi marta natija chiqish
sharsiz ehtimoliga teng deb izohlash mumkin. Bu (9) tenglik bilan ifodalanadigan
x0ssa s0 nggi tasirning yo'qligi deb ataladi.

Kezi kelganda shuni gayd qilish lozimki barcha diskret tagsimotlar ichida,
fagat geometrik taqsimotgina so nggi tasirning yo qlik xossasiga ega.

12-Maruza. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar.

Agar ¢ tasodifiy miqdorning F.(x) tagsimot funksiyasi barcha xeR
nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, u holda bunday tasodifiy miqdorga uzluksiz tasodifiy
miqdor deyiladi.

4-Tarif. Agar ¢ uzluksiz tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasini

F(x)=F.(x)= J.p(u)du (10)

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, bunday tasodifiy miqdorga absolyut
uzluksiz tasodifiy miqdor deyiladi. Bu erdagi p(x) funksiyaga ¢ tasodifiy
miqdorning zichlik funksiyasi deyiladi.

(10) tenglikdan zichlik funksiyaning quyidagi xossalari kelib chiqadi:

1) F(0=pe);

2% p(n)=0;

) fpeode=1;

40) ]gp(x)dx=F(x2)—F(x1)=P({xl SESX ), x <X,

Endi eng ko'p ishlatiladigan absolyut uzluksiz tasodifiy miqdorlarni
keltiramiz.

Tekis taqsimot. [q,b] oralig'ida tekis tagsimlangan tasodifiy miqdor (5-
misolga qarang) absolyut uzluksiz tasodifiy miqdor bo'lib, uning zichlik funksiyasi

,a<x<bh,
p(x)=1b-a

0,x <a;éxux>b

ko'rinishga ega (11 shakl).



11-shakl.

Tekis tagsimlangan tasodifiy miqdorning [a,b] oraligning ichidagi (x,,x,)

intervalga tushish ehtimoli, F(x,)-F(x,)= % ga teng bo'lib, u shu
-a
intervalning uzunligiga proporsional.
Eksponensial tagsimot.
() = 0,x<0,
PR= Ae™™ x>0,

zichlik funksiyaga ega bo'lgan tasodifiy miqdorga 4; (4 >0)—parametrli
eksponensial qonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi. Bu holda
tagsimot funksiya
0,x<0,
F(x)= {

l—-e ;x>0
ko'rinishga ega ekanligini topish qiyin emas.

Turli elementlarning atomlarining emirilish vaqti eksponensial tagsimotga
ega. Bunda T :% son emirilish vaqtining o'rta qiymati deyiladi.

Eksponensial tagsimotga ega bo'lgan ¢ tasodifiy miqdor so'nggi tasirning
yo'qlik xossasiga ega. ¢ tasodifiy miqdorni atomning emirilish vaqti deb izohlab
A={x, <£<x +x,} hodisani ko'ramiz va bu hodisaning B={¢>x,} hodisa ro'y
bergandagi shartli ehtimolini hisoblaymiz:

P(A4) = P({xl < *’: <X +x2}) =] = *atx) —(1 e )=
=e M (1-e);
P(B)=P({>x})=1-P({E<x})=e™
tengliklardan

e—ix] (1 _e—lxz) ~
e—ﬂxl -

_j_xz

P(A/B) = l-e

munosabatning o'rinli ekanligi kelib chigadi, yani atom x, vaqt yashagach uning
yana x, vaqt ichida emirilish ehtimoli, xuddi shu atomni x, vaqt ichida
emirilishining sharsiz ehtimoli bilan bir xil. Xuddi shu xususiyat so'nggi tasirning
yo'qlik xossasidan iborat.

So'nggi tasirning yo'qligi eksponensial tagsimlangan tasodifiy miqdorning
xarakterlovchi xossadan iborat. Boshqacha qilib aytganda, barcha absolyut
uzluksiz tagsimotli tasodifiy miqdorlar ichida faqat eksponensial tagsimotli
tasodifiy miqdorgina so'nggi tasir yo'qlik xossasiga ega (geometrik tagsimotga
garalsin).

Normal tagsimot. Taqsimot funksiyasi



1 x 7(14—012)2
\/27[0':" ¢

ko'rinishga ega bo'lgan tasodifiy miqdorga (a,o°) parametrli normal (yoki Gauss)

gonuni bo"yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi.
Normal tagsimlangan tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi

?,,(x)=

_(x-a)’

207

P ()= — e
“e o2

ko'rinishga ega.
0.,()>0 va [p,, ()dx=1

ekanligini ko rsataylik:
= Lo 1 T 1(x—a) 1 y—a 2
{ j %,Ax)dx} = [ [000 (00, ()dxdy = ——— j j exp{—g[ - j —5( - j}dxdy:

= iijﬁoTexp{— u’ -'2_ v’ }dudv.

Oxirgi integralda u =rcos@, v=rsind deb o’zgaruvchi almashtirsak

270

+00 2 ©
[J.(/’a,a (x)dx} - L J.J.rexp{— r /2}drd9 = —J.dexp{— r /2}= 1
—a 27 4% 0

kelib chigadi.

Demak ¢, (x) zichlik funksiya ®,_(x) esa taqsimot funksiya ekan. Normal

gonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasini turli « va
o parametrlarga bog'liq holdagi grafiklari 12 shaklda keltirilgan

12 shakl.

¢,.(x) zichlik funksiya x =« nuqtada eng katta qiymatga erishadi va uning
grafigi x=a to'g'ri chizigqa nisbatan simmetrik joylashgan. Bu funksiya uchun



OX 0'q gorizontal asimptota x=a+0o, x=a-o nuqtalar esa funksiyaning burilish

nugqtalaridan iborat.
Xususan a =0, o=1 bo'lganda normal tagsimlangan tasodifiy miqdorning

tagsimot funksiyasi
1

2z

ko'rinishiga ega bo'ladi va ®(x) tagsimotga standart normal qonun deyiladi (13
shakl).

D, (x) = D(x) =

- 2
—u“/2
Ie “du

—00

13-shakl.

@, (x)= q)(ﬂ] tenglik o'rinli bo'lgani uchun normal qonunning « va o
O
parametrlariga tagsimotning “siljish” va “masshtab” parametrlari deb qarash tabiiy.
Gamma taqsimot. Zichlik funksiyasi (14-shakl)
0,x<0;
p(x) =9 2%x*" i
I'(a)

x>0

b

dan iborat bo'lgan tasodifiy miqdor («,1) parametrli gamma qonuni bo'yicha
tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi, bu erda

INa)= Jx”"le’xdx
0

Eyler gamma funksiyasi. Uning tagsimot funksiyasi (15-shakl)

A J.u“_le_ﬂ”du,x >0;
F(x)=1T(a)3,

0,x<0

ko'rinishga ega.



14-shakl. 15-shakl.

Umumiy holda gamma taqsimot aniq ifodalanmasa ham, u bazi juda muhum
xususiyatlarga ega. Masalan, agar « =k yani « butun qiymatlarni gabul qilsa, biz
ommoviy hizmat ko'rsatish nazariyasida muhum rol o'ynaydigan Erlang
tagsimotini hosil qilamiz. Agar a¢=k/2,2=1/2 bo'lsa, gamma taqsimot y° (xi-
kvadrat) deb ataluvchi tagsimotga aylanadi, k£, bu holda »* tagsimotning ozodlik
darajasi soni deyiladi. Nihoyat, « =1 bo'lsa biz eksponensial tagsimotning xuddi
o ziga kelamiz.

Koshi tagsimoti. Zichlik funksiyasi

pM(x):—1 —1 —,X€R,0>0
' o . (x—a)
1+ 5
o

ko'rinishda bo’'lgan tasodifiy miqdor (a,0) parametrli Koshi qonuni bo'yicha

tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi. (0;1) parametrli Koshi qonuni bo'yicha
tagsimlangan tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi (17-shakl)

K(x)=K(x;0,1) = i1
Tl+x

2

ko'rinishga ega. K(x;a,0)= K(ﬂj tenglik o'rinli bo'lgani uchun xuddi normal
O

gonundagi kabi bu erda ham a va o parametrlarga siljish va masshtab parametrlari
deb garaladi.

Singulyar taqsimot funksiyalar. Zichlik funksiyaga ega bo'lmagan
uzluksiz tasodifiy miqdorlar ham mavjud. Bunday tasodifiy miqdorlarning
tagsimot funksiyalariga singulyar taqsimot funksiyalari deyiladi. Singulyar
tagsimot funksiya uzluksiz, barcha o’sish nuqtalaridan tashkil topgan to plamning
Lebeg o'lchovi 0 ga teng, yani deyarli barcha nuqtalarda F'(x)=0 bo'lib
F(+0)— F(-0) =1 tenglik o'rinli. Bunday funksiyaning misoli sifatida o'quvchiga
analiz kursidan malum bo’'lgan ushbu Kantor funksiyasini olishimiz mumkin:



F(x)=0, agar x<0, F(x)=1, agar x>1. F(x) funksiyani [0,1] oraliqdagi
qiymatlarini aniglash uchun, quyidagi amallarni bajaramiz. Avval bu oraligni 1/3
va 2/3 nugqtalar bilan teng uch [0,1/3], [1/3,2/3] va [2/3,1] bo'laklarga bo lamiz.
Ichki oraligda F(x)=1/2 deymiz. qolgan ikki oraligning har birini yana teng uch
bo'lakga bo’lib, harbir ichki oraliglarda F(x) funksiya mos ravishda Y4 va %
qiymatlarni gabul qiladi deymiz. har bir qolgan oraliglar o'z navbatida yana uch
bo'lakka bo’linib uning ichki bo’laklarida F(x) funksiya uning aniglangan qo’shni
giymatlarini o'rta arifmetigiga teng deb olamiz va hokazo (18-shakl).

18-shakl.

F(x) taqsimot funksiya o'zgarmas qiymatlar qabul qiluvchi ichki [1/3,2/3],
[1/9,2/9],[7/9,8/9],... oraliglarning uzunliklar yig indisi

1/3+2/9+4/27+...=l(1+2/3+4/9+...)=1Z3 LS Y
3 3403 3 1-2/3

Demak F(x) funksiyani o'sish nuqgtalarining Lebeg o'lchovi 0 ga teng.

Tagsimot funksiyalarning mumkin bo'lgan tiplari haqida boshqga to'xtalmay,
haqiqatda tagsimot funksiyalar yuqorida keltirilgan wuchta tip bilan tugallanishi
haqidagi mulohaza bilan kifoyalanamiz. Aniqroq aytganda ihtiyoriy F(x) tagsimot
funksiyani

F(x) = ¢, Fi(x)+ ¢, F, (x) + ¢, F (x)

ko rinishida ifodalash mumkin, bu erda ¢, >0,c, + ¢, +¢, =1, F,(x)-diskret tagsimot
funksiya, F,(x)-absolyut uzluksiz tagsimot funksiya, F,(x) esa singulyar tagsimot
funksiya.

13-Maruza. Ko p o'Ichovli tasodifiy migdorlar



Kelgusida biz uchun tasodifiy miqdorlar bilan bir qatorda tasodifiy vektorlar
yoki ko'p o'lchovli tasodifiy miqdorlar tushunchasi ham juda zarur.
Faraz qilaylik (©Q,4,P) ehtimollik fazosida aniglangan ¢,,¢&,,....¢, tasodifly

miqdorlar berilgan bo’lsin. ¢&=(&,¢&,,....&,) vektorga tasodifiy vektor yoki 7n-—
o'Ichovli tasodifiy miqdor deyiladi.

a, <b,,a, <b,,.,a,<b, tengsizliklarni qanoatlantiruvchi a,,b,,i=1.2,..,n
haqiqiy sonlar berilgan bolsin. U holda

{w;a, < &(@) < by,..na, <& (@) <b,} :ﬁ{a);ai <E(@<bye A (11)

munosabat o'rinli. (£ (@).&,(®).....¢,(w)) R"dagi nuqtani A orqali esa
A={xeR";a, <x,<b,,.,a,<x,<b}- n o'lchovli yarim ochiq parallelepipedni
belgilasak, u holda (11) munosabatni

(@:(5(@)....¢, (@) e Ay e A (12)
shaklda ifodalash mumkin.
R dan olingan ihtiyoriy {B, } ketma-ketlik uchun o'rinli bo'lgan ushbu
Nie: (& (@)...¢, (@) € B} = {wi(& (@ ISACY
k

g{w;(fl(w),.. ¢, () e B} = {o;(& (@ UB}

tengliklardan va (12) munosabatdan foydalanib (12) munosabatning A-R" dan
olingan ihtiyoriy Borel to'plami bo'lgan hol uchun ham o'rinli ekanligini isbotlash
mumkin.

5-Tarif. (R",B " ) 0’lchovli fazoda

(13)

P.(B)=Plw; é(w)e B}, BeB

o
formula orqali aniglangan P. ehtimol o'lchoviga ¢&=(¢,&,....¢,) tasodifiy

vektorning ehtimollik tagsimoti deyiladi.
(12)  munosabatdan ~ har  ganday x=(X,,Xy,0.r X, ) € R" uchun

lo; &(w)<x,,...E (@) <x,}e A hodisadan iborat ekanligi kelib chigadi. Demak
uning ehtimoli haqida so'z yuritishimiz manoga ega.
6-Tarif. R" da aniglangan ushbu
Ffl,fz,..,g,, (X, X550,%,) = P({5, < x,,6, £x,,...,8, Sx,})

n 0'lchovli funksiya & =(&,,¢&,,...,&,) tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi yoki
£,&, .., &, tasodifity miqdorlarning birgalikdagi tagsimot funksiyasi deyiladi.

Ko'p ¥lchovli tagsimot funksiyani biz bazan qulaylik uchun ¢&.¢,,....¢,
indekslarni tushirib qoldirib F(x,,x,,...,x,) shaklida yozamiz.

A, ., orqali F(x,x,,..x,) funksiyaning k argumenti bo'yicha (a,,b,] yarim
intervalda olingan ushbu



Ay b F s x,) = F (s X 15D X e X,) = F (X s Xy 05 X505 X))

funksiya orttirmasini belgilaylik. Agar (a,b]={xeR";a, <x, <b,,..,a,<x,<b,}
orgali R" dagi yarim ochiq parallelepipedni belgilasak, u holda

P.(a.,bl)=A, A, A, (14)
tenglik o'rinli.

(14) formulaning isbotini «,,b, argumentlar bo'yicha birin-ketin o'tqazish
mumkin:

P({al <& £b,6, £x,5,...8, an}):P({é:I <b,65 <556, S‘xn})_
-P({5, 24,6, £x,5,.,8, <X, 1) =A, , F(x,%,,...,X,),
P({a; <& <b,a, <&, <b,,& <x5,...6, <x,}) = P({a; <&, <b,8, <h,,....5, <x,})-
-P({a, <& <£b,8, £a,,6, < x;,..,5, <X, }) :Aaz,bzp({al <& £b,8, £xy,.,8, <X, 1) =
:Aa2b2(Aal,blF(xDxZ"“ixn)):Aal,blA F(x,,%y,...,%,)

ay,b,
va hokazo.

Ko'p o’lchovli tagsimot funksiyalarning xossalari. Misollar.

F(x,%y,00x,)=F, . . (X,%,.,X,) = &=(&.4,,..,¢,) tasodifly vektorning
tagsimot funksiyasi bo'lsin. Ko'p o'lchovli F(x,,x,,..,x,) tagsimot funksiyaning

asosiy xossalarini keltiramiz:
F1°. Monotonlik xossasi: F(x,,x,,..x,) funksiya har qaysi argumenti

bo yicha kamayuvchi emas va o'ngdan uzluksiz.
0 ..
F2°. lim Fac. (15X 50005 X, ) = F () et X500, X e X, ) =

Xj —>0

=F, o e () yeees X5 Xy oeen X, )5k = 12,001

F3° lim F (X, % 0s X, )= 0k =1,2,..., .
&1580 580 1 2 n

F40. A --Aan,an(xl’XZ""’x”)ZO

F1°,F2° F3° xossalar bir o'lchovli tagsimot funksiyalarning mos xossalari
kabi isbotlanadi, F4° xossaning isboti esa (14) formuladan kelib chigadi.

F2° va F3° ko'p o'lchovli tagsimot funksiyaning uyg unlik xossalari deb
ataladi.

F1°-F4° xossalarga ega bo'lgan ihtiyoriy » o'lchovli F(x,,x,,..x,) funksiya

ay,by A ay.by *

birorta ¢&,&,....,¢, tasodifiy miqdorlarning birgalikdagi tagsimot funksiyasidan

iborat.

Bir o'lchovli tagsimot funksiyalar uchun F4° xossa F1° xossadan kelib
chigadi, ammo » o'lchovli tagsimot funksiyalar uchun F4° xossa mustagil bo'lib u
birinchi uchta xossadan kelib chigmaydi.

9-Misol. Ushbu

0,aeapx, + x, <1,

L, aeapx, +x, 21

F(xl’xz) :{



ikki o'lchovli funksiyani ko'raylik. Bu funksiya uchun F1°-F3° xossalar o'rinli
ekanligi osongina tekshiriladi. Ammo

Ao, Ao, F(0,0) = A, [F(1,0)— F(0,0)] = F(L1) = F(0,1) = F(1,0) + F(0,0) = ~1

tenglikdan F(x,,x,) funksiyaning F4° xossaga ega emasligi kelib chigadi.

&Lé, ¢,  tasodifiy miqdorlar qism  to'plamini  barcha tasodifiy
miqdorlarning F, . . (x,x,,..,x,) tagsimot funksiyasi orqali F2° xossa yordamida
keltirib chiqariladigan birgalikdagi tagsimot funksiyasiga marginal (xususiy)

tagsimot funksiya deyiladi.
Masalan F. . . (x,x,,.,x,) tagsimot funksiya malum bo'lsa, har qaysi &,

tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasini

F, (x)=F, . . (+9%,...,400,X + 0,...,+00)

tenglik orqali aniglashimiz mumkin.
7-Tarif. Agar R" fazoning chekli yoki sanoqli x* =(x",x" .., x")k=12,...
nuqtalari uchun

(k) (k) (k) =
P({§1 262 =Xy s, = }) Do o o = P

tengliklar o'rinli bo'lsa, u holda (¢&,,¢,....,&,) tasodifiy vektorga » o'lchovli diskret

tasodifiy vektor deyiladi. Diskret tasodifiy vektorning tagsimot qonuni, R
fazodagi kabi

n x® eR"
P;,gz,‘..,g” (B) = ZPXUMB € D(R )»

{k;xP eBy
formula orqali beriladi.
Polinomial taqsimot. Agar & m-o'lchovli diskret tasodifiy vektor uchun
x, =k=(k,kyy.k ), k €Z, k +k,+..+k, =n bo'lib

= P =k}) = PUE =Kyl k})—m ' ep, (15)

p,>0,i=12,...m;p, +p,+..+p, =1 bo'lsa, u holda & vektor (n; p,,p,,....p,) = (1;p)
parametrli polinomial qonun bo'yicha taqsimlangan tasodifiy vektor va
e(k;n,p,,p,,...p,)=p, ehtimollarga esa (n;p,,p,,..p,) parametrli polinomial
tagsimot deyiladi. (15) tenglikning o'ng tomoni (p, + p, +...+ p,)" polinomning
DyisPa»rs P, SOnlarning darajalari bo'yicha yoyilmasini umumiy holidan iborat
bo lgani sababli, yuqoridagi tagsimotni polinomial tagsimot deb atalishi tabiiy.

Agar m=2,p,=p,p,=1-p bo'lsa polinomial tagsimot (n, p)-parametrli
binomial tagsimotga aylanadi.

10-Misol. Ikkita shahmatchilar orasida shahmat turniri o'tqazilayotgan
bo'lsin. Birinchi o'yinchi harbir o'yinni, avvalgi o'yin qanday yakunlanganidan



qatiy nazar, p ehtimol bilan yutib, ¢ ehtimol bilan yutqizadi va 1- p—¢ ehtimol
bilan 0'yin durang bo'ladi deylik. U holda » ta o yindan so'ng birinchi shahmatchi
o'yinni £ marta yutib, | marta yutqizish ehtimoli (k +1<n) ushbu

n!

K (n—k —1)!

n—k—I

p(nsk,l)= p'¢'1-p-9q)
songa teng.
8-Tarif. Agar ihtiyoriy x =(x,,x,,...,x,) € R" uchun

+00 +00

FLpoo (X,X0,00,X,) = I jp§1,§2,~~~,§n (U, sy eyt )du,du,...du, (16)

tenglikni qanoatlantiruvchi p, . . (x.x,...,x,) funksiya mavjud bo’lsa, u holda
E=(&,5,,....¢,) tasodifiy vektorga n o'lchovli absolyut uzluksiz tasodifiy vektor,
Ps e (x,X,,...,x,) funksiyaga esa uning zichlik funksiyasi deyiladi.
(16) munosabatdan zichlik funksiyaning ushbu xossalari kelib chiqadi:
1°). Deyarli barcha (x,,x,....x,) € R" nuqtalarda
— an
Ox, - Ox, -+ Ox

n

Pecc (X}, %5505 X,,) Fél,ézﬂ...,:,, (X}, %550005X,)

tenglik o'rinli.

0
20 Paen (X:%50x,) 20,

+00 +00

0
3. I "'J‘pa,fw,én (XX, 5y X, ), d, ..dx, = 1.

4%, Ps v (x,X,,...,x,) zichlik funksiyaning uzluksiz nugtalarida
P({x; <& <x; + Ax,i=12,..n}) = p. o o (X, X550, )A% AX, L Ax, + 0(AX A, AX,
max Ax, - 0 munosabat o rinli.

Ko'p o'lchovli normal taqsimot. m = (m,,m,,...,m ) -n 0'lchovli vektor va
R:Hriju birorta nxn o'lchovli, musbat aniqlangan, simmetrik matrisa bo'lsin. R
musbat aniglangan matrisa bo'lgani uchun, uning teskari matrisasi R™ = 4= |a,|

mavjud.
Zichlik funksiyasi

B B |A|l/2 |
PX)3 Xy 5ees X,) = P2 (X)X 50005 X,) —Wexp —Ei;a[j (x, =m;)(x;, —m))

ko'rinishga ega bo'lgan ¢&=(&,é,,....¢,) -n o'lchovli tasodifiy vektor (m;R)

parametrli normal qonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy vektor deyiladi. Bu erda
|4 =det 4 orqali 4 matrisaning determinanti belgilangan.

R matrisaga & =(&,,&,,...,¢,) vektorning kovariasion matrisasi m vektorga
esa, uning o rta qiymat vektori deyiladi.



E=(&,¢,,..,E,)—n o'Ichovli (m,R) parametrli normal tagsimotga ega bo'lgan
tasodifiy vektor bo'lsin. U holda (n-1) o'lchovli (&,¢,,...,¢, ) vektor ham, o'rta
qiymat vektori (m,,m,,..,m, ) va kovariasion matrisasi R matrisani oxirgi satr va

ustunini o'chirgandan hosil bo’ladigan R' matrisaga teng bo'lgan normal
tagsimotga ega. Buni

Pe ey e (%), X500y X, ) = J.(o foc C (x;....x,_;,x,)dx,

—00

tenglikdan (bu tenglik tagsimot funksiyaning F2 xossasidan kelib chigadi) keltirib
chigarish mumkin.
11-misol. O’rta qiymat matrisasi (m,,m,), kovariasion matrisa esa

o ro,o,
R= , (0,,0,>0; —l<r<l)
ro,oc, O)

bo'lgan normal qonun bo'yicha tagsimlangan ikki o'lchovli tasodifiy vektor
bo'lsin. U holda

Rl=0]c; (1-r?)

1 —-r
O'lz(l—rz) 0'10'2(1—r2)
—-r 1

2 2 2

c,0,(1-r") 0'2(1—1/ )
A =
oo,(1-r7)

F=R"'=

tengliklardan ¢, . (x,,x,) zichlik funksiya

_ _ 1 L Ghmm)t 2r —m)(x, —my) (= my)
W“x”_%(x“x”_zmaz@“{ 0-7 o s ol |

ko'rinishga ega ekanligi kelib chiqadi (19 shakl).

19 shakl. Ikki o'lchovli normal qonunning zichlik funksiyasi  (m, =m, =0
bo'lgan hol).



14-Maruza. Tasodifiy migdorlarning bog ligsizligi.

Tasodifly miqdorlarning bog'ligsizlik tushunchasi ehtimollar nazariyasidagi
eng muhim tushunchalardan biri bo'lib, u hodisalarning bog ligsizligini tasodifiy
miqdorlarga ko' chirishdan iborat.

o_tarif. &-6--&,— (.A4P) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy

miqdorlar bo'Isin. Agar ixtiyoriy B, €[, (k=12,...,n) Borel to'plamlari uchun
P €B,,..E5, €B)=P( €B)...P(&, €B,) (17)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda &,,...¢, bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar deyiladi.

Agar ixtiyorty n uchun ¢&,...¢, tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lsa, u

n

holda {¢,}”, tasodifiy miodorlar ketma-ketligi bog'ligsiz deyiladi.
(17) tenglikdan B, = (-x,x,],k =1,2,...,n bo'lgan xususiy holda

F, oo (Xuxy,00x,) = F, (x)F, (x,)..F: (x,) (18)

tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Ikkinchi tomondan (18) munosabatdan
(14) tenglikka ko'ra ihtiyoriy a, <b, sonlar uchun

P(la, <& <bay <& <by.ona, <&, <b,1) =] [P(ia, <& <b})

k=1
ekanligi, yani (17) tenglikning B, =(a,,b,]yarim intervallar uchun o'rinli ekanligi

kelib chigadi. Ehtimollarning barcha yarim intervallardagi qiymatlari, uning Borel
to'plamlaridagi qiymatlarini yagona usul bilan aniqlagani uchun oxirgi tenglikdan
(17) munosabatning o rinli ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib (18) tenglikni ¢&,¢&,,..&6,  tasodifiy miqdorlarning

bog'ligsizligi uchun tarif sifatida qabul qilish mumkin.
£,&, ..., absolyut uzluksiz tasodifiy miqdorlar bo'lsin. U holda

tenglikdan (18) ga ko'ra

Fovoe (50%000%,) = Fy (3)F, (5,)F, (x,) = [ p (0)dx [ p, (0)dx... | p,, (x)x =

= I J‘p%zI (u)pe, (uy)...p: (u,)du,du,..du,.

—00 —00

Aksincha,

F.. (X, Xy 5000 X,) = J Ip§1 (ul)p§2 (u, )...pin (u,)du,du,...du,

-0 -



munosabatdan (18) tenglikka kelamiz.
Shunday qilib &,&,,...&, — absolyut uzluksiz tasodifiy miqdorlar bog ligsiz

bo'lishi uchun (¢,¢,....,&,)— n o'lchovli tasodifiy vektor absolyut uzluksiz bo'lib
Pee o (X1, %5500, X,) = P (xl)pgz (xz)-"pg” (x,)

tenglikning o’rinli ekanligi zarur va etarli.
Diskret tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bo’lishi uchun

Plig =& =8, = x )= Plig = x P, =) Plig, =2

tenglikning o'rinli bo'lishi zarur va etarli ekanligini tekshirish qiyinchilik
tug dirmaydi.

Tasodifty miqdorlar yoki tasodifiy hodisalarning bog'ligsizligini formal
tarifi, sababli bog'liq bo'lmagan hodisalarga mansublilik manosidagi real
bog'ligsizlik tushunchasiga nisbatan ancha keng. Shu, sababli bog'liglilik yo'q
deyishga hechqanday asosimiz bo'Ilmagan hollarda ham ‘’matematik™ bog'ligsizlik
o rinli bo'lishi mumkin ekanligi kelib chiqishi mumkin.

12-Misol. & = (&,,£,)-ikki o'Ichovli diskret tasodifiy migdor bo'lib

P({§1 =1¢, :1}):P({§1 =-1,¢, :1}):P({§1 =1, :_1}):P({§1 =-1,¢, :_1}):1/4
bo’lsin. U holda
P({ 1 =€,618, =‘92}):P({§1 =£,,8, =52/51}):1/4:P({§1 =51})P({§1§2 :gz})aglagz ==l

tenglikdan & va &¢&,, garchan ular tuzilishiga ko'ra sababli bog'ligli bo'lsalar
ham, bog’ligsiz tasodifiy miqdorlar ekanligi kelib chigadi.

15-Maruza. Tasodifiy miqdorning funksiyalari

g(x)- R da aniglangan funksiya bo'lsin. g'(B) orqali B< R to plamning
proobrazini belgilaylik, yani g'(B) = {x € R;g(x) € B} .

10-Tarif. Agar ihtiyoriy Borel to'plami Be % uchun g '(x) proobraz ham
Borel to'plamidan iborat bo'lsa, u holda g(x) funksiya Borel funksiyasi deyiladi.

R da aniglangan wuzluksiz va bo'lakli uzluksiz funksiyalar Borel
funksiyalariga misol bo'ladi.
2-Teorema. g(x), g,(x), g,(x) Borel funksiyalaridan iborat bo'lib, &, & va

&, lar (Q,4,P) ehtimolliklar fazosida aniqlangan tasodifiy miqdorlar bo'lsin. U

holda ushbu takidlar o rinli.
1. n=g(&) (QA,P) fazoda aniqlangan tasodifiy miqdor.

2. Agar & va &, tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lsa, u holda 7, = g,(&,) va
n, = g,(&,) tasodifiy miqdorlar ham bog'ligsiz bo ladi.

Isboti. 1. 7=7n(w)=g(f(w))ni murakkab funksiya deb qaraymiz. Be®R
bo'lsin. g(x) Borel funksiyasi bo'lgani uchun g'(B) = B, € ® munosabat o'rinli. &-
(Q,4,P) fazoda aniglangan tasodifiy miqdor bo'lgani uchun ¢7'(B,)e_4,, demak



n ' (B)=¢7"(B) e A, yani n-(Q,4,P) ehtimolliklar fazosida aniglangan tasodifiy
miqdor.
2. B,,B, € R ihtiyoriy Borel to"plamlari bo'lsin. U holda

P({n, € B,,n, € B,}) = P({g,($)) € B,,&,(&,) € B,}) = P({S, egfl(Bl)aé:z € gzil(Bz)})

tenglik o'rinli. Bundan, g,”'(B,) va g, ' (B,) Borel to'plamlari bo'lganligi va &, &,
bog ligsiz tasodifiy miqdorlar ekanligini hisobga olsak

P({n, € B,,n, € B,})=P({&, e g, (B)NP({&, e g, ' (B,)}) =
:P({g1(§1) € Bl})P({gz(gz) € Bz}) = P({m € Bl})P({nz € Bz})

munosabat kelib chiqadi. Demak 7, va n, tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz. Teorema
isbot bo'1di.

13-Misol. Agar g(x) funksiya monoton o'suvchi funksiya bo'lib g7'(x)
uning teskari funksiyasi bo'lsa, u holda

F,(x) = F,;,(x) = P({g(§) <x}) = P({E < g ()} = F. (g™ (x)) (19)

Bu tenglikdan, agar F.(x) uzluksiz tagsimot funksiya bo’lsa, u holda
g(x) = F.(x) deb olib n=F,(¢) [0,1] oraliqda tekis tagsimlangan tasodifiy miqdor
ekanligini keltirib chigaramiz. Aksincha, r- [0,1] da tekis tagsimlangan tasodifiy
miqdor bo'lsa, &=F"'(x) tasodifiy miqdor F(x) tagsimot funksiyaga ega. Shunday
qilib biz, tekis tagsimlangan tasodifiy miqdor yordamida oldindan berilgan
tagsimotga ega bo lgan tasodifiy migdorni qurish imkoniga egamiz.
g(x)=bx+a,b>0 bo'lsa (19) tenglikdan F,.,,(x) =F§[%j munosabatni

hosil gilamiz. Bu munosabatdan biz normal va Koshi tagsimot funksiyalarini
ko'rganda foydalangan edik.

Agar g(x) funksiya qatiy o'suvchi funksiya bo'lib differensiallanuvchi
bo'lsa va p(x) ¢ tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi bo'lsa, u holda 7 = g(x)
tasodifiy migdor ham absolyut uzluksiz bo'lib

1
ATy rpes

munosabat o'rinli. Bu oxirgi tenglik (19) tenglikning har ikki tomonidan hosila
olib topiladi.
£LE .. (Q.4,P) ehtimolliklar fazosida aniqlangan tasodifiy miqdorlar va

p:(g (%)

g(x,,x,,...,x,) € R"- Borel o— algebrasiga nisbatan o'Ichovli funksiya bo'lsin, yani
ithtiyoriy Borel to'plami BeR uchun
g'(B)={(x,,x,,...,x,)€R"; g(x,,x,,..,x,)€ B} proobraz R" dagi Borel to'plamidan
iborat (10- tarifga garalsin). U holda Q da aniglangan 7 =g(&,,é,,....¢,) funksiya

tasodifiy migdor bo’ladi.
Hagqiqatan ham, ihtiyoriy B € R, uchun g'(B) e ® munosabatdan



{o;n(0) e By = {0;2(¢,,&,,..8,) € By = {@5(£,,&,,..E) e g (B) € A,

kelib chigadi.
Kompozisiya formulalari. Agar (¢,¢,,....¢,) absolyut uzluksiz taqsimotga

ega bo'lsa, u holda r = g(&,,¢,.....¢,) tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasini

F,(x)=P({g(&,&,5n8,) S x} = .[ J.pél,g'z,-.-,én (X)X 500 X, )x, dx, ...dX, (20)

8(Xp52, )X
formula orqali topish mumkin.
&, & bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar va g(x,,x,)=x, +x, bo’lgan muhim
xususiy holni ko'ramiz. p, (x),p, (x) mos zichlik funksiyalar bo'lsin. U holda ¢

va &, bog'ligsiz bo'lgani uchun
Pee, (x,%,) = P (x, )pg2 (x,)

tenglik o'rinli. n=¢, +¢, yig'indining tagsimot funksiyasini (20) formula orqali
topamiz:

F§l+§2 (x):P({él +&, <x}) = II Pe e, (xl9x2 )dxldxz = _”pgl (xl)p§2 (x,)dx,dx, =

XX, <x XX, <x

X=X

_[pgl (x,)dx, _[ P, (x,)dx, = '[ng (x—x, )pg1 (x,)dx, = _[pgl (x,) ngz (x, —x,)dx,dx,.

Ushbu 7, (x)= j F, (x=x)p, (x,)dx, = j F, (x-x)dF. (x,) va

Pae, ()= [ P (x)p, (x—x,)dx,

formulalarga kompozision yoki yig'ish formulalari deyiladi va mos ravishda
F,.. =F. *F, vap, . =p.*p. kabibelgilanadi.

14-Misol. & va &, tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bolib mos ravishda (a,,o,)
va (a,,0,) parametrli normal tagsimotga ega bo'lsin. =¢ +¢, tasodifiy
miqdorning zichlik funksiyasini topamiz.

Echish. Kompozision formuladan foydalanamiz:
(u-a;)?  (x-u-a,)’

e 20—l2 e 20’22 a’u

+o0

X) = u x—u)du =
p, (%) j P (u)p. (x—u) ys|

munosabatdan

2 2
o, t0,

2
2 2 2 2 2 2 2
(u—a,) +(x—u—a2) _o, to, { _ 4,0, +(x—a,)o, } +(x_a1_a2)
2 - 2 2
O, 0, 0, 0,

2 [ 2 2
0'10'2 Ul +O'2

tenglikka asosan topamiz



_G-ay’ O (A

20 e 2 qu, 21)

1 2 O I
N2rmo,o, =,

p,(x) = Nor

2 2
_ %0, +(x—a,)o,
[ 2 2
010_2 O-l +02

} funksiya ihtiyoriy fiksirlangan x uchun (A,—sz)

bu erda a=a +a,,6’ =0, +0, va A

o} o’(u—A)°
\/Zalaz exp{— 20'12022
parametrli normal zichlik funksiya bo'lgani uchun undan (-o0,+0) oralig'ida
olingan integral birga teng va, (21) tenglikdan

_G-a)’

202

p,(x)= N T

kelib chiqadi.
Shunday qilib, bog'ligsiz normal tagsimlangan tasodifiy miqdorlarning
yig'indisi yana normal tagsimotga ega.

16-Maruza. MATEMATIK KUTILMA.

Xar bir tasodifiy migdor o’zining tagsimot funksiyasi orqali to'la aniglanishini
biz avvalgi bobda ko'rgan edik. Kuzatuvchi nuqtai nazaridan, birxil tagsimot
funksiyaga ega bo'lgan tasodifiy migdorlarni, garchan ular turli ehtimollar fazosida
aniqlangan bolib, turli hodisalarni tasvirlasalar ham bir-biridan ajratib bo'lmaydi.
Ammo taqsimot funksiyalar turlicha bo'lgan tasodifiy miqdorlar berilgan bo'lib
ularni taqqoslash talab qgilinsa. malum qiyinchiliklar paydo bo'ladi. Bazi hollarda
bunday qiyinchiliklar osongina echiladi. Masalan, agar Bernulli sxemasida bizni
yutuglar soni qizigtirayotgan bo'lsa, u holda ikkita Bernulli sxemasidan qaysi
birida yutugning ehtimoli katta bo'lsa, xuddi shunisini tanlash kerak ekanligi
tabilty. Umumiy holda esa ikkita taqsimot funksiyani qanday taqqoslash tushunarli
emas, va shuning uchun ham harbir tasodifiy miqdorni biror son (balki bir kancha
sonlar) bilan xarakterlash magsadga muvofiq bo'lib, ular tasodifiy miqdorlarni
malum manoda tartiblashga sabab bo'lar edi. Tasodifiy migdorlarning bunday
xarakteristikalaridan biri uning o’rta qiymati yoki matematik kutilmasidir.

Ushbu bobda biz tasodifiy migdorning matematik kutilmasini o'rganamiz.

Diskret tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi

&-tasodifiy miqdor chekli sondagi a,,a,,..,a, qiymatlarni p, = P(¢, = a,)
ehtimollar bilan gabul qilsin. ¢ tasodifiy miqdorni » marta o'tqazilgan tajribada
kuzataylik va uning bu tajribalarda qabul qilgan qiymatlarini x,,x,,..,x, orqali

belgilaylik. U holda bu kuzatilgan qiymatlarning o'rta qiymatini ushbu ko'rinishda
ifodalash mumkin



_Zxk _2 iki = V aiNn({fzai}) > (1)

i=1 n i=1

bu erda k, va N, (4) orqali mos ravishda biz o'tkazgan tajribalar seriyasidagi

={¢=a,} hodisaning ro'y berishlar soni va chastotasi belgilangan. (1) formulada
chastotalarni ehtimollar bilan almashtirib, biz ¢ tasodifiy miqdorning matematik
kutilmasi (yoki o'rta qiymati) deb ataluvchi ushbu

Z a,p, =MSE
i=1

giymatni hosil qilamiz. Thtiyoriy diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi
ham yuqoridagi kabi aniglanadi.

1-Tarif.{x, } qiymatlarni p, ehtimollar bilan gabul giluvchi & diskret tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasi deb

Mfzzxkpk (2)

yig'indiga aytiladi. Shu bilan birga, agar ¢ tasodifiy miqdor sanoqli sondagi
giymatlarni gabul qilsa, u holda (2) qator absolyut yaqinlashuvchi bo’lishi zarur,
aks holda ¢ tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi mavjud emas deb
hisoblanadi.

1-Mulohaza. Diskret tasodifiy miqdorni tariflashda u gqabul qiluvchi
qiymatlarining tartibi biz uchun ahamiyatga ega emas, shuning uchun ham (2)
qatorning yig'indisi qo'shiluvchilarning tartibiga bog'liq emas, bu esa qator
absolyut yaqinlashgandagina o’rinli.

Agaré >0 bo'lsa, u holda (2) tenglikning o'ng tomonidagi qator yoki absolyut
yaqinlashadi yoki +« ga uzoqlashadi. Oxirgi holda M¢ = <o deb hisoblanadi.

Diskret tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasini hisoblashga doir bir
gancha misollar ko ramiz.

1-Misol. ¢ tasodifiy miqdor x,,x,,....x, qiymatlarni birxil p, = P(&=x,)=—
ehtimollar bilan qabul qilsin. U holda
G, x+atx,
no - n

bo'lib, matematik kutilma x,,x,,...,x,, sonlarning o'rta (arifmetik) qiymatiga teng.
2-Misol. (n,p) parametrli blnomlal taksimotga ega bo'lgan ., tasodifily
migdorning matematik kutilmasini topamiz:

n!

. . k(1 _ n—k
=3 p ch" -pr =3 TG ry” (=p)"
i=0 k=0

o (n-1) 1 )t = oy =
_np;(k—l)!—(n—k)!p - ”PZC L p’ (1= =



n—1

=npY P, ,(j)=np.
j=0

3-Misol. ¢&-parametri 2 bo'lgan Puasson tagsimotiga ega bo'Isin. U holda

© ik ® /kal 0 /1]
Mész—e_}“ = le™* zle_}“Z—':leﬂe_i =A.
i k! i (k—=1)! = J!
Demak Puasson taqgsimotining matematik kutilmasi uning parametri 1 ga
teng.
4-Misol. p-parametrli geometrik qonun bo'yicha tagsimlangan ¢ tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasi ushbu

1

1
o0 0 _ 0 1
M§=kaq"=pqqu“=pq(2q"] =pq( ] - P _P1_4. (g=1-p)
k=0 k=0 k=0 p l-g p (I_Q) p

ME = 1=p ko'rinishga ega.

p
5-Misol. Musbat butun sonli &-tasodifly miqdor uchun

p.=P(E=k)= k(k1+ ) (k =1,2,...)boIsin. U holda

va, demak M¢& = +oo,

ehtimollar

6-Misol. ¢&-tasodifiy miqdor x, =(-1)"k qiymatlarni p, = 1
k(k +1)

bilan gabul qilsin, £ =1,2,.... U holda

N I
;‘( D k‘k(k TR T

bo'lgani uchun ¢ tasodifiy migdorning matematik kutilmasi mavjud emas.

Diskret tasodifiy miqdor matematik kutilmasining asosiy xossalari

& = &()-(Q,4,P)-ehtimolliklar fazosida aniglangan tasodifiy miqdor bo'lsin.
Agar Q fazoni chekli yoki sanoqli Q=) 4, 4,N4,=0 ,i=j yig'indi shaklida

ifodalash mumkin bo'lib, harbir 4. € 4 hodisada &(w) o'zgarmas giymat gabul
qgilsa: (é(w)=x,,@ € 4,), uholda & sodda tasodifiy migdor deyiladi.
Tushunarliki, sodda tasodifiy miqdor

§=¢lw)=2xl, () (3



korinishda ifodalanadi.
Ihtiyoriy diskret tasodifiy miqdor sodda tasodifiy miqdor va aksincha,
harqanday sodda tasodifiy miqdor diskret ekanligini ko rish qiyin emas.

Darhaqiqat, agar diskret tasodifiy miqdor x,,x,,... qiymatlarni kabul qilsa, uni
(3) yig'indi shaklida yozish mumkin, bunda 4, = {w;&(w)=x, Je 4 . 1-tarifdan sodda
tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi

ME = inP(Ai) (4)

yig'indiga teng ekanligi kelib chiqadi.

Sodda tasodifiy migdor matematik kutilmasining yuqorida (4) formula orqali
keltirilgan tarifi manoli bo'lishi uchun uni to'g'ri ekanligiga, yani M¢&, & tasodifiy
miqdorning fagat o'ziga bog'liq bo'lib, uning (3) ko'rinishida ifodalanishiga
bog'liq emasligiga ishonch hosil gilishimiz zarur. & = &(w) sodda tasodifiy migdor
(3) ifodadan tashqari yana boshqa

¢ = Sg(a)): Zy/‘IBj (a))
ko'rinishga ega bo'lsin, bu erda Y B, =Q va B,B, =0, # k.

C,=4,NB, deymiz va Cj to'plamda &(w) miqdorning z, qiymati bir
vaqtning o'zida ham x, ga, ham y, ga teng va har qanday i uchun 4, =) 4B, va
k

har bir j uchun B, =) 4,B, bo’lgani sababli

munosabat o'rinli, chunki absolyut yaqinlashuvchi gatorning hadlarini ihtiyoriy
tartibda yig'ish mumkin.

Endi diskret tasodifiy miqdorlar matematik kutilmasining asosiy xossalarini
keltiramiz.

1-Teorema. 1°.Agar ¢ va n - diskret tasodifiy miqdorlar bo'lib, M&, Mn
matematik kutilmalar mavjud bo'lsa, u holda ihtiyoriy a« va b haqiqiy sonlar
uchun aé + b7 tasodifiy migdorning matematik kutilmasi mavjud bo’lib

M(a& +bn)=aMé+bMn

tenglik o'rinli.

2°. Agar £>0 bo'lsa M&E>0. Agar ME va Mn matematik kutilmalar mavjud
bo'lib £>7 bo'lsa, u holda M¢& > Mn bo'ladi.

3". Agar | <n bo'lib Mn chekli bo'lsa, M& ham chekli bo'ladi. Agar M¢
va Mn matematik kutilmalar chekli bo'Isa, u holda A (¢ +7) xam chekli.



Isbot. 1. &(w) va n(w) tasodifiy miqdorlar 4,,4,,.. va B,,B,,... to'plamlar
indikatorlarining chiziqli kombinasiyalaridan iborat boIsin, yani

@)= w1, (@hn(0)= 3y, (0)

C,=A4B, deb belgilaymiz | J4,B,=Q va weC, uchun aé(w)+bn(w)=ax, +by,
ivj
tenglik o'rinli. Bundan matematik kutilmaning tarifiga ko'ra topamiz:
aég +b77 = ZZ(axi +byj )P(Cij): ZZ(axi +byj )P(AiBj):
i=l j=1 i=l j=1

= iaxiiP(AiBj)+ ibijP(AiBj) = aixiP(Ai) +

+biyjP(Bj) =aM¢ +bMn.
2°. Agar £>0 bo'lsa (3) munosabatdan x, >0 bo'lgani sababli M¢& > 0.
Agar &é>n bo'lsa, u holda ¢&é=n+(&-7n) tenglikdan 1° xossaga ko'ra
ME=Mn+M(E-n) bo'lgani sababli ME>Mn kelib chiqadi, chunki &>7
tengsizlikdan M(&-7)>0.
3. &= ixl.IA[ (@),n = iyle/_ (@) va |&<n bo'lsin. U holda we4,B,
i=1 j=1

munosabatdan ihtiyoriy i, j uchun |x,|< y, ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan birga
S P(48)=PB) va S PAB)=P4)
j=1

i=1

tengliklar o'rinli. Bundan foydalanib, absolyut yaqinlashuvchi qatorning hadlarini
ihtiyoriy tartibda yig'ish mumkin ekanligini hisobga olib, topamiz:

M = ZXP(A><Z|X|P ZIXIZP( BE
i i( ‘):iyjP(thMnéoo-

i=1 j:1
Tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi (umumiy hol)

(w)} - diskret tasodifiy migdorlar ketma-ketligi &(w)
tasodifiy miqdorga tekis yaqinlashsa, u holda M¢ matematik kutilmalar ketma-
ketligi Koshi manosida fundamental bo’ladi.

2-Teorema. Agar {£

n

Isboti. ¢ - diskret tasodifiy miqdor uchun



[pg=

S %, P(4)

< Z|xi |P(Ai )< sqp|xl.|z P(4,)= sqp|xl.| = sug|§(a)) ®))
i=1 1 i=1 i [S

munosabat o rinli. Bundan foydalanib, topamiz
|M§n —M§m| = |M(r§n - fm)| < sug .fn(a))— &, (a)] —0,n,m — oo.

Demak { M¢, } ketma-ketlik fundamental ekan. Teorema isbotlandi.
3-Tarif. &=¢(0)-(Q,4P)  ehtimolliklar fazosida aniglangan tasodifiy
miqdor, ¢ (w) esa &(w) tasodifiy migdorga tekis yaqinlashuvchi diskret tasodifiy
miqdorlarning ihtiyoriy ketma-ketligi bo'lsin. U holda ¢ tasodifiy miqdorning
matematik kutilmasi deb ushbu

ME =1limM¢é,

qiymatga aytiladi.
2-Mulohaza. Etarlicha katta n sonidan boshlab M¢, matematik kutilmalar
birvaqtda yoki mavjud, yoki mavjud emasligi ravshan. Oxirgi holda M¢ mavjud

emas deyiladi.
¢ tasodifiy miqdorning yuqorida keltirilgan tarifi manoli ekanligini

ko rsatamiz.
Birinchidan (Q,4,P) fazoda aniqlangan ihtiyoriy ¢ tasodifiy migdor uchun
unga tekis yaqinlashuvchi diskret tasodifiy miqdorlarning ketma-ketligi mavjud.
Darhaqiqat, harqanday natural » va butun £ sonlar uchun

A ={m;fsg(m)zk”}:{fs§4k+1}=§-‘{[5,k+1J}eF va Y4 -0

n n n n

munosabatlar o rinli.

S (a)) = i EIA;M (a)) (6)

k=—co 1

deb belgilaymiz. U holda |¢, (o)~ &(w) <~ .
n

Ikkinchidan, agar & (w) va 7,(w) diskret tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
&(w) tasodifiy miqdorga tekis yaqginlashsa, u holda

limM¢E =limMn,

n—>0

tenglik o'rinli, yani M¢, & tasodifiy migdorga tekis yaginlashuvchi & (o) ketma-
ketlikni tanlashga bog'liq emas.
Darhaqiqat, (5) tenglikdan

0<|M¢, - My,

= |M(§n - 77,1) < Slelg|§n (a))— n, (a)l <

< (sup|§n (a))— §(a))| + i1€1£|§(a))— n, (a))U —>0,n—>

weQ)

munosabatning o'rinli ekanligi kelib chigadi.



Matematik kutilmaning tarifidan va 1-teoremadan bevosita ushbu teorema
kelib chigadi.
3-Teorema. 1°. ¢ va np tasodifiy miqdorlar M&E  va Mnp matematik

kutilmalarga ega bo'lib, « va » — ihtiyoriy sonlar bo'lsin. U holda M (aé+bn)
mavjud bo’lib
M(aé +bn) = aMé +bMn

tenglik o'rinli.

2°. Agar £>0 bo'lsa MéE>0", Agar M¢ va Mp matematik kutilmalar
mavjud bo'lib £ >7 bo'lsa, u holda M¢& > Mn boladi.

3". Agar M¢ chekli bo'lsa My ham chekli. Agar |£/<n bo'lib Mn chekli
bo’lsa, u holda M¢ ham chekli.

Bu teorema diskret tasodifiy miqdorlar uchun isbotlangan 1 teoremaning
analogidan iborat.
4-Teorema. (Matematik kutilmaning multiplikativlik xossasi). Agar & va n

bogligsiz tasodifiy miqdorlar bo'lib, M¢é va Mn matematik kutilmalar chekli
bo'lsa, u holda

ME-n=ME-Mn
tenglik o'rinli.
Isboti. ¢ va n tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lsin. Agar ¢ va 5 sodda
tasodifiy miqdorlar bo'lib &= ixkl @)y = i y;1, (@) ko'rinishga ega bo'lsa, u
k=1 j=I1 ‘

holda ihtiyoriy %, j butun sonlar uchun P.(AkBj):P(A,{)-P(Bj) tenglik o'rinli.
Demak

ME =M(22xkyjlflkgj (w)j=i_xkyjP(AkBj%iimP(A»P(B,»)=

k=1 j
=2 5 P(4)y,P(B)) = M&- M.
k=1 j=1

Agar ¢ va p tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bo'lsa, u holda (6) formula orqali
ifodalangan ¢ (w) va

[e¢]

. ) 1
7, (a)): Z ilﬁ’}” (CO),B}'” = {CO,% < 77(&))< j:l_ }

j==

sodda tasodifiy miqdorlar ham bog'ligsiz bo'ladi. Demak yuqorida isbotlanganiga
ko'ra Mé&n, =MEn, tenglik o'rinli. & (w) ketma — ketlik &(w) ga 7,(w) ketma-
ketlik 7(w) ga tekis yaginlashgani uchun & (o) -7, (@) ketma-ketlik &(o)y(w) ga tekis
yaqinlashadi. Demak matematik kutilmaning tarifiga ko'ra

M§77 =}ll_>rgM§nnn =}ll_>rgM§nnn =,111_I;2M§n hmM’]n =M§M77 *

—>0

' Musbat tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi har doim mavjud.



Teorema isbot bo’ldi.
1-Natija. Agar &.¢,.....¢, bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar bo'lib, ular chekli

matematik kutilmalarga ega bo'lIsalar, u holda
Mflfz ...fn :]\44:1 M§2 Mé:n
tenglik o'rinli.
5-Teorema. (Monoton yaqinlashish haqidagi teorema). ¢&,(w) -manfiy
bo'lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun ¢, <¢ ,n=12,.. va
lim¢, (@)= ¢(w) munosabatlar o'rinli bo'lsin. Agar M¢, matematik kutilmalar

mavjud bo'lib supMé <o bo'lsa, u holda & tasodifiy miqdorning matematik
kutilmasi chekli bo'lib M¢ =lim M¢, tenglik o rinli.

Isboti. 0<¢ (w)<é&(w) bo'lgani uchun 3 teoremaning 2° xossasiga ko'ra
0<ME <ME va

lim M&E < M¢E . (7)

4, = {w’T_l <¢, < i} va &, = Z"T‘l%) (@) bo'lsin. U holda ¢, <¢,,.,,lim&, =¢,
Jj=1

munosabatlar o rinli. n, =max¢& , sodda tasodifiy miqdor va

1<n<k

0<7y, =max¢, < max & ., =17, bo'lgani uchun 7, monoton o'sadi. 7= lim 7,
’ —0

1<n<k 1<n<k+1

bo’lsin. U holda har bir £ uchun 5, <&, bo'lgani sababli
lim M&, = M7 < lim M, (8)

Shu bilan birga, n <k, bo’lsa &, <5, <n vabundan k — « deb barcha » lar uchun
& <n tengsizlikning o'rinli ekanligini hosil qilamiz. Demak &<n va ME<Mn
tengsizliklar, (7) va (8) munosabatlar bilan birga teoremani isbotlaydi.

Diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

Mf:Zka(f :xk)

formula orqali ifodalanishi bizga malum. quyida absolyut uzluksiz tasodifiy
miqdorlarning matematik kutilmasini hisoblash formulasini keltirib chiqaramiz:
6-Teorema. Agar ¢ tasodifiy miqdor p,.(x) zichlik funksiyaga ega bo'lib

o0

J.|x|p§(x)dx< o0

—00

bo'lsa, u holda

o0

M= [p,(ckie ©)

—00

tenglik o'rinli.



Isboti. Biz p.(x) Riman integrallanuvchi va (9) tenglikning o'ng tomonida

Riman xosmas integrali turibdi deb faraz qilamiz (teoremaning isboti Lebeg
integrali uchun ham o'rinli).

k k+1 : &k -
A, = X <§(m)32—n deymiz va & = ) > I, (w) sodda tasodifiy

k=—n2"

miqdorlar ketma-ketligini kiritamiz. U holda limM¢ = ME tenglik Yrinli. Shu bilan

n—>x0

birga
i
n2"-1 k n2"-1 k 2
ME, = 3 P(4)= Y - | pdu
2
va
kot ket
n n2"-1 2" n2"-1 2
J.xp(x)dxz pr(x)dxﬁ Z k—-:l J.p(x)dxﬁ
-n k=-n2" k_ k=-n2" k.
2 2"

1 x 1
< ;+ z .][p(x)dx S;+ pr(x)dx
2

munosabatlar o rinli.

n 0

J-xp(x)dx — 2% <ME < J.xp(x)a’x
tengsizlikdan » — « bo'lganda (9) tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi.
Endi absolyut uzluksiz tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasini
hisoblashga doir bir nechta misollar keltiramiz.
7-Misol. & —[a,b] oralig'ida tekis tagsimlangan tasodifiy miqdor bo'lsin. Bu
holda x <a yoki x>b bo'lsa p(x) =0 ekanligini hisobga olsak

2 2
X dx:l-b a :b+a.

Mg”:Txp(x)dx:j'b_a 2 b-a 2

a

Kutilganidek M¢& [a,b] oraligning o'rtasi bilan ustma-ust tushar ekan.

8-Misol. (¢,0) parametrli normal tagsimotga ega bo'lgan ¢ tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasini topamiz:

ME = J‘x(pw (x)dx = '[ajg exp{— (xz_o_c? }dx.

Oxirgi integralda y = (x- a% almashtirish bajarib, topamiz

Toy+a y? Yoy y? | ¥’
ME = P gy = g P gy
: J;\/ﬂexp{ 2}); J;\/Zexp{ 2}y+a£\/ﬂe){p{ 2 [




o '] 2 ['e]
N f yGXP{— y?}dy +a f(p(y)dy =a.

Bu erda birinchi integral integrallanuvchi funksiya toq funksiya bo'lgani sababli
nolga teng, ikkinchisi esa standart normal zichlik funksiyadan olingan integral
bo'lgani uchun birga teng ekanligini ko'rish qiyin emas. Shunday qilib, M¢=a,
yani normal tagsimotning birinchi parametri uning matematik kutilmasidan iborat
ekan.

9-Misol. ¢ tasodifiy miqdor Koshi zichlik funksiyasiga ega bo'lsin;
1

K(x)= .
)=
U holda J‘M = bo’lgani uchun, & ning matematik kutilmasi mavjud emas.
Jr(+x%)

10-Misol. (o, A)-parametrli gamma tagsimotning matematik kutilmasini
hisoblaymiz. Gamma taqsimotning zichlik funksiyasi

0,x<0;
p:(x) =9 2%x“" e, x>0,
I'(a)
bo’lgani sababli
M§=J.—x€_ﬂ‘xdx: ! Iu“e‘“d :F(a+1) -4
) T(a) A-T(a)? A-T(@) A

17-Maruza. Tasodifiy miqdor funksiyasining matematik kutilmasi

& (Q,4,P) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy miqgdor bo'lib, g(x)-R
da aniglangan qandaydir Borel funksiyasi va 7 =g(¢) bo'lsin. U holda » ham
(Q,4,P) fazoda aniglangan tasodifiy miqdor bo'ladi (11 bob teorema 2). Uning
matematik kutilmasini hisoblash uchun 11 bob 7-§ dagi formulalardan 7 tasodifiy
miqdorning tagsimotini topib, so'ngra avvalgi paragrafdagi tarifdan foydalanish
mumkin. Ammo biz boshqga, qulayroq usulni qo’llaymiz.

Avval x,, x,, ... qiymatlarni p, = P(¢ =x,) ehtimollar bilan gabul qgiluvchi &
diskret tasodifiy miqdorni ko'ramiz. Bu holda #r=g(¢) tasodifiy miqdor g(x;),
g(x2),...,g(Xk),-.. qiymatlarni py ehtimollar bilan qabul qilishi bizga malum. Shuning
uchun ham, agar

D lgx)|p; <o
i=1

shart bajarilsa, u holda » tasodifiy migdorning matematik kutilmasi



o0

Mn =Mg(£)=3 glx,)p,

i=1

formula orqali aniglanadi.
Endi ¢ tasodifiy miqdor absolyut uzluksiz bo'lib, p.(x) uning zichlik

funksiyasi bo'lgan holni garaymiz.
7-Teorema. Agar ¢ p.(x) zichlik funksiyaga ega bo’lib, g(x) R da

aniqlangan uzluksiz funksiya bo'lsa va
T|g (x)|p (x)dx
integral absolyut yaqginlashsa, u holda
My =Mg(@) = [g@p. s (10)
tenglik o'rinli.

Isboti. Avval [a,b] oraligda aniglangan va uzluksiz g(x) funksiya uchun

b—a

teoremani isbotlaymiz. Har gqaysi n=1,2,.. sonlar uchun x =a+ k va

{O,xez[a,b);

x =

g" g('xnk )’xn,k—l <X < xnk’
&>0 ihtiyorily musbat son bo'lsin. U holda faqat ¢ ga bog'liq bo'lgan

shunday », natural son topiladiki, barcha »>n, va harqanday xe[a,b] sonlar

n

deb belgilaymiz.

uchun

g,(x)—g(x)| < ¢ tengsizlik o'rinli yani g,(x) funksiyalar ketma-ketligi g(x)
funksiyaga [a,b] oraliqda tekis yaqinlashadi. 7, = g,(£) sodda tasodifiy migdorlar
ketma-ketligini kiritamiz. Yuqorida isbotlanganiga ko'ra 7, tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi n = g(&) tasodifiy miqdorga tekis yaqinlashadi . Demak matematik
kutilmaning tarifiga ko'ra

lim Mg, (£) = Mg () (11)

Ikkinchi tomondan
n Xk b
Mg, (£)="g(x,) | p-()dx=[g,(x)p;(x)dx.
k=1 Xy ket a

Bu tenglikdan va yuqorida sbotlangan

g,(x)—g(x)| < e tengsizlikdan, n>n, sonlar

uchun
[ g0, ()dx— Mg, (&) <

tengsizlik kelib chigadi. Bundan, (11) tenglikka ko'ra (10) formulaga kelamiz.
Endi g(x)>0 bo’'lgan holga o’tamiz. Ushbu



_ BARRS
g,(x)= 0.lx

funksiyalar ketma-ketligini kiritamiz. n, =g, (¢) tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

n = g(¢&) tasodifiy miqdorga monoton yaqinlashadi. Monoton yaqinlashish haqidagi
teoremaga ko'ra Mg, (&) T Mg(£) munosabat o'rinli. Bundan va

Mg, (£)= [ g(x)p(x)dx > [g(x)p,(x)dx

munosabatdan (10) tenglik manfiy bo'lmagan g(x) funksiyalar uchun o'rinli

ekanligi kelib chigadi.
Umumiy holda, g(x)=max{g(x);0}+min{g(x);0}=g"(x)—g (x) tenglikdan va

teoremaning musbat g(x) funksiyalar uchun o'rinli ekanligidan topamiz:
Mg(&) = Mg"(£)-Mg (&)= [g" (), (x)dx— [ g (0)p, (x)dx = [ 2(x)p, (x)dx.

Teorema isbot bo’ldi.
3-Mulohaza. (10) formula g(x,,x,,..,x,) funksiya R, ~ fazoni R fazoga

akslantiruvchi n-o'lchovli uzluksiz bo'lgan umumiy holda ham o'rinli ekanligini
yuqoridagi kabi isbotlash mumkin. &=(¢&,....&,) n o'lchovli tasodifiy vektor

absolyut uzluksiz bo'lib, p,. . (x,..,x,) uning zichlik funksiyasi bo'Isin. U holda
matematik kutilma

£ (X5 X, )dx; <o dx,

,,,,,

Mg(6oné) = [+ [ gChinnt, )0

formula orqali hisoblanadi.

4-Mulohaza. Tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini yozish malum
qiyinchiliklarga olib keladigan bazi hollarda matematik kutilmani hisoblash uchun
(10) formuladan foydalanmay, balki boshga (matematik kutilmaning xossalaridan
foydalanuvchi) turli usullar ishlatiladi:

11-Misol. Standart normal tagsimotga ega bo'lgan ¢ tasodifiy miqdorning

matematik kutilmasi

2
X exp ——dx 0

va n=o-¢+a tasodifiy miqdor (a,az) parametrli normal tagsimlangan. Demak
matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko'ra Mn =o-M¢&+a=a ekanligi kelib

chigadi. Bu tenglikni biz 8-misolda keltirib chigargan edik.
12-Misol. n ta boglligsiz tajribalardan iborat bo'lgan Bernulli sxemasida,
kuzatilayotgan A hodisaning ro'y berishlar sont g ni u= g +pu, +..+ u, yig'indi

shaklida ifodalash mumkin, bu erda x, - A hodisa j nchi tajribada ro’y bersa 1
ro'y bermasa 0 qiymat qabul gblubchi tasodifiy miqdor.



Mu,=0-g+1-p=p
bo'lgani uchun, matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko'ra
Mn=Mn,+Mn, +...+ Mn, =np

tenglik kelib chigadi. Bu 2-misoldagi natija bilan birxil, ammo juda kam
hisoblashlar yordamida olingan.

18-Maruza. Dispersiya. Yuqori tartibli momentlar

Tasodifiy miqdorni sonli xarakteristikalaridan yana biri uning dispersiyasidir.

4-Tarif. ¢ tasodifiy miqdorning dispersiyasi deb D&=M(&-ME)® songa
aytiladi. o =./DE qgiymatga ¢ tasodifiy migdorning o'rta kvadratik chetlanishi
yoki standart chetlanish deyiladi.

D¢ dispersiya ¢ tasodifiy migdorning qiymatlari uning matematik kutilmasi

atrofida qanday tarqalgan ekanligini xarakterlovchi sondan iborat.
Dispersiyaning bazi xossalarini keltiramiz:
1°".D&E = ME* —(ME)*. Hagiqatan ham

DE = M(£-ME) = M(E> —2M(E- ME)+(ME)) = ME® = 2ME - ME +(ME)? = ME* - (ME)?.

2°.Agar ¢ tasodifiy miqdor yagona o'zgarmas C sonni 1 ehtimol bilan
gabul qilsa, yani P(¢=C)=1 bo'lsa, u holda D&=0. Darhaqiqat, MC=C
tenglikdan D& =M (E-C)> =(C-C)*-1=0. Demak D& =0.

3°.Thtiyoriy C son uchun D(C&)=C?*DéE,D(E+C) = D¢ tengliklar o rinli.

Isboti. D(C&)=M(CE-MCE)’ = M(CE-CME) =C°M(E-ME)* =C*DE.
DE+C)=ME+C-M(E+O) =M(E-ME+C-C)* = M(E-ME) = DE.

4°. Agar &£ va n o'zoro bog'lig bo'lmagan tasodifiy miqdorlar bo'lsa, u
holda D(¢é +7n) = Dé&+ D tenglik o'rinli.

Isboti. Tarifga ko'ra D(E+n)=M(E+n-M(E+n)’. Bundan matematik
kutilmaning additivlik xossasidan foydalanib topamiz

D(&+m)=M (&= ME) +2M (&~ ME)(n - Mn)+M(n - Mn)* = D&+ D,

chunki ¢é-M¢E va n-Mp tasodifiy miqdorlarning bog'lig emasligidan
M(E—ME)n—Mn)=M(E—-MEM (n—-Mn) =0 tenglik kelib chiqadi.

4-xossa, faqat ikkita emas, balki juft-jufti bilan bog'ligsiz bo'lgan n ta
tasodifiy migdorlar yig'indisi uchun ham o’rinli ekanligini ko rish qiyin emas.

13-Misol. (n,p) parametrli binomial taqsimotga ega bo’lgan u tasodifiy
miqdorning dispersiyasini hisoblaymiz.

u tasodifty miqdorning dispersiyasini hisoblash uchun 1°xossadan
foydalanamiz My matematik kutilma 2 misolda topilgan edi: My =np. Endi My’
matematik kutilmani hisoblaymiz:



4 n! (n—1)!

My =§k Cip(1-p)"” Z;k k!(n_k)' pra-p)y* = klk—(k_l)!(n;k)!p_(l—p)n—k:
=npi(j +1)CLp’ (1= p)" =np(Mu(n—-1)+1) = np((n—1)p+1) = (np)* + npq. (12)

Demak Du=npq. (12) natijaga ushbu usul bilan osongina kelish mumkin: u(n)

tasodifiy miqdorni n ta bog'ligsiz tajribalardan iborat bo'lgan Bernulli sxemasida
kuzatilayotgan A hodisaning ro'y berishlar soni ekanligini hisobga olib uni

p=pun) =+ +.+ 4,
ko'rinishidagi yig'indi shaklida ifodalash mumkin, bu erda x, orqgali j nchi
tajribada A hodisa ro'y bersa 1, aks holda 0 qiymat qabul qiluvchi tasodifiy miqdor
belgilangan. Har bir qo’shiluvchining dispersiyasi
Dy, =(0-Mu,)* -q+(1-Mu,)* - p=(-p)q+(10-p)Y’p=p’q+q°p=pe(p+q) = pq
va u;, j=12,.,n tasodifiy miqdorlar birgalikda bog'ligsiz bo'lgani uchun, 4
xossaga ko'ra ushbu
Du =Du(n) =Dy, +Du, +...+ Dy, = npg

tenglikka kelamiz.
14-Misol. 21 parametrli Puasson taqsimotiga ega bo'lgan ¢ tasodifiy

miqdorning dispersiyasi topilsin.
Buning uchun biz dispersiyaning 1° xossasidan foydalanamiz. Bizga M¢& =2
ekanligi malum (3-misol). M¢&? -miatematik kutilmani hisoblaymiz:

o0 /1k o0 ﬂ.k_l o0
M 2= k2_ _lzﬂ k +1_ ;y=
P T N T S AR

© ,ﬂ;/ . =y ) )
=4 > j=e +27e =A-(ME+1)=22 + A..

=0 J ! j=0 J
Shunday qilib
DE=ME> —(ME) = +A-12 =1
yani Puasson tagsimotining dispersiyasi, uning matematik kutilmasi kabi, A
parametrga teng.
15-Misol. [a,b] oralig'ida tekis tagsimlangan ¢ tasodifiy miqdorning
dispersiyasi (10) formulaga asosan topiladi:

e f( b+aj PR Kb_bjtaf_(a_b+aj3}:(b—a)2'
b-a  3(b-a) 2 2 12

16-Misol. (a,az) parametrli normal tagsimotga ega bo'lgan ¢ tasodifiy
miqdorning dispersiyasini topamiz:




Ty 2 _tk-a)’ (x-a)’ |,
Dé—[o(x a) (pa,a(x)dx—.[o oy exp{ = }dx,

y=( a% almashtirish bajarib, quyidagini hosil gilamiz;

o2 2
D¢ =c? J‘\/yz_ﬂ exp{— y?}dy.

2
. \ . . _ y _ _y_ . \
Hosil bo’lgan integralni, v m,du yexp{ 5 } deb olib, bo’'laklab

integrallaymiz

_ 2 1 Y ’ _ 2 T _ 2
Dé=o _J;ﬂ exp{— T}dy =0 __[Ogo(y)dy =0".
Demalk, (a,oz) parametrli normal qonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy
miqdorning dispersiyasi uning ikkinchi parametriga teng ekan.

17-Misol. (a, 1) -parametrli gamma tagsimotning dispersiyasini hisoblaymiz:

M¢E :% ekanligini hisobga olib, dispersiyaning 1° xossasidan foydalanamiz.

M§2 :Tlaxmrl e’l'xdx _ 1 Ty”‘“eydy
0

Tla+2) a(a+])
) T'(a) ae) '

C T(a) A

R

5-Tarif. ¢£-(Q, 4,P) ehtimolliklar fazosida aniglangan tasodifiy miqgdor va
k>0 gandaydir son bo'lsin Agar M |§|" matematik kutilma mavjud bo’lsa, u holda
a, =ME songa & tasodifiy miqdorning Kk-tartibli boshlang'ich momenti,
m, = M|&" songa esa, uning k-tartibli absolyut momenti deyiladi.

& - M¢ tasodifiy migdorning momentlarini markaziy momentlar deyiladi.

Agar M& =0 bo'lsa, u holda markaziy moment boshlang'ich momentga teng
bo'ladi. ¢ tasodifiy miqdorning birinchi tartibli boshlang'ich momenti uning
matematik kutilmasi bilan, ikkinchi tartibli markaziy momenti esa dispersiyasi

bilan ustma-ust tushadi.
18- Misol. Normal tagsimotning markaziy momentlari. &-(a,c*) parametrli

normal tagsimotga ega bo'lsin. U holda M¢& =a,Dé =c* ekanligi bizga malum. &
tasodifiy miqdorning markaziy momentlarini hisoblaymiz.

o

— )" = 1 T AV _(x—a)2
B, =M(—a) — L(x a) eXp{ 5o }dx.

Buerda z =% almashtirish bajarib, topamiz
O



B, = \7_% T;Oz’” expé Z% }dz.

Agar m toq bo'lsa, u holda g, =0 bo'ladi, agar m —juft bo'lsa (m=2k) , u holda

2k © 2 2
By = M(E—a)™t = 20 _[z exp{— ?}dz da % =t almashtirish bajarib, topamiz

NS

B, = M(&é—a)* :ﬁitk-‘ze—fdt = 20 r(k+y)=1-3---(2k—1)az" =k -D'c?".
2k \/; ) \/; 2
19-Misol. 2 - parametrli ko'rsatkichli taqsimotga ega bo'lgan ¢ tasodifiy

miqdorning yugqori tartibli momentlari hisoblansin.
Echish. & tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi

A-e ™ x>0;
Pg(x):{

0,x<0

formula orqali ifodalanishi bizga malum. ¢ tasodifiy miqdorning k —tartibli
momentini 7-teoremadagi (10) formuladan foydalanib topamiz.
I(k+1)

A

= Mcfk = kaﬂ e Mdx = /”tj'xke_’l‘xdx = ﬂikj‘tke_tdt =
0 0

0
19-Maruza. Asosiy tengsizliklar

Matematik analiz kursidan bizga malum bo'lgan yig'indi va integrallar
uchun isbotlangan ko'p tengsizliklar ehtimollar nazariyasi va matematik statistika
kursida ham keng qo’llaniladi. Shu bilan birga ehtimollar nazariyasining o'ziga xos
bo'lgan tengsizliklar ham mavjud. Bu tengsizliklarning barchasida matematik
kutilma va yuqori tartibli momentlar ishlatiladi. Bu paragrafda biz bunday
tengsizliklarning eng muhimlarini keltiramiz.

Yensen tengsizligi. Agar M|¢| <« va g(x) botiq funksiya bo'lsa, u holda

Mg (&) 2 g(M¢) (13)
tengsizlik o'rinli.
g(x)- (a,b)—0<a<b<w) intervalda aniglangan funksiya bo'lsin. Agar
ithtiyoriy x,,x, € (a,b) vaistalgan 0 <@ <1 sonlar uchun ushb u
g(0x, +(1-0)x,) < 0.g(x) +(1-O)g(x,) (14)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda g(x) funksiya (a,b) intervalda botiq deyiladi.
x,, (a,v) intervaldan olingan ihtiyoriy son bo'lsin. U holda a < x, <x, <x, <b
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ihtiyoriy x,,x, sonlar uchun



g(xl)_g(xo)gg(xz)_g(xo) (15)

X =X Xy =X

tengsizlik o'rinli. (15) tengsizlikni isbotlash uchun (14) ifodada = *2—"¢ deb olish

Xy =X

kifoya. (15) tengsizlikdan

sup g(x)—g(xy) <C<inf g(x,)—g(x,y)

n<x, X — X 0 X, =X,

tengsizlikni qanoatlantiruvchi o'zgarmas C soni mavjud ekanligi kelib chigadi,
oxirgi tengsizlik o'z navbatida

8(x) 2 g(x,)+C-(x~a) (16)
5-Mulohaza. Agar g(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lsa, u
holda uning botig'ligi g"(x)>0 (a<x<b) tengsizlik bilan aniqlanishi bizga
matematik analiz kursidan malum. Bu holda (16) tengsizlikda C=g'(x,) deb olish

mumkin.
(16) tengsizlikda xo= p7¢, x = £ deb va uning har ikkala tomonidan matematik

kutilma olsak (13) tengsizlik kelib chiqadi.
Lyapunov tengsizligi. Ihtiyoriy musbat » < s sonlar uchun

¥ sbo)

Bu tengsizlikni isbotlash uchun g(x)=x" botiq funksiya va |£ tasodifiy

(o

4

S

miqdorlarga Yensen tengsizligini qo'llash kifoya.
Gelder tengsizligi. r>1,5>1, % + % =1 va ¢, tasodifiy miqdorlar

uchun M |£|" <o, M|y|" < munosabatlar o'rinli bo'lsin. U holda

SRR (17)

Isboti. g(x)=-Inx,x>0 funksiya (0,0) intervalda aniqlangan botiq funksiya
bo'lgani tufayli (13) tengsizlik o'rinli: yani ihtiyoriy x;,x,>0 va istalgan 0<6<1
sonlar uchun

M|én| < (M

In(x,0+ x,(1-0)) > Olnx, + (1-6)Inx, =In(x,” - x*)

" =b0=L1-0=1 deb olsak

tengsizlik o'rinli. Endi x, =|a =
r S

r N

lap| <21 L
r N

tengsizlikning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlikda
4=—° _p=—"__ deb (biz Ml =0,M

prigr ) oot )

" #0 deb faraz qilamiz aks holda

n




(17) tengsizlik trivial bajariladi) hosil bo'lgan tengsizlikning har ikki tomonidan
matematik kutilma olsak, biz Golder tengsizligiga kelamiz.

Chebishev tengsizligi.

¢ tasodifiy miqdor va H(&) =1, - {£>0} hodisaning indikatori bo'lsin.
H(¢) funksiyaga Xevisayd funksiyasi deyiladi.
&£ — manfiy bylmagan tasodifiy mikdor va a>0 —ihtiyoriy musbat son bo’lsin.
Ushbu bevosita tekshiriladigan
HE-a)<S

a

tengsizlikning har ikki tomonidan matematik kutilma olib (3-teoremaning
2°punktiga ko'ra bunday qilish mumkin) ushbu

P >ay<Me (18)
a

Markov nomi bilan ataluvchi sodda, lekin juda ham foydali tengsizlikni hosil
qilamiz. Agar ¢ musbat va chekli matematik kutilmaga ega bo'lsa, bu
tengsizlikdan ¢ tasodifiy miqdorning berilgan a qiymatdan katta bo'lish
ehtimolining yuqori chegarasi kelib chigadi. Shu bilan birga M¢& qancha kichik
bo'lsa, bu chegara shuncha kichik bo’ladi. Agar M¢& <a bo'lsa (18) aniq tengsizlik
bo'ladi, yani shunday ¢ tasodifiy miqdor mavjudki uning uchun M¢ oldindan
aniqlangan (berilgan) qiymatga ega va (18) munosabatda tenglikka erishish
mumkin. Masalan, agar ¢ tasodifiy miqdor 0 va a qiymatlarni, mos ravishda

1_M_§ va M ehtimollar bilan qabul qilsa bunday tenglik o'rinli.
a a

Endi musbat bo'lishi shart bo’lmagan, ammo M¢& va ME® matematik
kutilmalarning qiymatlari chekli bo'lgan ¢ tasodifiy migdorni olaylik. Yuqoridagi
kabi

H(|§—m|—a)£(§_mj
a

tengsizlikni har ikki tomonidan matematik kutilma olib

PQf—m|>a)SA/[(§—:m)2 (19)

a
munosibatni hosil gilamiz (bu erda m ihtiyoriy haqiqiy son): yani biz & tasodifiy
miqdorning m dan berilgan a qiymatga chetlanish ehtimoli uchun M& va Mé&?
matematik kutilmalar orqgali ifodalangan yuqori chegarasini hosil qildik. (&-m)’
kvadratning matematik kutilmasi M (&-m)* = ME* —2mME+m*,m  bo’yicha
o zining eng kichik qiymatiga m = M¢ bo'lganda erishadi.



(19) tengsizlikda m = M&deb olsak, biz Chebishev tengsizligini hosil
qilamiz:

PQg—A4§p>a)sf%§,
a

bu matematik kutilmadan a qiymatga chetlanish ehtimolini & tasodifiy miqdorning
dispersiyasi bilan bog'laydigan juda muxum tengsizlik.

Agar ¢ tasodifiy miqdor nolga teng dispersiyaga ega bo'lsa, yani
M(E-ME? =0 bo'lsa, u holda ¢ o'rta kvadratik manoda M¢& qiymatga teng

deymiz va ,ngé deb yozamiz. ékszé bo'lsa, Chebishev tengsizligidan ihtiyoriy
kichik musbat son a uchun P(|¢-M¢&| <a)=1 tenglik o'rinli yoki 1 ehtimol bilan
& =M¢ ekanligi kelib chigadi.
8-Teorema. g(x)>0,& tasodifiy migdorning qiymatlar sohasida kamaymovchi
funksiya bo'lib, Mg(¢) matematik kutilma mavjud bo'lsin. U holda harqanday a>0
uchun
HM>@s%ﬂQ
g(a)
tengsizlik yrinli.
Bu teorema ham (18) va (19) tengsizliklar kabi
H(g-a)< 5
g(a)
ifodaning har ikkala tomonidan matematik kutilma olib isbotlanadi.
2-Natija. k- ihtiyoriy natural son va M[¢[ <o bo'lsa, u holda har qanday

musbat haqiqiy son a uchun

HM>@S%EL
a

tengsizlik o'rinli.
Bu tengsizlikka & —nchi tartibli momentlar uchun Chebishev tengsizligi
deyiladi.
20-Maruza. Katta sonlar konuni.

Bu nom bilan yuritiladigan limit teoremalar juda katta amaliy axamiyatga
ega bylib, ular extimollar nazariyasini amaliyotda kyllash uchun kyprik bylib
xizmat kiladi. Bu limit munosabatlarning asosida kyshiluvchilar soni cheksiz
ravshda ¥sib borgan sari tasodifiy mikdorlar yirindisining kiymatlari uchun
“tasodifiylik” yykolib borishi va bu kiymatlar anix bir songa intilib borishi yotadi.

Teorema-1. Vrta xiymatga ega bylgan borliksiz va bir xil taksimlangan
tasodifiy mikdorlar ketma-ketligi {&,} uchun M¢& =a, S, =& +...+&, bylsin. U

xolda xar kanday musbat & >0 uchun



n

—a
n

p[S

Zej—)O, n— o©

yabni, n— o da 22— 54 byladi.
n

Keltirilgan teoremaning ifodasi va &, larni borliksizlik sharti ularni bitta

extimollik fazosida aniklangan bylishligini takazo kiladi. Bu teorema oddiy
matematik teorema bylib, sodda kilib aytganda, kyrilayotgan tasodifiy mikdorlar
uchun “vaxt byyicha olingan yrta kiymat” “fazo byyicha olingan yrta kiymat’ga
yakinligini kyrsatadi.

Teoremaning isboti. Oldin eslatib ytilganidek, agar limit tasodifiy mikdor
yzgarmas son bylsa, tasodifiy mikdorlar ketma-ketligi uchun extimollik byyicha
yakinlashishi taksimotlar kuchsiz yakinlashishi bilan teng kuchli byladi.

Aytaylik

fi(y=Me™,  f(t)=Me"™
bylsin. Uzluksizlik teoremesiga asosan (teorema § ) xar kanday ¢ uchun
fn(ij—>eia’, n—» oo (1)
n
ekanligini isbotlash etarli byladi.
Xarakteristik funksiya f(¢) uzluksiz ekanligidan O nuxktaning kandaydir
atrofida [ (6)-1| <% tengsizlik  bajariladi. Demak, shu tengsizlikni

kanoatlantiruvchi ¢ lar uchun /(r) = Ing(r) funksiyani aniklash mumkin (logarifmik
funksiyaning bosh kiymati xisobga olinadi). Tasodifiy mikdor &, ning yrta kiymati
mavjud bylgani uchun

Vo 20
Z(O)_(p(O) ia

tenglik yrinli byladi.

Fiksirlangan ¢ ning xiymati uchun » ning etarli katta kiymatlarida l(ij
n

funksiya aniklangan byladi va

formula yrinli.
Endi /(0)=0 ekanligidan » — « da



limit munosabatni olamiz. Bu esa (1) ning ty¥ri ekanligini kyrsatadi.
Eslatib ytish mumkinki teorema 1 ga teskari bylgan teorema xam ty¥ri
byladi, yabni &—Pm ekanligidan &, tasodifiy mikdorning yrta kiymati mavjud
n
bylib, u « ga teng byladi. Lekin bu jumlaning isboti keltirilgan isbotga nisbatan
murakkab ravishda ytadi.
Umuman berilgan tasodifiy mikdorlar ketma-ketligi {£,} uchun katta sonlar

konuni yrinli deyiladi, agarda » — « da 5, ifoda biror yzgarmas songa extimollik
n

byyicha yaxkinlashsa. Teorema 1 va unga berilgan izox kyrsatadiki borliksiz va bir
xil taksimlangan tasodifiy mikdorlar ketma-ketligi uchun kata sonlar konuni yrinli
bylishi uchun yrta kiymatning mavjud bylishi etarli va zaruriy shart bylar ekan. Bu
konun yukorida aytilganidek katta amaliy xarakterga ega. Buni kuyidagi sodda
misolda xam kyrish mumkin. Aytaylik « xandaydir nomaslum mikdor bylib(er
sharining diametri, yadro zarrachasining parchalanish davri va xakazo), uni tajriba
yordamida aniklash kerak bylsin. Tajriba Vtkazilishi xolatlarini yzgartirmagan
xolda olingan » marta ¥lchov natijalari ¢&,&,,...,&, larni borliksiz bir xil

taksimlangan tasodifiy mikdorlar deb kabul xilish mumkin va ular uchun
ME =ME =...=ME, =a byladi. Teorema 1 ga kjra

S+t
— ) d
n
munosabat yrinli ekanligi kelib chikadi va katta sonlar konuni amaliyotda
nomaslum mikdorlar uchun tajriba natijalarining yrta arifmetik ifodasi kyllanishi
mumkinligini asoslab beradi.
Ixtiyoriy borliksiz tasodifiy mikdorlar uchun katta sonlar xonuni yrinli
ekanligi xakidagi teoremalar kyshimcha shartlarni bajarilishini talab etadi.
Teorema 2. Borliksiz bylgan ¢&,&,,....¢,,... tasodifiy mikdorlar uchun

Mé, =a,, DE =0, bylsin. Agar
=l
Kator yakinlashsa xar kanday musbat £ uchun » — o« da

P(|§l +..+6, at..+a,

| no |

23)—)0

yrinli byladi.

Keltirilgan teorema 2 dan kyrinadiki, agar kyrilayotgan tasodifiy
mikdorlarning dispersiyalari biror umumiy musbat son bilan chegaralangan bylsa,
yabni o) <¢, o; <c,..., 0. <¢,...,  (c>0) tengsizliklar yrinli bylsa, bu tasodifiy
mikdorlar ketam-ketligi uchun katta sonlar konuni bajarilar ekan.

21-Maruza. Bir xil taksimlangan borliksiz tasodifiy mikdorlar uchun
markaziy limit teorema.



Umuman {£,} tasodifiy mikdorlar ketma-ketligi berilgan bylsa, bu ketma-
ketlik uchun markaziy limit teorema yrinli deyiladi, agar kandaydir {4,} va {B,}
(B, >0, B, - o, n— o) sonli ketma-ketliklar uchun

limp| &t e = A ) gy =L [e > au
B V2z °,

limit munosabat bajarilgan bylsa.
Oldingi boblarda Bernulli sxemasi uchun keltirilgan Muavr-Laplas
teoremasidan kelib chikadiki, {4,} va {B,} sonli ketma-ketliklar berilgan tasodifiy

mikdorlar & larni sonli xarakteristikalari orkali ifodalanishi mumkin ekan. Agar
S =& +...+& deb kabul kilsak, bu yirindining yrta kiymati MS, sonlar ykida
ixtiyoriy ravishda siljishi mumkin. {4,} ketma-ketlikni tanlash xisobiga esa MS, ni
“markazga” O nuktaga joylashtirish mumkin, shuning uchun xam {4,} ketma-
ketlik “markazlashtiruvchi” vazifani ytaydi. ¥z navbatida S, yirindining taksimoti

n—o da (-o) ga, yoki (+«) ga “ketib kolishi” mumkin. Bu xolatlarni bartaraf
etish uchun {B,} (B, > o, n— ) ketma-ketlik yordamida S, ning taksimotini
sonlar ¥kining chegaralangan kismida “saklab turish” mumkinligi uchun xam bu
ketma-ketlikni “normallashtiruvchi” ketma-ketlik deyiladi.

SHu narsani aloxida xayd etib ytish kerakki, agar berilgan {£,} ketma-ketlik

e e o s 11 —A . . . .
uchun markaziy limit teorema yrinli bylsa S, =4, tasodifiy mikdorning taksimot

n

funksiyasining limiti kyshiluvchilar &, larni taksimotiga borlik emas va Kiskarox
kilib bu tasodifiy mikdor asimptotik normal deb ataladi. Aytilgan fikrdan shu narsa
maslum byldiki, markaziy limit teorema deganda bitta limit munosabat emas,
aksincha &, larni taksimotlari sinfi xisobga olinsa, bu bir limit teoremalar sinfi
yuzaga keladi deb tushunish mumkin. SHuning uchun xam markaziy limit teorema
Yz moxiyati bilan kandaydir “yirma” mabnoga ega.

Endi faraz kilaylik {&,}-bir xil taksimlangan borliksiz tasodifiy mikdorlar
ketma-ketligi bylsin. Kyyidagi belgilashlarni kiritamiz:

ME, =a, DE =07, S, S, ~na

n_a\/;

Teorema 3. Agar 0 <o’ <o bylsa, n -« da

, f(t)=Me"™, f,(t)=Me™ .

Sup‘P(gn < x)— (D(x)‘ -0

byladi.

Isbot. Keltirilgan teoremadagi yaxkinlashish kuchsiz yakinlashish va ®(x)
funksiyaning uzluksiz ekanligidan kelib chikadi. Umumiylik cheklamagan xolda
a=0 deb xisoblash mumkin, chunki aks xolda {£,} ning ¥yrniga {&' =¢&, —a|”,

tasodifiy mikdorlar ketma-ketligini kyrish mumkin bylar edi va bunday



almashtirish natijada {5} ketma-ketlik yzgarmasdan kolgan bylar edi. Demak
teoremaning isboti uchun « =0 bylgan xolda xar kanday ¢ uchun

2

lim £, (1) = o (1)

ekanligini kyrsatish etarli byladi.
Dispersiya ¢ ni mavjudligidan f"(¢) xosilaning mavjudligi kelib chikadi va
¢ ning etarli kichik xkiymatlarida

O_21‘2

+0(2)

Q) =f(0)+0”'(0)+%f"(0)+0(t2) =1-

yoyilma ¥yrinli byladi.
Endi berilgan tasodifiy mikdorlar borliksizligini xisobga

ot ) )
£ =1 [G&J—e

tenglik yrinli ekanligini olamiz (Bu erda » ning etarli katta kiymatlarida In f (LJ

Jn
logarifmning mavjudligi f(r) ning uzluksizligidan kelib chikadi). Aytilganlarni
xisobga olgan xolda

S POt (R Y G | I GG S N B 1
lnfn(t)—nln{l 2(0\/;j +O(nj] n( 2n+0[nD 2+0(1)—> 5

ekanligiga ishonch xosil kilamiz. Oxirgidan (1) tenglikni olamiz. Teorema 3
isbotlandi. Keltirilgan teorema mashxur fransuz matematigi Levi nomi bilan xam
yuritiladi.
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Ehtimollar nazariyasi misol va masalalarda /Oquv qo'llanma/
T.M.Zuparov; O'zMU — T.2010 -  bet.

Ehtimollar nazariyasidan misol va masalalarni o'z ichiga oladi. O"quv
dasturining har bir bo'lagidan zaruriy nazariy tushuncha va tasdiqglar keltirilib,
ehtimollar nazariyasi fanida ishlatiladigan usul va metodlarni oydinlashtiruvchi
misol va masalalar yechilgan va mustaqil yechish uchun masalalar javoblari bilan
berilgan.

O’quv qo’'llanma matematika, amaliy matematika, fizika mutaxasisligi
talabalari, magistrlar, aspirantlar va o' qituvchilar uchun mo'ljallangan.



Muqaddima

Ko’zlangan o’quv qo'llanma oliy o'quv yurtlarining ehtimollar nazariyasi va
matavatik statistika kursini o'rganuvchi matematika, amaliy matematika, fizika
mutaxasisligi talabalari va magistrlariga ,0'ljallangan. O quv qo’'llanmada
ehtimollar nazariyasining barcha bo" 1lim materiallarini chuqur o' zlashtirish uchun
zarur bo'lgan misol va masalalar taqdim etilgan. Bunday masalalarni yechish
jarayonida o’quvchi ma’ruzalarda olgan ma’lumotlarni na faqat chuqurlashtiradi va
mustahkamlaydi, shu bilan birga u bu ma’lumotlar yordamida yangi matematik
muammolarni qo'yishga o'rganadi va ularni muvaffaqiyatli yecha oladigan bo ladi.
Shu sababli ushbu 0’quv qo’llanma ehtimollar nazariyasi va matematik statistika
sohasida ta’lim oluvchi aspirant va magistrantlar uchun ham foydali ekanligiga
ekanligiga ishonchimiz komil.

O’quv qo'llanma ehtimollar nazariyasi va matematik statistika fanini Mirzo
Ulug'bek nomidagi O zbekiston Milliy Universitetida o' qitish tajribasini o' zida
aks ettiradi [1] o'quv qo'llanmaga to'liq mos keladi.

Masalalar amaldagi dasturladning tuzikishiga va [1] o'quv qo'llanmaga mos
ravishda boblarga, paragraflarga ajratilgan. Har bir paragrafda zaruriy nazariy
ma’lumotlar, 0" ziga xos masalalarning yechimlari, shuningdek mustaqil yechish



uchun ko'p miqdorda misol va masalalar javoblari bilan keltirilgan. Masalalarning
yechimlarida asosiy e’tiborni masalalar yechishning faqatsof ehtimolcha
usullarigagina emas, shu bilsn birga ularni ehtimollar nazariyasi fani bilan bog'liq
bo’lgan asosiy (funksional analiz, matematik analiz, algebra, kombinatorika va
sonlar nazariyasi kabi) fanlarda qo’llaniladigan usullarga ham qaratilgan. Har bir
paragrafda standart usul va formulalar qo’llab echiladigan sodda masalalar bilan
bir qatorda ehtimollar nazariyasi va matematik statidtika fanini chuqur

o zlashtirishni o’ zlariga magsad qilib qo'ygan o’ quvchilar uchun mo‘ljallangan va
ularni yechish uchun prinsipial muhim g’ oya va usullarni talab etuvchi masalalar
ham keltirilgan.

«2UITUMOIITap Ha3apHSCHHUHT MAaTEeMAaTHUK acociapu » (aHuAaH TECT CaBOJUIAPH.

1.Eciu {4,}-1nocnenoBaTenbHOCTh HECOBMECTUMBIX COOBITHH, TO

A.lim4, =& B.lim4, =Q C. IIpenen e cymectByer [l. HUYEro Hemp3s cKa3arh.

2.Knacc Bcex MOAMHOXKECTB POCTPAHCTBA
A. MoHOTOHHBIH KTacc; He o —anrebpa B. He anre6pa; o — anrebpa.
C. Anre6pa; o—anredpa JI. Anre0pa; He o — anrebpa

3 Korma AUB=ANB?
A. AcB B. Bc4 C.Hukorga. /I. A=B

4. YKaXuTe HCBEPHOE PaBEHCTBO:
A. An(B-C)=(AnB)uAnC) B. (4-C)n(B-C)=(4nB)-C
(

C. (4-B)n(C-D)=(AnC)-(BuD) . (4-B)-C=4-(BUC)

5.IIycte Q=R. YKaXUTe MUHUMAIBbHYIO o —alredpy CoAepKallyro MHOKECTBO

[0.1].



A. He cymectsyer. B. {R;[0,1];(—0,0)u(1,0;@} C. MHOXecTBO Beex

MOJAMHOXKECTB TIpocTpaHcTBa R./[. o — anredpa 60peIeBCKUX MHOKECTB
MIpOCTPAHCTBA R.

6.Ilyctp 1, =1,(w)—MHAUKATOP COOBITUSA A. YKaKUTE HEBEPHOE BHICKA3bIBAHHUE.
A. HepaBeHcTBO [ ,(w) < I,(w) UMEET MECTO JJI BCEX @ TOrJa U TOJBKO
TOraa,
Korga Ac B.
B. 1, ,=1,+1,-1,,
C. I(w)=0;1,(w)=1.
H1,,#1,1,

7.1lycth Q— TUCKPETHOE MIPOCTPAHCTBO DJIEMEHTAPHBIX COOBITHH.
R — COBOKYITHOCTbh BCEX €r0o MOAMHOKECTB. [Tomoxum u(A4)=0 ecnu A KOHEUHO U
1(A)=o, ecin A 6eckoHeuHno. Kakumu cBoMCTBaMHM aJIUTUBHOCTH 00JIafaeT
(GYHKITUS MHOXKECTB 1(-).

A. KoHeuHO — agquTHBHA, HO HE CYCTHO — aJIIMTUBHA

B. 1 koHEYHO — aAiIMTUBHA, U CYETHO — aAJUTHBHA

C. CyeTHO — aAAUTUBHA, HO HE CUETHO — aJIMTUBHA

J1. He sBnsieTcs ailiIMTUBHOM.

8.Cucrema N MOJMHOMKECTB MPOCTPAHCTBA PJIEMEHTAPHBIX COOBITHI Q
Ha3bIBACTCSI MOHOTOHHBIM KJIACCOM, €CJIU
A.u3 1010, uT0 A, €N, n=12,... 1 A T4 unmm 4, 4 cnenyer, 4o AeXN..
B.nns mro0oit mociaeqoBaTebHOCT 4, € N, n=12,... U4 eN U N4, eN.
C.1J1g Bcex MOHOTOHHO BO3pacCTAIOIIMX MOCIEI0BAaTEIIbHOCTEN COOBITHI
A4.,n=12,.. li}{nAn eN

J1.u1s1 11000 MOCIIeJ0BATEIIBHOCTH A .,n=12,. limsup4, eN.

9.®ynkuus MHOXECTB P onpenienenHas B kiiacce cOObITUN I Ha3bIBa-

€TCS BEPOSTHOCTBIO, €CJIM BBITIOJIHEHBI CIICYIONINE YCIOBHUS:
A.1°.3 - anre6pa MHOKECTSB.

20.I[J1;1 00010 A€ 3, P(A4)<0.

3°. P(Q)=1,T.€. BEpOATHOCTH JIOCTOBEPHOI'O COOBITHS Q paBHa 1.

4° Ecin A u B HecoBMecTHMBIE COOBITHS, TO P(A+ B) = P(A)+ P(B).
B.1°. 3 - anre6pa MHOXeCTB.

20.I[J1;1 TF000r0 A€ J,P(A4)=0.

3%, P(Q)<1,T.€. BEpOATHOCTH JIOCTOBEPHOI'O COOBITHSI Q2 MeHbIe 1.

4° Ecin A u B HecoBMecTHMBIE COOBITHS, TO P(A+ B) = P(A)+ P(B).

C.1°. 3 - anre6pa MHOKECTB.
20.I[J1;1 T000r0 A€ J,P(A4)=0.



3°. P(Q) =1,T.¢. BEpOSTHOCTD JOCTOBEPHOTO COOBITHS Q paBHa 1.
4° Ecitt A u B HecoBMeCTHMBIE COOBITHS, TO P(A+ B)=P(A)+ P(B).

J1.1°. 3 - anreGpa MHOXKECTB.
20.I[H;1 00010 A€ 3, P(A)>0.

3°. P(Q) =1,T.¢. BEpOSTHOCTD JOCTOBEPHOTO COOBITHS Q paBHa 1.
4° Eciit A u B HecoBMeCTHMBIE COOBITHS, TO P(A+ B)=P(A)+ P(B).

10. Eciu P(A) >0, TO KaKk HaXOJIATCs YCIIOBHAsI BEPOSITHOCTh COOBITHS B
IPU YCJIOBHH, YTO MPOU3OILIO COOBITUS A?
A. P,(B)=P(A)(P(A)+P(B)). B.P,(B)=P(A)/(P(A)+P(B). C. P(B)=P(A)/P(AB).
1. P,(B) = P(AB)/ P(A).

11. Ecnu A u B He3aBucHMBIE COOBITHSA, TO BEPOATHOCTH TOTO, YTO MTPOU30IILIO
XOTs1 OBl OJTHO U3 ATUX COOBITUI paBHA
A. P(4+B)=P(A)+P(B)—P(A)P(B). B. P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).
C. P(A+B)=P(A)+P(B)+ P(4B). ]I. P(A-B)=P(4)— P(B)+ P(AB).

12. BeposiTHOCTB TOTO, YTO IIPU 7 HE3aBUCHUMBIX UCIBITAHUSAX HaOII01aeMast
coObITHSI A IPOM30LLIO POBHO & pa3, o Gpopmyiie bepHymiu paBHsaercs:

A.F(k)=C;p""q", Tae p=P(A),q=1+p.

B.P(k)=C,p""q", tne p=P(4),q=1-p.

C.R(k)=C,p"'q"™", tne p=P(4),q=1-p.

H.P(k)=C,p'q"", Tne p=P(4),q=1+p.

13.Ilyctb P (k)=C'p'q"™",0< p<l,g=1-p. Eciu np — 1 >0, TO, Kakoe u3
CIIEAYIOIIMX
COOTHOIIIEHHUH CITPaBeINBO?
A.P(ky=2'e’/k!,B. P(ky=A'e*/k. C. P(k)=A e’ /k!
I P(k)~ 2k’ k!
14.Ilycte P (k)=Ctp“q"",0< p<l,qg=1-p. Ecnmi n — o0,k — oo, TO KaKoe u3
CIIEAYIOIINUX COOTHOIICHHH CIIPAaBEIINBO?

|
A (k)= o) [\npg . T€ p(x ) == oz = (k=np) I Jnpg

B.P,(k)~ p(x,)/\Jnpg , Tie p(x )=e™ "% x, = (k—np)/\[npq.
—x2 /2

1
C. Pn(k)zgo(xk)/\/ﬁ, rae ¢o(x )Z\/Ee ,x, =(k—np)/\npg.

T P.(k)~ p(x,)/\Jnp , e p(x )=e™ " x, =(k—np)/[np.

15.BennuriHa, BO3MOYKHBIE 3HAUEHUSI KOTOPOU SIBIIIETCSI HEKOTOPBIE
(UKCHPOBAHHBIE
4uCila U OHA IPUHUMAET UX C ONPEICICHHBIMU BEPOSITHOCTAMH, ABIISETCS



A.CuHrynsipHas cily4aiiHasi BEJIMYHHA.
B. JluckpeTtHas ciy4yaiiHas BEJIMYMHA.
C. HenpepriBHas ciyyaiiHas BEJIUYMHA.
J.ITyaccOHOBCKOE pacIpeieicHUE.

16.Ecii 4ynciio He3aBUCUMBIX UCIIBITAHUH OOJIBIIOE, a BEPOSITHOCTD
Ha0JII01aEMOT0
COOBITHSI OYCHb MaJICHBKOE, TO BEPOSTHOCTH TIOSIBJICHHS COOBITHS A TIpH 7
UCIIBITAHHUSX POBHO k pa3, HY)KHO BBIYKMCIIUTH 11O OpMYyJIC:

k
A. R,(mz%eu:np. P.(k)=C pq"™.

B.P,(k)= L ok | g hzmp , TIIe d)(x)=Lje’*2/2dx.

Jmpg |\ Jnpg Jnpq 2z 2,

C.P(k)=—— | *Z | e o(x)= L

NIpq \ N"Pq

. P(k)=Clpiq"™*.

17.Ilycth Q- TUCKPETHOE MPOCTPAHCTBO JIEMEHTAPHBIX COOBITHIA.
3—COBOKYITHOCTh BCE€X €ro MOAMHOKECTB. [Tosoxum x(A4)=0, ecnu A KOHEYHO U
u(A) =00, ecin A 6eckoneuHo. Kakumu cBolicTBaMH aAUTHBHOCTH 00J1agaeT
GYHKITUS MHOXKECTB (-) ?

A. He gBngercss aqIMTUBHOM.

B. KoneuHo - agauTHBHA, HO HE CYETHO — aJJUTUBHA

B. U xoHEe4YHO — aiAuTUBHA, U CYETHO — aJ/INTHBHA

C. CdeTHO — aJIIMTHBHA, HO HE KOHEYHO — aJJIMTUBHA

J1. He siBnsieTcst aliIMTUBHOM.

18. CucremMa 3 TOJMHOKECTB IPOCTPAHCTBA AIEMEHTAPHBIX COOBITUI ()
HA3bIBACTCSI MOHOTOHHBIM KJIACCOM, €CIIU
A. JTnsa mo6oit mocnenoBaTensHoCT! 4, € 3,n=1,2,... | J4,eIu[)4,€3.

B. HJIs1 BCEX MOHOTOHHO BO3POKAAOIINX HOCHCI[OB&TCJILHOCTCﬁ COOBITUH
A4,n=12,..1lmA4 €3
n

C. nns moObIX mocneaoBaTenbHOCTEN 4,n=1,2,..limsup4, €3 .

n

JI. 13 T0r0, ut0 4, € 3,n=12,... 1 A, T4 wim 4, 4 cnenyer, uto A€ 3.

19.Yemy paBHbl limsup 4, U liminf 4, B cirydae, koraa  €CThb I€HCTBUTEIbHAS
npsMas U A, CyTb UHTEPBaNbl (—o,a,);n=1,2,...7

A. (—oo,supinfak) ;(—oo,infsupak) B. lima,; lima,

nxl kzn LR

C. (—oo,infsupak);(—oo,supinfakj J1. liminf a ;limsupa, .

k=n nxl k2n n



20V kaxute OOpeeBCKUE MHOKECTBA CPE/IbI CAEAYIOIIMX TOJAMHOKECTB
MHOJ>XECTBA R.
1)(—00,0)U(1,+oo) 2) {a},aeR 3) maxa,,Tn€ a,eR,n=12,.,m

4)MHOKECTBO BCEX pallMOHAJIbHBIX YKcesl 5)MHOKECTBO BCeX UPPALMOHATIbHBIX
qucen

A. 1);4);5) B. 1);2);3);4);5) C. 1);4) . 1);2);3);4).

21.Ykaxure O0peraeBCKHEe MHOKECTBA CPEAU CIETYIOIINX MTOAMHOKECTB
MHOX>KECTBa R”

1){xeR°@;li_mxn Sa} 2){xeR°°;limxn >a} 3){xeRm;i|xn|<a}

n=1

4){xeR";) x, =0, 10 KpaifHeil Mepe 11 OXHOTO n>1}
k=1

A. 1);2);3);4) B.1);2);3) C. Cpenu Hux HeT OopeneBckux MHOkecTB [1.1);2).

22.Kakoe 13 ClefyIoIKUX MHOKECTB sABJIseTcs GopeneBckumu B R 2

A. {x e R 0 < x(0) < L;x(1) = 1} B. {x e R™ supx(t) < C;Vt e [0,1]

C. {xeR™ x(r)=0 mo kpaiineii mepe 1151 onHoro ¢e[0,1] }

JI.{ xe R, x(t) nenpepriBHa B puKcHpoBaHHOH ToUKe 7 €[0,1] }.

23.VxaxuTe onpeiesieHne CHHTYISIPHBIX Mep, ONPEICTICHHBIX B U3MEPUMOM
NPOCTPAHCTBE (R, B(R)).

A. D10 Mepbl, (GYHKIUS paclpeieieHUs KOTOPbIX HENPEPhIBHBI, HO OHU HE
a0COJIIOTHO HENPEPHIBHBI.
B. Dta Mepsl, pyHKIMS pacnpenaesieHus] KOTOPBIX JUCKPETHBI, HO TOUKHU UX
pocTta
00pa3yroT MHOXKECTBO MOJOXKHUTEILHON Mephl JIeOera.
C. DOta Mepsl, PyHKIUS pacpeeeHUs] KOTOPBIX HEMPEPBIBHBI, HO TOUYKU UX
pocTta
uMeeT Mepbl Jlebera papHoii 1.
J1. DTa mepsbl, GyHKIMS pacnpeneseHuss KOTOPhIX HEMPEPHIBHBI, HO TOYKU UX
pocrta
00pa3yroT MHOXECTBO HyJIeBOW Mephl Jlebera.

24. Ilyctb (Q,A, P) - BEpOSITHOCTHOE IPOCTPAHCTBO. Y KAXKUTE BEPHOE
BBICKa3bIBaHUE
A. Beskas (R, B(R)) nsmepuMas QyHKIMS, ONPeIeNIEHHas B Q SBISAETCS
CIIy4alHOU
BEJIMYMHOM.



B. [IpousBonbpHas GyHKIHS, ONpeaeNeHHas B () SBISETCS CITy4aiHOM

BEJIMYUHOM.
C. Besikast A usmepumast QyHKIUS SIBISICTCS CIIy4allHON BEJTMYMHOM.

BEJIUYUHOM.
J. ITpousBosnibHas GyHKIMS, ONpEIeSICHHAs B Q ¥ MPUHUMAIOIIas JUCKPETHbBIC
3HAYCHUS SBJISICTCS CIIYYAMHOW BEJIIMYUHOM.

25. IlycTb city4aliHbIE BETUYUHEI &, =1,2 HE3aBUCUMBIE, UMEIOT HOPMAaJIbHBIE
pacnpeaeiacHus ¢ napaMeTpaMu (ai,af),i =1,2. YeMy paBHO MaTeMaTU4ECKOE

OKMJIAHUE U JUCTIEPCUS CYMMBI & +&, 7

A. 0;6) +0; B. a+a;00+0: C.a+a;0,+0, . (0, —a);(c,-a,)

26. CimyyaiiHble 371€MEHTHI X| U X, CO 3HAYEHUSAMHU B METPUUYECKOM IPOCTPAHCTBE
(X, B(N)), Ha3bIBAIOTCS HE3aBUCHMBIMH, €CIIU

A. P(X, €B,X,eB,)=P(X,€B)+P(X,eB,), us BceX B,B, € B(N).
B. P(X,eB,X,eB,)=P(X, eB)P(X,eB,), Ui Bcex B,B, € B(N).

C. P(X,eB.X,eB,)=P(X, eB/X,eB,) s Bcex B, B, € B(N).

H. P(X,€B.,X,eB,)=P(X, €B,)/P(X, €B,) U BcexX B,,B, € B(N).

27. Cnyuaiinas BenuuuHa & uMmeeT pacnpenenenue [lyaccona ¢ mapamerpom « >0,

€Clin
k

A. pk:O,k<0;pk:%e-a’k:O,I,m’rﬂe p, = P(E=k).
k

B. p,=0,k<0;p, :%ea’kzo, rae p, = P(E=k).

C. py=a'e”,k=0,1,...t0€ p, =P(&=k).
k

a. p, :%ew’k:o’lrﬂ, Tae p, =P(s=k).

28.CiyyaliHas BeJIMYMHA ¢ UMEET FT€OMETPUUYECKOE PACIIPEICIICHUE C TAPAMETPOM

P,
eCIH
A. TIpu HekoTopoM 0< p<1,p, = P(é=k)= p(1-p)*,k=0,1,...

B. Ilpu Hekotopom 0< p<1,p, = P(é =k) = p*(1-p) ,k=0,1,...
C. IIpu HekoTopoM 0< p<l,p, = P(é=k)=p*(1-p) ,k=1,2...
N. Ipu HexkoTopoMm 0< p<1,p, =P(E=k)=p " (1-p)" ™", k=12..

29.Ilycth ciyvaitHas BenuunHa ¢ uMeeT pacnpenenenue [lyaccona ¢ mapamerpom

a.
Haiitu M& u DE.
A. Mé=a DéE=w. B. Mé=a;DéE=a’—a. C. ME=0;DE=a. . MéE=a;DE=a.,



30.ITycTh ciydaiiHas BeIMUYMHA & UMEET MOKA3aTeIbHOE paclpeeeHue ¢
napaMeTpom
A>0. Haiittu M& m DE.
1 1
A. M¢=—3iDE=7. B. ME=2:D5=—. C. M&=
1

31. {umeer OMHOMMAIBHOE paclpeielieHue ¢ napaMeTpamu (n; p). Halitu M¢ n
Dé.
A. ME=np;DE=np’B.ME = p;DE = p(1— p)C.ME=0;DE =np
A.M& = np; DS =np(1- p)

32.Ilycth & cranmapTHas HOpMallbHAs ciiydaiiHas BeinwuuHa. Haittu ME* k=1,2,...
A. M&E =0, ecnu k—HedyeTHoe U ME" =1-3---(2k—1)eciu k —YeTHOE.

B. M& =0, ecnu k—nHeyetHoe u MEF =1-3---(2k—1)ecnn k—YeTHOE.
C. M¢&'=d", ecnn k—HeuetHOe U MEF =1-3---(2k—1)ecan k —ueTHOE.

. ME =Q2k-1!", ecnu k—HeyeTHOE U M E* =1€CIu k — 4ETHOE.

33.Kak onpenensieTcss MaTeMaTH4YECKOE OKUAAHNE COOTBETCTBEHHO JHUCKPETHBIX,
a0COJIFOTHO HEMPEPBIBHBIX U B OOLIUX CIIy4aeB?

A ME= ixk PMé = [ xp(x)de; M& = [£(@)dP().
B. M&=3 x,p ME= [ xdF.(x0:ME = [E(@)dP(@).

C. M&=Y x,p;ME= [ xp(x)dx; ME =limM¢,, e & —mpocTsie C.B. 1 &, T &
k=1 _o n

. ME=0:ME= T xdF,(x); M& = [ €dP.

34 Knacc Bcex NOAMHOXKECTB JUCKPETHOTO TPOCTPAHCTBA ()
A. MoHOTOHHBIH KJacc; He o —anredpa B. Anredpa; He o —anredpa
C. Anre6pa; o —anredpa Jl. He anrebpa; o — anredpa.

35. Kakoe u3 cieqyromux paBeHCTB HEBEPHO? F (x,y)—COBMECTHOE (QyHKIH
pacnpeiesIeHus ClIy4aiiHOM BEJIMYUHEI (&,77).
A. F(-»,y)=0. B. Eciu x, <x,, T0 F(x,y)<F(x,,y) C.Ecmu y <y,, TO
EF(x,p) < F(x,0,)
. F(~0,y)=0.



36.Cnyyaiinbie BEIMYUHBI &£,77 Ha3bIBAIOTCSl HE3aBUCUMBIMU, €CIIN
A. F,,(x,y)=F.(0)F,(y) B. F (x,»)=Fx+F(y) C. F,(xy)=1

A F.,(,0)=F.()/F,(»)

37.Yemy paBeH k— i1 MOMEHT JUCKPETHOW CIIy4ailHOM BEJIUYUHBI & ?

A. Mfk:ixi pi B. M& :ixikpik C. M& :ixikpi . Mszzw:xi D -
i=1 i=1 i=1 i=1

38.Kak Ha3biBaeTcst mpou3BoAHas GyHKIUS OT GYyHKIUU pacipeieseHus?
A. ©@ynkius miotHoctd B, HenpepwiBuas pyukuus C. UetHas dyHKIuS
J.JlonoxutenbHast QyHKIUS

39.Ilycth f(x) IIIOTHOCTH Cay4YaiiHOU BennunHbl X. Onpenenure BEpHOe
PaBEHCTBO.

A. P(a<x£b):J.f(x)dx B. P(a<x<b)=f(a)-f(b) C. Pla<x<b)=f(b)

J1. P(a<x£b):Tf(x)dx

40.Kakrumu OCHOBHBIMH CBOMCTBaMU 00JafaeT (PyHKIMS IIOTHOCTH?

A. Tf(x)dx>0;f(x)20 B. Txf(x)dle;f(x)ZO C. Tf(x)dsz;f(x)ZO

A [ fde=1;£(x)20

41.Yemy paBHO MaTeMaTUYECKOE 0’KUJAHUE a0COIFOTHO HETIPEPHIBHOM CITydaiHOM
BEJIMYMHBI?

A. MX:ixi p, B. MXx= jixf(x)dx C. Mx = Txf(x)dx J. MX = szf(x)dx

42 Yemy paBHO M ¢(X), ecnu X aOCOIMIOTHO HETIPEPhIBHAS ClTydaiiHas BeIndnHa?

A. J‘go(x)f(x)dx B. .[x(p(x)f(x)dx C. _[x(o(x)dF(x) . i(o(x[) D,

43.Yemy paBHa aucnepcusi abCOMOTHO HEMPEPHIBHOM CITy4ailHONW BETUYNHBI?

A. DX =x'p +x;p, +..+x.p, B. DX = '[ngo(x)dx C. DX = MX* +(MX)’

['e]

J..DX = T x> (x)dx — [J. xf(x)dx}

—00



44.1' 0BOpSITh, YTO MOCIENOBATEIBLHOCTh HE3ABUCUMBIX, OJIMHAKOBO
pacrnpeiefIeHHbIX CITyYalHbIX BEJIUYUH &,,&,,... TIOJUUHIETCS 3aKOHY OOJIBIINX

YHCCJI, CCJIN IJIA JIFO00T0 TTOJI0KUTEIBLHOTO &

AP[ <%—w BJ{

& +..t¢E, & +..te

_Mg] n—|—M6‘1

n

c;{

n

<g}—>0

& +..t¢,

<g}:1 H. g+..+e,—L>a
n

45.YeMy paBHa IJIOTHOCTh CTAHJAPTHOTO HOPMAJIBHOIO 3aKOHA?

1 2 1 2 1 2 2
A. =—e "2 B, =——e "7 C. = W2
/@) NGy ¢ /@) \N27 ¢ /) o2z ¢
L f) = e

46.Kaxk onpenensiercsi coBMecTHast (QYHKIIUS pacTpeICICHHs] CITyYaiHbIX BETHYUH
X, ¥?
A. F(x,y)=P(X<x)/P(Y<y) B. F(x,y)=P(X<x)P(Y <y) C.
F(x,y):P(XSx,YSy)

H. F(x,y)=P(X <x)+P(Y <y).

47.Ecimn F(x,y)— QyHKIUS pacupeieseHus: AByMEPHON CIIy4yaiHOM BEJIMYUHBI, TO
yemy
paBHa €€ IUIOTHOCTh f(x,))?

A. f(xay)=j[F(x,y)dxdy B. f(x,y):% C. f(x,y)zaFg}’y) hig
_OF(x,y)
Jx,p)= ooy

48.Ecim n\¢é -1 0 1 3akoH pacnpezneneHus JByMEPHOM CIIy4alHOU
BEJTUYMHBI

-1 1/8 1/12 7/24 10 HaiiTH 3aKOH pacnpeIeSICHUs CIIy4yaiiHON
BEJIMUUHEI &

1 524 1/6 1/8

Ag:-1 01 Bg:-1 01 Cé:-1 01 Doégi-1 01
P: 1/3 1/4 512  P: 1/31/3 1/3 P: 1/4 1/35/12 P: 1/4 1/3
3/12

49 Ilycte {£,} - nocnen0BaTeIbHOCTh HE3aBUCUMBIX, OJIMHAKOBO PACIIPE/ICICHHBIX
C.B., M¢ =a,DE =0°,S, =& +...+ &, D(x)— QyHKIHS pacpeicieHus] CTaHIaPTHON

HOPMAJIBHOM CIIy4YallHOM BEJIMYUHBL. Toraa, Kakoe yTBEpKICHUE UMEET
LHEHTpajbHas MpeJelbHas Teopema?



Sa\/_ <xj—><l)(x) B. P(i\/_ <x]—>(D(x) C. P(SO_\/_ <xj—>CD(x)

. P( T <xj—>CD(x)

50.Haiiti ¢pyHKIMIO MIIOTHOCTH CIIyYaiHOW BEJIMUUHBI 77 = \/E , €CIIM & UMeEeT

AP(

MOKAa3aTEJIbHOE PACIIPEACIIEHUE C MapaMeTpoM A > 0.
A2 xe™ (x>0) B..2Axe™ (x>0) C..2e ™" (x>0) J. 2™

51.Yemy paBHa BEpOSATHOCTH TOTO, YTO HENPEPHIBHAS CIIydaiiHas BEJINYMHA

MPUHUMAET KOHKPETHOE 3HAYEHUE X(?
A.0 B.1/2 C.1 D. Henb3s onpeaenuTs.

“Ehtimollar nazahiyasi va matematik statistika” ¢panunan recr
caBOJUIAPH.

1. A monuca =annaii 6ruranza A U Z = A tenrmux BIpUHIIN Obu1aU?
A A=0 B A=Q c A=Q\A J lieu=auon.
2. A sa B ioiMcanap =aHziai ObuIraHza (A U B) \ B= A TEHIJIMK BIPUHIN?
A AB=C0 B. A= c.B=C 1 llapronm.
3 +yituparn udonann commanamrupnnr: (A + B)(A + B ).
A A BB cd n A+B.

4. +yiimzarn nonamn copananmmpmnr: (A + B)(A+ B).

AB B A cd n Q.
s.Arap A C B 6rica AB uuwara tenr?

A A BB cB-A 1 A-B.

6. A c B 6vinca ABC ndoIaHu CoANATAMITHPUHT.
A AC B. BC ¢ A n B.

7.+anjai mapt Oaxapuiraaua A +B ) A +B ) A +B moucanap oupraiukiaa obuaau?

A AB#D B.AB=Q c A+D n B#JD.
8.Mnumya 3 ta o= Ba 7 Ta =opa 1wap 6op. Mauiigan TaBakKaaura OJMHraH map o= 1ap ObUIMII SIITUMOJIU TOIHICHH.
A. 03 B.0,7 C.1/15 D. 7/15.
9. 36Tanuk KapTanap JacTacHIaH TAaBAKKaJINra MKKWTA KapTa OJMHraH. YJIAPHUHT I[ap HKKAIACH LaM Ty3 ObUIMII SMITUMOJIMHH TOIHHT.
A. 1/105 B. 1/81 C.1/9 D. 0.
10.TaBakkanura TaHJaHTaH UKKUTA pa=amiiap nuuaa 0 pa=aMu Hbl= ObUIMII SMITHMOJIM TOIMIICHH.
A. 0,81 B.09 C.08 1 099.



11. TaBakkayira TaHjIaHraH MKkuta pa=amiap nupjaa 0 pa=amu €xu 1 pa=amu Wbl= ObUIMII SIUTUMOJIH TOIMICHH.

A. 098 B. 0,64 C.099 1. 081
12.6 Ta 0= Ba 8 Ta =opa IIap CONMHTaH HHIINAH TaBAKKAJINIa HKKUTA IIap ojMHraH. Mxaa map mam Oup X1 paHrIi ObUIUII SIITHMOJIMHI
TOIHHT.

A. 43/91 B. 25/49 C. 3/7 D. 4/7.
13.V4ra ciMMeTpUK TaHra OUp Ba=T/a TalIAHTaH/AA UKKH MapTa rep0 YU=HII SITUMOJIN =aH4a?

A.3/8 B. 12 C.3/4 D.5/8.

14.blitun co==acu Oup MapTa TanuIaHaéTrad ObICHH. Arap A — TylraH COH Xy()T ObUIMII LOANUCACH, B — TyIIraH coH yura =onau=cus

OBUIMHAM IIOAUCcacH OblICa P (A + B ) IHACOOIaHCUH.
A.2/3 B.56 C.16 D.%
15.A Ba B moaucanap 60\tn=cu3 01116 P(A) = O, 6; P(B) = O, 5 6ruca P(A + B) IMCOOIAHCHH.

A. 0,5 B.06 C.03 1 08
16.Arap A Ba B Gupranvkia OsuiMaras mopucanap Obuica, ThI\DH TEHITIMKHH KBIPCATHHT.

AAB= B. A+B=Q c AcB 1A B=-O
17. Arap A Ba B Gupranukzia OsuimaraH moaucanap obuica Ba P (A) = pl N P (B ) = pz ObLICa P (A + B ) IHACOOIaHCHH.

A ptp, Bptp,—pp, C P A Dy
18. Arap P(A) = 1/4, P(B) =2/3 BaP(A + B) =5/6 6sinca P(AB) UCOOIAHCHH.
A. 1/12 B. 1/6 C. 7/12 D. 12/15.
19. {(x, y; 0< X,y < 1} KBaJpaTtra Tacoaudad Hy=Ta TalllIaHraH. Yoy A= {(X, y), x < 1/2} , B= {(X, y), y > 1/2}

mojucatap yayH ymoy TacIu=J1apHHHI =aliCHHUCH BIPHHIIN?
A. A Ba B moaucanap 6o\in=cu3 B. A Ba B moaucanap 6upranmukna smac C. A Ba B moaucanap 6o\vin=nu /1. A Ba B umruépuii
moucanap.

20. {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1 0} THIIIAaM/IaH 3 Ta KeTMa — KeT (=alTapuiMac) TaHI0BaaH noopar Obuiran Tacouduii Taxxpudara Moc

xenran £ - 3JIeMeHTap mo/ucanap Gpa3oCHHUHT 3I€MEHTIap COHU TOIMIICHH.
A. 720 B. 1000 C. 30 M. 60.

21. {1, 2, 3, 4, 5 . 6, 7, 8, 9, 10} THIIaMJaH 3 Ta KeTMa — KeT (=alTapiiIyByaH) TaHIOBIaH HOopat OpuIran Tacoaudmuii Taxpudara Moc

xenran { - 2JIeMeHTap IoAucanap (ha3oCHHUHT dIeMEHTIIap COHU TOIMICHH.

A. 1000 B. 720 C. 60 A. 30.

22. A,B.E, T,I1I mapdnapu é3unran 5 Ta GupIII KapTouKanapAaH KeTMa — KeT y4TacH TaHnab OJIMHIH Ba OJUHUII TapTHOKAA Oup =aTopra
scoimamrupmiay. Harmxana «BEIL cbI3u mocHI OBUTHIT SIITHMOJIM HUMAara TeHr?

A. 1/60 B. 1/120 C. 3/5 D. 1/30.

23. Arap P(A) = O, 6, P(A + B) = 0,8 Op11Cca P(AB) IHCOONAHCHH.
A. 02 B.032 C. 048 1. 04.
24. éj — [2, 4] opann\una TeKHC Ta=CHMJIaHTaH TacoAuuil MU=10p OblIca M f TOINMUJICHH.

A.3 B.1 C.6 O 0
25.5;3;5;5;2;2;4;24;5 TannaHMa y4yH 4acTOTAJIM BAPHALIMOH =aTOpP TY3UJICHH.
AX:2345BX2 3 45 CX325470X54 3 2
n;:3 124 n;:03010204 n,:13 42 n;:04 020,103

26. 5;3;5;5;2;2;4;24;5 TaHnaHMa y4yH SMIIUPUK TA=CUMOT TOIMJICUH.
A.X: 2 3 4 5 BX:2345CX:53 42 0.X:3254

n; n;
—:0,3 0,10,20,4 n:3124 —:04010203 n:13 42
n n

27.5;3;5;5;2;2;4;24;5 tannanma yuyH SMIHPUK Ta=CUMOT (QyHKIHUS E3HICHH.

0;x<1
0;x<2
0,1;1<x<2
0,3;2<x<3
0;x<2 0,3;2<x<3
A F(x)=40,43<x<4 B F,(x)= c F(x)=
I;x>5. 0,4;3<x<4
0,6;4<x<5
0,5;4<x<5
1;x>5.
I;x>5.
0;x<2
0,3;2<x<3
nF,(x)=

0,6;3<x<4

I;x>4.

28. DMIMpUK Ta=CUMOT (PyHKUUSHUHI aHU=JIaHWILI COIACH Ba =HHMATJIap COIACUHU E3UHT.



A (=0,0);[0,1] B. (=0,20);(0,1) ¢ (—0,0);(0,1) . (—o0,0);(—00,0).
29. Ymby X: 2 3 4 5 wyacroranu BapHalMOH =aTopra 3ra ObUIraH
n:3 124

TaHJAHMAaHUHT MOJIACH Ba MEIMAHACH TOIMJICHH.
A. 54 B. 44 C. 35 O 45

30. Yacroranu Bapuanuon =atopu X: 2 3 4 5 ObuIraH TaHJIaHMa Y4yH X
n:3 124

TOITUJICUH.
A.37 B.35 C. 4 I 25

2
31. YacroTanu BapuanuoHn =atopu X: 2 3 4 5 ObUITaH TaHJIaHMA y9yH S

n:3 124
TONUJICHH.
A. 1,608 B. 1,53 C. 1,5 A 1,6.
32.YVmoy X: 3 4 5 6 7 SMIIMPUK TA=CUMOTHUHI aCUMMETPHUS

V,;:0,150,250,2 0,25 0,15

K03 HULMEHTH TONUICHH.

A.0 B.5 C.10 O -1

33. TarJIaHMaHUHT MeJIMaHACHHU TabpH(IIaHT.

A. BapuanuoH =aTOpHH TE€HT UKKHTa OBUTYBUH BaPUAHTA.
B. Yacroracu 3HT KaTTa ObLIraH BapHaHTa

C. BapuanuuoHn =aToparu 3HI KHUMK BapUaHTa

JI. OHr kaTTa Ba SHI KMYMK BapUAHTAJAPHUHI allUpMacH.
34. TanmanMaHuHT Mojgacy 1e6 HuMara aiTumagu?

A. YacroTacu 9HT KaTTa ObUITaH BapHaHTara

B. BapuaioH =aTopHH TEHT HKKHTa ObUTyBYM BapuaHTara
C Bapuaruon =aTopJary SHr KaTTa BapuaHTara

J. WNniruépuii MKKUTa BapuaHTaHUHT (ap=nra

35. é: Ba ) Taconuduii MU=y10piapHUHT KOBapHalMsACcH =alcy popMyIiajia ThI\PU KbIpCATHIITaH?

A M (E—ME)(n—Mn) B.M(fﬁb%‘m) ¢ M(E-MEY (n-Mn) aMén.

36. Arap 4’5 Bal] Taconuduii Mmu=gopnap 60\1u=cu3 Ba D(é: + 77) = 10, Dé =0 Gburca D77 TOINMUJICHH.
A.4 B.04 C.06 IO 1.

37. Arap 4’§Ba77 Tacoauuil Mu=nopaap ObuUHO Mé = 3,M7] = —2 Ghurca M(4§ + 377) TOTMJICHH.
A.6 B.18 C.-6 N 30.

38. Arap 4’5 Bal] Taconuduii mu=gopnap 60\1u=cu3 Ba l)(:‘8 = 4,D7] =2 6buca D(2§ - 377) IUCOOIAHCHH.
A. 34 B.24 C.44 ] 16.

39. é - CHMMETpHK TaHTaHU 3 MapTa TallUIaHTaHja TyIIraH repoiap COHH ObLica é: HUHT Ta=CHMOT =OHYHU &3HJICHH.

Ab:0123 BEo1 23 0123 1812 3
R§:1/83/83/81/8 R§:1/41/4 1/41/4 P§:1/81/43/81/4 P§: 1/31/31/3

40. Arap é: Tacoaubuil Mu=nop (n,p) HapamMeTpar OCHHOMHAI TA=CHMOTIa 9ra OblIca, YHUHI MAaTEMAaTHK KYTUJIMACH Ba JUCIIEPCHICHHU

LIMCOOJIAHT.
A np;np(l=p) B. np;pq c npg;np 1. O;np(1-p).

41. [a, b] opain\uaa TeKUC Ta=CHMJIaHTaH TacoAU(Uil MH=/IOPHHHI MaTEeMaTHK KyTHIMACH Ba JUCHEPCHSCH TOIHICHH.
2 2 2 2
a+b (b—a) b—a (a+b) a+b (b—a) b—a (a—->b)
5 B. 5 C. ) A 5 .
2 12 2 12 2 6 2 12
42. O mapametpnu [lyaccon Ta=cuMoTHra 3ra ObUIraH TacoAN(U MU=/TOPHHHI MAaTEMAaTHK KyTHIMACH Ba JUCIEPCHSCH TOIMICHH.
, 1 11
A o, B a,a C oa,— A —.,—.
(24 a o
43. O/ mapaMeTpiu SKCIIOHEHIHAI Ta=CHMOTTa 3ra ObUIraH TacoAuuil MU=TOPHHHT MATEMATUK KyTHJIMACH Ba AUCIICPCHSCH TOMHICHH.
11 1 ,
A —;— B . O,— C. —;— . O, .

a’ o a a’ a

b b b

2 .
44. (Cl, o ) napamMeTpiI HopMall TA=CHMOTI'a 9ra ObUIraH TacoAU(Uil MU=/TOPHHHI MAaTEMaTHK KyTHIMACH Ba JUCIEPCHSCH TOIHICHH.
.2 . . 2 .
A a,0” B. a,o c 0,07 n 0;l.

45. é Ba ] tacoauduii MU=y0pnapHUHT KOppensuus ko3pduuueHTn 1ra TeHr. é Ba 7] Mu=j0pyap Mma=uaa HUMa JEHUI MyMKUH?



A. ynap unsu=mu 6o\iu=nu B. Ynap 6o\in=cu3 C. ynap ma=uza med Hapca ne6 opumaiinn [l ynap umruépuii GyHkunoHan 60\1aHuIra
ara.

46. +annaii Tacoauuii MU=n0pap y4yH D(X -Y ) = DX + DY renrmux BIPUHIIU?

A. bo\nu=cu3 tacomuduii mu=nopaap B. Juckper taconuduit Mu=nopuap

C. Nwruépuit tacomuduit mu=nopiap C.By TEHMIHK 1ied =a4oH OaxapuimMaiiu.

47.blitnn co==acu 10 MapTa TanUIaHraH1a TyLIraH COHJIAp HU\MHIMCHHUHT MATEMATHUK KyTHJIMACH TOIMICHH.
A. 35 B.175 C. 70 [. 30.

48. ék TacoaAu(pUil MU=/10pJIap MOC paBHLIIA k napametpiu IlyaccoH Ta=cumoTura sra 6suica ( k= 1, 2, s 1) ]‘1(4’51 +...+ én )

MCOOJAHCHH.

A.n(n—+l) B. nk c. 1+%—i—...+l n n(n+1).
n

49. é: Bal] Tacommbuii MU=70pIAPHIHT MaTeMaTHK KYTHIMaJIapH yayH =alicl MyHOCabat IIyCyCaH bIPHHIIN SMac?
AMEn=MEMn B M(E+n)=ME+Mn c MCE=CME n.é<n=>MELSMn.
50.HoTsI\pH TEHITIMKHH KBIPCATHHT.
ADCE=CDE B.DE=ME —~(MEY ¢ DC=0 1.D(E+C)=DE.
51.A Ba B nmruépuit 60\itn=cu3 moaucanap , P (A) > 0, P (B ) > 0. HoTbl\pu TEHITTMKHU KBIPCATHHT .
A P(A/B)=P(B) 8.P(4/B)=P(A) c.P(B/ A)= P(B) 1. P(AB)= P(4)P(B).

52.A Ba B 60\inn=cwu3 moucanap Obuica, A s B [[a=HJla HUMa JICHnII MyMKAH?
A.60\uin=cu3z B. 6o\tn=mu C. O6upranukga /[l. Gupranukaa smac.
53. Arap A Ba B moaucanap Oupranukaa OpuiMaran 00\IH=cu3 moaucanap Obiica ThI\PU TEHIJIMKHA aHU=JIaHT.

amin{P(A4); P(B)} =0 B. max{P(A); P(B)} =0 c.P(4)=0 1. P(B)=0.
54.& - [0,1] opamu=sa rexuc ra=cmuranran racouduii mu=nop sa 77 = 2& +1 6unca M 77 tommncun.
A2 B.3 C.5 05
0,x<0;
55. & racomuduii mu=noprmunr ra=cuvor dpymxumsen  F (X) =31—cos2x,0<x< 7 /4
Lx>xn/4

(opmyna op=anu Oepuiras. é: HUHT 3UWINK (YHKIHACH TOIHJICHH.

0,x€[0,7r/4]; ) 0,x§[0,7z/4];
A f(x)= B. f(x)=sin2x c f(x)=

2sin2x,xe[0,ﬂ/4] 4/7z,xe[0,77/4]
0,xé[0,7z/4];
ASG)= sin2x,x € [0,7r/4] '
0,x€ [0,7[/4];
56. & racomuduii mu=noprunr sk pymcmscu f (X) = 2sin2x.x e [O, o 4]
(bopmysa op=anu Gepriran. & HUHI Ta=CHMOT (yHKIMACH TOMHICHH.
0,x <0; 0,x<0;
A F(x)=<31-cos2x,0<x<7/4 B F(x)=1cos2x,0<x<x/4
Lx>7xn/4 Lx>xn/4
0,x<0;
c. F(x)=1-cos2x n F(x)=<1-cos2x,0<x<7/2.
Lx>n/2.

57.HumoHra keTMa-KeT b= oTHIIIa HUcOui yactoTa 0,6 ra TeHr ObuTHO 12 MapTa bI= HMIIOHTA TerMaraH OblIca Heda MapTa bI= OTHITaH?
A.30 B.20 C.72 .54
58.Maxcynorausr 200 tacu Tekmupuiraa 25 tacu cudarcus skaH. Cudatin MaxcysnoT HUCOUH YaCTOTaCHHHU TOIIMHT.
A.0,875 B.0,125 C.025 [J.1,25.

59. Arap P(A + B) = O, 8, P(A) = 0,5 Op11Cca P(ZB) SINTUMOJIHH TOIIHHT.

A. 03 B.0,6 C.04 .05
60.Uaummary 25 Ta MaxcyJioTAaH 5 tacu cudarcus Obuica, ylapAaH KeTMa-KeT YUTaCH ONMHIaH/a (TaKpopCHu3), yIdanacuHu cudaTin ObUTHII
SIITHUMOJINHH TOIHHT.
A.57/115 B.1/2 C.58/115 D. 1145/2300.



61.bupuHYM MepraHHUHT HULIOHTa Teruu >urumoinu 0,8 Ba nkkuHurcuHuku 0,7 ra TeHr. Meprasiap HULIOHra OUp Ba=T/Aa bI= OTraHJIapuia
OuTa BI=HM HHILIOHIA TETUII SUTUMOJIMHU TOIIHHT.
A.038 B.0,62 C.0,16 [.0,21.
62. DI TUMOJIHUHT KJIACCUK TabpHH Oblitnya =aHail Taxpudanapaard moaucaiap SIMTHMOIH TOmHIaan?
A. DeMeHTap oucanap COHH YEeKIIUTA Ba yJlap TEHI HMKOHHSTIIH.
B. Dnemenrap moaucanap §a3ocH 3neMeHTIAPY YEKIINTA.
C. DneMeHTap IOANCATIAP COHU KBIITH OMIaH CAaHO=ITHTA.
. Nruépuii Taxxpudanapaa.
63.5 Ta TaHra Tanuramya Ourta mam «repo» TYNIMACIIHK SIITHMOJIM TONWICHH.
A.1/32 B.5/32 C.31/32 D.1/5.
64.Mnnmaa 8 ta map 6butHO yiiapaH S Tack 0= =oJiraHiapu =opa. 4 Ta Iap OJIMHIaH/Aa 2 Tacu 0= OBbUIUII SIITHMOJIH TONUJICHH.

A.3/7 B. (5/8)4 C.3/10 D.1.

65.+anpaii Tacoqubuil ME=m0paaAp YIyH M é: n= M é: M 7] TeHrHMK BIPUHIIH?

A. 6o\tn=cu3 Tacomuduit Mu=nopnap. B. luckper Tacoauduii Mu=mgopnap.
C.Hopman ta=cuminanrat tacoquduit mu=nopiap Jl. Mimruépuit Tacoquduit Mu=nopnap.

2 3
66. (d, o ) - mapameTp OWJIaH HOpMaJl Ta=CHMJIaHI'aH é: Tacoupuil ME=I0p yIyH M (rf —a ) HY TOIHHT.

2
A0 B.a Ca 5 ac’.

67Arap fl Ba é: 5 60\tn=cu3 Ba wap Oupu moc pasumia (2;1) mampua (1;4) napamerpiap Guian HopMan Ta=CHMIIAHTaH OblICa,
D(é:1 - 52) HH TOTIUHT.

A.5 Bl C2 J.6
68.+anaii mapraa M(é: + 77) = Mé: + M?] TEHIJIMK BIPUHIIN?

A. IMap noum B. 4’5 Ba 7] 6o\m=cuz C. é Ba 7] nap y3jnyKcu3 Ta=CHMOTra 3ra

. é: Ba 7] nap AMCKpET Ta=CUMIIAHTaH.

1
69.Arap f Ba 7] nap 60\nn=cu3 Ba mwap OMpK CTaHAAPT HOPMAJ =OHYHra 3ra ObLica \/— (gg + 7]) maxail ta=cuorra sra?
2

A. Crangapt Hopman B.bunomuan C.(0,2) opanu=na texuc [I.9KCHOHEHIHAIL.
70.Mapka3suii TUMHUT Teopemara Kbipa Tacoguuii MU=I0pJIaPHIHT MapKa3JallTUPUIraH Ba HOPMaJIAIITUPHIraH HH\UHANCH Ta=CHMOT
¢dyHKUMsACH =aHIal QpyHKUIUSIra HHTHIA I ?

X u2 X
= B 2 9
I e 2du Bl-e Ax;ﬂ > O;X >0 c A [—Ie ! /2du;x > 0 J1.Iyaccon Ta=cumorura.
T
0

1
N2 2

71.OMIMpUK AUCTIEPCUSHH IMCOOIANIHUHT THI\pH HOPMYJIACHHN aHU=JIaHT.
1 n 1 k 1 n 1 n
2 v\2 2 v\2 2 2 2 v
AST ==Y (X, -X)BS==D(X,-X) 8= X 1 F=—">(X,-X) .
nois nio nois n—143

72.Tannanma Oblitnya 7° — xoppemaus kodbpuuueHTy mucobIanran ObUica, =alich HATIDKA HOTHI\pH?

Ar=414 B r=0 cr=1 nr=0,75.

73.Bo\ni=cu3 UKKuTa Tacoauduit MU=10p Koppessius Kod3)GHUIMEeHTH HUMara TeHr?
A.0 B.1 C.-1 1O 05.
74.TannanMajiaH 4YacTOTAIM BapHAIIMOH =aTOp Ty3WIraH ObLICa SMIMPUK AUCIICPCHSHH [IMCOOTAIIHUHT THI\DH (POPMYJIACHHN aHU=JIaHT.

AS? :lini()(i -X)* B.S® :lzn:ni(X[ -X)YcS§® :lzk:niX,z 1S’ :()?)2 —lzn:Xf.
n o n i n i n iz

A.

1

75.bom TeITIAaM HOMaBbJIyM MaTEMAaTUK KYTUJIIMAaCHU Y4YH CHIDKUMaral 0’1 68,HIOHI/I TOIIUHT .

Xmin + Xmax
2

1S,
c0,==> X k#nn6 =
n o
76.Homabiaym o rapameTp y4yH 9 n 6aro cuipKuMara 6amio Jeiiniaam, arapaa =yiuaara mapt oaxapuica:
A MO,=0 b P{6,-0|>c} >0 c. DO, =60 1 DO, =0.

77.Homawnym @ mnapamerp yuyH Hn Garo acocnu Gauio aeitnnany, arapaa ¥ —» 00 =yiiugary mwapt 6axkapuica:

A P{l0,-60|>e} >0.Ve>0 8. MO, =0 c. MO, >0 1 DO, — 0.

78. Boul ThIIIaM HOMabIyM AUCHEPCHACH YUYH CHIDKUMAraH Hn 6aIOHN KBIPCATHHT.

1 ¢ - 1 - | 1 ¢ -
A, =—> (X, -X)B O, == (X,-X)'c=—-D>X'10=—>(X,-X) .
n—143 n g n—143 n—143



1 2 1 2 .
79. Homasaym € mapamerp yuyn Hn Ba Hn CHJDKMMaraH Oamiosapas 49,1 Garo Hn 6arrora HucOatan 3G GexTUBpo= OaIo IeHHIaaN,
arapja =yiuaru mapt 6axapuica:
1 2 1 2 1 2 1 2
A DO <DO* B DO >DO’ c. DO =D 1 M6 > M6
80.Bup M MApOUTAa BIT=a3WIraH Takpubaiap HaTHXalapyu HUMa Jied aranaau?
A. Tannanma B.cratuctuk thiuiam C. 6ow teiuiam [l Bapuanuon =artop.

81.TannanmanaH onuHraH nTHEPUl GyHKIMS HUMA 1e0 atanaau?
A. Cratuctuka B. Ta=cumor pynkuus C. Unonwnu opamu= . Jucnepcus.

82.V3nykeus taunjuarua é: TacoAU(PUl MU=/TOPHUHT 3UUIHK DYHKIHACH p(x 5 9 ) ObuICa, [a=H=AaTra BIXIIAIUIMK (YHKIUSICH HUMAara TeHr?
n n 1 n
AL (O)=]]p(x;0) 8 L(0)=) p(x;0) c. L,(6)=p(x;6) n L,(©6) :;Zp(xi;é?).
i=l1 i=1 i=l1
83.Jluckper TMnaru f Tacoauduii MU=]10p TA=CHUMOTH: p(xi 5 (9) =0 {é = Xl.} i= 1, 2, ... OblICA,IMa=H=aTra BIXIUAILINK
(yHKIUSICH HUMAara TeHr?
n n 1 n
A L(@)=]]p(x:6) B L,(0)=> p(x;0) c. L(0)=p(x;0) 1 L,(0) =;zp(xl.;9).
i=1 i=1 i=1
84. (! WIMOHWIMIHK SITUMOIH OBUICHH. (a, b) opanu= o HOMabJIyM IapaMeTp yUyH HIIHWIN Opalu= AeHUIaau, arapja =yiuiara mapt

Gaxcapuiica:
A.P(aSHSb)=a B. P(aS@Sb)=l—a C. P(aSé’Sb)=1+a 1. P(aS@Sb)=l+a2

85.I'ypynurapra axxpaTunn ycyJii OWIaH BapUBIHOH =aTOp TY3MWITaHJa aCOCH TypyIl HHTEpBaUIapUIaH Ba GaJaHUINTH MOC HHTEPBAJUIAPHUHT
Y4acTOTACHIa TEHT OBUIraH THIPTOYpYaKIapiaH HOOpaT Makira Huma 1e6 cranaiu?
A. ructorpamma B. monuron C. kemOypuak /[l. quorpamma.
86.TaHaHMaHVHT SHT KaTTa Ba 3HI KHYMK =HIMaTiIapy opacuaaru Gpap= HuMa aed atanamu?
A. +binam (pasmax) B. mona C. menmana /[I. ctanpapr.

DITUMOoJIIap Ha3apUSICUHUHT MaTeMaTHK acociapu (aHuIaH caBoJuIap Ba
Macajaiap
1. Anrebpsl u o —anredpsl. AkcuomaTtika Konmoroposa. Bepostaoctaoe
IIPOCTPAHCTBO (2,3, P).
2. Nzmepumoe npoctpanctso (R,B(R)).
3. OCHOBHBIE CBOMCTBA BEPOSITHOCTH.
4. ®yHKIMU pacupeaeIeHUs] 1 UX OCHOBHBIE CBOMCTRBA.
5. MHoromepHsbie GyHKIIMU pacipeieICHUs] U UX OCHOBHBIE CBOMCTBA.
6. M3mepumMoe npocTpancTBO (R”,B(R™)). 3agaHue BEPOSITHOCTHON Mephl B B(R™).
7. N3mepumoe mipoctpancTBo (R', B(R")). BeposiTHOCTHBIEC Mepbl B B(R").
8. MareMaTn4ecKoe 0)KUJaHUE ICMCTBUTEIBbHBIX CIyYalHbIX BeIUYuH. HTErpan
JlebGera. OcHOBHBIE CBOMCTBA MATEMATHYECKOI'0 OKUTaHUS.
9. Onpenenenus yCIOBHBIX MAaTEMATUYECKUX OKHUAaHU. OCHOBHBIE CBOMCTBA
YCJIOBHBIX MAaTEMaTUYECKUX OXKUIAHUM.
10. PaznuuHbie BUIBI CXOAUMOCTH: CXOAUMOCTb IO BEPOATHOCTH, CXOJAUMOCTD
MOYTH BCIOY U ciabasi CXoAuMOCTh. CXOAMMOCTD B CPETHEM.
3agaun

1. ITycTh Q- HEKOTOPOE CUETHOE MHOXKECTBO U F — COBOKYITHOCTh BCEX €TI0
1moaMHOXeCTB. ITomoxum u(A4)=0, ecmu A KOHEUHO U u(A) =00, ecliu A

6eckoneuHo. [lokazarh, 4To PyHKIMS MHOXKECTB 4 KOHEYHO — aJ/INTHBHA HO HE

CYETHO — aJITUTUBHA.
2. JlokazaTtb 4TO P(AAB)= P(A)+ P(B)—2P(ANB).



3. Ilycth Q= {0,1, 2,3, 4,5,6}. Omucatsb Bce aHFe6pBI MHOXECTB, KOTOPbIC COACpKaT
MHOXECTBA A={2,3,4{u B={4,6}. YKa3aTh MUHUMAJIbHYIO aJIre0py, KOTOpas

COAEPKUT MHOXKECTBa A u B.

4. Eciu coObitust A,B,C He3aBUCUMBI B COBOKYITHOCTH, TO COOBITUSI A U1 B—C
a16o A u BUC He3aBHCHUMBI. Jloka3aTh 3TO.

5. Ilyctp &(w)—- citydaiinas BEIMYMHA HA BEPOATHOCTHOM IIPOCTpaHcTBe (QLF,P).

Jlokasate, 4T0 MHOKECTBA {o;& (o)< x|, {w;a <&(w)<b}.{wa<&(w)<b},
{w;&(w) = x} ABNAIOTCSA CITydalHBIMU COOBITUAMMU.

6. Bolpa3uTh BepOsSITHOCTH COOBITHI U3 MpuMepa 5 uepe3 GyHKIMH pacipeaesieHus
F(x).

7. Ha oxpy>xHoCTH paguyca R 6epyT Haynauy nBe Touku A u B. Halitu dyHkuuio
pacrnpeeneHus 1 MaTeMaTUYeCKO€E OKUJIaHUE JIUHBI XOpIbl AB.

8.Il1moTHOCTE pacnpeneneHus CaydaitHoro BeKTopa (&,7) paBHa

p(x,y)=124x"p(1-x),0<x<1,0< y<1 JloKa3aTh, 4YTO £U7 HE3ABUCUMBI.

0, 606CEXOCMAJIHBIXCIYUAAX.
9. llano: P(A/B)=0,7,P(4/B)=0,3;P(B/ A)=0,6. Berauciurs P(A).
10. CoObITHs Aj,...,A, HE3aBUCUMBI B COBOKYMHOCTH U P(Ay)=py. KakoBa
BEPOSITHOCTH TOT'O, YTO HE MPOU30MAECT HU OJTHO U3 COOBITUHN Aj,...,A,.
1. Anre6panap Ba o — anredpanap. Koimoropos akcuomanapu.
(Q,3, P)surtuMoruiap (azocwu.
2. (R,B(R)) sutgoBim azo. (R,B(R)) puruoBim ¢azoa 31mITHMO bUTIOBIAPH.
3. DWTUMOJHUHT aCOCUI XOCCallapHu.
4. Ta=cumoT (PyHKITUSI Ba yHUHT XOCCaJIapH.
5. Kot sutgoBM Ta=cuMOT (pyHKIMS. KbIT BLTIOBIN Ta=CUMOT (HYHKIMSTHUHT
aCoOCHH XOCCAJIAPH.
6. (R”,B(R”))buT40BIM (ha30. B(R™) aa SIMTUMOJI bUTYOBHHU KHUPUTHIILL.
7. (R",B(R")) vutyoBH (ha3o. B(R")aa aHM=JIaHTaH SIITHMOJI bLTYOBJIAPH.
8. lla=w=wni Taconuduii MU=I0pIApHUHT MAaTEMAaTUK KyTHJIManapu. MaremaTuk
KYTWIMaHHHI aCOCUU XOCCAJIAPH.
9.1llapTin MaTeMaTUK KyTUJIMaJlap Ba yJIapHUHT aCOCUI XOCCallapHy.
10. AA=unnammumm Typaapu: DITAMOI ObINYA S=HHIAIMINII, | 30TUMOJ OnIaH
S=WHJIAIIWII, CyCT s=HHJIamunnl. blprava s=unmammm.

Macananap

1. Q- cano=nu ThIIIaM Ba F — YHHHT 0apya =HCM ThIIJIaMJIapU/IaH TAIIKUII
TONIaH o — anredpa ObuICHH. Arap A deknu Obuica u(4)=0 Ba arap A 4ekcus
OblIca (A)=o00 NEUIUK. g ThIIIaM (QYHKIUACH YEKJIU aJIUTUB, aMMO CaHO=JI
aJINTUB AMACIIUTU KbIPCATUJICHH.
2. P(AAB)= P(A)+ P(B)-2P(A\B) TEHIIHK UCOOTIAHCHH.
3. 0={0,1,2,3,4,5,6}Ba A={2,3,4},B={4,6}ObuicuH. A Ba B HM bI3 MuMra onran
Oapua anrebpanap TONuiICHH. A Ba B HU BI3 MuKra ojiraH MUHUMAJ o — aJirepa
n(poaaTaHCHH.



4. A,B,C monucanap Oupranukma 6o\in=cu3 Obuica, y moiaa €ku A BaB—C , EKH
A Ba BUC moaucaiap 60\ TM=cu3 dKaHJIUTHA UCOOTIaHCHH.

5. &(w)— (L, F,P) dazona anu=naHras tacoauduili Mu=nop ObuicHH. YOy
{:&(0) <x} {w;a< () <b).{w;a < E(w) <b} ,{w;&(w) = x} THIIaMIAP Tacoaubuit
1IoiMcaiap SKaHJIUTd UCOOTIaHCHUH.

6. 5 MuCOaAaru WOAUCATAPHUHT SITUMOJUIAPUHU F(x)— TA=CUMOT (DYHKIIUS
op=anu udoanaHr.

7.Pannycu Rra TeHr ObuiraH aitiianajal ukkuta A Ba B Hy=Tanap TaBakkaiura
TaHnanrad. AB Batap y3yHJIUTHHUHT Ta=CUMOT (DYHKIMSCH Ba MAaTEMAaTHK
KyTHJIMAaCH TOIUJICHH.

8. (&,7) Taconupuil BEKTOPHUHT 3UWINK (DYHKIUACH

p(x,)=124x"y(1-x),0<x<1,0< y<1 ObuICa, £ Ba 1 Tacogupuii MU=I0pJIap

0, bowrabapuaxonnapoa.

00\Tu=cH3 dKaHIUTH UCOOTIIAHCHH.

9. Arap P(4/B)=0,7;P(4/B)=0,3; P(B/ A)=0,6 ObuIca P(A) MUCOOIAHCHH.

10. ArapA,,...,A, xoaucanap oupranukaa 6o\in=cu3s Ba P(Ay)=pi Obica Aj,...,A,
HIOAMCATAPHUHAT OUPOPTACH IaM Oa)KapUIMACIIUK SIITHMOJIMHH TOTIHHT.

ManakaBuii OUTHPYB HIII Ba MATUCTPIIMK AUCCEPTALUICH MAB3YIapH.

OO0 onHOM 3a7aue OyKJaHUS YaCTULBI HA TNIOCKOCTH.

Metpuueckas Teopus psaaoB JIpropora.

O HEKOTOPBIX MPOOJIEMax aKTyapHOU MaTEMaTHKH.

HekoTopble mpUMeHEHUsI 3aKOHOB OOJIBILINX YUCEN B CTATUCTHKE.

Jlemma bopens — Kanremm u e€ 06001ieHue.

Teopema Ilyaccona miis 3aBUCMBIX O€PHYJUTMEBCKUX CIIyYalHBIX BETUYHH.

Mowmentnap metonu Epaamuaa 00\ TU=nu Tacoauuii MU=nopaap KeTma -

KETJINTY YYyH MapKa3uil JUMHUT TeopeMa ucOoTaml.

8. locun =mnyBun QyHKIMsIIAp METOAM EpAamMuaa SITUMOILIAP
HA3apUACUHUHT KJIACCUK MacallaJJapuHU €UHIL.

9. OO0 onHOM 3a/1aye ONTUMH3ALUU.

10.00 o1HOM IIPSIMOM J10Ka3aTENbCTBE LIEHTPAIbHON MPENEIbHON TEOPEMBI.

11.IlpumeHeHne METOJa MOMEHTOB ISl 3aBUCUMBIX HAOJIIOICHUI.

12.06 ogHOM CTOXaCTMYECKON MOJIENIN aKTyapHOI MaTeMaTUKH.

Nk L=



