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o’zgaruvchili funksiyaning differensial hisobi, hosilaning tadbiqi, ko’p o’zgaruvchili
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Annotatsiya

Darslikda Oliy matematika kursiga kirgan asosiy material: chizigli va vektor
algebra, to’g’ri chiziq va tekislik, ikkinchi tartibli chiziglar va sirtlar, funksiya, limit,
uzluksizlik, hosila va differensial va ularning bir o’zgaruvchili funksiyani
tekshirishga tadbigi, ko’p o’zgaruvchili funksiya tushunchasi va ularning differensial
hisobi, anigmas va aniq integral, aniq integralning fizik tadbigi, xosmas integrallar
bayon gilingan.

Darslik mualliflar tomonidan Islom Karimov nomidagi Toshkent Davlat
texnika Universitetida o’qigan ma’ruzalari bazasida yaratilgan.

Texnika oily o’quv yurtlari talabalariga mo’ljallangan. O’qituvchi va
aspirantlarga ham foydali bo’lishi mumkin.

AHHOTALUA

B yueOHuke u3naraercs OCHOBHOM MaTepuas, BXOASAIMK B Kypc Bricmieit
MaTeMaTHUKU: JIMHEHHas airedpa, BEKTOpHas ajireopa, npsiMble U IIOCKOCTH, TUHUU U
HOBEPXHOCTU BTOPOrO TMOpPSAJKA, MOHATUE (QYHKUMU, TNPEIeN, HENPEPHIBHOCTD,
Ipou3BOAHAs U AU(PepeHnan ¢ UX UCIONIb30BAaHUEM IIPU UCCIEN0BAaHUU (PYHKIMN
OJHOTO TIEPEMEHHOIO0, TOHATHE (QYHKIUM HECKOJbKUX IEPEMEHHBIX M HX
muddepeHIMaIbHOE HWCUYUCIIEHUE, HEOIpENeIeHHbBI U ONpeAesIeHHbIM HHTEerpa,
¢uznyecKkue NpPUIIOKEHUS OINPEAEIEHHOrO0 HMHTErpaia, HeCOOCTBEHHBIE WHTEIpalbl.
[IpuBenensl mpumepsl M 3aAadd (PU3UYECKOTO, MEXAHUYECKOIO0 M TEXHUYECKOIO
COJIEpKaHHUS.

YyeOHMK HamucaH Ha 0a3ze Kypca JIeKIMil, MPOYMTAHHBIX aBTOpPamMH B
TamkenTckoM ['OCynapcTBEHHOM TEXHUYECKOM YHHUBepcurere umeHn HMcnama
Kapumosa.

JUIst CTYZI€HTOB TEXHUYECKHX BY30B. MOXET ObITh, MOJE3HO MPEnofaBaTeIsIiM
Y aCIIMPAHTaM.

Summary

In the textbook the main material entering course of the Higher mathematics is
explained: the linear algebra, a vector algebra, straight lines and the planes, lines and
surfaces of the second order, a concept of function, a limit, continuity, a derivative
and differential with their use in case of a research of functions of one variable, a
concept of function of several variables and their differential calculus, indefinite and
definite integral, physical applications of definite integral, the improper integrals.
Examples and tasks physical, mechanical and maintenance are given.

The textbook is written on the basis of a course of lectures, read by authors at
the Tashkent State technical University of Islam Karimov.

For students of the technical universities. Perhaps, it is useful for teachers and
graduate students.



KIRISH

Respublikamizda olib borilayotgan demokratik islohotlar, igtisodiyotning turli
sohalariga bozor munosabatlarining jadal kirib kelishi, jahon bozorida raqobatlardan
mahsulotlarni ishlab chigarish strategiyasi va “Kadrlar tayyorlash milliy dasturi”
asosida ta’lim sohasida ustivor yo‘nalishlarni belgilash,chuqur bilimga ega barkamol
avlodni tarbiyalash, yoshlarni o‘z ustida mustaqil ishlashga o‘rgatish va
tashabbusinioshirish —eng muhim ahamiyatga ega bo‘lgan vazifalardan biri sifatida
garalmoqda.

SHu dolzarb masalaga 0z bo‘lsa ham o°z hissalarini qo‘yish maqgsadida Islom
Karimov nomidagi Toshkent Davlat texnika universiteti “Oliy matematika™ kafedrasi
professori A.B.Axmedov, dotsentlari R.N.Shamsiev, D.N.Shamsiev va SH.T.
Pirmatovlar bir gancha vyillar davomida Toshkent Davlat texnika universiteti
talabalariga o‘qigan ma’ruzalari va olib borilgan amaliy mashg‘ulotlari asosida
to‘plangan tajribalridan foydalanib oliy matematika kursidan darslik yozishga jazm
etishdi.

Kitobxon e’tiboriga havola etilayotgan mazkur “Oliy matematika” darsligi oliy
texnika o‘quv yurtlari talabalari uchun mo‘ljallangan. Unda keltirilgan mavzular oliy
texnika o‘quv yurtlarining barcha texnik yo‘nalishlari uchun oliy texnika o‘quv
yurtlari uchun tasdiglangan namunaviy o‘quv dasturiga to‘la mos keladi.

Darslikda keltirilgan barcha mavzular mumkin qadar gat’iy matematik tilda va
tushunarli bo‘lishiga harakat qilindi, hamda har bir mavzu ko‘plab misol va masalalar
bilan ta’minlandi.

Darslik oliy texnika o‘quv yurtlari talabalari uchun yozilayotganligi e’tiborga
olinib ayrim teoremalar isbotsiz keltirildi. Bunday teoremalar isboti bilan giziggan
kitobxon uni adabiyotlar ro‘yxatidagi asosiy adabiyotlardan topish mumkin.

Darslikning 1,2-boblari  A.B.Axmedov, 3,4,5,6-boblari R.N.Shamsiyev,
SH.T.Pirmatov, 7,8,9,10-boblari D.N.SHamsiyev tomonidan yozilgan .

Darslikning qo‘l yozma matnini sinchkovlik bilan o‘qib chiqib o‘zlarining
gimmatbaho maslahatlarini ayamagan taqrizchilar fizika-matematika fanlari nomzodi,
dotsent G°‘. SHodmonov va fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent
A. Abdikarimovlarga mualliflar o‘zlarining alohida minnatdorchiliklarini bildiradi.

Darslikda quyidagi belgilashlardan foydalanilgan:
<, P - teorema isbotining boshlanishi va oxiri;
» , - misol yoki masala yechimining boshlanishi va oxiri.



| - BOB. CHIZIQLI VAVEKTOR ALGEBRASI
1.1. Matritsa va ular ustida chizigli amallar

Kundalik hayotimizning turli jabhalarida, hususan fan, texnika va
igtisodiyotning xilma-xil sohalarida elementlari haqigiy, kompleks, mantigiy va
simvollardan iborat bo’lib, 0’°zi hech qanday qiymatga ega bo’lmagan jadvallar bilan
ish ko’rishga tog’ri keladi. Masalan, chizigli tenglamalar sistemasini ba’zi usullar
yordamida yechishda qulaylik uchun fagat noma’lumlar koeffitsiyentlaridan tuzilgan
jadvallardan foydalaniladi.

1.1-Misol. Hafta davomida talabalar  uchta fan bo‘yicha necha soat

shug‘ullanishini quyidagi jadval ko‘rinishida beramiz:

Fanlar nomi

Juma

Matematika
Fizika

Ingliz

[EN

—| ro| ~| Dushanba
ol =| w| Seshanba
w!| =| ro|Chorshanba
ol | ro| Payshfnba
—| ro| | Shanba

| | | Yakshanba

Satr va ustun izoxlarni yo‘qotsak, 3 ta gator va 7 ta ustunli jadval hosil bo‘ladi.

1.1-Ta’rif. Biror a; (i=1m, j=1m) giymatlar to’plamining mxn ta elementlari-

dan tuzilgan to’g’ri burchakli jadval matritsa deb ataladi va quyidagicha yoziladi

a.]_]_ a12 a13 a-14-.........a1n all a12 ces aln
I A N Y R R

A=| o " | yoki A= @
By A Bug By een A 4y @ o ay)

Birinch i indeksi satr, j — ustun ragamini belgilaydi. Ularning kesishish
nugtasida esa matritsaning a;; elementi turadi. Matritsalar odatda lotin alifbosining

katta harflari bilan belgilanadi. 4, B, C,... . Agar matritsa m ta satr va n ta ustundan
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iborat bo’lsa, ta’rifga asosan uning o’lchami mxn bo’ladi. Zarur hollarda u Ay, kabi
belgilanadi. Agar matritsaning a;; elementlari sonlardan iborat bo’lsa, matritsa sonli
matritsa deyiladi. Agar matritsaning a; elementlari funksiyalardan iborat bo’lsa,
funksional matritsa, vektorlardan iborat bo’lsa, vektor matritsa deyiladi va hakozo.
Agar matritsaning ustunlari va satrlari soni teng, ya’ni m=n bo’lsa, kvadrat
matritsa deyiladi. Agar i=1 bo’lsa, satr matritsa, j=1 bo’lsa, ustun matritsaga ega

bo’lamiz. Ularni mos ravishda vektor-satr va vektor-ustun deb ham ataymiz.

1.2-Ta’rif. Barcha elementlari noldan iborat matritsaga nol matritsa deyiladi.

000 0
(0 0 0), (000), <0> (1.2)
000 0

1.3-Ta’rif. Agar A Kkvadrat matritsaning i =j (i < j) munosabatni

Masalan.

ganoatlantiruvchi barcha @;; elementlari 0 ga teng bo‘lsa, u holda A matritsaga

yuqori (quyi) uchburchak matritsa deyiladi.

Demak, 1.3-ta’rifga asosan:

a, a, . a, 0 .. O
A — O a22 a2n _yuqori B — a21 a22 _quyi
O 0 ann anl an2 ann

uchburchakli matritsalardir.

Agar A matritsada i = j uchin, a; =0 bo‘lsa, diagonal matritsa hosil bo’ladi.

a, O 0
A 0 a, 0
0 0 a

1.4-Ta’rif. Bosh diagonali elementlari birga, qolgan elementlari nolga teng

kvadrat matritsa birlik matritsa deb ataladi va E harfi bilan belgilanadi.



E= (1.3)

Matritsalar ustida amallar.Matritsalarni fan va texnika sohalarida qo‘llash
uchun ular ustida qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish kabi amallarni kiritish talab
gilinadi.

1.5-Ta’rif.(Teng matritsalar)Agar ikkita A va B matritsalar o‘lchamlari teng bo‘lib,

elementlari uchun a;; =bj; shart bajarilsa, ular teng deyiladi.

Matritsalar tengligini quyidagi misol orgali tushuntiramiz:

13 13 128
A: y B = y C =
(7 x) (7 6) (7 6 2]
Agar A matritsadagi x element 6 ga teng bo‘lsa A va B matritsalar teng bo‘ladi.

Qolgan hollarda esa ular teng emas. x element ganday bo‘lmasin baribir A matritsa C

matritsalarning o‘lchamlari har xil bo’lganligi uchin ular teng bo‘la olmaydi.

1.6-Ta’rif. Bir hil mxn o‘lchamli A va B matritsalarning yig‘indisi (ayirmasi) huddi
elementi A va B matritsalarning mos elementlarining yig‘indisidan (ayirmasidan)

iborat mxn matritsani hosil ailadi.

(A£B);=(A)j=(B);=aijtbj (1.4)
14 6 12 3 e
1.2-Misol. A=|{83-2 |, B=({214 | F :(7 41 J mumkin bo‘lgan
56 4 341

matritsalarni qo‘shing va ayiring.

26 9 02 3
» A+B=[1042 |, A-B=|62 -6 |. Turlio’lchamli F bilan A va B
8 10 5 22 3

matritsalar o‘lchamlari har xil trfnligidan ularni qo‘shish yoki ayirish mumkin emas.

1.7-Ta’rif. A matritsani ixtiyoriy ¢ soniga ko‘paytirish natijasida B=cA matritsa

elementlari A matritsaning elementlarini ¢ soniga ko‘paytirishdan hosil bo‘ladi.
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ca,, Ca, .. Calj . Cay,
Cca,, Ca, .. cazj .. Ca,,
CA =
ca; Ca;, .. Ca; .. Ca
Ca,, Ca,, .. camj .. Ca,,
BZCA=C(A)ij=C3ij (15)

3 0
Masalan, A=—2, 4 {7 _J berilgan bo’lsin. U holda

3 0 -6 0
A4 =2 = :
;S

Bir xil o‘lchamli A(,A,, ..., A, matritsalar va cy,C,,..,C, hagigiy sonlar uchin
C1A1+C At +chAn :Z;'l=1 C]A] (16)

ifodaga berilgan matritsalarning chizigli kombinatsiyasi deyiladi.

1.3-misol. 4= 2 31 3| * 3 2 bo‘lsa, 5A — 2B matritsani topin
' Tl 0 —2) TT ez 1 —g) PO RN ping.

10 -15 5 8 6 4 10-8 -15-6 5-4 2 211
»54= 2B = 54—2B = = .
-5 0 -10 - 5+6 0-2 -10+8) (1 -2 -2

shunday gilib, 5A — 252(12 _‘221_3 <

1.8-Ta’rif. O‘lchami MXP bo‘lgan A matritsa va o‘lchami pxn bo‘lgan B

matritsalarning ko‘paytmasi o‘lchami MXN bo‘lgani:

Cy = &by, i=L...m j=1..n (1.7)

C matritsaga teng bo’ladi. cc

Demak, c; element A matritsaning i - satrini B matritsaning j - ustuniga
ko‘paytmasining yig‘indisidan iboratdir.

Matritsalarni  ko‘paytirish amali umumiy holda kommutativ emas, ya’ni
AB#BA. Hagigatdan ham, AB ko‘paytma mavjud bo‘lsa, o‘lchamlari to‘g‘ri
kelmasligi sababli BA ko‘paytma umuman mavjud bo‘lmasligi mumkin. Agar AB va

BA lar mavjud bo‘lsa ham, ularning o‘lchamlari har hil bo‘lishi mumkin.
8



Bir xil o‘lchamli kvadrat matritsalar uchun AB va BA ko‘paytmalar mavjud va
o‘lchami bir xil bo‘ladi, ammo umumiy holda mos elementlari teng emas.
Agar A mxn o‘lchamli matritsa bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli:

A -E=AvaEA=A.

1.4-Misol. A:(a“ %o s
8, 8, &

10 0
,AE{an 8, a J 01 0 =(an 3, Ay ],EA:[N)(% ay, amJ:
B B B ) g g 4] \ B B 01 Nay a, a,

(an ay, a; j <
8, 8y, By,

1.9-Ta’rif. A ning transponirlangan matritsasi deb, mos satrlari ustunlari

J matritsa berilgan. Yuqoridagi tenglikni isbotlang.

all a21 a31
bilan almashtirilgan A" =| a, a,, a, | matritsaga aytiladi.
A3 83 &
Masalan

5 -2

_ . 5 4 3

A=|4 3 |uchin A =

-2 31

3 1

Elementlari bosh diagonalga nisbatan simmetrik A kvadrat matritsa uchin
A=A" munosabat o‘rinli bo‘ladi. Masalan

1 3 -4
A= 3 8 2 |=A"
4 2 7
Agar A kvadrat matritsada A=—A" bo‘lsa, ya'ni a; =—a; (bundan i=] lar

uchun a; =-a, =0) bajarilsa, bunday matritsaga asimmetrik matritsa deb ataladi.
Masalan:

0O 2 -3
A=-2 0 4
3 4 0



1.5-misol. Agar
-1 5

4 — . .
A :(1 ; 81} B=|-2 -3 | bo’lsa, AB va BA ni toping.
3 4
—_ —_ Cll C12
» AB=C,,,= -Bu yerda
21 22

C11=4(-1)+(-5)(-2)+8 3=30; c1,=4 5+(-5)(-3)+8 4=67;
C1=1(-1)+3(-2)+(-1)3=-10; c2=1 5+3(-3)+(-1)4=-8.

30 67 611 C12 E13
Natijada AB=(_10 —8}' BA=Csss=|C,, C, G, |- Buyerda
631 632 633

C,=(-D4+51=1  ,=(-1(-5+53=20; T,=(-1)8+5(-1)=-13
Cor=(-D4+(l=-1L T, =(-2(H)+(-3)3=1L Ty =(-28+(-3)(-1)=-13
Cy=3-4+4-1=16; ¢, =3(-5+4-3=-3  C;;=3-8+4(-1)=20;

1 20 -13
va quyidagiga ega bo’lamiz. BA=| -11 1 -13|. Shunday qilib, AB # BA. <«
16 -3 20

: 3 5 1 -5 . i : :
1.6-misol. Az( 1 Zj’ Bz( 1 9 J matritsalar berilgan. AB va BA larni toping.

- -1 -5 (-D)-3+2:1 (-1)-5+2-2

_(31+5(-1) 3(-5)+5-2) _ (-2 -5 _(13+(-5) 1 1.5+(5)-2
> (1-1+2(—1) 1(—5)+2.2J B [ j BA = [

-2 _
[ 5].Bundan AB = BA. «

-1 -5
1 3 5 _6 1 -1
1.7-misol. A=|-1 1], Bz(1 3 _J, C=| 2], bo’lsa, (AB)C va A(BC) ni
2 5 4
toping.
53 -2 -1 10 -7
»AB=| -1 9 -2 |, (AB)C=| 11 ,BC=[ 1].A(BC)z 11 | ya’ni (AB)C=A(BC)<«
9 3 -3 -15 -15

10



Matritsa ustida amallarning asosiy xossalari:

1. A+B = B+A 8.
2. A+(B+C)=(A+B)+C Q.
3. A-(B-C) =(A-B)-C 10.
4, A- (B+C)=A-B+A-C 11.
5. (B+C)-A=B-A+C-A 12.
6. A-(B-C)=A-B-A-C 13.
7. (B-C)-A=B-A-C-A

a(B+C)=aB+aC

a(B-C)=aB-aC
(a+b)-C=aC+bC
(a-b)-C=aC+bC
a(bC)=(ab)C

a(BC)=(aB)C=B (aC)

1.2. Determinantlar va ularning xossalari. n-tartibli determinant

haqgida tushuncha

1.10-Ta’rif. n-tartibli determinant deb kvadrat jadval ko’rinishida yoziluvchi

va determinantning elementlari deb ataluvchi, berilgan a; (i, j =1,n) sonlar orgali (ular

hammasi n?) hisoblanuvchi A, songa aytiladi:

a, &, Ay A, oo @y
A, = & Ay Ay By eeeee... By,
d; A, Q3 Gy ... a.,

(1.8)

bu yerda i indeks (1.9) kvadrat jadvalning satr ragamini, j-esa ustun ragamini
ko’rsatadi. Ularning kesishgan joyida a; element joylashadi.

Determinantning asosiy diagonali &, , a,....., &, elementlardan iborat.

A, determinantning a; elementlari funksiyalardan iborat bo’lsa, umumiy holda

determinant funksiya bo’ladi (hususan, son bo’lishi ham mumkin).

Masalan:

CoSX sinX A COSX —sinx
_ =C0S" X—SIN“ X=C0S2X: | .

sinx cosx sinx  COSX

=cos’ x+sin®x =1

tgx

2

ctgx

Az determinantni hisoblashda uchburchaklar goidasi (Sarryus goidasi) :

a‘l 1 al 2 a'1 3

A=ay 8y 8= 8485853 + 838,85, + 8,855 — 838,85 — 88,853 — 838,585,
a

31 a32 a33

11

=0.



8, 3
Agz a 3 —
3
12 -3
Masalan:As=[4 6 5|=1.6-142-5-2+4-(-1)-(-3)~((~3)-6-2+2-4-145-(-1)- ) =71
2-11

Determinantlarning asosiy xossalari:
1. Determinantning satr elementlarini mos ustun elementlari bilan almashtirsak
determinant migdori o‘zgarmaydi, ya’ni
all a12 a13 a11 a21 a‘31
Ay 8y Ay =|Ap 8y gyl
a3l a32 a33 al3 a23 a33
2. Determinantning satr (yoki ustun) elementlari biror k songa ko‘paytirilsa,
determinantning giymatini shu songa ko‘paytirishga teng kuchlidir, ya’ni

ka‘ll ka12 ka13 all a12 a13
dy Ay Ay :ka21 8y Ayl
a31 a‘32 a33 a‘31 a32 a33
3. Nolli satr (yoki ustun)ga ega bo‘lgan determinant nolga teng:
a'11 a12 a13
0 0 0/|=0
a31 a32 a33

4. Ikkita bir hil satr (yoki ustun)ga ega bo‘lgan determinant nolga teng:

a; Q, a;
a; A, Q3= 0.
a3 Q43 A

5. Ikkita satr (yoki ustun) elementlari o‘zaro proporsional bo‘lgan determinant

nolga teng:

6. Determinantda ikkita satr (yoki ustun) elementlari o‘zaro almashtirilsa, uning

qiymati fagat ishorasini almashtiradi

13



a, @, a, a, a, a;
a, &, a5 =—12y 8y ay
a5 8, ag a, A, Ay
7. Determinantning biror satr (yoki ustun) elementlari ikkita qo‘shiluvchining
yigindisidan iborat bo‘lsa, u holda bu determinant ikki determinant yigindisidan iborat
bo‘ladi, ya’'ni
b,+c, b,+c, by+c,| |b b, b C,¢ C, C,
a,, a,, A, |=[@y Ay Ault Ay A, 8y
a,, a,, I Ay Qg Qg5 [y Ay A
8. Determinantning biror satr (yoki ustun) elementlarini biror songa ko‘paytirib,
ikkinchi satr (yoki ustun)ning mos elementlariga qo‘shilsa, determinantning qiymati
o‘zgarmaydi, ya’ni
a, +ka,, a,+ka,, a,+ka, |a, a, a;
a,, a,, A =12, 8y s
ay, as, Y Ay, 8, Adg
Ushbu hossalarning o’rinli ekanligini Sarryus goidasidan foydalanib isbotlashni
o’quvchining o’ziga havola qilamiz.
Minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar
1.11-Ta’rif. Agar A kvadrat matritsa bo‘lsa, u holda uning minori M;j; ko‘rinishida
belgilanadi va u A matritsaning i — satri, j — ustunini o‘chirishdan hosil bo‘ladi. Ax=
(-1)""™ My soni matritsaning algebraik to‘ldiruvchisi deyiladi va n —tartibli

determinant uchun
Ay =2 Ay (19)
k=1

o’rinlidir. Bu yerda My minorlar A, determinantdan | — satr va k-ustunni

o’chirishdan hosil bo’lIgan (n—1) —tartibli determinantdir.

a,, a
n=2uchun A,= |* ¥ |=q A, ta A, A =ay, A,=-a,.
dy dy
a;; 4y dyg
n=3uchun A= |ay ay ay |Zay- Ay +agy-Ap+ag-Ay, (1.10)
Q31 dgzp Q33
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A= (_1)1+1 My= (_1)1+1 dap a3 ;A12=(—1)1+1 M12=(—1)l+2 dp1 a3 :
Ay, Qg d3; dg3
A13: (_1)1+1 M13: (_1)1+3 a21 a22 ;
Az Qg
1.8 — Misol.
3 -2
> A, =35 (-2) 1= 17;
1 5
4 2 -15 3 5 3 -1
A=13-15 |= _ _ = 4(-7) - ~25)-2-5=-10:
] 4 05T L2 g =AED - T(21-25) 25 = -10;
-1 2 0 4 1 -2 01-2 [0 4-2 04 1
0 4 1 -2
A= - 10:—1-3-10—11-10+21-3 0-0/1 -3 -1|=
e 00 4 504 |5 04| 5 00
5 0 0 4

=—(4-(-4)+34-20)-(0(-4)4-25)+(0(-12) -44-215)=-74. <4
Uchinci tartibli determinant ucun (1.10) formula o’rinli ekanligini ko’rsatamiz:

all a12 a13
det(A) = a21 azz a23 = a:ll

8y 83 g

a22 a23
8 Ay

a'21 a'23
8y 8

a21 a22
8y 8y

—a; +ay; =

=a; (azzasa - aazazs) —a, (a21a33 - a31a23) +ay; (azlaaz - aslazz) =
= —8385,85, + 8,885 +8,38,,85, — ;8385 — 81,8853 T 8;8,8.

(1.9) formula ixtiyoriy satr yoki ustun elementlari va ulargagina mos bo’lgan
algebraik to‘ldiruvchilar ko’paytmasining yig'ndisiga teng bo’ladi, ya’'ni:
det(A) =
;A 8, A, + A, =

a11A11 + a21A21 + a31A31 =
a21A21 +ay, Azz +ag, A32 = e

1.9 —Misol. Berilgan A determinant uchun a;,, as, elementlarning minorlari va
algebraik to’ldiruvchilarni toping. A determinantni: a) birinchi satr elementlari
bo’yicha yoyib; b) ikkinchi ustun elementlari bo’yicha yoyib; c) birinchi satr
elementlarini nolga aylantirib, hisoblang.
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-3 2 10
2 -2 14
* 4 0 -1 4
3 1 -1 14
» Quyidagilarni topamiz:
2 1 4 -3 10
M,=4 -1 2 |=8-16+6+12+4-16=-18, M,,=| 2 1 4 | =-12+12-12-
3 -1 4 3-14
8=-20

Ay, Az elementlarning algebraik to’ldiruvchilari mos ravishda quyidagilarga
teng:  A,=(-1)"*M,=—(-18)=18, A,,=(-1)**M,,=—(-20)=20
a) A determinantni birinchi satr elementlari bo’yicha yoyib hisoblaymiz:

2 14| |2 14 2 -2 4
A,=a, A, +a,A,+a A, +a,A,=3 0 -1 2|-2/4 -1 2414 0 2=
1 -1 4| |3 -1 4 3 1 4

=_3(8+2+4-4)-2(~8-16+6-+12-+4-16)-+(16-12—4+32)=38;

b) A determinantni ikkinchi ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblaymiz:

2 1 4 -3 10 -3 10
A,=2 4 -1 22 4 -1 2+l 2 1 4=
3 -1 4 3 -1 4 4 -1 2

= 2(-8+6-16+12+4-16)-2(12+6-6-16)+(-6+16-12-4)=38;

c) A determinantni birinchi satr elementlarini nolga aylantirib, hisoblaymiz.
Determinantning uchinchi ustunini 3 ga ko’paytiramiz va birinchi ustunga qo’shamiz,
so’ngra uchinchi ustunini -2 ga ko’paytiramiz va ikkinchi ustunga qo’shamiz. U holda
birinchi satrning bitta elementidan boshqa barcha elementlari nollardan iborat bo’ladi
Hosil bo’Igan determinantni birinchi satr elementlari bo’yicha yoyib hisoblaymiz:

-3 2 10/]/0 0 10
2 -2 14 |5 -4 14
l4 0 -1 4 1 2 -1 2
3 1 -14 0 3 -1 4

+18)=38 <«

5 -4 4] |0 -14 -6
=1 2 2/=]1 2 2 |=(-56
0 34 |0 3 4
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1.10-Misol. Determinantni hisoblang:
30 -10 120 80
-5 3 -34 -23
A4=
1 1 3 -7
-9 2 8 -15

» Determinantlarning 2-xossasiga asosan birinchi satrdan ko’paytuvchi 10 ni
chiqaramiz, hosil bo’lgan satrni ketma-ket 3,1 va 2 sonlariga ko’paytirib, mos ravishda

ikkinchi, uchinchi va to’rtinchi satrlarga qo’shamiz. U holda quyidagiga ega bo’lamiz

3 -1 12 8

4 0 2 1
A4: 10

4 15 1

-3 0 32 1

Determinantlarni ikkinchi ustun elementlari bo’yicha yoyish mumkin. U holda

4 2 1
A4: 10| 4 15 1
-332 1

Sarryus qoidasi bo’yicha hisoblash mumkin bo’lgan uchinchi tartibli

determinantni hosil gildik yoki buni ham yuqoridagi usul bilan bitta ikkinchi tartibli

determinantni hisoblashga olib kelish mumkin.
Hagigatan ham, hosil gilingan determinantning ikkinchi va uchinchi satrlaridan

birinchi satrni ayirsak, quyidagiga ega bo’lamiz:

4 2 1
13
Ay=10/0 13 0 |=10 ; 30210-7-13:910 <
-730 O

Determinantni uchburchak ko’rinishiga keltirish.

Asosiy diagonalning pastki yoki ustki gismida joylashgan barcha elementlari
nollardan iborat bo’lsa, uchburchakli determinant hosil bo’ladi. Ma’lumki, ushbu
determinantning qiymati asosiy diagonal elementlarining ko’paytmasidan iboratdir.

Har ganday A, determinantni har doim uchburchak ko’rinishiga olib kelish mumkin

1.11-Misol. Determinantni hisoblang
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5 8 7 4 -2
-1 4 2 3 1
As=19 27 6 10 -9
396 2 -3
13 2 8 -1

» Quyidagi amallarni bajaramiz Determinantning beshinchi ustunini birinchi
ustunga qo’shamiz Ushbu ustunni 3 ga ko’paytirib ikkinchi ustunga, 2 ga ko’paytirib
uchunchi ustunga, 8 ga ko’paytirib to’rtinchi ustunga qo’shamiz Natijada berilgan
determinantga teng kuchli bo’lgan, quyidagi uchburchak ko’rinishidagi determinantga

ega bo’lamiz

3 2 3 -12 -2
o7 4 11 1
As=| 0 0-12 -62 -9|=-3-7-12-22=-5544 <«
0 00 -22 -3
0 0O 0 -1

Berilgan determinantini ixtiyoriy satr yoki ustun elementlarini mos algebraik
to‘ldiruvchisiga ko‘paytmalarini yeig©ib hisoblanadi. Agar ixtiyoriy satr elementlarini
mos bo’lmagan algebraik to’ldiruvchilarga ko’paytirib qo‘shib chigsak, natija 0 ga
teng bo‘ladi. Bu fikr ustunlar uchun ham o’rinli.

1.12-Misol. (nxn) o‘lchovli A

ayy Gy a,
A= ay; Ay, a,,
anl anZ ann

matritsaning bitta satrini boshqa satri algebraik to‘ldiruvchiga ko‘paytmasini toping?
» Avval (3x3) o‘lchovli A matritsa uchun algebraik to‘ldiruvchilar funksiyasi

yordamida algebraik to‘ldiruvchilar matritsasini tuzib olamiz
OpBlay ~8p3lyy  Bp3fly —8y8gy  ydy —8xdy

Q385 — 8,85 Q4853 —A38; A8 —aud,,
A8y — 38y, A58, —a;8,; A48, — 8,3,
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Agar biz dastlabki matritsaning 1-satrini hosil bo‘lgan matritsa 1-satriga
ko‘paytirsak quyidagiga ega bo‘lamiz:
B (8518 85581 )+ 4y (BB — By )+ (BB ~ )
Agar biz hosil bo‘lgan matritsaning satrini o‘zgartirsak quyidagi natijalarga ega
bo‘lamiz:
By (4,8 — 8,8 )+ 8y (1,8 — 8,8 ) + 8y (8,8 — 138 ) =0
83 (81,8, — BB, ) + 8y (B8 — 8138, ) + 81y (8138, — 8385 ) =0 4

Bu esa algebraik to‘ldiruvchining bir giymatli aniglanishini bildiradi. Bu

natijadan biz teskari matritsani topishda foydalanamiz.
1.12-Ta’rif. A (nxn) o‘lchovli matritsa bo‘lsin, u holda

A11 A21 Anl
AT: A12 Azz Anz
A, A, A,

A matritsaning algebraik to‘ldiruvchilaridan tuzilgan transponirlangan matritsa
deyiladi.

1.3. Teskari matritsa

1.13-Ta’rif. Agar A A'=E o’rinli bo’lsa, A" A matritsaga teskari matritsa

deyiladi
1.1-Teorema. Agar A matritsaga teskari matritsa mavjud bo‘lsa, u quyidagiga teng:
Al=—1 4T (1.11)
det (4)

«det(A) skalyar migdor bo‘lgani uchun (1.11) dan quyidagi ega bo‘lamiz:
det(A) A= A",

Bu tenglikning ikkala tomonini chap tomondan A matritsaga ko‘paytiramiz:

det(A) AAT=AAT (1.12)
Teorema shartiga ko’ra AA=E, demak
det(A) E =AAT (1.13)

Endi tenglikning 0‘ng tomonini ko‘paytiramiz
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AA T ko’paytmaga mos matritsaning i-satri va j-ustuni elementlari quyidagicha
aniglanadi:
ailAjl+ai2Aj2 +-~-+ainAjn
Agar i=j bo‘lsa, u holda bu yoyilma det(A) ga teng. Agar i#/ bo‘lsa, matritsaning
clementlari va algebraik to‘ldiruvchilari turli satrlarga tegishli bo‘ladi va yoyilma 0 ga

teng (1.12—Misolga garang). Shunday qilib

det(A) 0 ... 0
0 det(A) ... 0

AAT = etA) — det(A)E
0 0 det(n)

Demak (1.13) tenglik ayniyatga aylandi, (1.12) ni det(A) A ga bo’lsak (1.11)
hosil bo’ladi. Teorema isbot bo’ldi.»

Xulosa. A matritsaning teskarisi mavjud bo’lishi uchun det(A)#0 bajarilishi
zarur. Bunday matritsalar xosmas matritsalar deb ataladi.

1.13 — Misol. Ikkita A va B matritsalar berilgan

-4 01 1 2 -3
A= 2 -1 3|, B= 2 0 1
3 2 2 -2 1

Quyidagilarni toping: a) AB ; b) BA;c)A™ ;d)AA™;e) A A
»a) A matritsaning ustunlar soni B matritsaning satrlar soniga teng, shuning
uchun AB ko’paytma ma’noga ega bo’ladi. Elementlari
c,=a,b,+a;,b,,+a,b, +...+a,b,

formula bilan aniglanuvchi C = AB matritsani topamiz
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-4 0 1 1 2 -3

C=AB= 2 -1 3 2 0 1 |=
3 2 2 -2 1 3
-4+0-2 -8+0+1 12+0+3 -6 -7 15
= 2-2-6 4+0+3 -6-1+9 = -6 7 2 ;
3+4-4 6+0+2 -9+2+6 3 8 -1

b) BA matritsani hisoblaymiz:

1 2 -3 -4 01 -4+4-9 0-2-6 1+6-6
20 1 2 -1 3|=1|-8+0+3 0+0+2 2+0+2|=

-2 1 3 3 2 2 8+2+9 0-1+6 —-2+3+6
-9 -8 1
=| -5 2 4
19 5 7

c) A matritsaga teskari matritsa A quyidagi formula bilan aniglanadi

BA =

Demak, AB # BA;

) 1 Ay Ay Ay
A = det A Alz Azz A32 !
Az Ay Ay
-4 01
buyerda detA= 2 -1 3 |=8+4+3+24=39 %0.
3 2 2

Bundan ko’rinadiki, A xosmas matritsa, demak unga teskari matritsa A"
mavjud, quyidagilarni topamiz:

-1 3

A s A2_01_2 A = 01_1
02 20 7 ol ool 7 1 3] 7
41
2 3 A, = =11 -4 1
A= =5, 22 ’ - =14,
12 ‘3 2‘ 32 Ay, 3 9

40 40
A13:3 2:7, & 320 & 7 -1
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(-8 2 1 39 39 39
At= "] 5 11 14|= > _11 14

39 39 39
7 8 4 . 8 4
| 39 39 39 |
d) U holda:
8 2 1
~4 01| % 39 3 100
AA7*=| 2 -1 3 —359 —;; ;g =|010|=E;
3 2 2 . " A 001
39 39 39 |
e) yoki:
. -8 2 17[-4 01 100
A*lAzﬁ 5 —-11 14 2 -1 3|=/010
7 8 4 3 2 2 0 01

Demak, teskari matritsa to’g’ri topilgan <

1.4. Chizigli tenglamalar sistemasi. Chizigli tenglamalar sistemasini
matritsa usulida yecish
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi (ChATS) deb  X;,Xo,....Xp, N
noma’lumga nisbatan quyidagi m-ta tenglamalar sistemasigi aytiladi:

allxl + alzxz + ...+ alnxn == bl

a21x1 + azzxz + ...+ aann - b2 ( 114)

Am1X1 + QX + oo+ QX = by,

ChATS (1.14) da tenglamalar sistemasida a;;, i= 1,m,j=1n -

koefitsiyentlar, b;, i= 1,m - ozod hadlar deb ataladi. Agar da n=m bo’sa kvadrat, aks
holda to ri burchakli ChATS deb ataladi va bu yerda nom’lumlarning faqat birinchi
darajalari gatnashadi. Agar ChATS da n>m (n<m)bo’sa, noma’lmlar soni tenglamalar
sonidan ko p (kam) bo’ladi.

Agar b;=0 bo’lsa, (1.1) bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi. (1.14)
tenglamalar sistemani ayniyatga keltiruvchi x, =k, x, =k,,...x, =k, tartiblangan

22



giymatlar, ChATS ning yechimi deb ataladi. Har ganday bir jinsli ChATS hech
bo’lmaganda bitta X, =0,x, =0,...,X, =0 — trivial yechimga ega bo’ladi.

Agar ChATS hech bo’lmaganda bitta yechimga ega bo’lsa, u birgalikda, aks
holda birgalikda bo’Imagan ChATS deb ataladi.

ChATS koefisientlaridan tuzilgan quyidagi kvadrat matritsa

ay dp 4y, X, b,
a, a, - a X b. . . . . .

A=l * 7% * |'va X=|"?],B=| |- ustun matritsalarni muomilaga kiritsak, u
anl anZ ann Xﬂ bn

holda matritsalarni ko’paytirish qoidasiga ko’ra, (1.14) uchun quyidagi qulay
formulani hosil gilamiz:
AX=B (1.15)
Bu matritsaviy tenglamada A xosmas (det(A)#0) matritsa bo’lsa, ya’ni ChATS
yagona yechimga ega bo’lsa (1.15) ni chapdan A™ ga ko’paytirib, A*AX=A"B, A*A=E
ekanligidan, EX=X yoki X=A"B yechimni hosil gilamiz. Shunday gilib, X matritsaviy
yechim A va B larning ko’paytmasi yordamida oson topiladi.
2X-4y+12=3

1.14-Misol. X—5y+3z=-1: tenglamalar sistemasini matritsa usuli bilan
X—y+z=1

yeching.
» Quyidagiga egamiz:
2 -4 1 x| 3
A=|1 -5 3 X=|y| B=|-1|, det A=-8
1 -11 z 1
1—2 3 -7
Teskari matritsa quyidagiga teng bo’ladi:A‘lz—g 2 1 -5
4 -2 -6
Noma’lumlarni topamiz
2 3 -717T3 ~2.3+3(-1)-7-1 ~16] [2
X:—; 2 1 5| |-1]|=-1 2.341-1-5.1 |=-| 0 |=| 0|,
4 -2 -6| |1 4.3-2(-1)-6-1 8 -1
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ya’ni berilgan sistemaning yechimiX=2, y=0, 2 =-1 <«

Umumiy holda ChATS da tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo’Imasligi
mumkin. Ushbu holatlarda ChATS ni yechish ucun matritsaning rangini aniglash zarur
bo’ladi

1.5. Matritsaning rangi. Kroneker — Kapelli teoremasi

Matritsaning rangi tushunchasini kiritamiz. A matritsada k — satr va k — ustunni
ajratamiz, bu yerda k — m va n larining kichigiga teng yoki undan kichik sondir. A
matritsaning k ta satr va k ta ustun elementlarining kesishishidan hosil bo’lgan

elementlardan tuzilgan k - tartibli determinant A matritsaning minori deyiladi.

Masalan.
7 -1 4 5
1 8 1 3 | matritsa uchun k =2 dagi ikkinchi tartibli determinantlar
4 -2 0 -6
[ T A A e berilgan matritsaning minorlari bo’ladi
1 8" 10 -6 -2 —6 g g 0’ladi.

A matritsaning rangi ushbu matritsaning, noldan fargli minorlarining eng yugori
tartibiga aytiladi. Agar k -chi tartibli barcha minorlar nolga teng bo’lsa, u holda A
matritsaning rangi k dan kichik bo’ladi.

Agar (mxn) o’Ichamli matritsada:

1) ixtiyoriy ikkita parallel satr yoki ustunlarning o rnini almashtirilsa;

2) satr yoki ustunlarning har bir hadini noldan farqli biror A#0 ko paytuvchiga
ko paytirilsa;

3) satr yoki ustunlarning hadlariga unga parallel bo’lgan biror noldan fargli
ko ‘paytuvchiga ega boshqa gatorning mos elementlarini go shilsa, matritsaning rangi
o zgarmaydi.

1-3 almashtirishlar elementar almashtirishlar deb ataladi. Agar biror matritsa,
ikkinchisidan elementar almashtirishlar yordamida hosil qilinsa, bu matritsalar
ekvivalent matritsalar deb ataladi. Ekvivalent matritsalar A ~B kabi belgilanadi.

Tartibi berilgan matritsaning rangiga teng bo’lgan noldan farqli har qanday

minor matritsaning bazis minori deb ataladi
24



Matritsaning rangini topishning asosiy usullarini ko’rib chigamiz

1. Birlar va nollar usuli. Elementar almashtirishlar yordamida ihtiyoriy
matritsani har bir satr yoki ustunlari fagat nollardan yoki bitta bir va golganlari
nollardan iborat bo’lgan matritsa ko’rinishga keltirish mumkin.

Hosil qilingan matritsa ekvivalent bo’lgani uchun undagi birlar soni berilgan
matritsaning rangiga teng bo’ladi.

1.15-Misol. Matritsaning rangini toping

1 1 2 3 -1
2 -1 0 -4 -5
-1 10 -3 -2
6 3 4 8 -3

» A matritsaning 3-chi ustunini %2 ga ko’paytiramiz. So’ngra hosil bo’lgan
birinchi satrni 2 ga ko’paytiramiz va uni 4-chi satrdan ayiramiz. Endi uchinchi ustun
uchta nol va bitta birdan iborat bo’lib qoladi. Birinchi satrda birinchi, ikkinchi,

to’rtinchi va beshinchi elementlarni osongina nolga aylantiramiz va quyidagiga ega

bo’lamiz
0 0 1 00
2 -1 0 -4 -5
-1 -1 0 -3 -2
4 1 0 2 -1

Oxirgi matritsada to’rtinchi satrni 2-chi va 3-chi satrga qo’shsak, ikkinchi
ustunda yana ikkita nollar hosil gilamiz, so’ngra to’rtinchi satrda to’rtinchi satr va
ikkinchi ustun kesishgan joydagi birdan boshga hammasini nol gilamiz Natijada

quyidagiga ega bo’lamiz.

001 00O 001 0O 0 01 0O
A~ 600 -2-6 /000 00 ) 00000
300 -1 -3 3 00 -1 -3 0 00 1O
010 0O 010 0O 01 00O

Uchta birni hosil gildik Demak, rangA=3
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Bazis minor sifatida, masalan birinchi, uchinchi, to’rtinchi satrlar va ikkinchi,
uchinchi va to’rtinchi ustunlar kesishishidagi (oxirgi matritsada satrlar va ustunlar

kesishishida birlar turibdi) uchinchi tartibli determinantni olish mumkin

1 2 3
-1 0 -3#0<d
3 4 8

2. O’rab oluvchi minorlar usuli. k-tartibli My minorni o’z ichiga oluvchi (k+1)
tartibli My.; minor, My ni o’rab oluvchi minor deb ataladi. Agar A matritsada M,£0
mavjud bo’lib, uni o’rab oluvchi barcha minorlar My.;=0 bo’lsa, u holda rangA=k

bo’ladi.

1 -3 5 4
1.16—Misol. Matritsaning rangini toping A=2 -6 4 3|
3 -9 3 2

-3 5

» Quyidagiga egamiz: M, = #0; M, minorni o’rab oluvchi minorlar

ikkita bo’lib, ularning har biri nolga tengdir

1 -3 5 -3 5 4
M,=[2 -6 4, M;=-6 4 3
3 -9 3 -9 3 2

Shuning uchun rangA=2 M, minorni bazis minor sifatida gabul gilish
mumkin. <

1.2-Kroneker-Kapelli teoremasi. (1.14) ChATS birgalikda (yechimga ega)
bo’lishi uchun ChATS ning asosiy

ayy Gy 0 4y,
A= Ay Gy 0 Ay,
T (1.16)
Amp Amy Ay

va kengaytirilgan matritsa
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a;; dyp a, 1 b,

B— Ay Ay a,, b, N b,
I U B (1.17)

aml amz amn bn bn

sining rangi teng bo’lishi zarur va yetarlidir, ya’ni rangA= rangB=r.
<« ChATS birgalikda x =k;,x, =k,,..,x, =k, va yechimga ega bo’lsin, u holda
quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi

ailk1+aizk2+"'+a1n n =b1
a,K, +a,K, +...+a,k, =hb, (1.18)

ak +a.,k,+.+a. .k =b

Berilgan (1.17) - B matritsaning 1 — ustunini k; ga, 2- ustunini k, ga va hokoza
n- ustunini Kk, ga ko’paytirib yig’amiz, so’ngra oXirgi ustundan ayiramiz va (1.18) ni

hisobga olsak, B ga ekvivalent matritsa hosil gilamiz

a, a, . . . a, 0
Bl 2 - . . & 0
ay, &, . . . a, 0

Ushbu matritsaning oxirgi ustunini o’chirish bilan 4 hosil bo’ladi. Usbu amallar
elementar almashtirishligidan: rangA=rangB. »

Agar rangA=rangB va r=n bo’lsa, (1.16) sistema yagona yechimga ega;

agar rangA= rangB va r<n bo’lsa, u holda (1.16) sistema ixtiyoriy n-r
parametrga bog’liq cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi uchun hamma vaqgt rangA= rangB, va ular har
doim birgalikda bo’ladi

1.17-Misol. Tenglamalar sistemasi birgalikda yoki birgalikda emasligini

ko’rsating
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4x, +3X, =3X; — X, =4
3X; + X, =3X;—2x%, =1
33X, + X, -X,=0
SX, +4X, —2X; — X, =3
» Tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasini yozamiz, hamda asosiy
va kengaytirilgan matritsalarning rangini aniglaymiz. Asosiy va kengaytirilgan
matritsalarning rangini birdaniga topish uchun ozod had turgan ustunni matritsaning
boshqga ustunlari bilan almashtirmaymiz

4 3 -3 -1|4
3 -1 3 -2|1
31 0 -1/0
5 4 -2 1|3

B ~

B matritsaning ikkinchi ustunini 3 ga ko’paytiramiz va birinchi ustundan
ayiramiz, hamda ikkinchi ustunni to’rtinchi ustunga qo’shamiz. Natijada uchinchi
satrda ikkinchi ustundan boshga barchasida nollarni hosil gilamiz. U holda ikkinchi
usutunning qolgan barcha elementlarini nolga aylantirish oson.

Quyidagiga ega bo’lamiz

-5 0 -3 2|4

6 0 3 -3|1
B ~

0 1 0 00

-7 0 -2 53

Endi ikkinchi satrni birinchi va to’rtinchiga qo’shamiz, so’ngra hosil bo’lgan

matritsada birinchi ustunni to’rtinchi bilan qo’shamiz:

1 0 0 0]5

6 0 3 3|1
B ~

0 1 0 0]0

-1 01 14

Bu matritsaning uchinchi ustunini unga teng bo’lgan to’rtinchi ustundan
ayiramiz va birinchi ustunga qo’shamiz Hosil qilingan birinchi ustunni 5 ga

ko’paytiramiz va beshinchi ustundan ayiramiz:

1 000 O 1 00 0|0
5~ 9 0 3 0/-4 1000 0|1
01 00| O 010 0|0
0 01 0| 4 0 01 0]0
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rangA=3, rangB=4 ekanligini hosil qildik, bundan rangd# rangB, ya’ni
berilgan tenglamalar sistemasi birgalikda emas. <«
1.6. Chizigli algebraik tenglamalarni yechishning Kramer qoidasi

Agar ChATS uchun m=n va det4#0 bo’lsa, u holda X; (i=1,..., n) noma’lumlarni

hisoblash uchun quyidagi Kramer formulalari o’rinlidir

x, = 2o (1.19)

Bu yerda A, =det A, AV esa A, -da i-chi ustunni berilgan matritsaning ozod
hadlardan iborat ustunga almashtirishdan hosil bo’lgan n-chi tartibli determinantdir.
1.18- Misol. Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari yordamida yeching
2%, — X, —3X; =3
3X, +4X, —5X; =—8

2X, + X5 =17
» Az ni hisoblaymiz
2 -1 -3
A, =detA=|3 4 -5=56-18+20+21=79
0o 2 7

Az da birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarni ketma-ket ozod hadlar ustuni bilan

almashtirib, quyidagilarni hosil gilamiz

3o AY 395
AV=l-8 4 -5=305, x="3-"P_g
17 2 7 B T
2 3 -3 0 s
AD=[3 —8 —5=_158, XZ:AA—%-%:—z,
0 17 7 3
2 13 ® 237
AY =3 4 -8=237, x3=A—3=—=3<
0 2 17 A 79
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1.7. Noma’lumlarni ketma-ket yo’qotishning Jordan-Gauss usuli.

Agar ChATS ning asosiy matritsasi 4 »<n rangga ega bo’lsa, u holda bu

sistemaning kengaytirilgan matritsasi B ni har doim elementar almashtirishlar

yordamida satrlari va ustunlarini o’rinlashtirib, quyidagi ko’rinishga keltirishimiz

mumkin:
_l é élr élr+l é.ln 61 |
0 1 é.Zr ;12r+1 élzn b;
OO ......... 1a+1 a : o
0 0 O 0-- 0 |b,
_00 ......... 00 ....... 6 b;m—

(1.20) matritsa berilgan sistemaga ekvivalent bo’lgan sistemaning kengaytirilgan

matritsasi bo’ladi (ya’ni berilgan sistema bilan bir xil yechimga ega bo’ladi:

X, + 812 X, + -+ +aur X, +81rs1 X, ; +o-+8m X, =b1

X, + -+ +8ar X, +82r11 X,,; +---+ 820 X, =D2

............................................................

Xr +é.rr+1 Xr+1 +"'+é.rn Xn == E)r
~ (1.21)

0 = br+1

O = Bm

Agar b_,,...,b sonlaridan hech bo’lmaganda bittasi noldan farqli bo’lsa, u holda

(1.21) va (1.14) lar birgalikda bo’lmaydi va aksincha b =..=b =0 bo’lsa, sistema

birgalikda bo’ladi, (1.21) sistemadan X,Xr.1,...,x2,X; bazis noma’lumlarni Xy, ...,Xp,
ozod noma’lumlar orqali ketma-ket ifodalash mumkin. Agar r-n bo’lsa, bu

sistemaning yechimi yagona bo’ladi.
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1.19-Misol. Jordan-Gaussning ketma-ket yo’qotish usuli yordamida berilgan
sistemaning birgalikda ekanligini tekshiring, birgalikda bo’lgan holda yeching

2%, +3X, +11x, +5x, =2

X, + X, + 5%, + 2x, =1

3%, +3X, +9%; +5x, = -2
2%, + X, + 3X; +2X, =-3

X, + X, + 3X; +4X, =-3
» Kengaytirilgan B matritsani tuzamiz va satrlar ustida zarur elementar

almashtirishlarni bajaramiz

2 3 11 5] 2 1 1 5 2| 1
11 5 2|1 1 1 3 4|-3
B=|{3 3 9 5|-2|~|2 3 11 5| 2|~
2 1 3 2|-3 2 1 3 2|-3
11 3 4|-3] |33 9 5[-2
1 1 5 21| 11 5 2] 1]
0O 0 -2 2|-4 01 1 110
Yo 1 1 1|lo|-lo o 1 -1|2]-
20—1—7—2—5 00 0 -7|7
0 0 -6 -1/-5| |0 0 -6 -1|-5]

1 1 5 1] [1 1 5 2| 1]
011 1| 0 01 1 1|0
~/l0 01 -1| 2|~|0 0 1 -1|2
0 00 1|-1 0 00 1|
0 00 -7 7] [0 00 0O ]|

Oxirgi matritsa yordamida berilgan sistemaga mos keluvchi yangi algebraik
tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi

X, + X, +9%X; +2X, =1

X, + X3+ X, =0

Xg+ X, =2

X, =-1
Bundan, pastdan yugoriga harakatlanib, ketma-ket topamiz

X, ==1 X;=2+X,=2-1=1 X, =—X;—X, =-1+1=0,
X, =1-X, =5%; —2X, =1-5+2=-2,
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Shunday qilib, berilgan sistema birgalikda va uning yechimi yagona ekanligi
kelib chigadi (r=n=4).Tekshirish yordamida topilgan yechimning to’g’riligiga ishonch
hosil gilish mumkin <

1.20—Misol. Jordan-Gauss usuli yordamida berilgan sistema ikki parametrga
bog’liq cheksiz ko’p echimga ega ekanligini ko’rsating va bu yechimlarni toping

X; +2X, + X3+ X, =5
Xo+ Xg+ X, =3
X, + X, =2
» Kengaytirilgan B matritsani tuzamiz va satrlarning elementar almashtirishlari

yordamida rangA va rangB larni topamiz:

i 1 21 1|5 1 2 1 1|5 1 2 1 1|5
B:{A‘B}z 0111/3~01 1 13 |~/01 1 1|3
1 10 0|2 0O -1 -1 -1|-3 0 00 0fO0

Ko’rinib turibdiki, rangA = rangB=2<n=4. Shuning uchun sistema birgalikda va
ikkita parametrga bog’liq ( n-r =4-2=2) cheksiz ko’p yechimga ega.
Berilgan B matritsaga ekvivalent bo’lgan oxirgi matritsaga, berilgan sistemaga

ekvivalent

X, +2X, + X3+ X, =5
X, + X3+ X, =3

: . 1 2 . . . .
sistema mos keladi AZ:‘O 1‘=1¢0 bo’lganligi sababli bazis noma’lumlar

sifatida x, va x, ni olamiz, x, va X, larni ozod noma’lumlar (parametrlar) deb gabul
gilamiz. U holda oxirgi sistemaning ikkinchi tenglamasidan quyidagini hosil gilamiz:
X, =3—X;—X, Bu ifodani birinchi tenglamaga qo’yib x; ni topamiz
X, =5-2@-%X; = X,) —X; — X, =—1+X; + X, 4

| z 0 h. Bazis noma’lumlar sifatida X, ,X,, yoki x,,X,, yoki X, X;, yoki X, X,

larni gabul gilishimiz mumkin edi, ammo x;,x, larni gabul gila olmaymiz, chunki
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ularning oldilaridagi koeffitsiyntlardan tuzilgan determinant nolga teng Ui j=0],

shuning uchun X, va x4 larni x; va x; orqali ifodalab bo’lmaydi.

1.8. Xos sonlar va bazis yechimlar

Ba’zi hollarda chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining o’ng tamoni
noma’lumlarga bog’liq bo’lishi mumkin, ya’ni masalan B=AX . U holda (1.15) o’rniga
AX= X yoki (A-AE)X=0 (1.22)
bir jinsli tenglamalar sistemasi hosil bo’lib, xosmas matritsa (det(A—AE)#0)
uchun yagona nol yechimga ega. Bu yerda (1.22) ning mazmuniga ¢’tibor qilsak, A
matritsa AE diagonal matritsaga almashayotganligi ma’lum bo’ladi. Ikkinchi tomondan
A aniqglanishi zarur bo’lgan noma’lum miqdor. (1.22) noldan fargli yechimga ega
bo’lishi uchun,
det(A—1E)=0 (1.23)
sharti bajarilishi zarur. (1.23) shartdan n noma’lumli tenglamalar sistemasi ucun,
quyidagi n tartibli xarakteristik tenglama hosil bo’ladi:
AV LAY+ LAY e + L A+, =0 (1.24)
bu yerda I, I, ... , I, Xarakteristik tenglamaning koefitsientlari,

( 11 =a11 +a22+"'+ann,

.............................. (1.25)
{ a,; a, a,
I — a21 a22 a2n
n
\ Ay Ay e a,,

Xarakteristik tenglamaning yechimlari A,,1,,... ,A4, matritsaning xoslik
shartidan aniglanganligi ucun, xos sonlar deb ataladi. Xos sonlar aniqlanqandan so’ng,

ularga mos keluvchi X ustun — matritsa xos yoki basis noma’lumlar aniglanadi.
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2 -1 0
1.21-Misol. Berilgan A=|-1 1 -1| matritsaning xos sonlari va Xos
0 -1 2

funksiyalari aniglansin. » Ushbu matritsaning xoslik sharti (1.23)

2-14 -1 0
-1 1-2 -1|=0.
0 -1 2-2

Orgali xos sonlarini aniglash ucun quyidagi xarakteristik tenglamadan

~A*+542-62=0, A(1-3)(A1-2)=0.
A4 =0, 4, =3, 43 =2 yechimlarni hosil gilamiz. Bu yerda 4 =0 ligidan A xos
matritsa (det(A)=0) ekanligi kelib chigadi. Ushbu xos sonlarga mos xo0s noma’lumlarni
topamiz:

A =3 x0s son uchin « ={ay,ay, a3} vektorning koordinatalari

—20y + a5 +3a3 =0, 1

o +20,+ 05 =0, tenglamalar sistemaning yecimlari o =| -1 | ga ega

3oy +ay, — 203 =0. 1
bo’lamiz.

A, =6 xos son uchin A vektorning koordinatalari

5+, +30; =0, 1
Bi— P>+ B3=0,  tenglamalar sistemaning yecimlari £ =|2 | gaega
36+, 5 =0. .

bo’lamiz.

A3 =—2 xos son uchin y vektorning koordinatalari

3y1+ ¥, +3y3=0, -1

n+7y,+y3=0, tenglamalar sistemaning yecimlari y =| 0 |gaega

3]/1+]/2 +37/3:0. 1
bo’lamiz. <
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1.9. Ko’phadlarni ko’paytuvchilarga ajratish

Yugorida A — xos sonlarni aniglash uchin A ga nisbatan ko’phad ko’rinishidagi
(1.24) xarakteristik tenglamani hosil gilib, hususiy hollarda yechimlarni aniglagagan
edik. Lekin hamma vaqt ham xarakteristik tenglama haqiqiy yechimga ega bo’Imasligi
mumkin. Masalan A%*+1=0 tenglama 1,,,=+i (i=V—1 — mavhum son) kompleks
yechimga ega bo’ladi.Kompleks son umumiy holda c=a+bi korinishida yoziladi. Bu
yerda a kompleks sonning hagigiy, b— mavhum gismidir.

Umumiy holda x ga nisbatan n tartibli ko’phad

P,(x) = apx™ + ap_1x" 1 +a,_,x™% + - +ayx+ag (1.25)
berilqan bo’lsin. Bu yerda a,,—ko’phad koefitsientlari, n — ko’phad darajasi.

1799 vyilda birinchi marta buyk nemis olimi Gauss tomonidan isbotlangan
Algebraning asosiy teoremasi:

Apx™ + ap_1x" 1 +a,_,x"? + +a;x+a,=0 (1.26)
tenglama hech bo’Imaganda bitta hagiqiy yoki komleks yechimga ega bo’ladi.

Bezu teoremasi:

P,(x) = a,x™ +a,_1x" ' +a,_,x"% +- +a;x+a, kophad x-c ga
bo’linganda qoldiq berilgan ko’phadning B,(c) giymatiga teng:

Po(x) = (x = ¢) Qu-1(x) + P, (),

bu yerda Q,,_;(x) —bo’linma n-1 darajali ko’phad. Agar c (1,25) ning yechimi bo’lsa,
u holda ko’phad ko’paytuvchilarga ajraladi: P,(x) = (x — ¢) Q,—1 (x).

Kvadrat uch hadni ko’paytuvchilarga ajratamiz:

ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x3),

bu yerda x;, x,—kvadrat tenglama yechimlari.
1.22-Misol. Kvadrat uch hadni ko’paytuvchilarga ajrating:

>

a) P,(x) = 4x%-5x + 1, kvadrat tenglamlarnia yechimi x; = 1,x, = i demak
4x?-5x +1=4(x — D(x —7)
b) P,(x) = x? + x + 1, kvadrat tenglamlarnia yechimi
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X1 = —l+\/—§i,x2 = —l—ﬁi,
2 2 2 2
demak x2 +x+1= (x+§—§i)(x+%+§i)<
Yugori tartibli ko’phadlarni ko’paytuvchilarga ajratish uchin Bezu teoremasidan
foydalanib tartibini pasaytiramiz. Ko’phadning koefistentlari butin sonlardan iborat
bo’lsa, ozod had bo’luvchilari ichidan yechimni izlash usulidan foydalanishimiz
mumkin.
1.23-Misol. P,(x) = x* + 3x3 —x? — 9x — 18 ko’phadni ko’paytuvchilarga
ajrating:
» Ozod had 18 ning bo’luvchilari +1, £2, +3, +6, £9, +18 ichidan X ning o’rniga
qo’yib ko’rish natijasida x; = 2,x, = —3 ko’phadni nolga aylantiruvchi yechimlarni
aniqlaymiz. Berilgan ko’phadni guruhlash natijasida

Py(x) = x* +3x3-x? —9x — 18=(x-2)( x> + 5x% 4+ 9x + 9)
=(x-2)(x+3) (x% + 2x + 3) «
Ko’phadning bosh koefitsienti 1 dan fargli bolgan bo’lgan hollarda
o’zgaruvchilarni almashtirish usuli yordamida ushbu koefitsientni 1 keltirish mumkin.
1.24-Misol. P;(x) = 2x3 + 19x2 + 41x + 15 ko’phadni ko’paytuvchilarga
ajrating:
» Ko’phadni 4 ga ko’paytirib y=2x belgilash kiritsak

4P;(x) = (2x)® +19(2x)? +822x+ 60 =y3 +19y% + 82y + 60 = Q;3(y)

Agar hosil bo’lgan ko’phad butin yechimga ega bo’lsa, ozod handing
bo’luvchilari £1, £2, £3, £4, £5, £6, £10, £12, £15, +20, +£30, £60 dan biri, ya’ni y=-5

yoki x = — g yechim bo’ladi. Berilgan ko’phadni x + g ikkihadga bo’lamiz.

203 +19x% +41x +15 |x +2
2x3 + 5x?
14x% + 41x + 15 [2x% + 14x + 6
“14x? + 35x
_ bx+15
6x+15
0
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5
2x3 +19x% +41x + 15 = (x +§) (2x% + 14x +6) = 2x + 5)(x? + 7x + 3)

Kvadrat uch handing ildizlarini aniglab quyidagi ifodani hosil gilamiz
5
2x3 +19x% +41x + 15 = (x +§) (2x%2 +14x+6) =
7 \/37) < 7 \/37)
x — —

(2X+5)(X+E—T +2+ >

Mashglar.
1. Agar
0 01 1
3 1 -5
a) A=|1 2 4} b) A= 0 3 1 -7 polsa, berilgan A matritsaga teskari
2 7 6 1
3 2 -1
12 2 1

matritsa A™ ni toping.
3. Asosiy matritsa A va kengaytirilgan matritsa B ni bilgan holda ularga mos
keluvchi chizigli tenglamalar sistemasini yozing va uning birgalikda emasligini

Kroneker-Kapelli teoremasi yordamida ko’rsating

3 -1 1 6

1 -1 1 -2 1 1 -5 1 12

a) A= 1 -1 2 -1| B=|A|2]|, b) A=|2 4 0| B=|A|-6
5 -5 8 -7 2 1 3 3
5 0 4 19

4. Kroneker- Kapelli teoremasi yordamida sistemaning birgalikda ekanligini

ko’rsating, sistemani matritsa ko’rinishida yozing va uni matritsa usulida eching:

2X, — X, =-1 4%, +2X,— X%, = 0
) X +2X, X =-2 b) < X, +2x,+X%X, = 1
X, + X3 =2 X, =X =—3

5.  Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usulida eching:

3%, — 2%, + X3 — X, =0, 4X, +2X, — 3%, +2X, =3,
a) 3% —2%— X+ X, =0, D) <2x +3X, — 2%, +3X, =2,
X, — X, +2%X; +5X%, =0; 3%, +2X, —3%; + 4%, =1.
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6

3
7
15
11

2

2) A=

1)A{1 ~3 2 | matritsaga teskari matritsa A™ ni toping.
1
3 5
— bo’lsa, elementar almashtirishlar yordamida A matritsaning
5]

8
rangini toping va biror bazisli minorini ko’rsating.
1.10. Dekart koordinatalari sistemasi

Tekislikda o°zaro perpendikulyar bo‘lgan ikkita to‘g‘ri chizigni: Ox — gorizontal
va Oy — vertikal o‘gni belgilaymiz. Bu o‘qlar uchun masshtab birligi (uzunligi 1 ga
teng kesma) ni tanlab olamiz. Natijada Ox, Oy koordinata o‘glariidan iborat Dekart
koordinatalar sistemasi hosil bo‘ladi. Koordinata o’qlarining kesishgan O nugta
koordinata boshini belgilaydi.

Dekart koordinata tekisligidagi ixtiyoriy M nugtaning joylashish holatini
aniglash uchun ushbu nuqtadan absissa va ordinata o‘qlariga perpendikulyar
tushiramiz. Bu perpendikulyarlar koordinata o‘qlaridan mos ravishda ikkita kesma
ajratadi. Agar kesmalar Ox o‘qining o‘ng, Oy o‘qining yuqori gismlarida joylashsa
kesmalarning oxirlari "+", aks holda "-" ishora gabul giladi va ular mos ravishda x va 'y

orgali belgilanadi. Odatda, x, M nugtaning absissasi, y esa ordinatasi, X vay birgalikda
M nugtaning koordinatalarini aniglaydi. M nuqta koordinatalar orgali M (X, y) kabi
yoziladi.Masalan, A(3,2), B(-13), C(-L-1)nugtalarning  tekislikdagi

tasvirlari 3—rasmda ko‘rsatilgan

N Eslatma  Absissa o 'gida
B "™ -3 joylashgan barcha nugtalarning
T A ordinatalari,  ordinata o 'qida
: joylashgan barcha nugtalarning
—li 0 3 d absissalari nol bo ‘ladi
C-r-1

1.1-rasm.
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1.11. Vektorlar va ular ustida algebraik amallar

Ko‘pchilik fizik kattaliklar, masalan uzunlik, shakl yuzasi, xajm, jism massasi
bitta qiymat bilan to‘la aniglanadi. Bunday kattaliklar skalyarlar deb ataladi. Boshga
fizik Kkattaliklar, masalan kuch, tezlik, tezlanish uchun giymatining o‘zi etarli emas,
ular uchun yo‘nalishni ham e’tiborga olishga to‘g‘ri keladi. Ya’ni ular kattalik va
yo‘nalish orqali beriladi.Tabiatda shamol yo‘nalish va tezlikka ega bo’ladi. Masalan,
shimoliy-sharq yo‘nalishida 20 km/soat tezlik bilan shamol esadi. Bunday kattaliklar
vektorlar deb ataladi.

Bu paragrafda 2 va 3 o‘Ichovli vektorlar, ular ustida arifmetik amallar, ularning
geometrik talqini, asosiy xossalari o‘rganiladi.

1.14- Ta’rif. Yo’naltirilgan kesma vektor deb ataladi.

Agar vektorning boshi A nugtada bo’lib, uchi (oxiri) B nugtada bo’lsa, uni AB

kabi belgilanadi. VVektorning boshi va uchi (oxiri) ko’rsatilmasdan, uzinligi orgali ham

uni ifodalash mumkin, ya’ni lotin alfavitining kichik harflari a, b, T lar bilan

belgilanadi. Chizmada vektorning yo’nalishi strelka orgali tasvirlanadi (1.2-rasm).

1.2-rasm. 1.3-rasm.

Bitta to‘g‘ri chiziqda yo‘ki parallel to‘g‘ri chiziglarda yo‘tuvchi vektorlar
kollinear vektorlar deb ataladi.
Bir xil uzunlik va bir xil yo‘nalishga ega bo‘lgan vektorlar ekvivalent yo‘ki

teng vektorlar deb ataladi.( 1.3-rasm)

Bir tekislikda joylashgan ixtiyoriy uchta vektorlar komplanar vektorlar deyiladi.
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Biror AB vektorga garama-garshi yo’nalgan vektorni BA kabi belgilanadi. Agar

vektorning boshi va oxiri ustma-ust tushadigan A4 bo’lsa, uni nol-vektor deb atalib, 0
kabi belgilanadi. Mazkur vektorning yo’nalishi noaniq bo’lib, unga ixtiyoriy

yo’nalishni berish mumkin.

Vektorning moduli yoki uzunligi uniga mos kesmaning uzunligiga teng. AB va
@ vektorlarning modullarini mos ravishda | AB| va | @'| kabi belgilanadi.

1.3-rasmda o’zaro teng vektorlar juftligi AB va CD, E’vaFtasvirlangan
AB=CD va @=5h. Vektorlarning tengligi ta’rifidan, ularning uzinliklarini
o’zgartirmasdan parallel qilib ko’chirish mumkinligi kelib chigadi. Vektorlarning

ustida ularni songa ko paytirish hamda ularni go’shish kabi chizigli amallari

aniglangan. Biror @’ vektorning o0 songa ko’paytmasi deb, b=aa@ kabi vektorga

aytiladi va uning moduli |a| - | @’| bo’ladi, agar a>0 bo’lsa, uning yo’nalishi bilan bir

xil, agar a<0 bo’ladigan bo’lsa, a’ vektorga garama-garshi yo’nalishda bo’ladi.
Vektorlarni ikki xil usulda qo’shish mumkin:

—

Uchburchak qoidasiga ko’'ra © va w vektorlarni parallel ko’chirib w
vektorning oxiriga v vektorning boshi mos keltiriladi. w vektorning boshidan v
vektorning oxiriga garab v + w mos qo’yiladi.

Parallelogram qoidasiga ko’ra v va w vektorlarni parallel ko’chirib, boshlari
bir nugtaga keltiriladi va ularning oxirlaridan ushbu vektorlarga o’tkazilgan parallel
chiziglar yordamida parallelogram yasaladi. ¥ va w vektorlarning boshidan

chiggan dioganal ¥ 4+ w vektorlarning yig’indisini aniqlaydi(1.4-rasm).

' y 7
’ []I

S

1.4-rasm.
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1.5-rasmda v —w ayirma tasvirlangan v —w =v + (—w) vektor v, —w

vektorlardan tuzilgan parallelogramning diagonalidan iborat.

Vektorlar arifmetikasi va moduli

Quyida ikki va uch o‘lchovli vektorlarning asosiy xossalarini keltiramiz

1.@+b =b+a (Kommutativlik xossasi). 2. @+0 =0 + a=a’

1.6-rasm.

3.(@+b)+C =b+ (a +¢) (Assosiativlik xossasi). 4. @+(—a) = 0

Vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi

Chekli sondagi @i (i=1, n) vektorlarning yig indisi: @ = »,& = @1+a@+ +ap.
i=1

A; ixtiyoriy sonlar uchin @’=}"A;d; kabi ifodani @’ vektorlarning chizigli

kombinatsiyasi deb yuritiladi. a;=(x;; yi; z;) uchun: E’:(zn:/ll Xi; zn:)u, Vi; zn:,@, Zi).
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1.7-rasm.

>

Agar n dona a; vektorlar uchun > 4 @’ =0 tenglik fagat A;=0 bo’lganda o’rinli

i=1

bo’lsa, u holda a@’; vektorlar chizigli bog’lanmagan bo’ladi.

Ai sonlardan hech bo’lmaganda biri noldan fargli bo’lgan holda n A @i=0 kabi

tenglik o’rinli bo’lsa, u holda a’; vektorlar chizigli bog’langan bo’ladi. Masalan,
ixtiyoriy kollinear vektorlar, uchta komplanar vektorlar hamda uch o’lchovli fazodagi
to’rtta va undan ko’proq vektorlar chizigli bog’langan vektorlardir.

Chzigqli bog’langan u = 1, + U, + U3 vektorning kombinasiyasini tashkil
etuvchi vektorlar Oxyz Dekart koordinatasi o’qlariga mos ravishda kolleniar bo’lsin. U

holda © vektorning uzunligi yoki moduli Pifagor teoremasidan

1) = /|y |2 + i, ]? + |15

ga tengligi kelib chigadi. Moduli birga teng vektor birlik vektor deb ataladi.

1.8-rasm.

Agar Oxyz koordinata sistemasida M;i(X1; Y1; z1) va My(Xo; Y25 Z) nugtalar

berilgan bo’lsa, u holda M; M,=(X>-X1; Yo-Y1; Z>-21), YOKi

|M1M2| = \/(xz —x1)%+ (V2 —y1)? + (2, — 71)?
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1.15-Ta’rif. Fazodagi uchta tartiblangan va o’zaro chizigli bog’lanmagan e, €,
va &3 kabi vektorlarni bazis vektorlar deyiladi.
Fazoda har ganday a” vektorni &, €,, €3 bazis vektorlar bo’yicha yoyib bazis
vektorlarning chizigli kombinatsiyasi shaklida ifodalash mumkin:
a’=a;e’1+aze+aze 3

—

Bu yerdagi aj, a, va a;z lar ey, e, e bazislardagi a vektorning

koordinatalaridir. Agar bazis vektorlar o’zaro perpendikulyar hamda birlik vektorlar

bo’lsa, ularni ortonormallashgan bazis vektorlar deb ataladi. U xildagi bazis

vektorlarni 7', 7" va k deb belgilanadi va gisgacha ortlar deyladi.

Musbat yo’nalishi berilgan biror [ to’g’ri chizigni [ o gi deb yuritiladi

a
\%’
M N |

1.9-rasm.

Biror @ vektorning | o’qdagi proeksiyasi (izi) deb, | a’| bilan @ vektorning [
o’qning mushat yo’nalishi bilan tashkil etgan burchagi ¢ ning kosinusiga bo’lgan
ko’ paytmasiga aytiladi, hamda np;a kabi belgilanadi. Demak, ta’rifga binoan, np,;a
=| @’|-cos ¢ (1.9-rasm)

Chizmadan ko’rinib turibdiki, @ vektorning [ o’qdagi proeksiyasi geometrik

jihatdan MN kesmaning uzunligi bilan xarakterlanadi. Bu yerda, 0 < ¢<m. Xususan,
agar o= %bo’lsa, MN kesma nugtaga aylanadi va np;d = 0 bo’ladi.
1.25-Misol. @ b, vac vektorlar berilgan (1.10 a-rasm). Ularning chizigli
kombinatsiyalari -2a” + %F + 4¢’ ni chizmada tasvirlansin.
» Tekislikda O nugtani ixtiyoriy tanlab, undan -2a’ ni olamiz (1.10 b-rasm)
Uning uchiga %F vektorni qo’yamiz va %F vektorning uchiga 4¢” vektorni qo’yamiz

Agar 0 nugta bilan 4c vektorni birlashtirsak, natijada garalayotgan vektorlarning

chizigli kombinatsiyalari hosil bo’ladi <
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b/3

b -2a+b/3+4c

1.10-rasm. o

1.12. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Biror moddiy jism kattaligi va yo’nalishi o’zgarmas bo’lgan tashqi F kuch
ta’sirida biror P nugtadan Q nuqtaga ko’chsin. Fizika kursidan ma’lumki, bu eyrda
bajarilgan ish A, ‘If ‘ kuch miqdorini ko’chish yuo’nalishi masofasi PQ, hamda ular
orasidagi burchakni kosinusi ko’paytmasiga teng

A:‘ﬁ“@‘cos(liP_Q)
Ushbu goida asosida aniglanuvchi skalyar kattaliklar texnikaning turli soxalarida
uchraganligi sababli, vektorlarning skalyar ko’paytmasi tushuncha kiritilgan.
1.16-Ta’rif. Berilgan ikkita @’ va b vektorlarning skalyar ko paytmasi
@ b=|al|b]-cos(@b),
ko’rinishida aniglanadi, bu erda (@b ) burchak, @ va b vektorlar yo’nalishidagi
kichik burchak bo’lib, u har doim 0 < (E”‘F) < r kabi bo’ladi.

Skalyar ko’paytmaning asosiy xossalari:

—_ —

1) a@b=b-a, 4) @b=l@| prgb=|b|pr; @;
2) (@)b=r@-b)=a (\b); 5 aa=|al;
3) a(+s)=ab+a -5 6) @b=0=alb

Yuqoridagi Xossalardan foydalanib o’zaro ortogonal T L7 Lk va birlik

vektorlar uchun 7 =7 j=k k=1, 7 =7 k=Fk 7=0 natijalarni hosil
gilamiz. U holda, agar
E’=ali)+a2f+a3§=(a1;a2;a3) , szli)"'bg]_)"'bgz = (bl,bz,bg) (127)
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bo’lsa,

—

a ‘FZ albl + agbg + a3b3, (128)

Hamda |@’|=y/a? + a,? + a32, |F|=\/b12 + b,® + b3* kelib chigadi.

Agar a =(a”0x), B = (a”0y), y =(a"0z) vaa = (Xi; Y1; Z1)= X1l + YyJ + zll_c),

ortonormallashgan vektorlar hossasiga ko’ra quyidagi formulalar o’rinli bo’ladi:

v ak

X1
COS = —=———CO0S ,8— /= e cosy=

@'l x2+y.2+2,2 | Vx2+y.2+2,2

cos’ a + cos’ B + cos’y =1

la’ | X12+Yy12+242 '

bu yerda cos a, cos f va cosy lar @ vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari

deb yuritiladi. Agar kosinuslar teoremasini qo‘llasak
L =2 . -2 .
|d —b| =ldl*>+|b| —2ldl|b|coso
skalyar ko’paytma uchun qo’shimcha quydagi natijaga kelishimiz mumkin:
S 1 N —,2 > —,2 I 1 5 —,2 > —,2
|dl|b|cosd = 5(|a|2 +|b| —|d - b ) yokid-b = E(lal2 +|b| —|d — b )
-2
|d|> = a? + a + a% |b| = b} + b2+ b?
L =2
|a - b| = (a; — by)* + (ap — by)* + (a3 — b3)?

O‘rniga olib borib qo‘ysak, d@-b = a;b; + a,b, + asbs Kelib chigadi.

Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan ikki vektor orasidagi burchak kosinusining

Sl

formulasi kelib chigadi  cos(a™b) = Igl X

1.26-Misol. Agar moddiy jism Fi=(3; -4; 5), F,=(2; 1; -4) va F3=(-1; 6; 2)
kuchlar ta’siri ostida My(4;2;-3) nugtadan My(7; 4; 1) nuqtaga to’g’ri chizigli

=l

harakatida teng ta’sir qiluvchi F kuchning bajargan ishi hisoblansin

> F=F,+F,+F3=(43;3) hamda M;M, = S = (3;2;4) bo’lganligi

— —

uchunA=F-§S ==43+32+34=30 4

1.13. Vektorlarning vektor ko‘paytmasi

Agar uchta @, b, ¢ kabi tartibdagi nokomplanar vektorlar bitta O nuqtaga

qo’yilib, ¢ vektorning uchidan garalganda a” vektordan b vektorgacha bo’lgan
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eng qisqa burilish soat strelkasiga teskari yo’nalishda bo’ladigan bo’lsa, @, b, T
vektorlar o’ng sistema tashkil etadigan vektorlar, aks holda chap sistema tashkil

etadigan vektorlar deb ataladi (1.11 a va b rasmlar)

Agar @=(a;;a,a3), b= (bibysbs) lar uchin  vektor ko’paytmasini

ifodalaydigan vektorning koordinatalari quyidagicha aniglanadi:

—
- -

o e (7 P S
b, b, bs

Vektor ko’paytma yordamida, biror A nugtada biriktirilgan jismning
ixtiyoriy B nugtasiga go'vilgan F kuchning aylanma momenti M ni hisoblash
mumkin, ya’ni: M=A4B xF (1.13 — rasm).

a b

1.11-rasm.
c=axh “
F
1.12-rasm. 1.13—-rasm.
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Ortlar uchun vektor ko‘paytmalarni ko‘rib chiqamiz:
Txi=-k kxj=-0, Txk=-J.
1.27-Misol. Berilgan A(-1, 2, 4) nuqtaga qo’yilgan F =(3, 2, 1) kuchning
koordinata boshi O ga nisbatan aylanma momenti M ning koordinatalari topilsin:

— —_ — i)
> M=04xF = |_1
3

(-6,13,-8) <

N DN~y
_ s X
1

Vektor ko paytmaning asosiy xo0ssalarini sanab o’tamiz:

Naxb=- b xad) 2)0@)xb=Ma@xb)=ax (\b);

Tx (b+T)=a xb+a xc; NaTxb=0=alb;

5) Vektor ko paytmaning moduli a’ va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning

yuziga teng, ya’'ni: [@ x b | =S (1.12 — rasmga garalsin.)

1.14. Vektorlarning aralash ko‘paytmasi

Uchta @, b va ¢ vektorlarning aralash ko paytmasi, @xb ) ¢ kabi

skalyar migdorga aytiladi.

1.18-Ta’rif. Fazoda berilgan uch o‘Ichovli @, b va ¢ vektorlar uchun (@ X b )-¢
ko‘paytma uch vektorning aralash ko‘paytmasi deb ataladi va uch vektor

komponentalaridan tuzilgan matritsaning determinantiga teng:

a; 4a, das
(@xb)¢=|b by b3 (1.30)
i € C3

(1.30) formulani o’rinli ekanligi (1.27)-(1.29) formulalardan kelib chigadi.
1.28-Misol. @ = (1, 3, 1), b = (-2, 4, -1) va ¢ = (2, 4, -6) vektorlar

berilgan. Ushbu vektorlarning komplanar yoki nokomplanar ekanliklari aniglanib,
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agar nokomplanar vektorlar bo’lsa, ularning o’ng sistema yoki chap sistema tashkil

etishlari ko’rsatilsin hamda ularga qurilgan parallelopipedning hajmi hisoblansin.

1 3 1
»a bc = [-2 4 —1|=-78 ekanligidan ko’rinib turibdiki, vektorlar
2 4 -6

nokomplanar bo’lib, chap sistema tashkil etadi hamda V=78 ga teng. <

Ko‘p hollarda vektorlarni geometriya, fizika va texnikada qo‘llashda
berilgan ikki vektorga pependikulyar bo‘lgan vektorni topish masalasi uchraydi Bu
bo‘limda biz shu vektorlarni ganday topish mumkinligini ko‘rsatamiz.

Aralash ko ’paytma quyidagi xossalarga ega:
1) (@b )-c=a- (b X7).

=7

Shuning uchun aralash ko’paytmani @’ b ¢ kabi belgilash mumkin.
@bc=bca=cab=-bac=-cba=-ach,
3) Aralash ko’paytma, geometrik jihatdan shu vektorlarga qurilgan
parallelopipedning hajmiga teng, ya’ni: @b ¢ = + V. Bu erda, agar @,b, ¢
vektorlar o’ng sistema tashkil etsalar “+” ishora olinib, agar chap sistemaga

bo’ysunsalar “-”” ishora olinadi (1.23 — rasmga garalsin).

Na-bc=0ea,b,c lar komplanar vektorlar;

Skalyar va vektor ko ‘paytma orasidagi bog ‘lanishlar.
Bizga fazoda uch o‘Ichovli #, ¥ vaw vektorlar berilgan bo‘lsin.
1) u- (U xv)=0 uxvvektor bilan u ortogonal.
2) v- (U xv)=0 uxvvektorbilan v ortogonal.

3) |u x v|? = |u|?|¥|?> — (i - ¥)? Lagranj tengligi.

1) va 2) formulalar ckalyar va vektor ko‘paytmalarning xossalaridan
o’rinli ekanligi kelib chigadi. Lagranj tengligi: |u x 7| = |u|?|9]|? — (U - ¥)? =
|14|?|9|? — |U|?|¥|?cos?0 =|ul?|¥|?(1 — cos?0) =|u|?|¥|*sin?0).»

1.29-Misol. Berilgan A(-1, 2, 4) nuqtaga qo’yilgan F =(3,2,1) kuchning

koordinata boshi 0 ga nisbatan aylanma momenti M ning koordinatalari topilsin:

49



> M=0AxF = |-1 2 4|=(6,13,-8). «
3 2 1
1.30-Misol. @’=(2;-1; 8), e'1=(1; 2; 3), e»,=(1; -1; -2) va e’3=(1; -6; 0) kabi

vektorlar 7, 7, k_ortonormallashgan bazis vektorlarda berilgan. Ulardan keyingi
uchtasi bazis vektorlar ekanligi isbotlanib, @ vektorning shu bazisdagi
koordinatalari aniglansin.

» Agar e, €, va é; vektorlarning koordinatalaridan tuzilgan determinant
nolga teng bo’lmasa, e’1,e»,e’3 vektorlar chizigli bog’lanmagan bo’lib, ular bazis

vektorlardir, ya’ni:

1 2 3
A=11 -1 =2|=-1940.
1 -6 0

Demak, garalayotgan &, &, va é; vektorlar bazis vektorlardir.

a’ vektorning é,, é,, €3 bazislardagi koordinatalarini x, y, z deb belgilaymiz
U holda: @’ = (x; y; z) = Xe'; + ye’» + ze'3 Masalaning shartiga binoan,a” =27 -7
+ 8k, 8,=U+2]'+3k , &,=U'-] -2k ,8s=U'-6]"bo’lgangi uchun, vektorlarning tenglik

shartidan foydalanib, 20— +8k =(x+y+z) T+(2x-y-62) J’+(3x-2y) k_ni yozamiz Bu

x+y+z=2
{2x—y—6z=—1}
3x -2y =8
kabi sistema hosil bo’ladi Uning yechimi: x=2;y=-1;z=1

Demak: a'=2é—e,+e’s=(2; -1; 1). «

tenglikdan esa

Nazorat savollari
1. Determinant tushunchasi va ularning xossalari.
2. Yugori tartibli determinantlar, ularni hisoblash goidalari.
3. Matritsa va ular usitida amallar. Minor va algebraik to’ldiruvchi.
4. Chizigli tenlamalar sistemasini yechishning Kramer, Gauss va teskari

matritsa usuli.
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5. Vektorlar va ular ustida amallar.
6. Vektorlarning skalyar ko’paytmasi va uning xossalari.
7. Vektorlarning vektor ko’paytmasi va uning xossalari.

8. Vektorlarning aralash ko’paytmasi va uning xossalari.

Mashglar.

1. Uchburchakli SABC piramidada SA =@, SE =b va SC = ¢ bo’lib,
agar ABC uchburchak massasining markazi 0 nuqtada bo’lsa, u holda SO vektor
aniglansin.

2. Biror vektorlar bazisida a’=(1,1,2), €, =(2, 2, -1), €, = (0, 4, 8), €5 = (-
1, -1, 3) kabi vektorlar berilgan bo’lsa, €, €, va €3 vektorlar, vektorlar bazisini
tashkil etishliklarini tekshirib, bu bazisdagi a’ vektorning koordinatalari aniglansin.

3. Agar AB =¢, BC =@ va CA = b vektorlar ABC uchburchakning
tomonlarini tashkil etsalar, uchburchakning medianalari bilan ustma-ust tushadigan
AM, BN va CR vektorlami @, b va ¢ vektorlar orgali ifodalansin,

4.  Asoslarining uzunliklari AD = 4 va BC = 2 bo’lgan ABCD to’g’ri
burchakli trapetsiyada 2D = 45° bo’lsa, AD, AB, BC va AC vektorlarning CD
vektor bilan berilgan [ 0’qdagi proektsiyalari topilsin.

5. ABCD parallelogramning ikkita uchi A(2,-3,-5) va B(-1,3,2)
nugtalarda bo’lib, uning diagonallarining kesishish nuqtasi E(4, -1, 7) nuqtada
bo’lsa, uning qolgan ikki uchining koordinitalari topilsin .

6. Agar ¢ = (@"b) = 2?” bo’lib, |@’|=3, |b|=4 bo’lsa, quyidagilar
hisoblansin: @2, B2, (@+b)?, (@-b)?, (3d-2b) (d@+2b).

7. Jismga ta’sir etayotgan kuch F, |F| = 15, uni 0’z yo’nalishiga® = 60°
burchak ostida 4 m masofaga siljitsa, natijada bajarilgan ish miqdori aniglansin.

8.  Moddiy jism, F= (54,3) kuch ta’sirida C = (2,1,—2) vektorning
boshidan uchiga tomon ko’chgan bo’lsa, u kuchning bajargan ishi A ni hamda F
kuchning yo’nalishi bilan siljish yo’nalishlari orasidagi ¢ burchak aniglansin.
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9. @ =ol-3]+2kbilanb =7+ 2] - ok vektorlar o ning qanday
qiymatida o’zaro perpendikulyar bo’ladi?

10. Agar a vektor Ox va Oy koordinata o’qlari bilan mos ravishda a=60°
va P=120° burchaklar tashkil etadigan bo’lib, |a’|=2 bo’lsa, @ vektorning
koordinatalari hisoblansin (Javob: a=(1-1,v2) yoki & ={-1-+2)).
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11 BOB. ANALITIK GEOMETRIYA KURSI
2.1. Qutb koordinatalari

Ma’lumki, tekislikdagi OXy Dekart koordinatalari sistemasidagi har ganday

M nugta x va y sonlar orgali aniglandi, ya’ni, M(x,y) (2.1-rasm). Ushbu nugtani
masalan, pz‘m‘ masofa hamda qutb o’qi deb deb ataluvchi Ox o’qining OM

radius vektorning soat strelkasiga teskari yo’nalishda hosil gilgan ¢ burchagi orgali
ham aniglash mumkin. Bu holda M(p,¢) yozuvidan foydalanamiz. Bu yerda, p
masofani qutb radiusi, ¢ ni qutb burchagi, O nugtani esa, qutb deb gabul gilingan.
2.1- rasmga ko’ra M nugtaning x va y Dekart koordinatalari bilan p va ¢ qutb
koordinatalari orasidagi bog’lanish quyidagicha ifodalanadi:

= pCOSQ, >0
X=peose, P (2.1)
y = psing, O0<¢p<2r

yoki mazkur formuladan:

p=+x>+y?  cOsp= sinp=—Y__. (2.2)
X% + Y X2 + Y
A
y
Ms
M, 2 M;
M(y) (M(p,0)) Q S S VR
oli~ x N X Ma M,
2.1-rasm. 2.2-rasm.

2.1-Misol. Qutb koordinatalari bilan berilgan quyidagi nugtalarning o’rinlari
topilsin: M,(2,7/6), M,(137/4), M,(357z/4), M,(257/6), M,(3/2,z/2), M,(4,0)
M, (3,7/4)

» (2.1) formuladan Dekart koordinatalari sistemasida berilgan nuqtalar

quyidagi koordinatalarga ega bo’ladi:
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M, (V31), M{—%,g} M3—(% —%J M, (-+31) Ms(o,g} M, (4,0) va

(%_gJ larni topamiz (2.2-rasm). <«

2.2. Ikki nugta orasidagi masofa

Tekislikda ikki A(X;,3,) va B(x,,)nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu

nuqtalarni tutashtirishdan hosil bo‘lgan AB kesmaning uzunligi d ni topamiz
(2.3-rasm)

N Keltirilgan rasmdan ko‘rinadiki,
Y, - AABC -to‘g‘ri burchakli uchburchak
bo‘lib,
Y- AC=x,-x, CB=y,-y, AB=d

bo‘ladi. Pifagor teoremasiga ko‘ra

d= \/x - =)
(2.3)

Bu ikki nuqgta orasidagi masofani ifodalovchi formuladir. Xususan,

koordinatalar boshi O(0,0)bilan A(X,Y)nugta orasidagi masofa OA =/x* + y°
bo‘ladi.
Masalan, tekislikda A(1,2)vaB(4,6)nuqtalar berilgan bo‘lsin. Ushbu
nugtalar orasidagi masofani topamiz:
d=(4-1 +(6—-2)" =/9+16 =5.

2.2-Misol. Qutb koordinatalarda berilgan iz, (p,,¢,)vaM, (p,,p,)nugtalar

orasidagi masofa topilsin.
»Faraz qilamiz, bu nuqgtalar tekislikda 2.4-rasmda ko‘rsatilgandek

tasvirlansin:
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Keltirilgan rasmdan
MM, =d, OM; = p;, OM, = p,,
LPOM, = ¢,, 2POM, = ¢,

LM, 0M; = @,—¢,

bo‘lishini aniglaymiz.

2.4-rasm.

Endi M,OM, uchburchakni garaylik kosinuslar teoremasiga ko‘ra

d* = pf + p; —2p,p, €0, ~ ;)

ya’ni d =/p? +p: —2p,p,c08(p, — )
(2.4)
bocladi. <«

2.3. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

Tekislikda ikkita A (xl, yl) vaB (x2 ' Vo )nuqtalar berilgan bo‘lib, ularni to‘g‘ri

chizig bilan birlashtirish natijasida AB kesma hosil gilingan va 2 > 0 son ham

berilgan AB kesmada %:,1 shartni ganotlantiruvchi C nugtani aniglash

garalayotgan kesmani berilgan nisbatda bo‘lish deyiladi. lIzlanayotgan C

nuqgtaning koordinatalarini x va 'y deylik:C (X, y) (2.5-rasm).

v A Ravshanki,
AD=x-x, CE=x,—xhamda,
¥
AACDVaACBE lar o‘xshash.
Y
Binobarin AD = AC bo‘ladi
b CE CB
X J—
0 X * Demak, X =A.
X, — X

2.5-rasm.
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Keyingi tenglikda x—x, = Ax, — Ax bo‘lib, undan x:X11+_’;Xz kelib
+

chigadi. Xuddi shunga o‘xshash j = y11+—iy? bo‘lishi topiladi.
+

Shunday qilib, berilganA(xl,yl)vaB(xz,yz)nuqtalarni birlashtirishdan

hosil bo‘lgan kesmani berilgan Ason nisbatda bo‘luvchiC(x, y)nuqtaning

koordinatalari

co A Ay, (2.5)

142 77 142
bo‘ladi. Xususan, C(x,y) nugta AB kesmani teng ikkiga bo‘luvchi nuqta

bo‘lsa,£ _41-1, va C(xy) uchin x=2X"% y = Nt Y2 korinishida
CB 2 2

aniglanadi. Masalan, A(2,9) va B(-4,3) nugtalarni birlashtiruvchi AB kesmani
y) :% nisbatda bo‘luvchi C(x,y) nugtaning koordinatalari

7 7
54 2547.(4) 3 Y53 95437 1
- 7T 12 2

bo‘ladi.
2.4. Tekislikdagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

2.1-Teorema.Tekislikda Oxy Dekart koordinatalari sistemasida har ganday

to’g’ri chiziq, X vay noma’lumlarga nisbatan birinchi darajali
Ax+By+C=0 (2.6)

algebrik tenglama bilan beriladi va aksincha har ganday (2.6) tenglama to’g’ri

chizigni ifodalaydi (bu yerda: A2 + B2 > 0, A, B, C lar haqigiy sonlardir).

«To’g’ri chizigda M,(x,,y,) nugta va ciziqgga perpendikulyar bo’lgan

n = (A,B) to’g’ri chizigning normal vektori berilgan bo’ Isa,to’g’ri chiziqda

yotuvchi M(x,y) nugta uchun MM ={x—x,,y—y,} B vektorgga perpendikulyar

bo’ladi. Perpendikulyarlik sharti n-M,M =0 yoki A(x—x,)+B(y - ,)=0
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Qavislarni ochib va  C=-4x,—-By, belgilash Kkiritsak, yuqordagi

tenglamani (2.6) ko’rinishiga keltirishimiz mumkin. »

Agar (2.6) tenglamada B # 0 bo’lsa, uni

y=kx+ bk =tga) (2.7)

ko’rinishiga keltirish mumkin va u to’g’ri chizigning k  burchak
koeffitsientli tenglamasi deyiladi. Bu yerda, a - to’g’ri chizigning OX o0’qining
musbat yo’nalishi bilan tashkil etgan hamda soat strelkasiga qarshi yo’nalishga ega
burchak bo’lib, to’g’ri chizigning og’ish burchagi deb yuritiladi, b esa, to’g’ri
chizigning Oy o’qidan kesib o’tgan kesmasining giymatini belgilaydigan sondir.

Tekislikdagi to’g’ri chizigning boshqga xildagi tenglamalari ham mavjuddir.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi (2.6) uchin uch holni ko‘ramiz:

1) C=0, bunda tenglama Ax+By=0 ko‘rinishni oladi, bu tenglama
koordinatalar boshidan o‘tgan to‘g‘ri chizigni ifodalaydi. Hagigatdan, x =0,y =0
koordinatalar bu tenglamani ganoatlantiradi.

2) A=0,B+#0, bunda (2.6) By+C=0 ko‘rinishga keladi, bu tenglama X
o‘qiga parallel o‘tadigan to‘g‘ri chizigni ifodalaydi. Hususan, agar C=0 bo‘lsa,
vy =0 hosil bo‘ladi, bu Ox o‘qining tenglamasidir.

3) A=0,B=0, bunda (2.6) Ax+C=0 ko‘rinishga keladi, bu tenglama Oy
o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqdir. Agar C =0 bo‘lsa, bu Oy o‘qining tenglamasidir.

A#0,B#0,C#0 bo‘lsin U holda (2.6) ning ozod hadi C ni tenglikning o‘ng

tomoniga o‘tkazsak va —C ga bo‘lib yuborsak:



Quyidagi belgilashlarni kiritsak: a= —%,b = —% tenglama

ro Y 2.
a+b 1 (2.8)

ko‘rinishga keladi (2.8) ni to‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi deb
ataladi, chunki bu to‘g‘ri chiziq har bir koordinata o‘qlaridan mos ravishda a va b

ga teng kesma ajratadi.

Agar M,(x,,»,) to‘g'ri chiziqning berilgan nugtasi va d={mn} uning
yo’naltiruvchi vektori bo’lsa, ushbu chizigning tenglamasini hosil gilish mumkin.
Agar M(x,y) to‘g‘ri chiziqning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa, d Ba M,M vektorlar
o’zaro parallel bo’ladi. Vektorlarning kollinearlik shartidan

X=X _V=Vo (29)

m n

Usbu tenglama to“g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataladi.

Agar (2.9) da kasrlarni ¢ ga tenglasak,

(2.10)

X =Xx, +mit,
y=y,t+nt,

to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalari deb ataluvchi tenglama hosil
bo’ladi.
Agar to‘g‘ri chizigning ikkita M,(x,,y, ) M,(x,,y,) nugtalari berilgan bo’lsa,

holda a=M M, yo’naltiruvchi vektori bo’ladi, demak qaralayotgan to‘g‘ri

chizigning tenglamasi (2.9) ga asosan

s (2.11)

Xo =X Vo)

Ushbu tenglama ikki nuqtadan o’tuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasi

deyladi.
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2.7-rasm.

/ to‘g‘ri chiziq va uning normali 7z berilgan bo’lsin. Agar «, 1 vektorning
Ox o’qiga og’ish burchagi bo’lsa, u holda 7 vektorning ortifi, = {Cosa,Sina}
bo'ladi va |rig| =1. M(x,y) to‘gri chizigning nugtasi va ON = p bo’Isin. U holda
p=np,OM =|ﬁ|-npﬁO—M = fi o OM = xCos o + ySino..
Bundan
xCosa +YySina—p=0 (2.12)
kelib chigadi. (2.12) to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi deb ataladi.
To’g’ri chizigning umumiy tenglamasini normal ko’rinishga keltirish uchun,

to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi (2.6) ni ++4”> + B* ifodaga bo’lish kerak:
C

+ x* VF =0
VA + B VA + B VA2 + B

va (2.12) tenglamada ozod had manfiy bo’lganligi sababli, oxirgi

tenglamada ham ozod handing ishorasini manfiy qilib tanlab olinadi. +__!

A2+ B?

ifoda normallovchi ko’paytuvchi deb ataladi.

2.5. IKkKki to’ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikda /,:y=kXx+b, Ba /,:y=K,X+b, to‘g‘ri chiziglar berilgan
bo’lsin. Bizga ma’lumki, k, =tga,,k, =tga, va a,,a, mos ravishda ¢,,¢, to‘g‘ri
chiziglarning Ox o’qiga og’ish burchaklari. Ushbu burchaklar musbat yo’nalishga

mos va a,>a, bo’lsa, /,,/, to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak a =«a, —a, bo’lib

ga, —iga, _ k, —k, (213)
l+ga, -tga, 1+k -k,

59

ga =g(a, _al):



kelib chigadi. Agar k =k, bo’lsa, ¢ =0,7, yani /,,(, tog’ri chiziglar
parallel bo’ladi. Agar ¢,,¢, to‘g‘ri chiziglar perpendikulyar, ya’ni « =% bo’lsa, U

holda (2.13) dan 1+, -k, =0 kelib chigadi. Ushbu tenglik to‘g‘ri chiziglarning
perpendikulyarlik sharti deyiladi.
1.  IKKi to’g’ri chiziq tenglamasini birgalikda tekshirish. Ikki 7,7,

to’g’ri chiziglariga mos keluvchi tenglamalaridan tuzilgan

A1x+B,y+Cl =0, (214)
A,x+B,y+C, =0

sistema berilgan bo’lsin. Ushbu sistema yagona yechimga ega bo’lishi

4 B _, shart bajarilishi zarur va vyetarlidir. Ushbu shart 4 .5

4, B,

uchun

2 BZ
tengsizlikka olib keladi. (2.14) ning yagona yechimi ¢,,¢, to’g’ri chiziglarini har
birini ganoatlantiruvchi nuqtaning koordinatasini, ya’ni /,,7, to’g’ri chiziglarning

kesishish nuqtasini aniglaydi.

Agar 4B, bajarilsa, jl:? , bunda ikki hol yuz berishi mumkin:
2 2 2 2
1) 4 _B _¢  shartlar bayarilganda (2.14) cheksiz ko’p yechimga ega
AZ BZ C2

bo’ladi, ya’ni /,,¢, to’g’ri chiziglar ustma-ust tushadi;

2) %:5;&% shartlar bayarilganda (1.34) yechimga ega emas, ya’ni ¢,,/,
2 BZ 2

to’g’ri chiziglar parallel bo’ladi.

2.6. Nuqtadan berilgan to’g’ri chiziqgacha bo’lgan masofa

M,(x,,y,) nugtadan ¢ to’g’ri chiziqgacha bo’lgan d masofani aniglash
uchun, to’g’ri chizigning 7, normalini joylashtiramiz. Agar M, nugta /¢ ga
nisbatan, 7, normalning musbat yunalishi tomonida joylashgan bo’lsa masofa +4,
aks holda —d bo’ladi, ya’ni M, nuqtani ¢/ to’g’ri chiziqdan chetlanishi 5 deb

belgilaymiz.

60



4 y
~ n
Mo
p
N o >
O X
2.8 —rasm.

Chizmadan ko’rinmoqdaki p +6 =np, OM, = x,CoSa + y,Sina , YOKi
S =x,CoSa + y,Sina — p YOKIi d = |x,CoSa + y,Sina— pl (2.15)
2.3-Misol. 3x—5y+15=0 to‘g‘ri chizigning kesmadagi tenglamasini tuzing

» Ozod had 15 ni tenglikning o°‘ng tomoniga o‘tkazib -15 ga bo‘lamiz, u

holda LS +§ = 1. Demak, berilgan to‘g‘ri chiziq x va y o‘qlaridan mos ravishda

a=-5, b=3 kesmalarni ajratar ekan. <

2.4-Misol. ABC uchburchakning uchlari A(4;3); B(—3;—3) va C(2;7)
nugtalarda bo’lsa, a) AB tomon tenglamasi; b) CN balandlik tenglamasi; ¢) AM
mediana tenglamasi; d) AM mediana bilan CN balandlikning tenglamasi kesishish
nuqtasi; e) C uchidan o’tib AB tomonga parallel bo’Igan to’g’ri chiziq tenglamasi;
f) C nugtadan AB tomongacha bo’lgan masofa aniglansin.

»a) AB tomon tenglamasini (2.11) formuludan foydalanib tuzamiz:

x-4 _ y-3
-3-4 -3-3

,  Yoki 6x —7y—3=0;

b) AB tomon tenglamasini y ga nisbatan yechib, AB to’g’ri chizigning
burchak koeffitsiyenti k, =§ ni topamiz AB bilan CH to’g’ri chiziglarning
perpendikulyarlik  shartidan foydalanib (2.13 formulaga qaralsin), CH
balandlikning burchak koeffitsiyenti k, = —g ekanligini aniglaymiz. U holda,
(2.13) tenglamadan foydalanib, CA balandlikning tenglamasini yozamiz:

y =7 =—Z(x — 2), yoki 7x + 6y — 56 = 0;

) BC tomon o’rtasi bo’lgan M (x, y) nugtaning koordinatalari,
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x="22_ loay= % = 2 larni topib, 4 va M nugtalardan o’tuvchi

mediana tenglamasini tuzamiz:

=l => 2 -9y +19=0;
2

N

d) BC bilan CN balandliklarning tenglamalarini birgalikda yechib, ularning
kesishish nuqgtasi bilan N ning koordinatalarini aniglaymiz,

{7x+6y—56=0
2x—9y+19=0

e) C uchdan o’tib AB tomonga parallel bo’lgan to’g’ri chizigning burchak
koeffitsiyentini ham k; = 6/7 bo’ladi. U holda, (2.13) tenglamaga ko’ra hamda C

sistemani yechib N(Z—:,%) ni topamiz;

nuqgtaning koordinatalariga binoan, CD to’g’ri chiziq tenglamasini tuzamiz:
6
y—7=7(x—2), yoki 6x—7y+ 37 =0;

f) C nugtadan AB tomongacha bo’lgan d masofani (2.15) formuladan
|6:2—7-7-3] _ 40
J6Z+(-7)Z V85

Ushbu masalaning yechimi 2.9-rasmda aks ettirilgan. <

foydalanib aniglaymiz:d = |[DH| = ~ 4,4

2.9-rasm.
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2.10-rasm.

2.5-Misol. 2.10-rasm OACD parallelogrammning ikkita uchi
0(0,0) va A(—2,0) nuqtalarda bo’lib, diagonallarining kesishishi nuqtasi B(2, —2)
bo’lsa, parallelogramm tomonlarining tenglamalari yozilsin

» OA tomon tenglamasining y = 0 ekanligi ma’lum B(2, —2) nuqta AD
(28-rasm) diagonalning o’rtasi bo’lganligidan, D (x, y) uchining koordinatalarini
kesmani teng ikkiga bo’lishi formulasidan foydalanib topamiz:

2:—2+x’ —2=0+—y, yoki x =6,y = —4
2 2
Demak, B(6,—4) endi, OA va CD tomonlar parallel bo’lganliklari uchun CD

tomon tenglamasi u = —4 ekanligini topamiz 0D tomon tenglamasi: ZT_;) = _3’4__00 )

yoki 2x + 3y =0 AC tomonning tenglamasini tuzish uchun uning A(-2,0)

nugtadan o’tib, OD tomonga parallel ekanligidan foydalanamiz (2.13 tenglamaga

garalsin), y—0= —%(x+2) yoki 2x +3y+4 =0.<4

Mashglar
1. x =7y =1vax+y = —7 to'gri chiziglar tashkil qgilgan burchak ichidagi
A(1,1) nugtadan o’tuvchi burchak bissektrisasining tenglamasi yozilsin.
2. Agar ABCD parallelogramning AB,BC,CD va DA tomonlari mos ravishda
P(3,0),Q(6,6),R(59)va S(—5,4) nuqtalardan o’tib, diagonallari M (1,6)

nuqtada kesishadigan bo’lsa, uning tomonlarini tenglamalari tuzilsin.
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3.Radiusu R =5 bo’lgan aylanaga 3x+4y—30=0 va 3x—4y+12=0
to’g’ri chiziglar urilib o’tadilar ushbu urinma to’g’ri chiziglar hamda urinish
nuqgtalariga o’tkazilgan aylana radiuslari hosil gilgan to’rtburchakning yuzasi
hisoblansin.

4. OxKvadrat shaklidagi yer maydonining chegarasini saqlanib golgan ustunlar
yordamida tiklash lozim bo’lsin: ulardan biri, maydonning o’rtasida joylashgan,
golgan ikkitasi chegaraning garama-garshi tomonlarida joylashgan. Shuningdek,
markazidagi ustun M;(1,6) nuqtada bo’lib, qolgan ikkitasi esa, A(5,9), va
B(3,0) nuqtalardadir. Maydonning chegarasini ifodalaydigan to’g’ri

chiziglarning tenglamalari tuzilsin.

2.7. Ikkinchi tartibli egri chiziglar. Aylananing umumiy tenglamasi

O‘zgaruvchilarning 2 darajasi gatnashgan tenglamalar ikkinchi tartibli egri

chizigni bildiradi. Umumiy holda uning tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.
AX? +Bxy +Cy? + Dx+ Ey+M =0, (2.16)

bu yerda, A B,C,D,E,M lar o‘zgarmas koeffisientlar bo‘lib, bulardan A B,C

koeffisientlarning kamida bittasi 0 ga teng bo‘lmasligi kerak. (2.16) tenglama

koeffisientlarining giymatiga qarab ganday egri chiziqni tasvirlashini ko‘ramiz.
2.1-Ta’rif. Markaz deb ataluvchi c(,b) nugtadan bir hil R masofada

joylashgan nuqtalarning geometrik o‘rni aylana deb ataladi.

Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasiga asosan
(x—a)® +(y—h)* =R? (2.17)
kelib chigadi.
Qauvslarni ochib bu tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
x? —2ax+a’+y® —2by+b* =R?,
bu tenglamani (2.16) tenglama bilan solishtirib, xy oldidagi koeffisientni yo‘qligini

va x° va y* oldidagi koeffisientlar o‘zaro teng ekanligini ko‘ramiz. Shunday qilib,
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X,y ga nisbatan ikkinchi tartibli umumiy tenglama aylana tenglamasi bo‘lishi uchun
undagi x* va y* qatnashgan hadlar oldidagi koeffisientlar teng va xy ko‘paytma
oldidagi koeffisientlar 0 ga teng bo‘lishi zarur va etarlidir. (2.17) tenglamaga
aylananing umumiy tenglamasi deb ataladi.

Xususan aylananing markazi koordinatalar boshida joylashgan bo‘lsa,

tenglama x*+y*=R*  ko‘rinishga keladi.

2.8. Ellips
2.2-Ta’rif. Ellips deb, fokuslar deb ataluvchi nuqtalargacha bo‘lgan
masofalarining yig‘indisi o‘zgarmas 2a bo‘lgan tekislik nuqtalarining geometrik
o‘rniga aytiladi.
Fokuslarni F,F, deb belgilaymiz, ular orasidagi masofa 2cteng bo‘lsin
Ellipsning ta’rifiga asosan,
EM +F,M =2a (2.18)
Bizga ma’lumki 2a>2c Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tanlab
olgan koordinatalar sistemasida chap fokus F,(-c,0)va o‘ng fokus F,(c,0) , M(x,y)
ixtiyoriy nuqta ellips tenglamasini keltirib chigaramiz
MF, =/(x+c)* +y? MF, =/(x=c)® +V?

(2.18) ga asosan

JX+0)2+y? +4(x—c)* +y? =2a (2.19)
Tenglamani soddalashtirish uchun yuqoridagi ifodani quyidagicha yozamiz:
(x+¢)’ +y* =2a—./(x—c)’ +y’ tenglamani ikkala tomonini kvadratga oshirib

(X+¢)* +y° =4a’ +(x—c)? +y* —4da (x—c)* + Y

va soddalashtirib am =a’-cx, yana kvadratga ko‘tarib soddalashtirsak
(a® —c®)x* +a’y? =a’*(a®* —¢?)
(@® -c®) musbat son, shuning uchun (a®-c*)=b* deb olsak yugoridagi tenglama
quyidagicha ko‘rinishga keladi
LY (2.20)



Oxirgi tenglama ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi. Endi ellipsning
kanonik tenglamasidan foydalanib uning shaklini tekshiramiz. (2.20) tenglamaga
ellipsning x va y ning kvadratlari gatnashadi, shu sababli (x,y) nuqgta ellipsning
nuqtasi bo‘lsa, (+x,+y) nugtalar ham ellipsga tegishli bo’ladi. Demak, ellips
koordinata o°‘qlariga nisbatan simmetrik joylashgan, bundan ellips birinchi

chorakda tekshirilishi yetarli ekanligi kelib chigadi.
y= é /az _xz
a

y haqigiy son bo‘lishi uchun a’*-x*>0 yoki x| <a bo‘lishi kerak.

Koordinata o‘qlari ellipsning simmetriya o‘qlari deyiladi, fokuslar yotgan
simmetriya o‘q ellipsning fokal o‘qi deyiladi. Simmetriya o‘qlarining kesishgan
nuqtasi ellipsning markazi bo’ladi. Ellipsning simmetriya o‘qlari bilan kesishgan
nugtalari uning uchlari deyiladi. 1.35-rasmda A(a,0), A(-a,0), B(0,b), B,(0,—b)
nugtalar ellipsning uchlari AA =2a ellipsning katta o‘qi BB, =2b ellipsning
kichik o‘qi deyiladi (a>b bo‘lishi shart).

Ellipsning ekssentrisiteti. Ellipsning fokuslari orasidagi masofaning uning
katta yarim o‘qi uzunligiga nisbati ellipsning ekssentrisiteti deyiladi va ¢ = 2 deb

belgilanadi 0<¢& <1.

Bizga ma’lumki, c=+a’ —b* bu yerdan g:\/az—bzz\/ b

A
d; B

F1(-c,0)

B

—_—

2.11-rasm.
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Agarda a=b bo‘lsa ellips aylana bo‘lib qoladi va ¢=0 bo‘ladi. Agar b ning
giymati a dan 0 gacha kamaysa, &, 0 dan 1 gacha o‘sib boradi. Shunday qilib,
ellipsning € ekssentrisiteti 0 ga gancha yaqin bo‘lsa ellipsning shakli aylanaga
shuncha yaqin va ekssentrisiteti 1 ga qancha yaqin bo‘lsa u shuncha
ingichkalashadi.

Ellipsning fokal radiuslari. Ellipsning ixtiyoriy nuqgtasidan fokuslargacha

bo‘lgan masofalari ellips nuqtasining fokal radiuslari deyiladi FM va F,M

ellipsdagi M nuqgtaning fokal radiuslaridir, bularni r,va r, deb belgilaymiz:
r,=FM=(x-c)’ +y? r,=F,M=(X+c)*+Y’
fokal radiuslarni kvadratga oshirib, natijalarni ikkinchisidan birinchisini
ayiramiz:
7 —r} =4cx

Agar I+, =2a ekanligini e’tiborga olsak r», —7, = 2% tenglik hosil bo‘ladi,
a

ularni hadlab qo’shsak,

{r1:a+gx (2.21)

r, =a—ex
fokal radiuslar uchin tegishli formulalar hosil bo’ladi.

Ellipsning direktrisalari. Ellipsning direktrisalari deb, uning katta o‘qgiga

perpendikulyar bo‘lgan va markazidan i% masofa uzunligida o‘tadigan ikkita
to‘g‘ri chiziqga aytiladi. Ellips direktrisalarining tenglamalari x=+< x=-4
& &

bo‘ladi Direktrisalari ellipsning a va -a uchlaridan tashqarida joylashgan bo‘ladi,

a
chunki € <1, ;>a, — 2 <-a . Direktrisalar quyidagi xossaga bo‘ysunadi:
&
2.2-Teorema. Ellipsning ixtiyoriy M(x,y) nugtalaridan fokuslarigacha va

direktrisalarigacha bo‘lgan masofaga nisbati & (o‘zgarmas songa) teng
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<4 d, =ML d,=ML, sonlar M nuqtadan direktrisalargacha bo‘lgan

masofa, I, va r, fokal radiuslar, 2.11-rasmdan d, =ML=0D-ON=2 _x=4"%
& &
Demak
7, _a—ex_g,riz_aJrgx_ >
dl_a—ax_ d_a+ex_
& &
2.9. Giperbola

2.3-Ta’rif. Giperbola deb har bir nugtasidan berilgan ikki nugtagacha
(fokuslargacha) masofalarning ayirmasi o‘zgarmas songa teng bo‘lgan tekislik
nugtalarining geometrik o‘rniga aytiladi (2.12-rasm).

Fokuslar orasidagi masofani 2c deb belgilaymiz. Giperbola ta’rifiga asosan,

MF, —MF, =+2a (a)0)

Giperbolaning berilgan koordinata sistemasida tenglamasini keltirib
chigaramiz. Uning uchun F, va F, nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni absissa
o‘qi deb, FF, kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi va bu o‘qga perpendikulyar to‘g‘ri
chizigni ordinata o‘qi deb olamiz M(X,y) nuqta giperbolaning ixtiyoriy nugtasi.

Bizga ma’lumki,

MF, =/(x+c)*+y* , MF, :\/(x—c)2+y2,

demak

\jJ(X+c)2 + 97 —\,I(x—c)2 +y? =+2a

yoki

\j'(x+(:)2 +y° :\j(x—c)2 +y°+2a
Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib, ixchamlashtirgandan

so‘ng, yana bir marta kvadratga ko‘tarib, ¢* —a* =b’ deb belgilasak, giperbolaning

kanonik tenglamasini hosil gilamiz

L A (2.22)

a> b’
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2.12-rasm.

Hosil bo’lgan tenglamani giperbola tegishli nuqtalarining koordinatalarini
ganoatlantiradi. Quyida giperbola ganday egri chiziq bo‘lishini o‘rganamiz.
Tenglamada noma’lum koordinatalarining juft darajasi gatnashadi. Shunga asosan
giperbolaning ikki simmetriya o‘qi mavjud. Bu Ox va Oy o‘qlaridir, simmetriya
o‘qglari giperbolaning o‘qlari deyiladi.

Giperbolaning koordinata o‘qlari bilan kesishish nugqtalarini topish uchun
y=0 desak, x=1a bo‘ladi. x=0 bersak, yzi\/—_b2 bo‘ladi. Demak, giperbola y o‘qi
bilan kesishmaydi. Giperbolaning fokuslari joylashgan Ox o°qi, uning haqiqiy o‘qi
Oy esa mavxum o°‘qi deyiladi.

Giperbolaning asipmtotalari. Giperbolaning tenglamasini y ga nisbatan

yechib, quydagini topamiz:

2 2
y:J_rE\/x2 -a’ :19,{x2(1—a—2) :J_rgxwfl—a—2
a a X a X

bu yerdan x yetarli darajada katta bo‘lganda, ya’ni cheksizga intilganda

1-= birga yaqin bo‘ladi. Demak, giperbola tenglamasidan yetarli katta x lar

b
uchun YZiEX to‘g‘ri chiziglar ko’rinishidagi giperbola asimptotalari
tenglamalari hosil bo’ladi.

Giperbolaning ekssentrisiteti. Fokuslar orasidagi masofa 2c ning 2a ga

nisbati e=§ giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi. Bizga ma’lumki, c)a,
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bundan €)1 ekssentrisiteti giperbolani formasini ifodalaydi c¢®=a*+b® dan

(Ej :(gj -1=¢*-1. Demak ekssentrisiteti kichik bo‘lgan sari giperbolaning

tarmoqlari shuncha sigilgan bo‘ladi € qancha katta bo‘lsa, giperbola tarmoqlari
shuncha yoyiq bo‘ladi.
Giperbolaning direktrisalari. Giperbolaning direktrisalari deb uning

markazidan +2 masofada fokal o‘giga perpendikulyar bo‘lgan ikkita to‘g‘ri

€
chizigga aytiladi. Demak, direktrisa tenglamalari quyidagicha ko‘rinishda bo‘ladi.

a a
X=+- X=-—
€ €

a
Giperbolada €)>1 bo‘lgani sababli g(a bo‘ladi. Giperbolaning

direktrisalari mavxum o‘qga parallel bo‘lib, bu o‘q bilan giperbola uchlari orasida
joylashgan.

Giperbola direktrisalari quyidagi xossaga ega: Giperbolaning ixtiyoriy
nuqgtasidan fokusgacha bo‘lgan masofani, mos direktrisagacha bo‘lgan masofaga
nisbati € ga (0‘zgarmas songa) teng.

Agar nugta giperbolaning chap tarmog‘ida bo‘lsa, u holda bu nugtadan

direktrisagacha bo‘lgan masofa d, -2 _x bo‘ladi. Agar nuqta giperbolaning o‘ng
s

tarmog‘ida bo‘lsa, u holda direktrisagacha bo‘lgan masofa d, -x-2 gateng. Endi
€

r

d—l nisbatni  ko‘ramiz M nugta o‘ng tarmogda bo‘lgan  holda
1

d, a &x—a 1
x_i
&£

n _—ater _e(-ata&) M nugta chap tarmogda bo‘lganda (;—1=a. Demak,

ikkala holda ham ¢ ga teng bo‘ladi.
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2.10. Parabola

2.4-Ta’rif. Parabola deb har bir nugtasidan berilgan nugtagacha
(fokusgacha) va berilgan to‘g‘ri chiziqgacha (direktrisagacha) bo‘lgan masofalari
o‘zaro teng bo‘lgan tekislik nuqtalarining geometrik o‘rniga aytiladi.

Direktrisasidan fokusgacha bo‘lgan masofa p parabola parametri deyiladi.

Parabola tenglamasini keltirib chigarish uchun tekislikdagi koordinata
sistemasini quyidagicha olamiz. Berilgan nuqtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri
chizigqa perpendikulyar to‘g‘ri chizigni absissa 0°‘qi deb, nuqtadan to‘g‘ri chiziqqa
tushirilgan  perpendikulyarning o‘rtasidan o‘tuvchi va absissa o0‘qiga

perpendikulyar o‘gni ordinata o‘qi deb olamiz.

A

A
v
-p/2 0 ( X

2.13-rasm.

Tanlab olingan koordinatalar sistemasida fokus koordinatalari F(%,O),

direktrisaning tenglamasi x =—g va bu to‘g‘ri chiziq Oy o‘qiga parallel. M(x,y)

parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. Parabolaning ta’rifiga asosan

2
P_|[x_P 2
X+ (x 2) +y

Ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib ixchamlashtirsak parabolaning kanonik
tenglamasi hosil bo‘ladi:
y* =2px (2.23)
p masofa ekanligidan, x€ [0; o) va y€ (—oo; ) kelib chigadi.
Parabolaning ekssentrisiteti va direktrisasi Parabolaning ixtiyoriy

nuqtasidan uning fokusgacha bo‘lgan masofani p bilan direktrisasigacha bo‘lgan
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masofani d bilan belgilab, parabola ta’rifidan p=d bundan %:1 shuning uchun

parabola ekssentrisiteti € =1, direktrisa tenglamasi x = —g.

2.6-Misol. A(L0) nugta hamda tenglamasi x=2 bo’lgan chiziq Dekart
koordinatalari sistemasida berilgan. Shunday egri chiziq tenglamasi tuzilsinki,
uning har bir M(x,y) nugtasi: a) berilgan to’g’ri chizigga nisbatan A nuqtaga ikki
marta yagin bo’lsin; b) berilgan to’g’ri chiziqga nisbatan A nuqtadan ikki marta
uzoqda bo’lsin; v) ham to’g’ri chiziqgacha, ham A nuqtagacha bir xil masofalarda
joylashgan bo’lsin.

» a) shart bo’yicha 2MA=MN, hamda N(2,y) bo’lganligidan, quyidagilarni

hosil gilamiz:

2 (x—1) + y? =(x=2)?, 4(x2—2x+1+y2):x2—4x+4, 3x* +4y® —4x =0,

2
X_i

2
AT 2\ e 4 ( 3j y’
3 x —§X+§ +4y =§| 3 X_g +4y :§ ’ T+T:1

9 3
Shunday qilib, ellipsning tenglamasi hosil gilindi. Bu erda A(L0) nugta, o’ng
fokus nugta bilan ustma —ust tushadi, x=2 esa, o’ng direktrisadir.
b ) Shartga binoan, MA=2MN Demak,

Jx=17 +y? =2{/(x—2)* x®—2x+1+y? =4x? —-16x+16,

7N\
b3
|
w |~
N
N

_——15:— y :1.
9 y

3x? —y? —14x+15=0, 3(XZEx+4_9J_ 2_439 ;1

y2
P
3

Bu giperbolaning tenglamasidir A(L0) nuqgta chap fokus bilan ustma-ust

tushadi, x=2 esa, chap direktrisadir.

v ) Shartga binoan, MA=MN . Demak: /(x—1) + y? =/(x—2)?,

X2 —2x+1+y? =x" —4x+4, y*=-2x+3 yoki y° =—2(X—§J.
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Bu esa, parabolaning tenglamasi bo’lib A(0) nugta fokus bilan ustma-ust
tushadi , x=2 direktrisadir. <«

Agar (2.16) umumiy tenglama, ellips yoki giperbola yoki parabolaning
tenglamasini ifodalagan bo’lsa, u holda koordinata o’qlarini koordinata boshi
atrofida tg2a = 2a,,/(a,, —a,,) tenglama orgali aniglanadigan « burchakka burish
hamda bu o’qlarni parallel ko’chirish yordamida har doim yangi koordinatalar
sistemasida ularning kanonik tenglamalarini hosil gilish mumkin bo’ladi.

Agar (2.16) tenglamada a,, =0 bo’lsa, uni kanonik shaklga keltirish yanada
osonlashadi Bu holda, to’la kvadrat ajratish usulidan foydalaniladi.

2.7-Misol. 4x*+9y*+32x-54y+109=0 tenglama bilan berilgan egri chiziq
tenglamasini kanonik shaklga keltirilib, uni chizmada tasvirlansin.

» x vay lar gatnashgan hadlarni to’la kvadratgacha to’ldiramiz :

4(x? +8x+16)+9(y? —6y +9)= 64 +81—-109 = 36,

2 2
4(x+ 4 +9(y—3) =36 yoki (”94) +(y;3) -1

Bu esa, markazi C(-4;3) nugtada bo’lib, katta va kichik yarim o’qlari mos
ravishda a=3 va b=2 bo’lgan ellipsning kanonik tenglamasidir. <

2.8-Misol

a) ellipsning katta yarim o’qi 3 ga teng bo’lib fokus nuqtasi F(\/E,o)bo’lsa;

b) giperbolada mavhum yarim o’q 2 ga teng va F(— \/E,O) bo’lsa;

c) parabolaning direktrisasi x=-3 bo’lsa, mos ravishda ularning kanonik
tenglamalari tuzilsin,

»a) Shartga ko’ra, a=3 va c=+5 bo’lganligi hamda b?=a’-c? dan,

X2 y2
b?=9-5=4 Demak, 3+7:1;

b) Shartga ko’ra, b=2 va c=+13 bo’lib, b?=c?—a?ekanligidan, a?=09.

Demak,



c) Parabolaning tenglamasi y®>=2px hamda uning direktrisasi — =-x

ekanligidan va shartga ko’ra x=-3 yoki p=6 dan, y* =12xkelib chigadi.
2.9 — Misol. Markazi x*+4y?*=4 ellipsning yugori uchida bo’lib, ushbu
ellipsning fokus nugtalaridan o’tuvchi aylananing tenglamasi tuzilsin.
2 2

» Ellipsning kanonik tenglamasi X7+yT:1 bo’lganligidan, a=2 va b=1,

uning yugori uchi A(01) nugtadadir c=+a’-b? =+/4-1=+3 bo’lganligi uchun
fokus nuqtalari Fl(—\/§,0) va FZ(\/§,O) kabidir. Aylananing radiusini ikki nuqta

orasidagi masofani topish formulasidan foydalanib aniglaymiz:

R = |AF, = |AF,| = (£ 3 -0f +(0-1f =2
U holda masala shartiga ko’ra, (x—0) +(y—-1f =22 yoki x*+(y—-1)* =4 Bu
esa tenglamasi tuzilishi lozim bo’lgan aylananing tenglamasidir. <
2.10 - Misol

x =1+ 3cost,
0<t<2r

y =2-2sint
parametrik tenglamalar bilan berilgan egri chiziq chizilsin.

» Egri chzigni aniglash uchun tenglamalar sistemasidan t parametrni

2 2
yo’qotamiz, XT_lzcost, Y=2 _gint. Bundan, (x;l) +(y—42) =1 hosil bo’ladi. <«

Umuman olganda egri chiziglar fagat (2.16) ko’rinishidagi ikkinchi tartibli
tenglamalar bilan ifodalanishi shart emas, balki irratsional tenglamalar ham
bo’lishi mumkin. Ushbu turdagi tgru chiziglarni oson tasvirlash uchun qutb
koordinatalari sistemasidan foydalanish magsadga muvofigligini quyidagi
misollarda ko’rib chiqamiz.

2.11-Misol. (x2 + yz)e’/2 :4(x2 —3y2) tenglama bilan berilgan chizigning qutb
koordinatalardagi tenglamasi yozilsin.

» (2.1) formulaga binoan,
p° =4(p?cos® p—3p?sin® ¢)
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p#0 deb hisoblab, p=4(cos*p—sin? p—2sin? p)=4(cos2p—1+cos2p) yoki
p = 4(2c0s2p—1) ni hosil qilamiz. <
2.12-Misol. p° =8sin’2¢ tenglama bilan berilgan egri chizigning Dekart
koordinatalariga nisbatan tenglama yozilsin.
» sin2p=2sinpcose ekanligidan, p® =32sin®>gpcos’e da sing bilan cose
larni (2.2) formuladagi qiymatlari bilan almashtiramiz:
Loy R U
m . [\/x2 +y? J '[\/xz +y° }

Bundan esa, (x2 + y2)2 =32x’y? ni aniqlaymiz. €

Mashglar
1.  Qutb koordinatalarida berilgan chiziglarni tasvirlab, ularning Dekart

koordinatalaridagi tenglamalari yozilsin:

4
1 =
) P 1-cos¢

(parabola)

2) p =a(l—cosp), (kapoouoa)

3) p=3lp (giperbolik spiral)

4)  p=2¢p, p=@/2) (logarifimik spiral)

5) p=asin3p (uch yaproqli atirgul);

6) p=asin®*2¢ (to’rt yaproqli atirgul).

2. Quyidagi  tenglamalar  bilan  berilgan  chiziqlarning  qutb

koordinatalariga nisbatan tenglamalari yozilib, keyin ularning chizmalari chizilsin:

1) x2+y2=5(,/x +y2—x)
2) xt -yt =2 +y? ) 3) (X +y?f =y

3

3) I -y'= (x2 + y2)2; 5) (x2 + y2)3 = 4x%y°,

75



2.11. Tekislikning umumiy tenglamasi

2.5-Ta’rif. Fazoda Dekart koordinatalari  sistemasidap=PpP(a,b,c,),
Q=0Q(a,b,c,) nugtalardan bir hil masofada joylashgan nuqtalar to‘plami
(nuqtalarining geometrik o‘rni) tekislik deb ataladi.

Fazoda ixtiyorty M =M (x, y,z)nugtani olamiz. Bu nugta bilan berilgan
P(a,,b,,c,) hamda Q(a,,b,,c,) nugtalar orasidagi masofani quyidagi formuladan

foydalanib topamiz:

IMP| =\f(x—a1)2 +(y—Db)? +(Z—Cl)2
|MQ|:\€/(x—a2)2 +(y —Db,)? +(z—cz)2
SHartga ko‘ra  |MP|=|MQ| ya’'ni

J(x=a) +(y=b)* +(z-¢,)" = [(x=2,)" +(y=b)* +(z—¢,)"
Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng qisqa
ko‘paytirish formulasidan foydalanib topamiz:
x> —2ax+a’+y>—2by+b’+2°-2cz+c’ =
=x*—2a,x+a; +y?—2b,y+b’ +2*-2c,z+cC2,
2(a,—a,)x+2(b,—b)y+2(c,—c)z+a; +b’ +c/—a; —b; —c; =0
Agar
A=2(a,-a,),B=2(b,—b),C=2(c,—c,),D=a’+b>+c/ —a; —b; —c;
belgilansa
Ax+By+Cz+D=0 (2.24)
kelib chigadi.
Tekislikning  tenglamasi A, B,C, D sonlarga  (koeffitsientlarga) bog‘liq
bo‘lib, ular yordamida tekislikning fazodagi vaziyati aniqlanadi.
Tekislik tenglamasi (2.24) ning xususiy hollarini garaymiz.
1) (2.24) tenglamadaA=0, B=#0, C=#0, D=0bo‘lsin. U holda

tenglama ushbu
Ax+By+Cz=0
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ko‘rinishga keladi va u koordinatalar boshi O(0,0,0) nugtadan o‘tuvchi
tekislik tenglamasi bo‘ladi.

2) Umumiy tenglamadaA=0, B=0, C=0, D= 0bo‘lsin. U holda Oxy
tekislikdagi Ax+ By+ D =0 to‘g‘ri chiziqgdan o‘tib, Oz o‘qiga parallel bo‘lgan
tekislik tenglamasi hosil bo‘ladi.

3) Umumiy tenglamada A=0, B=0, C =0, D=0 bo‘lsin. U holda Oz

o‘qining_ D nugtasidan o‘tib, Oxy tekislikka parallel bo‘lgan
C

Cz+D=0
tekislik tenglamasi bo‘ladi.
4) (2.24) tenglamada A= 0, B=0, C =0, D =0bo‘Isin. U holda
Ax=0 ya’ni x=0
Oyz koordinatalar tekisligining tenglamasi bo‘ladi.
Tekislikning Kkesmalar bo‘yicha tenglamasi. (2.24) tenglamada
A=0, B0, C=0, D=0bolsin. Demak, tekislik koordinatalar boshidan

o‘tmaydi va koordinata o‘qlari va koordinatalar tekisliklariga parallel bo‘lmaydi.
(2.24) tenglamada ozod had D ni tenglikning o‘ng tomoniga o‘tkazib tenglamani

ikki tomonini - D ga bo‘lamiz. Natijada

AX+By+Cz _1
-D -D -D

Agar 5 _ _% b— _%, c— _g belgilash kiritilsa, unda ushbu

X Yy | Z_
. + 5 + Z_l (225)
tenglama hosil bo‘ladi. Tenglamadagi  @,b,Csonlar sodda geometrik

ma’noga ega. Ular tekislikning koordinatalar o‘qlaridan ajratgan kesmalarning
miqgdorini  bildiradi. Shu sababdan (2.25) tekislikning kesmalar bo‘yicha

tenglamasi deyiladi.
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Masalan, koordinata o‘qlaridan ajratgan
kesmalari a=2, b=3, c=2 bo‘lgan tekislik

tenglamasi X, ¥ . 2 _1
2 3

2

ya’ni 3x+2y+3z —6 =0bo‘ladi.

2.14-rasm
Tekislikning normal tenglamasi. Koordinata boshidan tekislikka
perpendikulyar o‘tkazamiz. Ushbu perpendikulyar tekislikni P nuqtada kesib
o’tadi. OP to‘g‘ri chizigning uzunligini p ga teng bo’lib, ushbu chizigning
Ox,0y,0z o’qglarini musbat yo‘nalishlari bilan tashkil etgan burchaklarni mos

ravishdae, 3, tengdir. (2.15-rasm)

2.15-rasm.

Tekislikdagi to’ri chiziq singari tekislikning normal tenglamasi
X-CoSa+Yy-cosf+z-cosy—p=0 (2.26)

ko’rinishda hosil gilinishi mumkin.,

Uchta nuqta bo’yicha tekislik tenglamasi. Agar tekislik bitta to’g’ri

chiziqda yotmaydigan M;(x;;v;;z;) (i = 1,3) nugqtalaridan o’tadigan bo’lsa, u

holda ularni ixtiyoriy M(x,y,z) nugta olib, uchta komlanar M;M, M;M,, M, M,
vektorlarni hosil gilamiz. Komplanar vektorlar uchun:

X—Xp Y—=V1 Z—Z
Xp=X1 Y2=V1 Z2—Z1{=0 . (2.27)
X3 —=X1 Y3— V1 Z3— 7

munosabat o’rinlidir.
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2.12. Fazoda to‘g‘ri chiziq

Fazodagi to‘g‘ri chizigni ikki tekislikning kesishish nuqtalarning geometrik
o‘rni sifatida garash mumkin.Fazoda dekart koordinatalar sistemasi o‘rnatilgan
bo‘lsin. Bu sistemada ikki 0’zaro kesishuvchi tekisliklarni garaymiz (2.16-rasm)

4 Fazodagi to‘g‘ri chiziq yuqoridagi
z tekisliklarning kesishish nugtalaridan iborat ekan,
ravshanki bunday nuqtalar ushbu

4 J {Aix+ By+Cz+D, =0

5 —
/ Ax+B,y+C,z+D, =0

2.16-rasm.

(2.28)

tenglamalar  sistemasining cheksiz  ko’p

yechimlaridan iborat bo‘ladi

(2.28) sistemaning yechimi quyidagicha topiladi. Noma’lumlardan birini,
masalan z ni biror z=z, giymatini uchin, ushbu

Aix + Bly = _Dl - ClZO (2_29)
A2X+ Bzy:_Dz _szo

B
sistemani ‘Al *| 0 yechimning yagonalik sharti asosida yechib olish
2
mumkin.
‘_Dl - Cle Bl ‘Ai _Dl - Cle
. _Dz _szo Bz . Az _Dz _szo
Xo = ; Yo =
A B A B
A, By A, By

va (XO, Yo ZO) (2.29) sistemaning yechimi bo‘ladi. To‘g‘ri chiziqda ihtiyoriy
M =M (x,y,z)nugtani olamiz.usbu, M=M(xy,z), M,=M(x,y,z) nuqgtalar

to‘g‘ri chizigda yotgani uchun ularning koordinatalari (2.29) sistemani
ganoatlantiradi:
AxX+By+Cz+D, =0 AXx,+ByYy,+Cz,+D, =0
AX+B,y+C,z+D, =0’ AX,+B,y,+C,z,+D, =0
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Sistemalardagi mos tenglamalarini ayirib:

Al(X—XO)+Bl(y—y0)+Cl(Z—zO):0
A, (X—=%) + B, (Y = ¥o) +C,(2-2,) =0

quyidagi munosabatlarni hosil gilamiz:

Bl
BZ

X—X, =1————

‘ A
A,

yoki

kelib chigadi. Agar

Bl
B,

(=

belgilash kiritilsa

Cl C1 'Ai
CZ CZ AZ
B, (z2-12,), y_yo:ﬁ'(z_zo)a
BZ AZ BZ
X=X _ Y=Y _ Z—1,
B1 Cl Cl AI. Aﬁ. Bl
B, G, C, A A B,
Cl’ m = Cl Ai’ n—= Ai Bl
C, C, A A, B,
X=X _ Y=Y _ -1,
l m n

(2.30)

(2.31)

fazodagi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi tenglama

hosil bo’ladi.

Bu yerda MoM=(X-Xo,Y-Y0,2-Zo), d=(l,m,n) vektorlar (1.52)o’zaro

yunaltiruvchi vektori bo’ladi.

2.13-Misol. Ushbu

3X+2y+4z-11=0
2X+y—-3z-1=0

collinear ekanlbklari kelib chigadi, demak, a=(I,m,n) fazodagi to’g’ri chizigning

sistemasi bilan aniglanadigan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi topilsin.

» Avvalo izlanayotgan to‘g‘ri chizigning biror M :M(xo,yo,zo)nuqtasini

topamiz Aytaylik, z, =1 bo‘Isin. U holda berilgan sistema quyidagi

X+2y="7
2X+y=4
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sistemaga keladi. Bu sistemani yechib, X=1,y =2 bo‘lishini topamiz.

Demak, X, =1, Y, =2, Z,=1 bo‘lib, M, =M, (12,1)nuqta to‘g‘ri chiziqqa
tegishli bo‘ladi.Berilgan sistemadan
A =3 B =2 C, =4,
A =2 B,=1C,=-3

bo‘lishini aniglaymiz Unda

-

B, Cl:‘Z 4 __10 C, A_l:‘4 3‘:17’ A 81:3 2
B, C| |1 -3 C, Al |3 2 A B 2 1
bo‘ladi (2.31) formuladan foydalanib, izlanayotgan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi
x-1 y-2 z-1
-10 17 -1
ni topamiz. <«

Fazodagi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasida, tenglikdagi har bir

nisbatni t bilan belgilasak, ushbu

X=X, + 1,
y =Y, +mt (2.32)
Z=17,+nt

ifodalar  kelib chigadi. (2.32) fazodagi to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasi, t parametr deyiladi.

To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasidan ko‘p foydalaniladi. Jumladan,
to‘g‘ri chizigning tekislik bilan kesishish nuqtasini topishda undan foydalaniladi

2.14-Misol. Ushbu

x—2 y—3 z—4%
1 1 2
to‘g‘ri chiziq hamda 2x+y+z-6=0 tekislik berilgan.Ularning kesishish

nuqtasi topilsin.
» To‘g‘ri chizigning tekislik bilan kesishish nugtasi (X,y,z) bo‘lsin. To‘g‘ri
chizig va tekislik tenglamalaridan foydalanib, kesishish nugtasining (x,y,z)
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koordinatalarini topish lozim bo‘ladi. To‘g‘ri izigning parametrik tenglamasini

yozamiz:
x—2_y—3_z—4_t
1 1 2
Unda
x=2+t
y=3+t
z=4+4+2t

bo‘lib bu giymatlarini tekislik tenglamasidagi X,y,z larning o‘rniga qo‘yamiz:
2(2+t)+(3+t)+(4+2t)-6=0
Ushbu tenglamani yechimi t=-1 ekanini topamiz. Undan x=1, y=2, z=2
bo‘lib, kesishish nuqtasi(1, 2, 2)bo‘ladi. «

2.13. Fazodagi tekislik hamda to‘g‘ri chiziqlarning o’zaro joylashishi

Ikki tekislik orasidagi burchak. Ikki tekislik berilgan bo‘lib, ularning

tenglamalari

Ax+By+Cz+D, =0,
Ax+B,y+C,z+D, =0.
bo‘lsin. Bu tekisliklar hosil qilgan qo‘shni ikki yoqli burchaklarda
biri(qo‘shni burchaklar yig‘indisi 7 ga teng bo‘ladi) ikki tekislik orasidagi burchak
deyiladi (2.17-rasm). Bu burchak quyidagi formula bilan topiladi:
AA +BB,+CC,
JA? +B2+C? -\|A2 +BZ +CZ

Cos@ =

/
/

2.17-rasm
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2.15-Misol. Ushbu

X+y=0,
y—z=0

tekisliklar orasidagi burchak topilsin.
» Berilgan tekisliklar uchun A;=1,B,=1,C,=0, A,=0,B,=1,C,=-1, bo‘ladi U
holda
1-04+1-1+0-(-1) 1

Cosg = ==
V12 +12 +0%,J0? +12 +(-1)? 2

bo‘lib, undang = %bo‘lishi kelib chiqadi. <
Ikki tekislikning parallellik hamda perpendikulyarlik shartlari. Agar
ikkita

Ax+By+Cz+D, =0
{A2x+ B,y+C,z+D, =0

B_G
BZ C2

tekisliklar uchun A = shart bajarilsa, u holda tekisliklar o‘zaro

parallel bo‘ladi. Agar bu tekisliklar uchun
AA +BB,+CC,=0
shart bajarilsa, u holda tekisliklar o‘zaro perpendikulyar bo‘ladi.
Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa. Fazoda biror
Ax+By+Cz+D=0

tekislik va bu tekislikda yotmagan M, = M, (xo, Yo Zo)nuqta berilgan bo‘lsin Bu

nuqtadan tekislikka o‘tkazilgan perpendikulyarning uzunligi berilgan nuqtadan

berilgan tekislikkacha masofa deyiladi. U quyidagi formula

_ |Ax, +By, +Cz, + D|
JA? +B? +C?
yordamida topiladi. Masalan, M, = M (3,0,1) nugtadan X—2y+z-1=0

d

tekislikkacha masofa
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d:J13+02)0+11—q_ 3 1

= =—4/6
\/12 +(=2)% +1° J6 2 V6

teng bo‘ladi.

Fazodagi ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi. Aytaylik,
fazoda ikkita M, =M, (x,y,z) M, =M 2(xz, Y2 2) nugqtalar berilgan bo‘lsin,
bu nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagicha

X=X _ Y-y, _2-%

X, =X Yo=Y Z, =4

bo‘ladi.
Fazodagi ikki to‘g‘ri chizigning parallellik hamda perpendikulyalik shartlari
yunaltiruvchi vektorlar orgali tekislikdagi kabi aniglanadi.

Fazodagi ikki to‘gri chiziq orasidagi burchak. Ikkita

X—Xlzy—yl_Z—Zl X—X2:y—y2_Z—22

0 m, n , m, n,

to‘g‘ri chiziglar berilgan bo‘lsin. Fazoda biror nugta olib, undan berilgan

to‘g‘ri chiziqlarga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlarni o‘tkazamiz. Ular orasidagi ¢

burchak berilgan to‘g‘ri chiziglar orasida burchak deyiladi. U ushbu
(-0, +m -m,+n -n,

(2.33)
\jﬁf+mf+n12 -\/€§+m22+n22

COS @ =

formula bilan topiladi.
Fazodagi to‘g‘ri chizig va tekislikning parallellik hamda

perpendiklyarlik shartlari. Aytaylik, fazoda

X=X _Y=Yo _2-2

l m n

to‘g‘ri chiziq hamda
Ax+By+Cz+D=0
tekislik berilgan bo‘lsin. Agar bu to‘g‘ri chiziq va tekislik uchun

A_B_C
0 m n
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shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq tekislikka parallel bo‘ladi. Agar berilgan to‘g‘ri
chiziq va tekislik uchun
Al+Bm+Cn=0
shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq tekislikka perpendikulyar bo‘ladi.
To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak.

Fazoda to‘g‘ri chiziq

X=X _ Y=Yy _2-2

1 m n
hamda Ax+By+Cz+D=0 tekislik A ¢

—_—
’
’

berilgan bo‘lsin (2.18-rasm). Bu to‘g‘ri chiziq

hamda tekislik orasidagi burchak quyidagi
Al+Bm+Cn
\/AZ +B?+C? -\/ﬁz +m? +n®
(2.34)

2.18-rasm

sing =

formula yordamida topiladi.
2.16-Misol. Fazoda M = M (2,3, 4)nuqtadan

X y—-2 z-7

1 3 0

to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa d topilsin.
» Ma’lumki, M (2,3,4)nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi

A(x—2)+B(y—-3)+C(z—-4)=0
ko’rinishda bo‘ladi. Bu tekislik bilan qaralayotgan to‘g‘ri chizigning
perpendikulyar bo‘lishi shartidan foydalanib topamiz:
1-(x—2)+3-(y—3)+0(z-4)=0 = x+3y=11
To‘g‘ri chizigning berilgan tenglamasidan parametrik ko’rinishini topamiz:

X_y=2_z2-7_4 y_¢ y=2+3t, z=7.
1 3 0
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Natijada X+3y =11 tenglama t+3(2+ 3t)= 0 ko‘rinishga kelib, undan
t= %bo‘lishi kelib chiqadi Demak, M (2,3,4)nuqtadan tekislikka tushirilgan

perpendikulyarning asosini ifodalovchi N nugtaning koordinatalari

x:tzi, y:2+3t:31, z =7 .bo‘ladi: N:N(l, 31, 7)
2 2 2 2

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra

2 2
d=|I\/IN|:\/(2—%j +[3—3%} +(4—7)2= %+%+9=E

2

bo‘ladi. «

2.17-Misol. To’rtta A,(4,7,8), A,(—1,13,0), A5(2,4,9), va A,(1,8,9)
nuqtalar berilgan a) A;A,A; tekislikning; b) A;A4, to’g’ri chizigning; c) A;A,A5
tekislikka perpendikulyar bo’lgan A,M to’g’ri chizigning; d) A;A, to’g’ri
chizigga parallel bo’lgan A,N to’g’ri chizigning tenglamalari tuzilsin e) A4,
to’g’ri chiziq bilan A;A,A; tekislik orasidagi burchakning sinusi; f) Oxy
koordinata tekisligi bilan A;A,A; tekislik orasidagi burchakning kosinusi
hisoblansin.

»a) A, A, A5 tekislik tenglamasi (2.27) formula orgali aniglaymiz:
x—4 y—7 z-8
-5 6 -8 | =0,yoki6x —7y—9z4 97 = 0 ni hosil
-2 -3 1
gilamiz;
b) A;A, to’g’ri chizigning tenglamasini yozish uchun berilgan ikki
nugtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi ((2.11) formulaga garalsin) dan

foydalanamiz:

x—4 _y-7 _ zZ-8,

5 -6 8

c) A,M to’g’ri chiziq A; A, A5 tekislikka perpendikulyar bo’lganligi shartiga
binoan, to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori S uchun A A, A tekislik normal
vektori 77 = (6, —7,—9) ni olish mumkin u holda A,M to’g’ri chiziq tenglamasini

(28) ni hisobga olgan holda quyidagicha yozamiz:
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x—1 y—-8 z-9
6 -7 -9’
d A,N to’g’ri chizig A;4, to’g’ri chizigga parallel bo’lganligi bois

ularning yo’naltiruvchi vektorlari s; va s, ni, s; =5, = (5,—6,8) deb yozish
mumkin Natijada, A,N to’g’ri chiziq tenglamasi quyidagicha bo’ladi:
x—1 y-8 z-9
5 —6 8 '’
e) Yugorida keltirilgan (2.34) formulaga binoan:
|16 -5+ (=7) - (—6) + (—9) - 8| 34
JE2+ (=72 + (—9)2/52 + (—6)2 + 82 VI1Vi66
f) (2.33) formulaga binoan:

sing =

.
»~

COSQ — nin; _ 06+0(=7)+1(-9) 9
@ nilnzl  V1-/62+(=7)2+(-9)2 V166

~ —0,7d

2.18-Misol.  Berilgan M(4,3,1)va N(—2,0,—1) nugqtalardan o’tuvchi,
hamda A(1,1,—1) va B(—3,1,0) nuqgtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqga parallel

bo’lgan tekislik tenglamasi tuzilsin.

> AB to’g’ri chiziq tenglamasi “— = 2= = = kabi yoziladi. Tekislik

M (4,3,1) nugtadan o’tganligi uchun uning tenglamasi A(x — 4) + B(y — 3) +
C(z — 1) = 0 kabi bo’ladi. Mazkur tekislik, N(—2,0, —1) nuqgtadan o’tgani uchun
A(-2—4)+ B0 —-3)+C(-1—1) = 0yoki 64+ 3B + 2C = 0 shart o’rinli
bo’ladi. Shuningdek, tekislik AB to’g’ri chiziqga parallel bo’lganligidan, —4A +

6A+3B+2C =0
44— C =0

yechib, C = 44, B = —13—4A ni topamiz. U holda: A(x — 4) — 13—4A(y —3)+

0B + 1C = 0 yoki 44 — C = 0 shart bajariladi { sistemani

4A(z—1) = 0vabu yerda A # 0 ekanligini nazarda tutib, 3(x — 4) —
14(y —3)+12(z—1) = 0 yoki 3x — 14y + 12z + 18 = 0 ni topamiz. <
2.19-Misol. M, (6, —4,—2) nugtaning x + y + z — 3 = 0 tekislikka nisbhatan
simmetrik bo’lgan M, (x5, y,, z,) nuqgtasining koordinatalari topilsin.
» M, va M, nuqtalardan o’tib, berilgan tekislikka perpendikulyar bo’lgan
to’g’ri chizigning parametrik tenglamalarini yozib olamiz: x =6+t; y=—-4+

+t; t=—24+t. Bu to’g’ri chiziq bilan berilgan tekislikning tenglamalarini
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birgalikda yechib, t = 1 va u orqali, M; M, to’g’ri chizigning berilgan tekislikning
kesishish nuqgtasi M(7,—3,—1) ni aniglaymiz. Ushbu aniglangan nuqta, M;M,

kesmaning o’rtasidagi nugta bo’lganligi sababli, 7 = 222, —3 = #
1= _22”2 ni yozish mumkin (2.5 - formulaga garang) va undan esa, M,

nuqgtaning koordinatalari x, = 8; y, = —2 va z, = 0 larni aniglaymiz. €

Mashqglar

=3z—4 , .. . _
3 _yHl_z g {x “ to’g’ri chiziglarning kesishish

y=z+2
nuqtasi A topilsin.

2. Berilgan P(7,9,7) nugtadan 964;2 = 3/3;1 = gto’g’ri chiziggacha bo’lgan
masofa topilsin .

3. Uchlari A(4,1,-2),B(2,0,0) va C(—2,3,-5) nuqtalardagi
uchburchakning B uchidan qarama-garshi tomonga tushirilgan balandlik
tenglamasi tuzilsin .

4, Qirrasining uzunligi 1  bo’lgan kubning uchidan, shu uchidan
o’tmaydigan diagonaligacha bo’Igan masofa aniglansin. .

5. x=x0+It, y=y,+mt, z=12z,+nt to’g’ri chiziq orgali o’tib,
Ax + By + Cz + D = 0 tekislikka perpendikulyar bo’lgan tekislikning tenglamasi

X—=Xo Y—Yo Z— 2
quyidagicha bo’lishi isbotlansin : [ m n =0
A B C

2.14. Ikkinchi tartibli sirt tushunchasi. Sfera.

Fazodagi Dekart koordinatalar sistemasidax, y, zlarga nisbatan biror

QX A,y 52 +280,XY + 28,7 + 22, X2 + 23, X+23,Y +28,2+3,=0  (2.35)

tenglamani ganoatlantiradigan nuqtalar to‘plami ikkinchi tartibli sirt deyiladi

Bu tenglamadagi a,, a,,, a,,,a;,, 8,5, 8, koeffitsientlardan hech bo‘lmasa bittasi noldan

farqli bo‘lganda sfera, ellipsoid, giperboloid, silindrik sirt, konus sirt yoki bir
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gancha aylanma sirtlarni ifodalash mumkin, shuningdek bu tenglama yordamida
ikki tengsizliklar oilasi, nuqta, to‘g‘ri chiziq va hatto bo‘sh to‘plamlarni ham
aniglash mumkin Biz bu bobda eng sodda (aylanma sirtlar) sferalar, konuslar,
silindrlar, ellipsoidlar, giperboloidlar, paraboloidlar va giperbolik paraboloidlar
bilan tanishamiz.

2.6-Ta’rif. Fazoda berilgan nugtadan teng masofada yotgan nugtalarning

geometrik o‘rnidan tashkil topgan sirt sfera deyiladi

2.19-rasm.

Sfera tenglamasini tuzish uchun fazodaO,(x, Y;,Z) nugta olaylik, undan teng

masofada yotgan nugtalar umumiy holdam(x,y,z) va masofa R bo‘lsin U holda

ta’rifga ko‘ra, 2.19-rasmdan:|OM|=R yoKi \/(x— x)+(y-y) +(z-2)° =R
(X=%,)* +(y-y,)* +(z-2,)* =R (2.36)
sferaning (kanonik) tenglamasi deyiladi.
Agar sfera markazi koordinatalar markazi bilan ustma-ust tushsa uning
tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi(x, =y, =z =0)
x> +y*+2°=R* . (2.37)

2.15. Ikkinchi tartibli sirtlarning kanonik tenglamalari

Sferaning Oxyz koordinata sistemasining bosi O(0,0,0) va O1(X1,Y1,21)
nuqgtalardagi tenglamalari (2.36) va (2.37) solistirish natijasida X=x-X;, Y=y-y;,
Z=1z-z, almashtirish natijasida tenglamalar ustma ust tushishini aniglaymiz. Bundan
koordinata sistemasi parallel ko’chirish va koordinata o’qlarini biror qo’zg’almas
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nugta atrofida burish yordamida ikkincyi tartibli umumiy tenglamasi (2.35) ni
sirtlarning kanonik tenglamalaridan biriga kelnirish mumkinligi kelib chigadi.
Yangi Oxyz koordinata sistemasiga koordinata o’qlarini koordinata boshiga

nisbatan ma’lum burchaklarga burib o’tamiz:

X=X'Cosay +Yy'Cos B +2'cos yy, (2.38)
y =X'cosa, + y'cos S, + 2'coS 5,
Z =X'C0Saxz + Y'COS f3 + 2'COS 3.

Hosil bo’lgan (2.38) ifodalarni (2.35) X', Xz, y'z'ko’paytmalar oldida
qatnashgan koefisiyentlar nolga tenglab olib qo’ysak, quyidagi tenglamani hosil
gilamiz:

X+ A,y'% + 2g7'% + 280X + 23y +28]7 +8, =0 (2.39)
bu yerda 4y, 4,, 43 quydagi xarakteristik tenglamadan aniglanadi:

a1 — A ajo a3
&y ap-4  ay [=0. (2.40)
a3 ay3 g3 — 4

Xos sonlarga mos Kkelivchi mos keluvchi burchaklar esa, quydagi
sistemaning yechimi tarzida aniglanadi.
(841 — 4;)COS @ + 84, COS B + &3 €0Sy; =0,
ay, C0S e +(89y — 4;)COS f5; + B930S 7 =0, (2.41)
a3 C0S @ +8,53C0S f3; +(agz — 4 )cosy; =0, ie[13].
U holda (2.39) xarakteristik tenglamani quydagi ko’rinishga Keltirish

mumkin

2 2 2
al Y a
;tl(x'+—1 + | Y +2 | + 44 '+ | =D,
A A A3
22 g2 g2
1 22 4 ;; . Yangi O'XYZ koordinata sistemasini

A A

X = x’+%, Y = y’+ﬁ, z-7+3 belgilashlar asosida kiritsak

Bu yerda D=-ay+
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MXZ+ Y2+ 252°=D (2.42)
tenglamani hosil gilamiz.
l. M#0, 4 #0, A3#0 bo’lgan holni ko’rib chiqamiz. Bu yerda
quydagi holatlar bo’lishi mumkin:
1) Agar 4, A, A3, D bir xil ishoraga ega bo’lsa va

D 2 D 2 D ..
a _Z’ b _Z’ C :Z’ belgilash kiritsak, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt

2.20 — rasm.

2) Agar 4, 4, A4 bir xil ishoraga ega bo’lib, D teskari ishoraga ega

2 2 2
Z

bo’lsa, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt bo’sh to’plam ¥+b_2+c_2:_1

(mavxum ellipisoid) deyiladi;
3) Agar 4, 4, D bir xil ishoraga ega bo’lib, A;teskari ishoraga ega

X2 2 ZZ

bo’lsa, (2.35) tenglamaga mos Kkeluvchi sirt —2+§—C—2=1 bir pallali

[<B)

giperboloid deyiladi (2.21 - rasm);
2.20-Misol. x? + 5y2 +722+ 2Xy +6XZ + +2yz —2Xx+6Y + 22 =0 sirt kanonik

ko’rinishga keltirilsin chizmasi yasalsin.
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» Berilgan sirtning x> +5y? + 22 + 2xy + 6xz + 2yz kvadratik formasiga mos

keluvchi matritsani hosil gilamiz

Mopnoeor
3nNnAuMnc

2.21-rasm.
Ushbu matritsaning xos sonlarini aniglash ucun xarakteristik
tenglamadan
1-4 1 3
1 5-4 1 |=0.
3 1 1-2
MH =3, 4 =6, A3 =-2yechimlarni hosil gilamiz.
Ushbu xos sonlarga mos xos vektorlarni topamiz:

A =3 xos son uchin « vektorning koordinatalari

204 +ay + 3053 =0, 1

oy +2a,+a3=0, tenglamalar sistemaning yechimlari a=|-1| ega

3oy +ay — 203 =0. 1
bo’lamiz.

A, =6 xos son uchin A vektorning koordinatalari
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—S5B,+ B> +353 =0, 1

Br—Po+ B3=0, tenglamalar sistemaning yechimlari g=|2| ega
36, + 3, —5/ =0. 1
bo’lamiz.

A3 =—2 xos son uchin « vektorning koordinatalari

3]/1+]/2 +37/3 :0, -1
yn+7y,+y3=0, tenglamalar sistemaning yechimlari y=| 0 |ega
3y1+72+373=0. 1
bo’lamiz.
Bu vyerda(e,)=1-1-1-2+1-1=0, (a,7)=-1-1-1-0+1-1=0,

(ﬂ,y):—l-1—2-0+1-1:0 ekanligidan, xos vektorlar o’zaro ortogonal ekanligi

kelib chigadi. «, B, y vektorlarni uzinliklarini aniglaymiz:
o] =12+ (-1)% +22 =3, 8| =1 42
\y\z\/(—l)z +02+1% =2.

Demak, ortnormallashgan bazislar vektorlarini

1 1 1
\/§ \/6 _T
2
1 oy R -
ARG ;
1 1 —=
= —= 2
G) &
ko’rinishda aniglanadi va OXyz sistemasiga o’tish matritsasi
11 1
NN,
1 2
S=|l-— 2 0
NERN
1 1 1
36 2



1

1, , 1, 1 ., 2
X'+ — 2y y=—-+-=x'+—4=VY"
N N N SN N

. Hosil bo’lgan ifodalarni boshlang’ich tenglamaga

ko’rinishga ega bo’ladi. Demak, x =

z—lx’+1y'+1z
BE
qo’yib va ixchamlashtiramiz

6 , 12, 4

Ne

3x2% + 6y'2 —27'% -

va to’la kvadratlarni ajratib olamiz.

?.-[x’2 —%x’+(%)j—l+ G{y'2 +%y'+[i6j2}_1_

yoki

koordinatalar sistemasida

B

bir pallali giperbaloidning tenglamasi hosil bo’ladi. Sirtning chizmasi quyida

keltirilgan. ( 2.22-rasm)

2.22-rasm.
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4)  Agar 4, 4, bir xil ishoraga ega bo’lib, A3, D teskari ishoraga ega

X2 yZ ZZ

bo’lsa, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt ?JFF__Z:_l ikki pallali

C

giperboloid deyiladi( 2.23-rasm);

2.23-rasm.

5 Agar 4, 4, A bir xil ishoraga ega bo’lib, D=0 bo’lsa, (2.39)
O(0;0;0) koordinata boshini aniglaydi;

6) Fazoda yo‘naltiruvchi deb atalgan L - chizigni kesib o‘tuvchi va
berilgan P-nuqtadan o‘tuvchi barcha ( to‘g‘ri chiziglardan hosil bo‘lgan sirt
konus sirt deb ataladi (2.24-rasm)

Agar 44, 4,, bir xil ishoraga ega bo’lib, A3 ,teskari ishoraga ega bo’lib, D

2 2 2

Z
=0 bo’lsa, =z +d — =0 konus sirt hosil bo’ladi;

b c

2.24-rasm.
Faras gilamiz 4, #0, 4, #0, 43=0. U holda
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! 2 !/ 2
z{m%) +/12(y’+%j =—2a§(z'—22,], (2.43)
3

2 2
Bu yerda D:—a0+ai+a—2.Yangi O'XYZ koordinata sistemasini

X = x’+%, Y = y’+ﬁ, Z= z’—gl belgilashlar asosida kiritsak

A 283
MWXZ 4 ApY 2 =2a47 (2.44)
tenglamani hosil gilamiz.Quydagi holatlar bo’lishi mumkin:
1)  Agark, 4, —2a; bir xil ishoraga ega bo’lsa, (2.35) tenglamaga mos
2 2

keluvchi sirt¥+§ =2pz  elliptic paraboloid deyiladi(2.25-rasm);

2.25-rasm.
2)  Agar 4, —2a; bir xil ishoraga ega bo’lib, A,teskari ishoraga ega
X2 2
bo’lsa, (2.35) tenglamaga mos keluvchi sirt g—ﬁ=2p2 giperbolik paraboloid
deyiladi(2.26-rasm);

2.26-rasm.
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Silindrik sirttlar. Faras gilamiz 4%0, 42 #0 43=0 23=0  holda

, 2 , 2
ﬂl[x’+%j +ﬂ,2[y’+%j -D. (2.45)
i 12

Bu yerda D=-aj+ +%.Yangi O'XYZ  koordinata sistemasini

X = x’+ﬁ, Y = y’+%, belgilashlar asosida kiritsak

AXP+AY?=D (2.46)
tenglamani hosil gilamiz.

Quydagi holatlar bo’lishi mumkin:

2.27-rasm.
1) Agar 4, 4, D bir xil ishoraga ega bo’lsa, (2.35) tenglama

XZ
—2+y— =1 elliptik silindirni aniglaydi(2.27-rasm);

2
2

QD
O

Agar 4, D, bir xil ishoraga ega bo’lib, A,teskari ishoraga ega bo’lsa,

2 2

(2.35) tenglama¥—§=1 giperbolik silindirni aniglaydi (2.28-rasm);

2.28-rasm.
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2) Agar 4, A4,, bir xil ishoraga ega bo’lib, D teskari ishoraga ega
bo’lsa, (2.35) tenglama mavxum elliptik silindirni;

3) Agar 4, 4, birxil ishoraga ega bo’lib, D =0 bo’lsa, (2.35) Oz o’qini
aniqglaydi;

4)  Agar 4 bir xil ishoraga ega bo’lib, A, ,teskari ishoraga ega bo’lib, D
=0 bo’lsa, (2.35) ikkita kesishuvchi tekisliklarni aniglaydi;

2 Agar 4#0, 4, =0, 43=0, a3=0bo’lsa u holda (2.43) qyedagi
ko’rinishga keladi:

N2
ﬂ{x#%j =—2a'2(y'—22,j (2.47)
2

!2 !
bu yerda D=-a, +z211 .Yangi O'XYZ koordinata sistemasini X =x’+%,

Y = y’—ir, Z=17',, belgilashlar asosida Kiritsak
a

X% =—2aY (2.48)

a
X*=2py, p=-—= parabolik silindr tenglamasi tenglamasi hosil bo’ladi

A
(2.29-rasm).

2.29-rasm
3  Agar 4#0, 4,=0, 43=0, a3=0, a5 =0 bo’lsa u holda (2.43)

qyidagi ko’rinishga keladi

2
) -D (2.49)



!2 !
bu yerda D =-a, +ail . Yangi O'XYZ koordinata sistemasini X = x’+ﬁ,

Y=y, Z=12, belgilashlar asosida kiritsak

M4X%=D (2.50)
Quydagi holatlar bo’lishi mumkin:

1) Agar % >0 bo’lsa, (2.35) parallel tekisliklar jufti bo’ladi;

2) Agar %< 0 bo’lsa, (2.35) mavxum parallel tekisliklar jufti bo’ladi;

3)  Agar D=0 bo’lsa, (2.35) Oyz koordinata tekisligini aniglaydi.

2.16. Silindrik va sferik koordinatalar

P € R3 nugtaning (x, v, z) koordinatalrini tasvirlshni davom ettirib, silindrik
koordinatalarni muomilaga kiritamiz.

Buning uchun P nugtaning xy tekislikdagi P’ ortoganal
proeksiyasining (x,y) koordinatalarini uning (r,8) qutb koordinatalri bilan
almashtiramiz z koordinataning o’zini olamiz P nuqtaning silindrik koordinatalrini
(r, 6, t) orqali belgilasak, u holda

x=r1rcosf, y=rsinf, z=t
silindrik koordinatalardan Dekart koordinatalariga o’tish formulasini hosil
qgildik Bu holda 6 burchak 27 aniglikgacha olinadi va (—m, ] oraligdan olinadi
Dekart koordinatalaridan silindrik koordinatalariga o’tish qutb koordinatalari

singari bo’lib, fagat t = z qo’shiladi (2.30-rasm, chap).

(r,,0) sferik koordinatalar quyidagicha aniglanadi r = \/x2 + y2 + z2
koordinata P nuqtadan koordinatalar boshigacha bo’lgan masofa, 0z o’qning
musbat yo’nalishi bilan O va P nuqtalardan o’tuvchi nur orasidagi burchakni ¢
orgali belgilaymiz, Ox o’qning musbat yo’nalishi bilan P nugtaning Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi bo’lgan P’ nuqta hamda koordinatalar boshidan o’tuvchi
nur orasidagi burchakni 6 orgali belgilaymiz. Ushbu munosabatlar 2.30-Rasm
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(o’ng)da yorqin tasvirlangan. Geografiyadagi terminlarga ko’ra sferada 8-uzoqlik,
@-kenglikni aniglaydi.
Shuning uchun P nuqgtaning Dekart koordinatalriga (r,¢,8) sferik
koordinatalardan
X =r-sing-cosH,
y=r-sing-sinb,
Z=7T"C0SQ

tengliklar orqali o’tiladi.

A

s P = (x,y,2) 4 » P = (x,y,2)

2.30-rasm.

Teskari almashtirish burchaklarga chegara qo’yib osongina o’tiladi. ¢
burchakni  uzunlikdagi intervalda, masalan [0, ] intervalda o’zgarsa, 6 burchak
2r uzunlikdagi, masalan ikki o’lchovlidagi singari 6 € (—m, ] intervalda
o’zgaradi.

2.20-misol. X* —2y® +47° +2x-12y-82-3=0 tenglamani kanonik
ko’rinishga Kkeltirib, mazkur tenglama bilan berilgan sirtning turi, xossalari hamda
uning Oxyz koordinatalar sistemasiga nisbatan joylashganligi aniglansin.

» Tenglama tarkibidagi x, y, z larga nisbatan hadlarda to’la kvadratlar

ajratib, quyidagini hosil gilamiz:

(2 +2x+1-1)+ 2(y? + 6y +9-9)+ 42 22 +1-1)-3=0,

(x+1) —2(y +3)* +4(z-1)* =3+1-18+4 =-10,
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(x+1)* (y+3) s (z-1) 1
10 5 5

2

Agar x'=x+1, y'=y+3 va z'=z-1 formulalar orgali koordinata o’qlarini
parallel ko’chiriladigan bo’lsa, yangi sistemaning koordinata boshi 0'(-1-31)

nugtada bo’lib, sirtning kanonik tenglamasi

2 g2 e
St
2
ko’rinishda yoziladi Mazkur tenglamadan ko’rinmoqdaki, garalayotgan sirt
ikKi
pallali giperboloid bo’lib, u yangi O'y' o’q bo’yicha cho’zinchoq hamda
uning markazi O'(-1-31) nugtada bo’lar ekan (a=410,b=.5, c=~/52 )(2.31-
rasm). «
Yugorida sanab o’tilgan barcha sirtlarning shakllari va xossalarini parallel
kesimlar usuli yordamida aniglash mumkin bo’ladi. Mazkur usulda sirtlarni

koordinata tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesiladi, so’ngra, kesimlardagi

chiziglar orqgali sirtning shakli va xossalari hagidagi ma’lumotlar hosil gilinadi.
A A

z' z

PN

P ey

AT il
i

o N }y'

2.31-rasm.

v

v

2 2 2
2.21-Misol. Bir pallali giperboloid :—6+VT—%=1 ning shakli va xossalari

aniglanib, uning chizmasi chizilsin.

» Sirtni, tenglamasi z =h bo’lgan gorizontal tekisliklar bilan kesamiz
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tenglamalar sistemasidan ko’rish mumkinki, bu xildagi har ganday kesimda

yarim o’glari a=4+1+h?/9 va b=2y1+h?/9 lardan iborat ellips hosil bo’lar
ekan.

Tenglamalari, x=h va y=h lar bilan berilgan tekisliklar orgali kesilganda,
kesimlarda mos ravishda quyidagi giperbolalar hosil bo’ladi:

y=h

Xususan, agar h=0 bo’lganda biz bir pallali giperboloidning z=0 yoki x=0
yoki y =0 koordinata tekisliklar bilan kesilgandagi kesimlarni hosil gilamiz. Ularni
odatda bosh kesimlar deb ataladi. Bosh kesimlarning o’lchamlari quyidagichadir:
z=0 tekislikda ellipsning yarim o’qlari a=4 va b=2; x=0 tekislikda
giperbolaning haqiqgiy yarim o’qi b=2, mavhum yarim o’qi esa, c¢=3; y=0
teislikda, giperbolaning haqigiy yarim o’qi a=4 bo’lib, mavhum yarim o’qi ¢=3
dir Koordinata tekisliklari, simmetriya tekisliklari bo’ladi <

Muhandislik masalalarida ko’pincha, turli xildagi aylanma sirtlar deb
ataluvchi sirtlar uchraydi. Ushbu sirtlar biror egri chizig bilan bir tekislikda
yotuvchi va sirtning aylanish o’qi deb ataladigan to’g’ri chiziq atrofida
aylanishidan hosil bo’ladi.

Agar egri chiziq Oyz tekislikda yotib, uning tenglamasi F(y,z)=0, x=0
bo’ladigan bo’lsa, uni Oz o’q atrofida aylantirishdan hosil bo’ladigan aylanma

sirtning tenglamasi F(J_r,/x2 +y?, z): okabi ko’rinishda bo’ladi; agar aylantirish Oy

o’qi atrofida bajarsak, aylanma sirt tenglamasining ko’rinishi F(y,\/ x* + 27 )= 0 kabi

yoziladi.

2 2

2.22-Misol. Kanonik tenglamasi Z——;—zzl bo’lgan giperbolaning Oz o’qi

2

atrofida hosil bo’lgan aylanma sirtlarning tenglamasi yozilsin.
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» Yugorida keltirilgan goidalarga muvofiq, giperbola tenglamasidagi y ni

2 2 2
+4/x% +y? bilan almashtiramiz: X ;y —kz)—2=1 Mazkur tenglama, o’z navbatida

bir pallali aylanma giperboloidning tenglamasidir. Uning gorizontal kesimlarida
ellipslarning o’rnida aylanalar yotadi(2.32 — rasm). <«

11 y
| \
/ Z

2.32-rasm.

2.23-Misol. Quyida berilgan tenglamalarga binoan, ularning har biri ganday
sirt ekanligi (nomi) aniglanib, ular chizilsin

2

2 2
a) - iay il o0 ) s P
6 2 2
] ) .. ) ] x* y? 2
» a) Tenglamani kanonik ko’rinishga keltiramiz: ——+m——:1 Bu esa,

shakli 2.33-rasmda  keltirilgan giperboloidning tenglamasi bo’lib, undagi

ellipsning yarim o’qlari OB =g va OC=2 lardir;

v

2.33-rasm. 2.34-rasm.

2 2 2
b) Tenglamaning kanonik shaklini yozsak, X—+y?—i—2=0 hosil bo’ladi.

Bu esa, ikkinchi tartibli konus tenglamasidir Uning shakli 2.34-rasmda
tasvirlangan Uning z=const tekislik bilan kesilgandagi kesimlari ellipslardir. «
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[N

2.36-rasm.
2.24-Misol. 1) z =%y2 parabolaning a) Oy o’qi atrofida hamda, b) Oz o’q

atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan sirtlarning tenglamalari yozilsin;

2 2
2) é+% =1 ellipsning a) Oz va b) Oy o’qlar atrofida aylanishidan hosil
bo’lgan sirtlarning tenglamalari yozilsin.
» 1) Aylanma sirtlarning tenglamalarini hosil gilishning umumiy goidasiga

binoan, yozamiz:

a) im:—%y2,4x2—y4+422=0. Bu esa, 4-tartibli algebraik sirtdir (2.35-
rasm).

b)z=—%(im)z,z=—%(x2+yz). Bu esa, aylanma paraboloiddir (2.36-

rasm).

2
[v2 2 2
2) a) Aylanma sirtni hosil qilish qoidasiga ko’ra M + ZT =1 Yyoki

64

2 2 2
%+é+%=1. Bu esa, Oz o’qi bo’ylab “sigilgan™ aylanma ellipsoid (sferoid)

bo’lib, uning bosh kesimining yarim o’qlari OA=0C=2 va OB=8 (2.37-rasm)
lardir;

2
2 2 2 2
z

L . y_2 i +y? | . oxtyr 2
b) Yuqoridagi kabi et 2 =1. yoki PR YR =1. Buesa, Oy
0’qi bo’ylab chizilgan aylanma ellipsoid bo’lib, bu erda OA=0C=2, OB=8 (2.38-
rasm). <
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2.37-rasm. 2.38-rasm.

2.17. Fazodagi egri chizigning parametrik tenglamalari

Yuqgorida egri chizig va sirtlarning umumiy tenglamalari taxlil qilinib,
hususiy hollari o’rganib chiqildi. Endi fazodagi egri chiziglarni parametric

tenglamalari ustida to’xtalib o’tamiz. Quyidagi tenglamalar sistemasi

X= fl(t)’
y="f,@t)rt <t<t, (2.51)
Z= f3(t)'

ni fazodagi chizigning parametrik tenglamalari deb yuritiladi. Bu yerdagi f,(t)
f,(t) va f,(t) lar t o’zgaruvchi parametrga bog’liq bo’lgan funksiyalardir. Xususan,
f,(t)=0 bo’lganda, z=0 tekislikdagi chizigning parametrik tenglamalarini hosil
gilamiz. Ta’kidlash lozimki, (2.51) tenglamalar, nafagat chiziglarning berilishini,

balki M(x,y,z) nugtaning ushbu chizigdagi "harakat gonuni”ni ham ifodalaydi.
A

\\\\\1§ \ \
T

v

2.39-rasm.

2.25 - Mmisol. Quyidagi parametrik tenglamalar, ya’ni:

X = at cost,
y =atsint, a>0,b>0,t>0
Z = bt,
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lar ganday chizigni tasvirlaydi?

» Bu tenglamalar, z=0 tekislikdagi proeksiyasi Arximed spirali
bo’lganp=ag vint spirali deb ataluvchi egri chizigni ifoda etadi (2.39-rasm). «

Agar (2.51) parametrik tenglamalardan t parametr yo’qotilsa, chizigning
Dekart koordinatalardagi tenglamasi hosil bo’ladi.

2.26-Misol. Quyidagi parametrik tenglamalar

x=0
y=t-1/t+2,
z=t+1/t-3,

bilan berilgan chiziq chizilsin.

» Ushbu chiziq Oyz koordinata tekisligida yotadi. Parametr t ga turli xil
giymatlar berib, chiziqda yotuvchi yetarli migdordagi nuqgtalar hosil gilinadi va
ularni birlashtirib egri chizig hosil gilinadi. Mazkur chizigni aniqroq o’rganish
maqgsadida parametrni yo’qotish usulidan foydalanamiz. Ikkinchi va uchinchi
tenglamalardagi 2 bilan -3 ni tenglikning chap tomoniga o’tkazib, tengliklarni

kvadratga oshiramiz, so’ngra, (z+3)° dan (y—-2)* ni ayiramiz. U holda:

(z+3) —(y-2) =(t+%)2 —(t—%)z — 4, (z+3)° (y-2f 1

4 4

Natijada, x=0 koordinata tekisligida teng tomonli giperbola (a=b = 2) hosil
bo’ldi. Uning markazi C(0;2;-3) nugtadir (2.40-rasm). <«

z
A
\0 . /
N~ __ J >
2
-3 0,2,-3
X -4
5
/ T \\
2.40-rasm.
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Nazorat savollari.

1. Dekart va qutb koordinatalar sistemasi.

2. Tekislikda to’g’ri chiziq tenglamalari. To’g’ri chiziglar orasidagi burchak,
ularning parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

3. Ikkinchi tartibli egri chiziglar (aylana, ellips, giperbola, parabola).

4. Tekislikning turli tenglamalari. Tekisliklar orasidagi burchak, ularning
parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

5. Fazoda to’g’ri chiziq tenglamalari. To’g’ri chiziglar orasidagi burchak,
ularning parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

6. Fazoda to’g’ri chiziq va tekislik orasidagi munosabatlar.

7. Ikkinchi tartibli sirtlar.

Mashglar
1. Qutb koordinatalarida berilgan chiziglarni tasvirlab, ularning Dekart
koordinatalaridagi tenglamalari yozilsin:

4
) »

:1—COS¢)

(parabola)

2) p=a(l-cosg), (xapoouda)

3) p =3¢ (giperbolik spiral)

4)  p=2¢p, p=@0/2) (logarifimik spiral)

5) p=asin3p (uch yaproqli atirgul);

6) p=asin’*2p (to’rtyaproqli atirgul);

2. Quyida keltirilgan sirtlar bilan chegaralgan jism chizilsin.

1) a)z=x"+y*2=0,x=1,y=2y=0;, b)xX*+y*=2x,2=0, z=x.

2)  a)x’+y*=17%,2=0,y=2x,y=4x,x=3;(z>0); b)x*+y*=4y,z=0, y+1=5.
3)  a)y*+3z2°=6,3x"-25y°=752>0; b)x=4,y=2 x+2y+32=12 x=0,y=0, 2>0.
4)  a)z=5y,xX*+y*=16,2=0;b)x+y+2=53x+y=52x+y=5y=0,z=0.

5) a)y=3xy=0,x=2,2=X,z=0; b)8(x*+y?)=2° x*+y*=1,2x+y=5,y>0, z>0.

3. Quydagi masalalar yechilsin.
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1)  Qisqa intervalli tovush jo’natish manbai noma’lum M punktda. Tovush
uchta kuzatish punktiga turli vaqtda etib bordi: A va S punktlarga V punktga nisbatan
mos ravishda t; va t, muddatga kechikib keladi. Tovush tezligini 330 m/s deb hisoblab
M punktning joylashgan o’rnini aniqlang. (Javob: M nuqta fokuslari A va V nuqtada
bo’lgan |AM|-|BM|=330t, giperbolaning o’ng shoxida va fokuslari V va S nugtada
bo’lgan |BM|-|CM|=-330t, giperbolaning chap shoxida joylashgan.)

2)  Osma ko’prikning zanjiri y=px® parabola shaklida bo’lib, ko’prikning
uzunligi 50 metrga, zanjirning egilishi 5 metrga teng. Ko’prikning eng chetki
nuqtasidagi egilish burchagi a ning giymati aniglansin.

3)  Projektorning oynali sirti parabolaning 0’z 0’qi atrofida aylanishidan hosil
bo’lgan. Oynaning diametri 80 sm, chuqurligi esa 20 sm ga teng. Nurlarni parallel
dasta bilan qaytarish uchun, u parabola fokusida joylashishi lozim bo’lsa, yorug’lik
manbaini parabola uchidan ganday masofada joylashtirish kerak.

4) x*+y?+z°=R? sfera va x*+y?-2x=0 aylanma silindr kesishishidan
hosil bo’lgan chiziq parametrik tenglamasini tuzing. Parametr sifatida chiziq ixtiyoriy
M nugtasi OM radius vektorining Oxy tekislikdagi proeksiyasi va Oxo’q musbat
yo’nalishi bilan hosil gilgan ¢ burchak olinsin.

5)  x® +2y*=2z va x+2y+z =1 kabi sirtlarning kesishishidan hosil bo’lgan
chizigning Oxy koordinata tekisligidagi proeksiyasining tenglamasi tuzilsin.

6) x° +2y°+47°=9 ellipsoidni markazi C(3,2,1) nugtada bo’lgan ellips
bo’yicha kesadigan tekislikning tenglamasi tuzilsin.

7)  Simmetriya tekisliklari koordinata tekisliklari bo’lib, M(3,1,1) nugtani
hamda x*+y?-z*=9, x-z=0 aylanani o’z ichiga oladigan ellipsoid tenglamasi tuzilsin.

8)  x® +2y°=4z+10 paraboloid bilan x* +y*+z°=6 sferaning kesishish chizigi
ikkita aylanadan iborat ekanligi isbotlanib, u aylanalarning kesishish nuqtalari hamda

radiuslari aniglansin.
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111 BOB. SONLI TO‘PLAMLAR. SONLI KETMA-KETLIKLAR.

3.1.To‘plamlar nazariyasi elementlari
To‘plam tushunchasi. Matematik to‘plam tushunchasi majmua, yig‘indi, birlashma,

birikmalar kabi tushunchalardan sekin-asta shakllanib kelgan. G.Kantor to‘plamni
“bizning ongimizda yoki intuitsiyalarimizda farqlanadigan ob’ektlarning bir butun
bo‘lib yig‘ilgan yig‘indisi” deb ta’rif beradi.

N.Burbaki taxallusi bilan ijod gilishgan bir guruh fransuz matematiklari
tomonidan yo‘zilgan “To‘plamlar nazariyasi” (1939) kitobining birinchi nashrida
“To‘plam ayrim xossalarga ega va o‘zaro yoki boshqa to‘plamlar elementlari bilan
ba’zi munosabatlarda bo‘ladigan elementlardan tashkil topadi” deb to‘plamga
tushuncha berilgan. To‘plam tushunchasini aniqlashda qanday qiyinchiliklar
tug‘ilishidan qat’1y nazar, bu tushunchaning o‘zi qaralayotgan ob’ektlarni o‘rganishda
kuchli qurol hisoblanishini ta’kidlab o‘tish kerak.

Shunday qilib, to‘plam tushunchasi boshlang‘ich tushuncha bo‘lib: unga qat’iy
ta’rif berilmaydi, ammo u misollarda izohlanishi mumkin. Masalan, guruhdagi
talabalar to‘plami, kutubxonani tashkil qiluvchi kitoblar to‘plami, to‘g‘ri chizigning
barcha nugqtalari to‘plami, berilgan tenglamaning yechimlari to‘plami, barcha juft
sonlar to‘plami haqida gapirish mumkin.

To‘plamlarni katta A,B,..,X,Y,Z harflar bilan belgilaymiz, ularning
elementlarini esa kichik a, b, ..., x, y, z harflar bilan belgilaymiz. Bu goidaga har doim
ham rioya qilib bo‘lmaydi, chunki ba’zan to‘plamning o‘zlari ham boshqa bir
to‘plamning elementi bo‘lib kelishi mumkin. x element E to‘plamning elementi
ekanligi x € E ko‘rinishda belgilanadi va x element E to plamga tegishli deb aytiladi.
x & E yozuv “x element E to‘plamga tegishli emas” degan ma’noni anglatadi. Agar E
to‘plamga x,y, z elementlar tegishli bo‘lsa, x € E,y € E,z € E deb yozish o‘rniga
x,y,z € E ko‘rinishda yoziladi.

Ikkita A va B to‘plamlar bir xil elementlardan tashkil topishgan bo‘lsa, ular teng
(A = B) deb ataladi. Agar biz to‘plamning elementlarini bilsak yoki topa olsak, bu
to‘plam berilgan deb hisoblanadi. To‘plamni uning elementlarini ro‘yxat qilib
ko‘rsatib ham aniqlash mumkin. To‘plam elementlarining ro‘yxati figurali qavs ichiga
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yoziladi. Masalan, elementlari fagat 1,2, 3,4 sonlar bo‘lgan to‘plam A = {1, 2, 3,4}
ko‘rinishda yoziladi. Bitta a elementdan iborat to‘plam {a} ko‘rinishda belgilanadi.

To*plamni uning ixtiyoriy elementini tavsiflovchi xossani ko‘rsatish yordamida
berish keng qo‘llaniladi. q(x) xossaga ega elementlar to‘plami {x: q(z)} ko‘rinishda
belgilanadi. Masalan, A —O‘zbekistonning shaharlari to‘plami bo‘lsa, ya’ni

A={x: x - O‘zbekistondagi shahar},
ixtiyoriy x elementning tavsiflovchi q(x) Xxossasi, x ning O‘zbekistonning shahri
ekanligini anglatadi.

Ko‘rsatilgan tavsiflovchi gq(x) xossaga hech bir element ega bo‘lmasligi ham
mumkin. Bunday holda bu xossa bo‘sh to‘plamni aniqlaydi va bu to‘plam @
ko‘rinishda belgilanadi. Agar to‘plam chekli sondagi elementlardan iborat bo‘lsa, u
chekli to ‘plam, aks holda cheksiz to ‘plam deyiladi.

Qism to‘plam. Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamga ham tegishli bo‘lsa,
A to‘plam B to‘plamning gism to‘plami deb ataladi va bu munosabat A c B
ko‘rinishda yoziladi. B to‘plamning o‘zi va @ bosh to‘plam B to‘plamning qism
to‘plami bo‘ladi. B to‘plamning barcha qism to‘plamalari to‘plami boshga bir yangi
to‘plam bo‘ladi vau P(B) orqgali belgilanadi.

3.1-Misol. Agar E = {a, b, c} bo‘lsa, P(E) to‘plamni tuzing.

»P(E) ={0,{a}, {b},{c},{a b}, {a c},{b,c}{a b, c}}. <

Umuman olganda, agar E to‘plam n ta elementdan iborat bo‘lsa, u holda P(E)
to‘plam 2" ta elementdan iborat bo‘ladi.

To‘plamlarning tengligini qism to‘plam tushunchasi bilan ham berish mumkin.
Agar Ac B va B c A, ya’ni A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning ham va
aksincha bo‘lsa, A va B to‘plamlar teng deyiladi va A = B ko‘rinishda yoziladi.

Agar Ac B, ammo A # B bo‘lsa, A to‘plam B to‘plamning to ‘g ri qismi (B
to‘plamning chin gism to ‘plami) deb ataladi.

To‘plamlar ustida amallar. A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Bu to‘plamlarning

yig ‘indisi yoki birlashmasi deb, A va B to‘plamlarning hech bo‘lmaganda biriga
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tegishli bo‘lgan elementlardangina tashkil topgan C = A U B to‘plamga aytiladi (3.1-

rasm).

3.1-rasm 3.2-rasm 3.3-rasm

A va B to‘plamlarning kesishmasi deb, A to‘plamga ham, B to‘plamga ham
tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil topgan € = AN B to‘plamgsa aytiladi (3.2-
rasm).

A va B to‘plamlarning ayirmasi deb, A to‘plamning B to‘plamga kirmagan
elementlaridan tashkil topgan C = A \ B to‘plamga aytiladi (3.3-rasm).

Masalan, agar A ={1,2,3,4,5} va B ={4,5,6,7,8} bo‘lsa, u holda AUB =
{1,2,3,4,5,6,7,8}, AnB ={4,5}, A\ B=1{1,2,3}, B\ A = {6,7,8} bo‘ladi.

Ixtiyoriy sondagi to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasi xuddi shu singari
anialanadi.

Agar AN B = @ bo‘lsa, A va B to‘plamlar kesishmaydi deb aytiladi.

A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar A to‘plamning har bir elementiga B
to‘plamning yagona elementi mos qoyilgan bo‘lib, bunda: 1) A to‘plamning har xil
elementlariga B to‘plamning har xil elementlari mos qo‘yilgan va 2) B to‘plamning
har bir elementi A to‘plamning gandaydir elementi mos qo‘yilgan bo‘lsa, A va B
to‘plamlar o‘rtasida o ‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatilgan deb aytiladi. Agar chekli A
va B to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatilgan bo‘lsa, ulardagi
elementlar soni teng. Agar A va B to‘plamlar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik
o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ular ekvivalanet to‘plamlar deb ataladi va A~B ko‘rinishda
belgilanadi.

Agar cheksiz A to‘plam bilan N natural sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir

qiymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ya’ni A~N bo‘lsa, A to‘plam sanoqli
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to‘plam deb ataladi. Har qanday cheksiz to‘plam tarkibida sanoqli qism to‘plam
mavjud.

3.2. Sonli te*plamlar.
Haqiqiy sonlar.
3.1-Ta’rif. Koordinatalar boshi deb ataluvchi O nugta, masshtab va yo‘nalish
aniglangan [ to“g‘ri chiziq son o‘qi deb ataladi.

Har bir » songa son o‘qining faqat bitta nuqtasi mos keladi va aksincha, ya’ni
son o‘gining har bir nugtasiga fagat bitta hagiqiqy son mos keladi. Boshgacha qilib
aytganda hagiqgigy sonlar bilan son o‘gining nugtalari o‘rtasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatilgan.

Haqiqgiy soanlar tartiblanganlik xususiyatiga ega: agar a va b hagigiy sonlar
bo‘lsa, u holda yoki a = b, yoki a < b, yoki a > b. Hagigiy sonlar son o‘gida o‘sish
tartibida tasvirlanadi. Hagigiy sonlar to‘plami R orgali belgilanadi.

Agar R hagigiy sonlar to‘plamini ikkita +oo va —co elementlar bilan to‘ldirilsa, u
holda kengaytirilgan son o‘qgi va kengaytirilgan R hagigiy sonlar to‘plamiga ega
bo‘lamiz. Bunda ta’rifga ko‘ra quyidagi munosabatlar o‘rinli bo‘ladi:

1. Vx € R uchun —oo < x < 400, x + 00 = 400, x — 00 = —00;

Vx > 0 uchun x - (+o) = 400, x - (—0) = —00;
Vx < 0 uchun x - (o) = —o0, x - (—00) = +00;
(+00) + (+00) = +oo;

(—00) + (=00) = —oo;

(+00) - (+0) = +00;

(+00) - (—00) = 00, (=00) - (+0) = —0o;

©® N o oA w N

(+0) + (—0) va J‘%o amallar aniglanmagan.
Hagqiqiy sonning moduli.
3.2-Ta’rif. x haqigiy sonning moduli deb

| |_{ x, agar x =0
=1 =, agar x <0

shart bilan aniglanuvchi manfiy bo‘lmagan |x| songa aytiladi.
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Agar € > 0 ixtiyoriy son bo‘lsa, u holda |x| < ¢ tengsizlikdan —e& < x < € yoki
x € [—¢; €] ekanligi kelib chigadi.
Hagigiy son modulining xossalari.
a va b ixtiyoriy haqiqgiy sonlar bo‘lsin.U holda:
1. |ab| = |allbl;

a

b

_lal .
=50 (0 # 0);

3. |a + b| < |a] + |b| (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi);
4. la —b| = |a| = |bl;

2.

Chegaralangan to‘plamlar. D < R sonli to‘plam berilgan bo‘lsin.

3.3-Ta’rif. Shunday b haqiqiy son topilib, ixtiyoriy x € D element uchun x < b
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, D to‘plam yuqoridan chegaralangan deyiladi.

3.4-Ta’rif. Shunday a haqgiqiy son topilib, ixtiyoriy x € D element uchun x > a
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, D to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi.

3.5-Ta’rif. Agar D to‘plam yuqgoridan va quyidan chegaralangan bo‘lsa, D to‘plam
chegaralangan to‘plam deyiladi. Boshgacha qilib aytganda, agar D to‘plam chekli

[a; b] kesmada joylashgan bo‘lsa, u chegaralangan deyiladi.

a D b
@
3.4-rasm

Chekli sondagi nugtalardan iborat to‘plam chegaralangan bo‘ladi.

3.2-Misollar.

1. Natural sonlar to‘plami a < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy a son bilan
quyidan chegaralangan.

2. Manfiy sonlar to‘plami ixtiyoriy b = 0 son bilan yugoridan chegaralangan.

3.6-Ta’rif. Yugoridan yoki quyidan chegaralanmagan to‘plam, chegaralanmagan

to‘plam deb ataladi.

3.1-Teorema. Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday x € D element topilib, ular

uchun |x| > M tengsizlik o°rinli bo‘lsa, D to‘plam chegaralanmagan bo‘ladi.
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» Teskarisidan faraz qilamiz, ya’ni D to‘plam chegaralangan bo‘lsin, ya’ni D to‘plam
quyidan a son bilan yuqoridan b son bilan chegaralangan bo‘lsin. U holda D
to‘plamning ixtiyoriy x elementi uchun a < x < b, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni D
to‘plamning barcha elementlari [a; b] kesmada yotadi. Ammo teorema shartiga ko‘ra
M = max{|al, |b|} son uchun shunday x € D element topilib, ular uchun |x| > M
tengsizlik o°rinli bo‘ladi, ya’ni D to‘plamning [a;b] kesmaga tushmaydigan x
elementi mavjud ekan. Qarama-garshilikka duch keldik. Ana shu garama-qgarshilik
gilingan farazning noto‘g‘riligini anglatadi. <
3.3-Misol.

1. Z butun sonlar to‘plami chegaralanmagan.

2. (—00; +00),(—00; b), (a; +0) intervallar chegaralanmagan.
To‘plamning quyi va yuqori chegaralari. Agar D to‘plam yuqoridan b son bilan
chegaralangan bo‘lsa, b soni D to‘plamning yuqori chegarasi deyiladi. b sondan katta
har ganday son ham D to‘plamning yuqori chegarasi bo‘ladi.
3.7-Ta’rif. Agar

1) ixtiyoriy x € D son uchun x < M;

2) ixtiyoriy &>0 son uchun shunday x*e€ D topilib, ular uchun

M — e < x* <M tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, M soni D to‘plamning aniq yuqori
chegarasi deyiladi.
Boshgacha qgilib aytganda D to‘plam yuqori chegaralarining eng kichigi uning aniq
yugori chegarasi deyiladi.
D to‘plamning aniqg yuqori chegarasi

M = sup D yoki M = sup{x}

XED

ko‘rinishda belgilanadi (lotincha supremum —eng katta ma’noni anglatadi).
Yugoridan chegaralanmagan D to‘plam uchun uning aniq yuqori chegarasini
(+00) deb gabul gilamiz va
supD = +oo

ko‘rinishda yozamiz.
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Agar D to‘plam quyidan a soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu a sonini D
to‘plamning quyi chegarasi deb ataymiz. a sondan kichik har ganday son ham D
to‘plamning quyi chegarasi bo‘lishi ravshan.
3.8-Ta’rif. Agar

1) ixtiyoriy x € D son uchun x = m;

2) ixtiyoriy &>0 son uchun shunday x*e€ D topilib, ular uchun
m < x* <m+ e tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, m soni D to‘plamning aniq quyi
chegarasi deyiladi.

Shunday qilib, D to‘plam quyi chegaralarining eng kattasi bu to‘plamning aniq quyi
chegarasi bular ekan.
D to‘plamning aniq quyi chegarasi

m = infD yoki m= ;Iellg{x}
ko‘rinishda belgilanadi (lotincha infinum-eng kichik ma’noni anglatadi). Quyidan
chegaralanmagan D to‘plam uchun

infD = —oo
deb hisoblaymiz.

Masalan. sup [a; b] = b, inf[a, b] = a, sup [a; +0) = 400, inf (—o0; b] = —00,
sup Z = 4o, inf Z = —oo,

Nugtaning atrofi. x; va x, orasidagi masofa deb p(x;,x,) = |x; — x,| songa
aytiladi.

3.9-Ta’rif. a € R nuqgtaning ¢ atrofi deb
U(a)={x:a—ec<x<a+e¢}
to‘plamga aytiladi(3.5-rasm).
Ue(a)

a—E& a a+e
° ° -

3.5-rasm

3.10-Ta’rif. a nugtaning U, (a) atrofidan a nugtani olib tashlanishidan hosil bo‘lgan
U.(a) = U.(a)\{a} to‘plamga a nugtaning o‘zi kirmagan atrofi deb ataladi (3.6-
rasm).

U.(a
a—e a 5()a

+

&

I

3.6-rasm
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Agar a nugtaning atrofini olishda & > o qiymatini ko‘rsatish shart bo‘lmasa biz
umumiylashtirib a nugtaning biror atrofi deb aytamiz va uni U(a) (nuqtaning o‘zi
kirmagan atrof uchun esa U(a)) orgali belgilaymiz.

3.3. Sonli ketma-ketlik va uning limiti.
3.11-Ta’rif. Agar har bir n natural son uchun biror x,, € R haqigiy son mos qo‘yilgan
bo‘lsa,

X1y Xg Xz, weny Xppy on

ketma-ketlik berilgan deyiladi, u {x,,} orgali belgilanadi. x,,-ketma-ketlikning umumiy
hadi deb ataladi.

Ketma-ketliklarga misollar.

{1}_11 1 1
n _— ’2,3’---,11,----

2"} =248, ....,2", ...
(=111 ...1,...
{sinn} = sinl,sin2,sin3,.....,sinn, .....
Ketma-ketlikning limiti. {x,,} ketma-ketlik va a soni berilgan bo‘lsin.
3.12-Ta’rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik € > 0 son uchun shunday musbat butun
N = N(¢) son topilib, n = N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda
|x,, — a| < € tengsizlik bajarilsa, a soni {x,,} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va

a= lim x,

n—oo

ko‘rinishda belgilanadi.

2n—-5
4n+2

3.4-misol. {x,} = { } ketma-ketlik a = % limitga ega ekanligini isbotlang.

2n—5 1_| —12 |_ 3 <
am+2 21 2@n+2)l " 2n+v1 "¢

Ixtiyoriy € > 0 son uchun |x,, — a| < & tengsizlik o°‘rinli bo‘ladigan N musbat butun

P»lxn,—-a|::

. . . 3 .y . . 3—- 3 1
sonni topamiz. Buning uchun —— < ¢ tengsizlikni yechamizin > >—==-—--.U
2n+1 2¢& 2& 2

holda N sifatida N = [;—g] deb olamiz, bu yerda [c] orgali ¢ sonining butun gismi

3
2:0,01

belgilangan. Agar ¢ = 0,01 bo‘lsa, N = [ ] = 150. n > 150 uchun
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3 3 3 1
Ix, —a| = < <——=—=0,01,
2n+1 2:150+1 300 100

ya'nia = %soni berilgan ketma-ketlikning limiti bo‘lar ekan. <«

3.13-Ta’rif. Ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son topilib, barchan > N
uchun |x,,| > M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik cheksiz katta deb ataladi

va u limx, = oo ko‘rinishda yoziladi.

n—oo

Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday N natural son topilib, barcha n > N
uchun x,, > M (mos ravishda x,, < —M) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bu holda ham ketma-

ketlik cheksiz katta deb ataladi va u limx, = 4o (mos ravishda lim x, = —oo)

n-co n—co
ko‘rinishda yoziladi.

Agar ketma-ketlik (chekli) limitga ega bo‘lsa, uni biz yaginlashuvchi, limitga ega
bo‘lmasa, uzoglashuvchi ketma-ketlik deb ataymiz.

Quyida muhim ahamiyatga ega bo‘lgan tasdigni isbotsiz keltiramiz.
3.1-Lemma. (Kantor) o,, = [a;; b,] n=12,3,... kesmalar to‘plami bir-birining

ichiga joylasgtirilgan, ya’ni ¢,,,< o,(n = 1,2,3....) bo‘lsin va lim (b, — a,) = 0.
n—-oo

U holda barcha ¢, kesmalarga tegishli bo‘lgan yagona nugta mavjud.

Bu lemma haqgiqgiy sonlar to‘plamining uzluksizlik xossasini yoki son o‘qgining
to‘lalik xossasini ifodalaydi.
Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
3.2-Teorema (ketma-ketlik limitining yagonaligi). Yaginlashuvchi ketma-ketlik
yagona limitga ega.

» {x,} ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin. \

L A
J \

J :

{ \ & \ 4
Har ganday b # a son {x,,} ketma-ketlikning toa b
N L . _ 3.7-rasm
limiti bo‘la olmasligini isbotlaymiz. Buning

uchun & > 0 sonni a va b nuqgtalarning U.(a), U.(b) atroflari kesishmaydigan qilib

. b— .
tanlaymiz, masalan € = % deb olamiz (3.7-rasm).

Shartga ko‘ra lim x,, = a u holda (a — €; a + ¢) intervaldan tashqgarida, xususan
n—oo

(b—¢;b+¢) intervalda {x,} ketma-ketlikning chekli sondagi hadlari yotishi

mumkin. Shuning uchun b soni {x,,} ketma-ketlikning limiti bo‘la olmaydi. <«
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3.14-Ta’rif. Agar ixtiyoriy M > 0 son uchun shunday musbat butun N son topilib,
barcha n > N uchun x,, > M (yoki x,, < —M) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bu holda ham
{x,,} ketma-ketlik cheksiz katta deb ataladi.
3.15-Ta’rif. Agar ketma-ketlik qiymatlari to‘plami yuqoridan (quyidan) chegaralangan
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi.
3.16-Ta’rif. Agar ketma-ketlik yuqoridan ham, quyidan ham chegaralangan bo‘lsa, u
chegaralangan ketma-ketlik deb ataladi.
3.3-Teorema. (Yaginlashvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi) Har ganday
yaginlashuvchi ketma — ketlik chegaralangan, ya’ni ketma — Ketlikning hamma hadlari
uchun m < x,, < M tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan m va M sonlari mavjud.

» {x,} ketma—ketlik a limitga ega bo‘lsin. Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. U
holda shunday N natural son topiladiki, n > N bo‘ladigan barcha n larda {x,}

ketma — ketlikning hadlari  U.(a) = (a — &;a + €) oraliqga tushadi. Bu oraligdan

tashqgarida esa fagat a;; a,; .....; ay hadlar yotadi (3.8-rasm). Ularning soni chekli.
a—E¢ a-+e
—eo { TS - ° } . >
a; ay aGn+1 A Ay~ Az
3.8-rasm

Shuning uchun ularning eng chapdagisi a_ vaeng o‘ngdagisi a™ mavjud. a_ va
a — ¢ sonlarning eng kichigini m orqali belgilaymiz.

m =min(a_;a — ¢)

M orqgaliesa a, va a+ e sonlarning kattasini belgilaymiz.

M =max(ay;a+ €)
U holda [m;M] kesmada a,; a,; .....; ay nugtalar, hamda n > N + 1 tartib
ragamli {a,,} nugtalar yotuvchi (a — €; a + ¢€) interval yotadi. Shuning uchun [m ; M]
kesmada {x,} ketma - Kketlikning barcha hadlari yotadi. Bu esa uning
chegaralanganligini anglatadi. <

3.4-Teorema. Agar limx, = a # 0 bo‘lsa, biror N tartib ragamidan boshlab ketma
n—-oo

— ketlik hadlari ishorasi a limit ishorasi bilan bir xil bo‘ladi.
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» Umumiylikni buzmasdan a >0 deb faraz gilamiz. ¢ >0 sonni e<a

bo‘ladigan qilib tanlaymiz. limx, = a # 0 bo‘lganligi uchun biror N tartib

n—oo

ragamidan boshlab {x,} ketma — ketlikning qolgan barcha hadlari (a —€;a + €)
intervalga tushadi, ya’ni 0 < a — e < x, < a + ¢ Bu tengsizliklar esa {x,,} ketma -
ketlikning N dan keyingi hadalari musbat, ya’ni a Imitning ishorasi bilan bir xil
ekanligini anglatadi. <

Natija. Agarlimx, =a,limy, =b va a<b bo‘lsa, u holda biror N tartib
n—->0oo n—-oo

ragamidan boshlab x,, <y, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

3.5-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma - ketliklar yaginlashuvchi va limx, = a,

n—oo

limy, = b bo‘lsa, {x, + y,,} ketma — ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va

n—oo
lim (x, +y,) = limx,, + limy, =a+b (3.1)
n—oo n—oo n—-oo

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» limx, =a, limy, = b bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N,
n—->0oo

n—->0o

tartib ragam tanlanadiki, bunda n > N; bo‘lganda

lx, —al <&/2 (3.2)
bo‘ladi. Xuddi shu singari shunday N, tartib ragam tanlanadiki bunda n > N,
bo‘lganda

|y — bl < &/2 (3.3)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. N = max { N;; N,} deb olamiz. U holdan > N bo‘lganida
(2.2), (2.3) tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun n > N bo‘lganida

|Gt + ) = (@a+ D) = |(xp —a) + ( = D) <

& &
Slxn—a|+|yn—b|<z+§=e

bundan esa limitning ta’rifiga ko‘ra (2.1) tenglikning o‘rinli ekanligini anglatadi. <
Xuddi shu singari mulohaza yuritib quyidagi tasdiglarni isbotlash mumkin.

3.6-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma — ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa, {x,, —
yn ketma — ketlik ham yaginlashuvchi va limz—oco(x7—y7n)=limn—coxn—lim

n—ocoyn tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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3.7-Teorema. Agar {x,,} ketma — Ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, {c-x,} ketma-—

ketlik ham yaqginlashuvchi hamda limc - x,, = ¢ - limx,, tenglik o‘rinli bo‘ladi.

n—oo n—oo

3.8-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma - ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa, (x,, - y;,)

ketma — ketlik ham yaginlashuvchiva lim (x,, - y,,) = limx, - limy, tenglik o‘rinli
n—oo n—-oo

n—-oo
bo‘ladi.

3.9-Teorema. Agar {x,} va {y,} ketma— ketliklar yaginlashuvchi, hamda ixtiyoriy

n uchun y, #0 va limy, #0 bo‘lsa, u holda {x—"} ketma — ketlik ham
n—>0o

Yn

. . X lim xp, . - ;
yaginlashuvchi va lim (—") =222 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

n-ooo \yn/  limyy,
» {v,} ketma — ketlik yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun u chegaralangan ham
bo‘ladi. Shuning uchun shunday N, tartib ragami mavjudki, n > N, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda ketma-ketlikning hadlari uchun m <

|v,,| <M tengsizlikni ganoatlantiruvchi m, M sonlar mavjud bo‘ladi. limx, = q,

n—oo

limy, = b,b # 0 bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N, tartib

n—oo

ragam tanlanadiki, bunda n > N; bo‘lganda

|x, —al < me/2 (3.4)
bo‘ladi. Xuddi shu singari shunday N, tartib ragam tanlanadiki bunda n > N,
bo‘lganda

lyn — bl <&/2:(lal/Iblm) (3.5)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. N = max {N,; N;; N,} deb olamiz. U holda n > N
bo‘lganida (3.4), (3.5) tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun n >N

bo‘lganida
X, a _‘bxn—ayn _|bxn—ab+ab—ayn _|b(xn—a)+a(b—yn) <
Yn b by, by, by, B
lx, —al lal |x, —al la
< |y, — b| < |y, — b| <
Dal 1byal 7" m " |blm "
me 1 la| € lal & ¢

<_—_ g — —
= m m2 m 272
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lim x
x_n) — o™

tenglinin
" eng g

Limitning ta’rifiga ko‘ra bu hosil gilingan tengsizlik lim (

w0/ lim i
o‘rinli ekanligini anglatadi. <
Qismiy ketma-ketliklar. Agar {x,} ketma-ketlik berilgan va uning ayrim x,
hadlaridan tartib ragamlari o‘sib borish tartibida (k > k' ekanligidan n, > n, kelib
chigadi va aksincha) tuzilgan yangi {x,, } ketma-ketlik {x,} ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketligi deb ataladi.

{xnk} gismiy ketma-ketlikda k bu ketma-ketlik hadining tartib ragami bo‘ladi,
n, esa uning dastlabki ketma-ketlikdagi tartib ragami bo‘ladi. Barcha k = 1,2, ...

natural sonlarda n;, > k ekanligi ravshan, shuning uchun Ilim ng, = +oo bo‘ladi.

Yugorida agar ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u yaqinlashuvchi ekanligini
ko‘rsatgan edik. Aksincha albatta o‘rinli emas. Masalan, x, = (-1)",n=12,..,
ketma-ketlik chegaralangan, ammo u limitga ega emas. Shuning bilan birga
chegaralangan ketma-ketliklarning shunday muhim bir xossasi borki, u quyidagi
teoremada keltirilgan.
3.10-Teorema (Bolsano-Veyyershtrass). Har ganady chegaralangan ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik tuzish mumkin.

» {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin, ya'ni m<x, <M,n=1,2,..,
tengsizlikni ganoatlantiradigan m, M sonlar topiladi.

[m, M] kesmani (m + M)/2 nuqta yordamida ikkita har xil kesmaga ajratamiz.
U holda bu kesmalardan kamida bittasida {x,,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari
yotadi va biz uni [m,, M,] orqali belgilaymiz. Ketma-ketlikning [m,, M;] kesmada
yotgan ixtiyoriy bitta hadini tanlaymiz. Uning tartib ragami n; bo‘lsin:

Xn, € [my, My], My —my =M —m)/2 (3.6)
Yuqoridagi singari [my, M;] kesmani ham ikkita har xil kesmaga ajratamiz, ulardan
kamida bittasida ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari yotadi va biz uni [m,, M,]
orgali belgilaymiz. [m,, M, ] kesmada ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari yotganligi
uchun, ular orasida tartb ragami n, natural sondan katta bo‘lganlari ham bor. Ulardan
birini tanlaymiz. Agar uning tartib ragami n, bo‘lsa, u holda
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Xn, € [My, My]lc[my, My], ny > ny (3.7)
M, —my = = = (M —m) /22 (3.8)
Bu jarayonni davom ettirib, {x,} ketma-ketlikning shunday {x, } gismiy ketma-

ketligini hosil gilamizki, uning uchun

my < Xk < Mk (39)
[mye, My lc[mye—q, Mj_1] (3.10)
Mk —my = (M — m)/Zk, k = 1,2, . (311)
) - M-m
A0 (M =) = i, o =0

shartlar o‘rinli bo‘ladi. Biz uzunliklari nolga intiluvchi biri-birining ichiga joylashgan
[my, Mi], k = 1,2, ..., kesmalar ketma-ketligini hosil gildik. Kantor lemmasiga ko‘ra
bu kesmalar ketma-ketligining barchasiga tegishli bo‘lgan yagona & nuqta mavjud
bo‘ladi va ]ll_r)glo my = I}l_g.lo M, = £ munosabat o‘rinli bo‘ladi. (3.9) tengsizlikga ko‘ra
A0 X = &

Bu esa {xnk} gismiy ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligidan dalolat beradi. <
3.17-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N tartib ragami topilib, n > N,m > N
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha n, m tartib ragamlari uchun

1%, — x| < € (3.12)
tengsizlik o‘runli bo‘lsa, {x,,} ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik deb ataladi.

Bu shart Koshi sharti deb ataladi.

3.2-Lemma. Agar fundamental ketma-ketlikning biror qgismiy ketma-ketligi
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning limiti asosiy ketma-ketlikning ham limiti bo‘ladi.
» {x,} ketma-ketlik fundamental, {x,, } esa uning gismiy ketma-ketligi va

limx, =a (3.13)

k—oo

bo‘lsin. Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. Koshi shartiga ko‘ra shunsay bir N tartib ragami
topiladdiki, n,m > N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n, m natural sonlarda
|, — x| < €/2 (3.14)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. k,, tartib ragamini barcha k > k, uchun
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n, >N
bo‘ladigan qilib tanalymiz (Ill_)rgo n;, = +oo bo‘lganligi uchun bunday k, tartib ragamini
tanlash mumkin). U holda barcha n > N va k > k, uchun
|xn — xnk| <¢g/2
tengsizlik orinli bo‘ladi. Bu yerda k — oo deb limitga o‘tamiz, (3.13) tenglikni

inobatga olsak, barcha n > N uchun

£
|xn—a|S§<s

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa I}l_)rglo X, = a degan ma’noni anglatadi. «

Quyidagi teorema ketma-ketlik limitining mavjudligi uchun zaririy va yetarli
shartni beradi.
3.11-Teorema (Koshi kriteriyasi). {x,,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lishligi
uchun u Koshi shartini ganoatlantirishi zarur va yetarli.
» Zarurligi. {x,} ketma-ketlik chekli a limitga ega bo‘lsin. U holda limitning
ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N tartib ragami topiladiki, n >

N, m > N tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha n, m tartib ragamlari uchun

3 £
|xn_a|<5; |xm_a|<§
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda
e €
o = n| = 10 = @) + (@ = )| < Pty = al + |y — @l S>> =&,

Bu esa shartning zarurligini ko‘rsaradi.
Yetarliligi. Dastlab agar ketma-ketlik Koshi shartini qanoatlantirsa, ya’ni u
fundamental bo‘lsa, uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Koshi shartiga ko‘ra
shunday N tartib ragami topiladiki, barcha n,m > N uchun

lx, — x| <1  (3.15)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi (¢ = 1 deb olindi). Bu yerda m = N + 1 deb olsak, (3.15)
tengsizlik |x,, — xy4+1| < 1 ko‘rinishni oladi. Bundan esa

xN+1_1 <xn <xN+1+1,n:N+1,N+2,...,
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ya’ni {x,} ketma-ketlikning dastlabki N hadini tashlab yuborishdan hosil bo‘lgan
ketma-ketlik chegaralangan ekan. Shuning uchun {x,} ketma-ketlikning 0‘zi ham
chegaralangan.

Shunday qilib {x,} chegaralangan ketma-ketlik ekan. Shuning uchun Bolsano-
Veyyershtras teoremasiga ko‘ra {x,} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratib olish mumkin. U holda 3.2-Lemmaga ko‘ra ajratib olingan qismiy ketma-
ketlikning limitiga berilgan {x,,} ketma-ketlik ham yaginlashadi. «

Monoton ketma — ketliklar. {x,} ketma — ketlik berilgan bo‘Isin.

3.18-Ta’if. Agar x; <x, <X3...<X, <Xpyq <+ ofrinli bo‘lsa.  {x,}
kamaymaydian ketma-ketlik deb ataladi. Agar x; <x, < x3...< Xy < Xpypq < -
o‘rinli bo‘lsa, {x,} qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik deb ataladi.

3.19-Ta’if. Agar x; =X = X3...2 Xy = Xpyq =+ orinli bo‘lsa.  {x,}
o‘smaydigan ketma-ketlik deb ataladi. Agar x; >x, > x5 ...> X, > X541 > -
o‘rinli bo‘lsa, {x,} qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deb ataladi.

O‘smaydigan va kamaymaydigan ketma — ketliklar monoton ketma ketliklar deb
ataladi.

Monoton o‘suvchi ketma- Kketliklar o‘zining birinchi hadi bilan quyidan
chegaralangan, monoton kamayuvchi ketma ketliklar esa ozining birinchi hadi bilan
yugoridan chegaralangan bo‘ladi.

Agar kamayadigan ketma —ketlik yugordan chegaralangan bo‘lsa, ya’ni shunday
M soni topilib, bunda ixtiyoriy n sonda x,, < M bo‘lsa, u holda {x,} chegaralangan
bo‘ladi.

Hagigatan ham bu holda ketma-ketlik hadlari [x;, M] kesmada yotadi. Agar
o‘smaydigan ketma-ketlik quyidan chegaralangan bo‘lsa, ya’ni shunday m soni
topilib ketma-ketlikning barcha hadlari uchun x,, = m bo‘lsa, u holda {x,} ketma-
ketlik chegaralangan bo‘ladi.
3.12-Teorema. Har ganday monoton chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.

» {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun uning hadlari to‘plami aniq quyi

va aniq yuqori chegaraga ega bo‘ladi. M soni {x,,} ketma-ketlik hadlari to‘plamining
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anig yuqori chegarasi bo‘lsin. Agar {x,} kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘lsa, u

holda limx,, = M ekanligini ko‘rsatamiz.

n—->0o

Aniq yuqori chegara ta’rifidan, ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday x,, element
topilib, bu element uchun x, > M —¢ va a, <M tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu
ikki  tengsizlikdan 0<M-X, <e quyi twngsizlik hosil bo‘ladi. {x,}
kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘lgani uchun ixtiyoriy n >N uchun 0< M —
X, <M-X, o‘rinlibo‘ladi. Bundanesa 0 <M — X, < ¢ yoki ixtiyoriy n > N
uchun |M — X,,| < & tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Buesa M soni {x,} ketma-ketlik
limiti ekanligidan dalolat beradi.

Agar {x,} o‘smaydigan chegaralangan ketma-ketlik va m ketma-ketlik

elementlari to‘plamining aniq quyi chegarasi bo‘lsa, u holda limx, =m ekanligi

n—->0o

xuddi shu singari isbotlanadi. <

Mulohaza. Monotonlik ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lishligi uchun zaruriy shart

emas. Masalan, monoton bo‘lmagan {%} ketma-ketlik yaginlashuvchi: limx,, = 0

n—>oo

e soni. Dastlab matematik induksiya metodoga asoslanib ixtiyoriy n € N va n > —1
uchun Bernulli nomi bilan yuritiluvchi
(1+h)"=14+n-h (3.15)
tengsizlikni isbotlaymiz.
Bu tengsizlik n = 1 uchun o‘rinli. Faraz qgilaylik, tengsizlik biror n =m > 1
uchun isbotlangan ya’ni (1+h)™ >1+4+m-h  tengsizlik o‘rinli bo‘lsin vau
n =m+ 1 uchun ham o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. So‘nggi tengsizlikning ikkala
tomonini 1+ h > 0 songa ko‘paytiramiz.
(1+h)™1>0+mh)(1+h)=1+ (m+ 1)h + mh?
O°‘ng tomondagi ifodada manfiy bo‘Imagan mh? hadni tashlab yuborsak,
(14 h)™1 > 1+ (m + 1)h tengsizlikka ega bo‘lamiz, ya’ni tengsizlik n =m + 1
uchun ham o‘rinli ekan. Shunning uchun matematik induksiya prinsipiga asosan

(3.15) tengsizlik ixtiyoriy natural n soni uchun o‘rinli.
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Endi {x,} = {(1 +%)n} ketma — ketlikni garaymiz. Bernulli tengsizligiga
n
asosan x, = (1 + %) =>1+n- % = 2. Berilgan {x,} ketma-ketlikdan boshga

Yn =2, (1+32) > 2 ketma - etlikni tuzamiz. U holda , ketma - ketlik uchun

Yy = (1 + %)nﬂ va bundan 2% = ("—“)n+1 : (”_”)n+2 _ ()P

Vn+1 n n+1 ntl.(n42)n+2

2
ntl [(r:l-i—)lz)il]n-F = n:l-l [ (n+11)2—1]n+2

O°‘ng tomondan ikkinchi ko‘paytuvchiga Bernulli tengsizligini qo‘llaymiz

1 n+2 n+2 n+2 1
> = = =
[ (n+1)2—1] =1+ (n+1)2-1 1+ (n)2+2n 1+ n
Yy n 1 n n+1 9 o
Uholda 22> 200 (140) =55 55 =1 yani 3 >

Shunday qilib y,, o°‘smaydigan ketma- ketlik va u quyidan 2 bilan chegaralandan

shuning uchun u limitga ega. U holda {x,} ketma-ketlik ham Imitga ega va

limx, = lim 2 = lim V-

n—-oo n—oo 1+E n—-oo

Bu limitni biz e orgli belgilaymiz va uning qiymati
n

e = lim (1 + E) = 2,7182818459 ....

n—-oo

ko‘rinishida bo‘ladi.

3.4. Kompleks sonlar va ular ustida amallar.
Kompleks son tushunchasi. Kompleks sonning algebraik shakli.
3.20-Ta’rif. Kompleks son deb,
z=x+1iy (3.16)
ko‘rinishdagi ifodaga aytamiz, bu yerda x va y hagigiy sonlar bo‘lib, ular z kompleks
sonning mos ravishda hagiqiy va mavhum gismi deb ataladi va ular
x = Rex, y=Imz
ko‘rinishda belgilanadi, i esa i? = —1 xossaga ega bo‘lgan mavhum bir deb ataladi.

z = x + i0 ko‘rinishdagi kompleks sonni x haqiqiy son bilan bir deb hisoblanadi.
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Kompleks sonning algebraik, trigonomentrik va ko‘rsatkichli shakllari mavjud.
(3.16) tenglik bilan ifodalangan shakl, kompleks sonning algebraik shakli deb
yuritiladi.

Dekart koordinatalar sistemasida z = x + iy kompleks sonni geometrik jihatdan
M(x,y) nuqta sifatida, yoki 0(0,0) koordinatalar boshini M(x,y) nugta bilan
tutashtiruvchi vektor sifatida, yoki proyeksiyalari (x,y) bo‘lgan 7 radius vektor
sifatida talgin gilish mumkin (3.9-rasm).

Kompleks son tasvirlanadigan tekislik (2)
kompleks tekislik deb ataladi.

Agar kompleks son z = x + i0 ko‘rinishda, M(x.y)
ya'ni u haqiqiy sondan iborat bo‘lsa, u holda

unga mos keluvchi nugta Ox o°‘qda yotadi, | - Py

shuning uchun abssissalar o‘qi haqgiqgiy o‘q deb ¢

v

ataladi. Sof mavhum z = iy kompleks son Oy —p
o‘qda tasvirlanadi, shuning uchun ham 3.9-rasm
ordinatalar o‘gi mavhum o°q deb ataladi.
Algebraik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar. Agar ikkita z; = x; + iy,,
z, = x, + iy, kompleks sonlar uchun x; = y;, x, = y, tengliklar o‘rinli bo‘lsa, ularni
biz teng kompleks sonlar deb ataymiz: z; = z,.

Ikkita z; = x; + iy,,2z, = x, + iy, kompleks sonlarning yig‘indisi, ayirmasi,
ko‘paytmasdi va nisbati quyidagicha aniglanadi:
Lzy £ 75 = (%1 +iy;) £ (2 +1y2) = (0 £ x3) +i(y1 £ y2)
2.2y 23 = (x1 + iy (% + 1y2) = (x5 — ¥1Y2) + i(x1Y2 + x291)
A _ % + iy; _ (X1 + iy1)(x2 — iy2) _ (x1%2 + y1¥2) +i(x2y1 — X1Y3) _

Z; Xy +iy; (X +iy)(x —iy;) x2% + y5°

_ XaXp T 1Y2 | XV —X1)o
- 2 2 L 2 2"
X2= + V2 X% + Y

Kompleks sonlarni go‘shish va ko‘paytirish amallari quyidagi xossalarga ega:
1. Kommutativlik
Z1t Zy =2+ 24, Zy "Zy =2y 73
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2. Assotsiativlik
(zy + z3) + 23 = 2 + (23 + 2z3);
(2, + 23) " 23 = 71 (25" 23);
3. Distributivlik
zy(zy+23) =2, 2, + 7, * 23
i mavhum birni darajaga ko‘targanda, quyidagi giymatlarni qo‘yish kerak:
i2=-1;i3=—i;i*=1;i°>=i; i = —1; i’ = —i vahokazo.
Z = x — iy kompleks son z = x + iy kompleks songa qo‘shma deb ataladi. Qo‘shma
kompleks sonlar uchun ayrim xossalarini ko‘rsatib o‘taylik:
z+zZ=(x+iy)+(x—iy)=2x; z-Z=(x+iy) (x —iy) =x% +y?

Zl+ZZ—Zl+ZZ, Zq " Zy = Z1 " Zy;

Z3 Z,

3.5- Misol. Ko‘rsatilgan amallarni bajaring:

. N, V3—i —3i
1.(2 4 4)(4 —i); 2.3+i\/§, 3.(2- \/—l)(\/—-l-l)-l- BT
» 1.(2+4))(4—i)=6|7i—3i2 =9+ 7i,(i* = —-1).

, ¥3-i _ (3-9)B-iv3) _3V3-6i+i?V3_2V3-6i V3 i

3+i/3 (3+iW3)(3-w3)  9+3 12 6 2
3.(2 - \/_z)(\/_+z)+ \/: 3\/§—i+§\/_§\fi
o D
=3\/§_i+6\/§—22i7—+9;'+\/§i2=3\/§_i 5\/_28111
_84V3-28i+5V3—-11i 89v3 39

— =

28 28 28
Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli shakli. z kompleks songa mos

keluvchi 7 radius-vektor uzunligi kompleks sonning moduli deb ataladi va

|OM| =7 = |z| = \[x2 + y2 (3.17)
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formula bilan hisoblanadi. OM vektor va Oxo‘qning musbat yo‘nalishi orasidagi ¢
burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi va Arg z ko‘rinishda belgilanadi, ya’'ni
@ = Argz. Bunda ¢ burchak soat strelkasi harakatiga garama-garshi yo‘nalishda
hisoblansa musbat deb olinadi, aks holda, ya’ni soat strelkasi yo‘nalishida hisoblansa
manfiy deb olinadi. Argyment bir giymatli aniglanmaydi, 2w ga karrali bo‘lgan
go‘shiluvchi anigligida aniglanadi:
Argz = argz + 2km,
buyerda k = +1,+2, ... va argz bosh giymat bo‘lib, u quyidagi shartlarda aniglanadi:

—n <argz <m yoki 0 <argz < 2m

( arctg(y/x), x>0,
m + arctg(y/x), x<0,y=>0,
argz = { —m +arctg(y/x), x<0,y<0, (3.18)
/2, x=0,y>0,
k —-n/2, x=0y<0.

3.6-rasmdan ko‘rinib turibdiki
X =71cos@;y =rsing.

Shuning uchun z = x + iy kompleks sonning trigonometrik shakli

Z=rcos@ +irsing Yyoki z =r(cose + isin¢) (3.19)
ko‘rinishni oladi, bu yerda r kompleks sonning moduli, ¢ esa argumentning bosh
giymati bo‘lib, u tg ¢ =§ tenglikni ganoatlantiradi.

Algebraik shakldan trigonometrik shaklga o‘tish

r=|z| = \/m va cos@ = x/r,sinp = y/r (3.20)

formulalar orgali amalga oshiriladi.

3.6-Misol. Ushbu kompleks sonning moduli va argumentini toping
. T . T
z=—sing—icosg.
» Hagigiy va mavhum gismi uchun
. T T
x=—51n§<0, y=—c05§<0.

(3.18) formulaga ko‘ra argumentning bosh giymati
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argz = —mn + arctg (ctg g) = —m + arctg [tg (g — g)] = —m + arctg (tg %T)

_ N 3t 5m
- TTTg T T8
bo‘lganligi uchun

5t
Argz=—?+2kn, k=0+1++2,..;

T T
|z| =\/sin2§+c052§= 1. <«

Yugorida keltirilgan kompleks sonlar va vektorlar orasidagi moslik kompleks sonlarni
qo‘shish va ayirish amallarini geometrik talgin qgilish imkonini beradi (3.10-rasmda z;
va z, kompleks sonlarning yig‘indisi va ayirmasi tasvirlangan).

Kompleks sonlar ustida qo‘shish va ayirish amallari uchun quyidagi
tengsizliklar bajarilishini osongina ko‘rsatish mumkin:

|Z1 ‘|‘Zz| < |Z1| + |Zz|

(3.21)
|z1 — z3| = |z1] — |2,]
Z1 1+ 2z,
—_—. i
Z1 = 2y
3.10-rasm
Kompleks sonlar uchun muhim formulani keltiramiz:
cos@ +ising = e'® (3.22)

(3.22) formula Eyler formulasi deb yuritiladi. Bu formulaning ma’nosini va isbotini
keyinroq beramiz. U holda (3.19) formulaga (3.22) formulani go‘llasak
z=re" (3.23)

kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini hosil gildik.
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Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli shakllari kompleks sonlar
ustida ko‘paytirish va bo‘lish amallarini bajarishga juda qulay. Agar z; = r;e’?* va
z, = 1,e'%2 bo‘lsa, u holda

relP1 - relP2 = pr,el@2te2), (3.24)
(3.24) tenglikni osongina isbotlash mumkin:
2,2, = 111 - 1,22 = 1y (cos ¢, + isin @)1, (cos @, + ising,) =
= r,1,[(cos ¢, cos @, + sin ¢, sin @,) + i (sin ¢, cos ¢, + sin @, cos @,)] =
= 1113(cos(@1 + @;) + isin(@, + @3)) = 7'1rzei((p2+(p2)-
Shunday qilib kompleks sonlar ko‘paytirilganda ularning modullari ham ko‘paytiriladi,
argumentlari esa go*‘shilar ekan:
1212,| = |z1] - |22|, arg(zy,z;) = argz; + argz,. (3.25)

Agar r, # 0 bo‘lsa, xuddi shu singari kompleks sonlarning nisbati uchun

Z rer
_1 — 1 _ —_ _131(<P1_<P2) (326)
Z1 ThePr

tenglikni hosil gilish mumkin. (3.26) tenglikdan ko‘rinib turibdiki

Z |24 | Z1 (3.27)
=, arg— = argz, — argz )
Z, |Z2 | g Z, 8721 82>

z kompleks sonni n natural darajaga ko‘tarish amalini kiritamiz:

zh=z-.."2.
N ——’
n marta

(3.24) formulaga ko‘ra z = r(cos ¢ + i sin ¢) kompleks sonni n darajaga ko‘tarish
z" = (r ei‘f’)n = r"e™ = r"(cosne + i sinng) (3.28)
qoidaga ko‘ra amalga oshiriladi. So‘ngi tenglikda » = 1 bo‘lsa
(cos@ + isinp)™ = cosng + isinng 3.29)
Muavr formulasini hosil gilamiz.
Kompleks sondan ildiz chigarish amali quyidagicha amalga oshiriladi. Agar
=z (3.30)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, w kompleks soni z kompleks sonnning n darajali ildizi deb

Wn

ataladi va u w = Yz Kko‘rinishda belgilanadi.
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Ixtiyoriy z # 0 uchun ¥z ildiz n turli giymat qabul gilishini ko‘rsatamiz. (3.30)

formulaga z =re'?, w = pe'® ifodalarni qoyib
phein? = r el (3.31)
tenglikka ega bo‘lamiz. Ikkita kompleks sonning tengligidan, ular modullarining
tengligi, argumentlari esa teng bo‘lishi yoki bir biridan 2m ga karrali bo‘lgan
go‘shiluvchi bilan farg qilishi kelib chigadi. Shuning uchun (3.31) munosbatdan
pt=r, nl = @ + 2kn

yoki

42k
p="r g=2T2 (3.32)

n
formulani hosil gildik. (3.32) formuladagi birinchi tenglikdan z kompleks sonnning n

darajali ildizlarining barchasi bir xil modulga ega ty

ekanligini, ikkinchi tenglikdan esa argumentlari bir- W
biridan 27” ga karrali bo‘lgan go‘shiluvchi bilan farq

gilishini  ko‘rish  mumkin. Bundan esa z #0

v

kompleks sonning n darajali ildizlarining turli

giymatlariga mos keluvchi nugtalar markazi w = 0

nugtada va radiusi 3/|z| bo‘lgan aylanaga ichki n=8

chizilgan n burchak uchlarida yotishi kelib chigadi 3.11-rasm

(3.11-rasm). (3.32) formulada k soniga 0,1, ..., n — 1 giymatlarni berib
Nz = Vr(cos(e + 2km)/n + isin(p + 2km)/n), k=0,1,..,n—1, (3.33)
yoki

.p+2km

Nz=%re" = , k=01,..,n—1 (3.34)
n turli kompleks sonlarni hosil gilamiz.
3.7-Misol. Vi ildizning barcha giymatlarini toping (3.12-rasm).

» z = i kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozamiz

.TT

z=1i=c¢e'z.

(3.34) formulaga asosan
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(T 21k
Wy = el(g-'—T), k=0,1,2. Ay
Bu yerdan W
i T isint \/§+_1 V3+i W1 Wo
= 6 — —_ _——= — —_——
Wy =e cosz+ising=—-+iz > ‘
ioT 5 4isi 5t \/§ I 1 x
= 6 — —_— _—— —
w; =e cos—+ isin— > tis
V3 +i
=—F o
37 3 3
wy=¢e'z = cos—-+ isin—- = —i < 3.12-rasm

Kompleks sonlar ketma-ketligining limiti. {z,,} kompleks sonlar ketma-ketligi
berilgan bo‘lIsin.
3.21-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N = N(¢) tartib ragami topilib, n > N
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda

|z, —z| < ¢
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, z kompleks soni {z,,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va u

z = limz, yoki z, - o (3.35)

n-co oo
ko‘rinishda yoziladi. z limitga ega bo‘lgan {z,} ketma-ketlik z soniga intiladi deb
aytiladi.

{z,} ketma-ketlikning har bir z, = x,, + iy, bhadi bir juft x, va y, hagiqy
sonlar bilan aniglanadi. Shuning uchun {z,} kompleks sonlar ketma-ketligiga bu
ketma-ketlik z,, hadlarining hagigiy va mavhum gismlaridan tuzilgan ikkita {x,,}, {v,}
hagigiy sonlar ketma-ketligi mos keladi.
3.13-Teorema. {z,} kompleks sonlar ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘lishligi uchun,
{x,},{y,} haqigiy sonlar ketma-ketligining ikkalasi ham bir vaqgtda yaginlashuvchi
bo“lishligi zarur va yetarli.

» Zarurligi. {z,,} ketma-ketlik z soniga intilsin. U holda ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy € > 0
son uchun shunday N tartib ragami topiladiki, n = N shartni ganoatlantiruvchi barcha

n natural sonlarda |z,, — z| < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki

1z —z| = [(xp +iy) —i(x+iy)| =[x —2x) +i =Y =[x, — x|,
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1zn — 2] = [(xn + i) —ix + i) = [Con —2) + T (u = V) = |y — Yl
Shuning uchun n > N shartni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda
lx, —x| < |z, —z|l<evaly,—yl<|z,—z|<¢
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, bundan esa

limx, =x, limy, =y (3.36)
n—->0oo

n—>0oo
ekanligi kelib chigadi.
Yetarliligi. Agar (3.36) o‘rinli bo‘lsa, u holda haqgiqiy sonlar ketma-ketligi limitining
ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N; tartib ragami topiladiki,

n = N; shartni ganoatlantiruvchi barcha n natural sonlarda

& &
lx, — x| <—, lyn — vl <—

V2 V2

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun

120 = 2| = 10ty +i30) = i(x +iY) =t =22+ On —¥)? <e.
Bu esa
lim z, = lim (x, + y,,) = x + iy
n-oo n-co
ekanligidan dalolat beradi. <
Isbotlangan tasdig hagigiy sonlar ketma-ketligi uchun olingan barcha natijalarni
kompleks sonlar ketma-ketligiga ham o‘tkazish imkonini beradi.

Nazorat savollari

1. Qanday to‘plamlar chegaralangan to‘plam deyiladi?

2. To‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegarasiga ta’rif bering?

3. Nugtaning atrofi deb ganday to‘plamga aytiladi?

4. Sonli ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

5. Qanday ketma-ketliklar yaginlashuvchi deyiladi?

6. Qanday ketma-ketliklar cheksiz kichik va cheksiz katta bo‘ladi?

7. Chegaralangan ketma-ketlik har doim ham yaqinlashuvchi bo‘ladimi?
8. Kompleks sonning qanday ko‘rinishlari mavjud?

9. Qanday kompleks son sof mavhum deb ataladi?

10. Kompleks sonning moduli va argumenti deb nimaga aytiladi?
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Mashglar.
1. {%} ketma-ketlikning limiti nol ekanligini isbotlang. Agar: a) ixtiyoriy € > 0; b)
‘ . . . . 1
e=0,1; v) €e=00,1 bo‘lsa, n tartib ragamimning ganday giymatlarida —<¢£
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
2. {%} ketma-ketlikning limiti bir ekanligini isbotlang.

Limitlarni toping:

. (n-3)? n*+3n3-5n+7
3. lim . 4. lim
n—ooo N2 n—ooo n3+7n2-8n-11'
5 lim n®—-6n+8 6. 1i ¥n3—6n+8
m 7 o . 11Im T
n-o 5n n—ooo 9n-1
7. lim - 3n2—6+2-2n 8. lim nt—en+1+32n-1
n—ooo ¥n3-3n2+8n+1-¥n3+5n—4 n-oo VnS—7n+1-3ani—6

(Ko‘rsatma. n o‘zgaruvchi ko‘phadlari nisbatining limitini hisoblashda surat va
maxrajni dastlab nP ifodaga bo‘lib olgan magsadga muvofiq bo‘ladi, bu yerda p
maxrajdagi ko‘phadning eng katta darajasi. Bu usul irratsional ifodani saqlagan
kasrlarning limitini topishda ham qo‘llaniladi.)

Limitlarni toping:

! . 1 1 1
9. 1111—>r£10 (n+1)!-n! 10. rlll—>ngo (— + 5 + .-+ 3_11)
11 lim = (142 + - +n). 12. lim 23057
noon n—oo N4+
13. lim (\/Zn +3—+2n+1). 14. lim (\/nz T3n—1-n).
n—->oo N 00
n—oo 1 2 (n-1)n N 21

17. Kompleks sonning moduli va argumentning bosh giymatini toping:

7+i24,
)

' b) —2 + 2v/3i; V)—cos +lsm— g)sm -I-lCOS— d) 1 —+/3i.
18. Kompleks sonni trigonometrik va ko‘rsatkichli shaklda yozing:
a)——+— b)— V) -i;0) V2 +iV2

19. Quyidagi tenglamalarning haqigiy yechimlarini toping:

a) (1+ x4+ (=2 +5i)y=—4+17i;b) (2—3D)x + 3+ 2i)y = 4 — 19i

20. Hisoblang:
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2

a) (1—2i)(2+10)?;b) (5)3’ V) (i5+2)

1941

21. lldizlarning barcha giymatlarini toping:

a) Vi, b) V=1;v) ¥=9;9) V1+iv3d) /(2 -20)*
22. Limitni hisoblang.

) lim (2= i +2(1+0)ib) lim 2 — ) Jim

L-n
) - (1 + —).
n—oo nooo 3n+2 n2+n-—4i n—oo n
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IV. BOB. BIR O‘ZGARUVCHIILI FUNKSIYANING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI.
4.1. Funksiya tushunchasi. Funksiyalarning berilish usullari.
Funksiya tushunchasi. Birorta X,Y haqiqiy sonlar to‘plamlari berilgan bo‘lIsin.
4.1-Ta’rif. Agar har bir x € X son uchun birorta gonun-qoida asosida anigbiry € Y
soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda funksiya aniglangan deyiladi va
y=f(x) yoki y=y(x), x€Xyokuf:X->Y
ko‘rinishida yoziladi. Bunday funksiyalarni sonli funksiyalar deb ataymiz. X
to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi, x erkli o‘zgaruvchi yoki argument deb
ataladi. y = f(x) funksiyaning aniglanish sohasi D (y) yoki D(f) orgali belgilanadi. Y
to‘plam esa funksiyaning qiymatlar sohasi deb ataladi va u E(y) yoki E(f) orqali
belgilanadi.
Ba’zi funksiyalarni ko‘rsatishda f(x) o‘rniga f belgi ham ishlatiladi.
Shunday qilib, agar:
1. X aniglanish sohasi;
2. Har bir x € X songa funksiyaning y = f(x) qiymatini mos go‘yuvchi f moslik
berilgan bo‘lsa, funksiya aniglangan bo‘ladi.
Agar f va g funksiyaning anglanish sohasi ustma — ust tushsa va aniglanish
sohasidan olingan har bir x uchun f(x) = g(x) o‘rinli bo‘lsa, ular teng funksiyalar
deb ataladi. Ushbu y =x2, —o<x<ow va y=x2 0<x<1 funksiyalar

teng emas; ular fagat [0; 1] kesmadagina teng.
Funksiyaga misollar. 11 J

1. {x,} ketma-ketlik natural sonlar to‘plamida aniglangan
butun argumentli funksiya bo‘ladi va f(n)=x,, (n= O >
1,2,3....) X
1, agar x >0
2.y =signx={ 0, agar x =0 —-1
—1, agarx <0 4.1-rasm

sign belgisi lotincha signum - ishora so‘zidan olingan. Bu funksiya —oo < x < oo
son o‘gining hamma joyida aniglangan; qiymatlar to‘plami esa uchta {—1,0,1}

sonlardan iborat (4.1-rasm).
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3.y =[x] buyerda [x] sifatida x sonning butun Ay
qismi olingan, - ya'ni [x] giymat x dan katta N
bo‘Imagan eng katta butun songateng. n <x <x +1 2 ::;"’

uchun [x] =n, n=0,41,42,43,.. bu funksiya son 2111234 >
o‘gining hamma joyida aniglangan, giymatlari to‘plami 1 ;

esa butun sonlardan iborat (4.2-rasm). 4.2-rasm

Endi funksiyalar uchun muhim bo‘lgan ayrim tushunchalarni kiritamiz.
4.2-Ta’rif. Agar har bir x € D(f) nugta uchun bitta f(x) € E(f) nuqta mos qo‘yilgan
bo‘lsa, y = f(x) bir qiymatli funksiya, aks holda ko‘p qiymatli deyiladi.

E(f) to‘plamda birorta y = y, nuqtani olamiz; u holda D(f) to‘plamda kamida
bitta shunday x, nuqgta topiladiki, uning uchun y, = f(x,) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bunday nugtalar bir nechta, hattoki cheksiz ko‘p ham bo‘lishi mumkin. Shunday qilib,
E(f) to‘plamdan olingan har bir y nuqgta uchun D(f) to‘plamdan bitta yoki bir nechta
x nuqta mos qo‘yildi. Natijada bir yoki ko‘p qiymatli x = g(y) funksiyani hosil
gildik. Bu funksiya y = f(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi va u x = f~1(y)
orgali belgilanadi. Agar f~! funksiya ham bir giymatli bo‘lsa, u holda y = f(x)
funksiya o‘zaro bir qiymatli deb ataladi.

Funksiayaning berilish usullari. Funksiya uch xil: analitik, grafik va jadval usul
bilan beriladi.

Analitik usul.  Agar y = f(x) funksiya x o°zagruvchining giymati ustida
gandaydir amallar bajarilishini  ko‘rsatib turuvchi formula bilan aniglansa, bu
funksiyani biz analitik usul bilan berilgan deb ataymiz. Masalan ,

y=x3+1,—0<x<»
funksiya analitik usul bilan berilgan.

Bu holda funksiyaning aniglanish sohasi deganda (agar u alohida ko‘rsatilmagan
bo‘lsa) x argumentning funksiyani aniglovchi analitik ifoda haqgigiy va chekli
giymatni gabul qildiradigan barcha hagiqgiy sonlar to‘plami tushuniladi. Bunday

ma’noda funksiyaning aniqglanish sohasini yana mavjudlik sohasi deb ham yuritiladi.

y = V4 — x? funksiya aniglanish sohasi —2 < x < 2 kesmadan iborat.
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y = x? + 5x + 7 funksiyaning aniglanish sohasi —co < x < o0 son o‘gining

barcha joyidan iborat.

Har ganday formula har doim ham funksiyani aniglayvermaydi. Masalan,

y=v1—x2+Vx2—4

Formula hech ganday funksiyani aniglamaydi, chunki yuqgoridagi ikkala ildiz ham bir

vaqtda haqiqiy sonni aniglaydigan x argumentning haqiqiy qiymati mavjud emas.

Funksiyaning analitik berilishi

murakkab ko‘rinishda ham bo‘lishi mumkin.

Xususiy holda, funksiya ozining aniglanish sohasining turli gqismlarida turli formulalar

bilan aniglanishi mumkin. Masalan funksiya
quyidagi ko‘rinishda berilgan bo‘lishi mumkin
(4.3-rasm)

0, x <0
x, 0<x<1

FG)=45_% 1<x=2
0, x>2

v

4.3-rasm

Grafik usul. Agar y = f(x) funksiya grafigi berilgan bo‘lsa, u grafik usul

bilan berilgan deyiladi. Bunda grafik
(x, f(x)) nugtalar to‘plami ko‘rinishida
bo‘lib,

funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli,

berilgan uning absissasi

ordinatasi esa funksiyaning mos

giymatiga teng bo‘ladi (4.4-rasm).

Har ganday funksiyaning grafigini

o)

4.4-rasm

ham chizmada tasvirlab bo‘lmaydi. Masalan , Dirixle funksiyasini

D(x) = {3

agar x — ratsional
agar x — irratsional

chizmada tasvirlanmaydi. D(x) funksiya son o‘qgining hamma joyida aniglangan,

giymatlari esa ikkita 0 va 1l sondan iborat.

Jadval usul: Argumentning bir nechta giymatiga mos keluvchi funksiyaning

giymatlari biror jadvalda keltirilgan bo‘lsa, funksiya jadval usulda berilgan deyiladi.
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Funksiya jadval usulda berilganida uning aniglanish sohasi jadvalda keltirilgan
X1, X, X3 .. X, Qiymatlaran iborat bo‘ladi.

Murakkab funksiyalar. Ba’zan y = f(u) funksiyaning u argumenti erkin
o‘zgaruvchi bo‘lamsdan, u ham o‘z navbatida boshqa bir o‘zgaruvchiga, masalan x
o‘zgaruvchiga u = g(x) ko‘rinishda bog‘lig bo‘lgan holga duch kelamiz. Bunday
holda y o‘zgaruvchining x o‘zgaruvchiga bog‘ligligini ifodalash uchun u oraliq
o‘zgaruvchi o‘rniga g (x) ifoda qo‘yiladi: y = f(g(x). Bu qoida bo‘yicha ifodalangan
funksiya murakkab funksiya yoki f va g funksiyalarning superpozitsiyasi deb ataladi.
Ba’zan bu yozuv o‘rniga y = fog(x) ifoda yoziladi va u f va g funksiyalarning
kompozitsiyasi deb ataladi.

Murakkab funksiyaning giymatini hisoblashda dastlab x o‘zgaruvchining
qiymati bo‘yicha oralig u o‘zgaruvchining giymati hisoblanadi. So‘ngra esa
hisoblangan u giymat bo‘yicha y = f(u) giymat hisoblanadi. y = f(u) va u = g(x)
funksiyalar y = f(g(x)) superpozitsiya tashkil qilishlari uchun birinchisining
aniglanish sohasi bilan ikkinchisining qiymatlari sohasi bo‘sh bo‘lmahgan kesishmaga
ega bo‘lishlari lozim, ya'ni D(f) N E(g) # @. Bunda murakkab funksiyaning D (feg)
aniglanish sohasi g(x) funksiya aniglanish sohasining u = g(x) qiymatlar f(u)
funksiya aniglanish sohasida chigib ketmaydigan gismidan iborat bo‘ladi.

Ushbu misolni garaymiz: f(u) =+u, u= g(x) = x — 1 bo‘lsin. U holda D(f) =

[0, +0), D(g) = R bo‘ladi. Demak D(feg) = [1, +0). Murakkab funksiyaning o‘zi

esay = f(g(x)) = vx — 1 ko‘rinishda bo‘ladi.

Funksiyalarning ayrim xossalari.

Davriy funksiyalar.

4.3-Ta’rif. X € R to‘plamda aniglangan f(x) funksiyaning davri deb, shunday T > 0

songa aytiladiki, bunda ixtiyoriy x € X nugta uchun (x — T,x + T) € X munosabat va
fx+T)=f(x—=T) = f(x) (4.1)

tenglik orinli bo‘ladi.

nT,n € N son ham funksiyaning davri bo‘ladi. Masalan, T berilgan f(x)

funksiyaning davri bo‘lsa 2T ham uning davri bo‘ishini ko‘rsatamiz. Haqigatdan ham,
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ixtiyoriy x € X nugta uchun, birinchidan x + 2T = ((x £ T) £ T) € X va ikkinchidan
(4.1) tenglikka ko‘ra
fxx2T) =f(xxTxT)=f(xxT) = f(x).
Bundan keyin funksiyaning davri deganda uning davrlarining eng Kkichigi
tushuniladi.
Agar f(x) funksiyaning davri T bo‘lsa, g(x) = f(ax + b) funksiyaning davri
T/a bo‘ladi, bu yerda a > 0,b o‘zgarmas sonlar. Haqigatdan ham, (1.1) tenglikka

ko‘ra

T T
g(x+a> =f<a(x+a>+b> =f(ax+b+T)=f(ax +b) = g(x).
Davrga ega bo‘lgan funksiyani davriy funksiya deb ataymiz.
Davri T bo‘lgan X € R to‘plamda aniqlangan f(x) funksiyaning grafigini
yasash uchun, uning grafigini ixtiyoriy [a,a + T] kesmada yasash yetarli, bu yerda
a € X —birorta son. So‘ngra Ox koordinata o‘qi bo‘ylab +T, +2T, ..., davrga suriladi.

4.5-rasmda davri T = 27 bo‘lgan y = 2+/sin x funksiyaning grafigi keltirilgan.

4. 5-rasm

Monoton funksiayalar. f(x) funksiya X € R to‘plamda aniqlangan va x;,x, bu
to‘plamning ixtiyoriy nuqtalari bo‘lib, ular uchun x,, < x, tengsizlik o‘rinli bo‘Isin.

1) Agar f(x;) < f(xy) bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda o ‘suvchi;

2) agar f(x;) < f(x,) bo‘lsa, kamaymaydigan;

3) agar f(x;) > f(x,) bo‘lsa, kamayuvchi;

4) agar f(x;) = f(x,) bo‘lsa o ‘smaydigan funksiya deb ataladi.

Barcha to‘rt holda funksiyani X to‘plamda monoton deb ataladi, 1) va 3) hollarda
qat’ty monoton deb ataladi. Qat’iy monoton funksiyaning teskarisi mavjudligi va

teskari funksiya ham qat’iy monotn bo‘lishi ravshan.
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4.1-Misol. »y = x,y = x3 funksiyalar R son o‘gida o‘suvchi bo‘ladi, y = x?
funksiya esa (—oo,0) intervalda kamayuvchi va (0, +o0) intervalda o‘suvchi bo‘ladi,
ammo x = 0 nuqtani o‘zida saglovchi har ganday intervalda monoton bo‘lmaydi.
y = c = const, funksiyani bir vaqtning o‘zida ham kamaymaydigan, ham
o‘smaydigan funksiya deb hisoblash mumkin. <« Ay
Juft va toq funksiyalar. f(x) funksiyaning D(f) =X € R
aniglanish sohasi O koordinatalar boshiga nisbatan

simmetrik bo‘lsin (4.6-rasm), ya’ni agar x € X bo‘lsa,

—x € X bo‘ladi.

0
\V

4.4-Ta’rif. Agar ixtiyoriy x € X nugta uchun f(—x) = f(x) v

xRy

e R

X
tenglik o‘rinli bo‘lsa, X € R to‘plamda aniglangan f(x) 4. 6-rasm
funksiyani juft, agar f(—x) = —f(x) bo‘lsa toq funksiya deb ataymiz.
4y Juft funksiyaning grafigi Oy o‘qga nisbatan simmetrik

N
N
N

) NS E -

(4.6-rasm), toq funksiyaning grafigi esa koordinatalar

N
A Y
A Y

boshiga nisbatan simmetrik (4.7-rasm) bo‘ladi. f(x)

Ry

/’0 funksiyaning juft yoki togligini aniglash uchun f(—x)

. funksiyani tahlil gilish kerak. Har doim ham bir garashdan

}(f funksiyaning juft yoki toqgligini aniqlab bo‘lmaydi. Bunday
4.7-rasm hollarda ayniy almashtirishlarni bajarish kerak.

4.2-Misol. Ushbu

f(x) =log, (x+\/x2 + 1),x €R

funksiya toq ekanligini ko‘rsatamiz.

» Hagigatdan ham

f(=x) =log, (—x +x2 +1) =

| (—x+vVx2+1)(x+Vx2+1)
=10 =
Sa x+vVx2+1

1
=lo = —log, (x +Vx?+1)=—f(x). <«
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4.1-Teorema. [— a, a] kesmada aniglangan har ganday funksiyani juft va toq
funksiyaning yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin va bu tasvir yagona bo‘ladi.

» f(x) = @(x)+Y(x) yig‘indini yozamiz, bu yerda ¢(x)- juft funksiya, ¥ (x) esa
tog. U holda f(—x) = @(—x) + Y(—x) = ¢(x) — Y (x) tenglik hosil bo‘ladi. f(x)
va f(—x) uchun tuzilgan tengliklarni hadma-had qo‘shib

T (CoRJ (o I (o R (2

izlanayotgan funksiyalarni topdik. Bu esa f(x) funksiyani yagona usul bilan juft va

toq funksiyalarning yig‘indisi shaklida tasvirlash mumkinligini ko‘rsatadi. <«

Funksiya oldidagi ishoraning o‘zgarishi funksiyaning juft yoki toqligiga ta’sir
qilmaydi. Faqat juft yoki faqat toq funksiyalarni qo‘shganda ularning yig‘indisi yana
juft yoki toq bolib golaveradi. Ixtiyoriy sondagi juft funksiyalarning ko‘paytmasi yana
juft bo‘ladi, toq funksiyalarning ko‘paytmasi esa ko‘paytuvchilar soniga bog‘liq:
ko‘paytuvchilar soni juft bo‘lsa ko‘paytma juft, ko‘paytuvchilar soni toq bo‘lsa
ko‘paytma toq bo‘ladi.

Juft ham toq ham bo‘lmagan funksiyalarni umumiy ko‘rinishdagi funksiyalar
deb ataymiz.

Chegaralangan funksiyalar. D € R to‘plamda aniqglangan f(x) funksiya berilgan
bo‘lsin.

4.5-Ta’rif. Agar shunday M (mos ravishda m) o‘zgarmas son topilib, barcha x € D
nugtalar uchun f(x) <M (mos ravishda f(x) = m) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x)
funksiya D to‘plamda yuqoridan (mos ravishda quyidan) chegaralangan deyiladi.
4.6-Ta’rif. Agar shunday C > 0 o‘zgarmas son topilib, barcha x € D nugtalar uchun
|f(x)| < C tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya D to‘plamda chegaralangan
deyiladi.

Funksiya D to‘plamda chegaralangan bo‘lishligi uchun u quyidan ham,
yugoridan ham chegaralangan bo‘lishi kerakligi ravshan. Agar D to‘plam funksiyaning
aniglanish sohasi bilan ustma-ust tushsa va funksiya bu to‘plamda chegaralangan

bo‘lsa, uni biz chegaralangan funksiya deb ataymiz. Aks holda funksiyani bu
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to‘plamda chegaralanmagan deb ataymiz. Bu esa, ixtiyoriy C > 0 son uchun |f(a)| >
C tengsizlikni ganoatlantiruvchi a € D nuqta topiladi degan ma’noni anglatadi.

4.3-Misol. R son ogida aniglangan

1
f(x)=1+x2

funksiya D = R to‘plamda chegaralangan, chunki ixtiyoriy x € R uchun 0 < f(x) <

1 tengsizlik o‘rinli.

4.4-Misol. g(x) = 1/x funksiya [1,+c0) yarim intervalda chegaralangan, chunki
ixtiyoriy x € [1,400) uchun 0 < g(x) <1 tenngsizlik o‘rinli. Xuddi shu funksiya
(0, +00) intervalda chegaralanmagan.

Elementar funksiyalar. Quyidagi funksiyalarni asosiy elementar funksiyalar deb
ataymiz:

1. y =x% darajali funksiya, bunda a € R. Umumiy holda uning aniglanish sohasi
(0;4+) son o‘gining yarmidan iborat. Agar a =n €N bo‘lsa, x* funksiya
(—o0; +00) son o‘gining hamma joyida aniglangan.

2. y=a* ko‘rsatgichli funksiya, bunda a >0, a # 1. U son o‘qining hamma
joyida aniglangan.

3. y =log, x logarifmik funksiya, bunda bunda a > 0, a # 1 Uning aniglanish
sohasi (0 ; +o0) intervaldan iborat.

4. y =sinx, y =cosx, y =tgx, y = ctgx trigonometrik funksiyalar. y = sin x,
y = cosx funksiyalar son o‘qining hamma joyida aniqlangan. y = tg x funksiya
X # §+ kmr  bo‘lganda aniqlangan. y = ctgx funksiya esa x # km  bo‘lganda

aniglangan, bu yerda k ixtiyoriy butun son.
5. y =arcsinx, y =arccosx, y =arctgx, y = arcctgx teskari trigonometrik
funksiyalar. y = arcsinx, y = arccosx funksiyalarning aniglanish sohasi [—1;1]
kesmadan iborat. y = arctg x, y = arcctg x funksiyalar esa son o‘qining hamma
joyida aniglangan.

Bu elementar funksiyalarning grafigini chizish o‘quvchiga mustaqil bajarishga

goldirildi.
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4.2. Funksiyaning limiti.
Funksiyaning nuqtadagi limiti. Funksiyaning limiti matematik tahlildagi markaziy
tushuncha hisoblanadi.
f(x) funksiya a nuqgtaning biror U(a) atrofida aniglangan bo‘lsin (a nugtaning
o°‘zida aniglanmagan ham bo‘lishi mumkin).
4.7-Ta’rif (Koshi). Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0 son topilib,
lx —al <& (4.2)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € U(a) uchun
lf(x) —Al <e (4.3)
tensizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti deyiladi va u

limf(x) = A ko‘rinishda yoziladi.

xX—a

4.5-Misol. f(x) = ¢ = const funksiya uchun limf (x) = c ekanligini ko‘rsatamiz.
xX—a

» Ixtiyoriy € > 0 son va x uchun f(x) —c =c—c =0 <e&. Shuning uchun §
sifatida ixtiyoriy musbat sonni olish mumkin. <
4.6-Misol. }Cl_r)%x = 0 ekanligini isbotlang.
» Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz va |x —0| = |x| <& bo‘sin. § =¢ deb olsak
ta’rifning shartlari bajariladi. «
4.7-Misol. chil’)rzlxz = 4 ekanligini isbotlang.
» Ixtiyoriy £ > 0 sonni olamiz va |x? — 4| < & bo‘sin.
X2 =4l =1(x=2)(x+2)| = x = 2| [(x = 2) + 4| <
<|x-=2|(Jx — 2| + 4)
ekanligini inobatga olsak |x — 2|? + 4|x — 2| < ¢ tengsizlikni garash yetarli. Bu
tengsizlik esa
lx —2] < —2+V4+¢
tengsizlikka teng kuchli. Shu sababli |x? — 4| < ¢ tengsizlikning bajarilishi uchun
(4.2) munosabatda § = —2 + /4 + € deb olish yetarli. <«

4.8-Misol. Tenglikni isbotlang: lim|x| = |a|.
xX—a
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» Ixtiyoriy haqiqiy a,b sonlar uchun o‘rinli bo‘lgan ||a| - |b|| < |a — b|
tengsizlikdan foydalanamiz. U holda ||x| — |a|| < |x —al va (4.2) munosabatda
6 = & deb olish kifoya. Hagigatan ham |x — a| < § = € bo‘lsa,
||x|—|a|| <|lx—a|<d=c¢

bo‘ladi. <«
Topshirig. Quyidagi limitlarni tengsizliklar yordamida (¢ — ¢ tilida) ifodalang

1) limf(x) =3; 2) lim f(x) =4; 3)limf(x) =-7; 4) lim f(x) = -8.
y = f(x) funksiyaning a nugtadagi limitining
geometrik talgini 4.8-rasmda tasvirlangan. Tasvirga

ko‘ra a nugtaning 6 atrofidan olingan barcha x

nugtalarga mos keluvchi  f(x) qiymatlar A B
'§a+5

ol _—~—a-o | a X

nugtaning ¢ atrofiga tushadi.

4

y = f(x) funksiya a nuqtaning biror U(a)
atrofida aniglangan bo‘lsin (a nuqtaning o‘zida 4.8-rasm
aniglanmagan ham bo‘lishi mumkin).
4.8-Ta’rif (Geyne). Agar x argument giymatlarining a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy
{x,} ketma-ketligiga mos keluvchi {f(x,)} ketma-ketlik A soniga intilsa, bu A soni
f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti deyilaadi.

Keltirilgan ta’rifdan f(x) funksiyaning a nuqtada limiti yo‘qligini ko‘rsatishda
foydalanish qulay. Buning uchun limiti mavjud bo‘lmagan birorta {f(x,)} ketma-
ketlikni topish yetarli, yoki turli limitlarga ega bo‘lgan ikkita {f(x,)} va {f(x,}
ketma-ketliklarni ko‘rsatish kerak.

Misol sifatida x = 0 nuqtada boshga hamma joyda aniglangan f(x) = sini

funksiyaning x = 0 nuqtada limiti mavjud emasligini isbotlaymiz (4.9-rasm).

» x =0 nuqtaga intiluvchi ikkita {%} va — ketma-ketliklarni garaymiz.

—+nm
Funksiya giymatlarining mos ketma-ketliklari turli limitlarga intiladi: {sin nrt} ketma-
ketlik nolga, {sin (§+nﬂ)} ketma-ketlik esa birga intiladi. Bu esa f(x) = sin%

funksiyaning x = 0 nugtada limiti mavjud emasligini anglatadi. <
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4.9-rasm

Mulohaza. Funksiyaning nuqtadagi limitining ikkala ta’rifi (Koshi ta’rifi, Geyne
ta’rifl) teng kuchli.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti.

4.9-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday M > 0 son topilib, barcha x > M
uchun |f(x) — A| < € tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni f(x) funksiyaning x argumenti

400 ga intilgandagi limiti deyiladi vau lim f(x) = A ko‘rinishda yoziladi.

xX—+00
Cheksizlikdagi limitning geometrik A
talgini 4.10-rasmda keltirilgan. Rasmda Y y =f(x)

€ —ning berilgan qiymatiga ko‘ra M

nuqtani ta’rifning sharti bajariladigan b
gilib  ganday tanlash  kerakligi [y frosearassaneas:

ko‘rsatilgan. x = 4+oco da funksiyaning

grafigi y =b gorizontal to‘g‘ri
o ] ] _ _ 4.10-rasm
chizigga cheksiz yaginlashib boradi.
x — —oo dagi limit ham xuddi shu singari Kiritiladi. x — oo dagi limitni
beradigan bo‘lsak: Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday M > 0 son topilib, barcha
|x| > M uchun |f(x) — A| < € tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni f(x) funksiyaning x

argumenti oo ga intilgandagi limiti deyiladi va u lim f(x) = A ko‘rinishda yoziladi.
X—00

Bu holda funksiya grafigi ikki tomonlama y = b gorizontal asimptotaga ega
bo‘ladi (4.11-rasm).
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4.9-Misol. 0 < a < 1 uchun

lim ¥ — y y=f(x)
x>+ b+¢
ekanligini ko‘rsatamiz. b/  N—
» Ixtiyoriy € >0 uchun a* < e bajariladi N /| h—e |
deb faraz gilamiz. 0 < a < 1 bo‘lganda log, x : | R
funksiyaning xossalaridan foydalanib a* < ¢ -M 0 M x
4.11-rasm

tengsizlik o‘rniga x > log, e tengsizlikni

olamiz. M = log, € deb olsak ta’rifning sharti bajariladi. <

4.10-Misol. lim iz = 0 ekanligini isbotlaymiz.
X

xX—00

» Dastlab ixtiyoriy € musbat son uchun xiz < & bo‘lsin. U holda x? >§ , Yyoki

1 , - ) e .- _ 1 .
|x| > = Agar ta’rifdagi M sifatida M = 7 sonni olsak |x| > M uchun

x—lz — O| <e¢
orinli bo‘ladi. «

Funksiyaning cheksizlikka intilishi.

4.10-Ta’rif. E > 0 son ganday bo‘lishidan gat’iy nazar shunday § > 0 son topilib, a
nugtaning o‘zi kirmagan Us(a) atrofidagi barcha x nugtalar uchun f(x) > E
tengsizlik bajarilsa, +co berilgan f(x) funksiyaning x = a nuqtadagi limiti deyiladi

vau limf(x) = +oo ko‘rinishda yoziladi.
xX—a

4.12-rasmda E ning qiymati bo‘yicha 6 = y
min{a — x;, x, — a} qiymatini ta’rifning sharti
bajariladigan qilib ganday tanlash ko‘rsatilgan.
x argument a nugtaga intilganda funksiyaning

grafigi vertikal asimptota deb ataluvchi x = a

to‘g‘ri chiziqga cheksiz yaqinlashadi.

a
—oo funksiyaning biror nuqtadagi limiti 4 X1 Xy X
4.12-rasm

v

bo‘lish ta’rifi ham xuddi shu singari kiritiladi.
Buni o‘quvchiga mustaqil bajarishiga goldiramiz.
4.11-Ta’rif. E > 0 son ganday bo‘lishidan qat’iy nazar shunday § > 0 son topilib, a

nugtaning o‘zi kirmagan Ug(a) atrofidagi barcha x nugtalar uchun |f(x)| > E
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tengsizlik bajarilsa, oo berilgan f(x) funksiyaning x = a nuqtadagi limiti deyiladi va
u limf(x) = oo ko‘rinishda yoziladi.

x—a
4.13-rasmda E ning qiymati bo‘yicha § =
min{a — x;,x, —a} qiymatini ta’rifning sharti

bajariladigan qilib ganday tanlash ko‘rsatilgan. x

argument a nugtaga intilganda funksiyaning grafigi
vertikal asimptota deb ataluvchi x =a to‘g‘ri

chizigga cheksiz yaginlashadi.

Endi x argument cheksizlikka intilganda

4.13-rasm

f(x) funksiya giymati ham cheksizlikka intilish

ta’rifini beramiz.

4.12-Ta’rif. E > 0 son ganday bo‘lishidan gat’iy nazar shunday M > 0 son topilib,
barcha [x| > M nugtalar uchun |f(x)| > E tengsizlik bajarilsa, oo berilgan f(x)

funksiyaning x argumenti cheksizlikka intilgandagi limiti deyiladi va u lim f(x) =
X—00

oo ko‘rinishda yoziladi.

s
4.14-rasmda E giymat bo‘yicha E LA i
ta’rifdagi shartni ganoatlantiruvhci M sonini f(x)
topish usuli ko‘rsatilgan. _M g M X,
4.11-Misol. }Cig(l)xiz = +oo  ekanligini
isootlaymiz.~~~ — -+
» Dastlab ixtiyoriy E musbat son uchun 4.14-rasm

xiz > E o‘rinli bo‘lsin. U holda x? <% , Yoki |x| < LE Agar ta’rifdagi § sifatida

NG

§ = — sonni olsak |x| < & uchun
VE

iz = iz > E orimli bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra
X X

x = 0da x—lz — 400 degan ma’noni anglatadi. <

4.12-Misol. limx3 = oo ekanligini tekshiramiz.

X—00

» Ixtiyoriy E > 0 soni uchun |x3| > E bo‘lsin. Bundan esa |x| > VE tengsizlikni
hosil qilamiz. Ta’rifdagi M sifatida M = 3/E sonni olsak ta’rif sharti bajariladi. <
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Bir tomonlama limitlar. 4.2.1. bo‘limda f(x) funksiyaning a nuqgtadagi limitining
ta’rifini berishda x argument a nuqtaga uning biror o‘zi kirmagan U(a) atrofi
doirasida qanday ko‘rinishda intilishiga hech qanday chegaralash qo‘yilmagan edi.
Birog a nugta funksiyaning D(f) aniqlanish sohasida o‘zi kirmagan atrofga ega
bo‘lmasligi ham mumkin (masalan, f(x) =+/x funksiya uchun D(f) = {x € R:x >
0 sohada x=0 nuqtaning o‘zi kirmagan atrofi mavjud emas). Bunday holda x
argumentning a nugtaga intilishi a nuqtaning bir tomonlama bo‘lgan o°‘zi kirmagan
yarim atrofi doirasida ma’noga ega bo‘ladi. Ammo funksiya a nuqtaning o‘zi
kirmagan atrofida aniglangan taqdirda ham x argument a nugtaga intilganda
funksiyaning o‘zgarish xususiyatini o‘zi kirmagan yarim atrof doirasida amalga
oshirilish maqgsadga muvofiq bo‘ladi. Bunday chegaralash bir tomonlama Ilimit
tushunchasini kiritishga olib keladi.
a nugtaning chap yarim § atrofi deb
Us(a) ={x:x<aa—x <4}
to‘plamga, chap yarim o°zi kirmagan 6 atrof deb
Us () = Uy ()\{a}
to‘plamga aytiladi.
4.13-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son topilib, a nugtaning chap
yarim o°‘zi kirmagan Uj (a) atrofidan olingan barcha x € U (a) nugtalar uchun
If(x) —Al <e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa 4 soni f(x) funksiyaning a nuqtadagi chap limiti deb ataladi

vau lim f(x) = A ko‘rinishda yoziladi.

x-a—0
a nuqtaning o‘ng yarim atrofi UF (a) = {x:x = a,x — a < §} va o‘ng yarim o‘zi
kirmagan atrofi esa Uj(a) = U§(a)\{a} ko‘rinishda aniglanadi. Funksiyaning a
nuqtadagi o‘ng limiti ham xuddi chap limit singari aniqlanadi.
Funksiyaning a nuqtadagi chap va o‘ng limitlarining giymatlari uchun

Jim FG) = fla=0),  lim f(0) = f(a+0)

belgilashlar ishlatiladi.
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Funksiyaning nuqgtadagi limitini bir tomonlama limitlardan farglash uchun uni biz
ikki tomonlama limit deb ataymiz. Funksiyaning nungtadagi ikki tomonlama va bir
tomonlama limitlarining mavjudligi orasidagi bog‘liglik ushbu teoremada keltiriladi.
4.2-Teorema. A soni f(x) funksiyaning a nuqtadagi ikki tomonlama limiti bo‘lishligi
uchun A soni bir vaqtning o‘zida ham chap, ham o‘ng limit bo‘lishi zarur va yetarli.

» Zarurligi. limf(x) = A bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday
xX—a

6 >0 son topiladiki, |x —a| < § tengsizlikni, shu jumladan x < a,a—x <4
tengsizlikni qganoatlantiruvchi barcha x nugtalat uchun |f(x) — A| < & tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Bu esa bir tomonlama limitning ta’rifiga ko‘ra f(a — 0) chap limitning
mavjudligini va uning A soniga tengligini anglatadi. Xuddi shu singari f(a + 0) o‘ng
limitning mavjudligi va u A soniga tengligi ko rsatiladi.

Yetarliligi. f(a —0) va f(a + 0) limitlar mavjud va ular A soniga teng bo‘lsin.
Bir tomonlama limitlarning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday &, 6, >
0 sonlar topiladiki, x<a,a—x<d6; va x>ax—a<d, tengsiliklarni
ganoatlantiruvchi barcha x nuqgtalar uchun |f(x) — A| < € tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
6 = min{d,, 6,} deb olsak |a — x| < § tengsizlikni ganoatlantiruvchi x nugtalar yoki
a—x < §; yoki x — a < §, tengsizlikni ganoatlantiradi va ular uchun |f(x) — A| < ¢

o‘rinli. Bu esa ikki tomonlama limitning ta’rifiga ko‘ra limf(x) = A ekanligini
xX—a

anglatadi. <

4.3. Limitlar hagida teoremalar.
4.3-Teorema (limitning yagonaligi). Agar f(x) funksiya a nugtada limitga ega
bo‘lsa, bu limit yagonadir.

» limf(x) = A bo‘lsin. Har qanday B # A soni f(x) funksiyaning a nugtadagi limiti

Xx—a

bo‘lmasligini isbotlaymiz. |f(x) — B| ayirma modulini baholash uchun ||a| — |b|| <
|a — b| tengsizlikdan foyfalanamiz:
If(x) =Bl =(f(x) —A) — (B-A)| = |If(x) — Al - |B - A|| =
=|IB = Al = If (x) — Al|. (4.4)
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€= lB;Al > 0 deb olamiz. limf(x) = A bo‘lganligi uchun, olingan & > 0 soni uchun
xX—a

shunday & > 0 son topiladiki, |[x —a| <&, x # a tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha x nugtalar uchun |f(x) —A| < e tengsizlik bajariladi. U holda (4.4)

|B—A|
2

munosabatdan |f(x) — B| = = ¢ tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib

shunday & > 0 son topildiki, § > 0 son ganday bo‘lishidan gat’iy nazar shunday
x # a nugtalar topiladiki, 0 < |[x — a| < § tengsizlik bilan bir gatorda |f(x) — B| = ¢

tengsizlik ham bajariladi. Bu esa B # lim f (x) ekanligini anglatadi. <
xX—a

4.14-Ta’rif. Agar shunday M >0 va & > 0 sonlar topilib, a nugtaning Us(a)
atrofidan olingan barcha x nuqgtalar uchun [f(x)| < M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x)
funksiya a nugtaning atrofida chegaralangan deyiladi.

4.4-Teorema (limitga ega funksiyaning chegaralanganligi). Agar f(x) funksiya a
nugtaning atrofida aniglangan va a nuqtada limitga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
bu nuqtaning biror atrofida chegaralangan bo‘ladi.

» limf(x) = A bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0, xususan, € = 1 uchun shunday
x—a

& > 0 son topiladiki, |x — a| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqtalar
uchun

|f(x) — Al <1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Har doim

If Ol — Al < |f(x) — A

ekanligidan

If ()| <Al +1
tengsizlikka ega bo‘lamiz. M = max {|A| + 1,|f(a)|} deb olamiz. U holda a
nuqgtaning Us(a) atrofidan olingan har ganday x nuqgtada

lf()l <=M

tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra f(x) funksiyaning a nuqta atrofida
chegaralanganligini anglatadi. <
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Aksincha, f(x) funksiyaning a nuqta atrofida chegaralanganligidan f(x)
funksiyaning a nugtada limiti mavjudligi kelib chigmaydi. Masalan, f(x) = sin%

funksiya x = 0 nugtaning atrofida chegaralangan: barcha x + 0 nugtalarda

1

sin—| <1
X

)

ammo uning bu nugtada limiti mavjud emasligini 4.2 da ko‘rgan edik.

4.5-Teorema. f(x) funksiya a nugtada A limitga ega bo‘lsin. Agar a nugtaning biror
Us'(a) atrofidagi barcha x nuqgtalar uchun f(x) = 0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsa (a
nugtaning o‘zida esa o‘rinli bo‘Imasligi mumkin), A = 0 bo‘ladi.

» Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni A < 0 bo‘lsin. U holda a nugtaning yugorida
aytib o‘tilgan Us(a) atrofida f(x) —A =0 orinli bo‘ladi. f(x) funksyaning a
nuqtadagi limiti A soniga teng bo‘lganligi uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday
6" >0 son topiladiki |x —a| <" tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalarda |f(x) — A| = f(x) — A < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar € = —A deb
olsak oxirgi tengsizlik f(x) —A < —A ko‘rinishni oladi. Bundan esa f(x) <0
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Agar 6§ = min{d’,6"} deb olsak barcha x € Us(a)
nugtalarda f(x) < 0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa teoremadagi f(x) = 0 shartga
zid. Ana shu zidlikdan teoremaning isboti kelib chigadi. <

4.6-Teorema. f(x) funksiya a nugtada A > 0 (A4 < 0) limitga ega bo‘lsin. U holda a
nugtaning shunday Ugs(a) atrofi topilib, bu atrofdan olingan barcha x nugtalar uchun
f(x) >0 (f(x) <0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi (a nugtaning o°zida esa o‘rinli
bo‘Imasligi mumkin).

» limf(x) = A bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0, xususan, 0 < & < A uchun shunday
xX—a

6’ >0 son topiladiki, |x —a| < &' tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x # a

nugtalar uchun

If(x) —Al <e
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikni
A—e<f(x)<A+e¢
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ko‘rinishda yozishimiz mumkin. A —& > 0 ekanligini inobatga olsak, so‘ngi
tengsizlikdan Ugr(a) atrofdan olingan barcha x nugtalar uchun f(x) > 0 tengsizlik
bajarilishi kelib chigadi.

A < 0 bo‘lgan hol ham xuddi shu singari isbotlanadi. <«
4.7-Teorema(tengsizlikda limitga o‘tish). Agar a nugtaning biror atrofidagi barcha x
nuqtalarda f(x) < g(x) tengsizlik o‘rinli (a nugtaning ozida esa o‘rinli bo‘lmasligi
mumkin) va bu f(x), g(x) funksiyalar a nugtada limitga ega bo‘lsa,

limf(x) < limg(x)
x—a x—a
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi (4.15-rasm).

» Teskarisidan faraz gilamiz, ya’ni limf(x) = A, A
xX—a

limp(x) =B va A > B bo‘lsin. Teorema

xX—a

shartiga ko‘ra a nugtaning biror Uss(a) atrofidagi

barcha x nugtalarda ¢(x) — f(x) = 0. Bundan

tashqari limf(x)=A va limp(x) =B
xX—a x—a

bo‘lganligi sababali ixtiyoriy € > 0 son uchun

shunday 6" > 0 son topilib, barcha x € Uy (a) 4.15-rasm

nugtalardalf(x) — Al <-, l@(x) — Bl <~ tengsizliklar orinli bo‘ladi. & =
min{é’, 5"’} deb olsak, barcha x € Ug(a) nugtalarda

gx)—f(x)+A—-—B=0
hamda

gx)—fx)+A-B=|gx)—B+A—-fx)| <
&

2~ ¢

<1g() - Bl +If () — Al <+
o‘rinli bo‘ladi. ¢ = A — B deb olsak
p(x)—f(x)+A—B<A—-B yoki p(x)—f(x) <0
tengsizlik barcha x € Ug(a) nuqgtalarda o‘rinli bo‘ladi. Bu esa teoremadagi shartga

ziddir. Bu zidlikdan teoremaning isboti kelib chigadi. <
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f(x) < g(x) qat’iy tengsizlikdan ularning limitlari uchun ham qat’iy
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib chigmasligini aytib o‘tish kerak. Bu limitlar mavjud

bo‘lsa, u holda ular uchun yA

limf(x) < limg(x)
xX—a xX—a
bo‘lishinigina tasdiglay olishimiz mumkin.

Masalan,

_ V2 _(2x?%, x#0,
Fo =x2vaglo = {3 X710 0

funksiyalar uchun f(x) < g(x) tengsilik

4.16-rasm
o‘rinli, ammo ularning limitlari teng:

}Ci_r)rcl)f(x) < }Ci_r)r(l)g(x) = 0.

4.8-Teorema (oraliqg funksiyaning limiti). Agar a nugtaning biror atrofidagi barcha
x nugtalarda g(x) < f(x) < @(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa (a nugtaning o‘zida esa
o‘rinli bo‘lmasligi mumkin) va g(x), ¢(x) funksiyalar a nuqtada bitta A limitga ega
bo‘lishsa, u holda f(x) funksiya ham a nuqtada A soniga teng bo‘lgan limitga ega
bo‘ladi (4.16-rasm).

» a nuqtaning Ug(a) atrofidagi barcha x nugtalarda g(x) < f(x) < ¢(x) tengsizlik
o‘rinli bo‘lsin, chi_{rég(x) = chi_r)r‘;go(x) = A ekanligidan ixtiyoriy € >0 son uchun
shunday 6" > 0 son topilib |x —a| < 6" tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalarda [p(x) — 4] < g |Y(x) — B <§ tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. § = min{é’, 6"’} deb olsak, barcha x € Us(a) nugtalar uchun

IfC) —Al=1f(x) —g(x) + g(x) —Al < [f(x) —g(0)| + [g(x) — A =
f&)—gx) +gx) — Al < o(x) —g(x) + [g(x) —A| =

() —A+A—-gx)+1glx) —Al < o) - Al + [g(x) — Al + [g(x) — A] <

<€+€+€_
373737

Bu esa limitning ta’rifiga ko‘ra limf (x) = A ekanligini bildiradi. «
xX—-a
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4.9-Teorema (Koshi kriteriyasi). f(x) funksiya a nuqtada limitga ega bo‘lishligi
uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son topilib, a nuqgtaning Us(a)
atrofidan olingan barcha x;, x, € Us(a) nuqtalarda

|f (1) = fx2)| <€ (4.5)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
» Zarurligi. f(x) funksiyaning a nuqtada A soniga teng limiti mavjud bo‘lsin. U
holda limitning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 son topilib, a

nugtaning Us(a) atrofidan olingan barcha x,, x, € Us(a) nuqtalarda

£ G = Al < 5,1/ Ce) — Al < 5
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda
[f(x) = fO)| = 1f(x) —A+ A= )| < |f(x1) — Al + A= fx2)| =
= 1f ) Al +1f(x) — Al <5+ 5
Yetarliligi. Bu yerda biz funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanamiz. a nugtaga

= &

yaginlashuvchi ixtiyoriy {x,,} ketma-ketlikni olamiz: lim x,, = a. U holda shunday N

n—-+oo

tartib ragami topildiki, (N + 1)- hadidan boshlab barcha hadlar a nuqtaning o‘zi
kirmagan Ug(a) atrofiga tushadi va ular uchun (4.5) shart bajariladi. Bu esa ixtiyoriy
€ > 0 son uchun shunday N tartib ragami topildiki, barcha m,n > N uchun |f(x,,) —
J(xm)<etengsizlik o‘rinli bo‘ladi degan ma’noni anglatadi. Boshqacha qilib aytganda
{f (x,)} ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Ketma-ketliklar uchun Koshi
kriteiyasiga ko‘ra bu ketma-ketlik biror A soniga intiladi va ana shu A soni f(x)

funksiyaning ham a nuqtadagi limiti bo‘ladi. «
4.4. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksyalar.

Cheksiz kichik funksyalar tushunchasi. a(x) funksya a nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin, a nugtaning o‘zida esa aniglanmagan ham bo‘lishi mumkin.

4.15-Ta’rif. Agar lima(x) =0 bo‘lsa, a(x) funksya x o‘zgaruvchi a nugtaga
xX—a

intilganda cheksiz kichik funksya yoki x = a nuqgtada cheksiz kichik funksiya deb

ataladi.
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Masalan, a(x) = x — 1 funksya x = 1 nuqtadada cheksiz kichik funksiya bo‘ladi,
chunki lim(x — 1) = 0.
x—-1

A

Bu y = x — 1 funksyaning grafigi 4.17-rasmda y
. y=x—1
tasvirlangan. >
0 X
Umuman olganda, a(x) = x —a funksya /
x = a nuqtada eng oddiy cheksiz kichik funksiya —}
bo‘ladi. Endi limitning ta’rifidan foydalanib, 4.17-rasm

cheksiz kichik funksyaga ta’rif beramiz.
4.16-Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son topilib, 0 < |x — a| <
& shartni ganoatlantiruvchi barcha x nuqtalarda
la(x)| < ¢

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, a(x) funksya x = a nuqtada cheksiz kichik funksiya deb
ataladi.

x — a da cheksiz kichik funksiya tushunchasi bilan bir gatorda x — oo, x - +o0
va x — —oo da ham cheksiz kichik funksiya tushunchasini kiritish mumkin.

4.17-Ta’rif. Agar lima(x) =0 bo‘lsa, a(x) funksya x — o da cheksiz kichik
X—00

funksiya deb ataladi.

Agar lirP a(x) =0 yoki lim a(x) =0 bo‘lsa, a(x) funksya mos rafishda
X—>+ 00 X—>—00

x — 400 yoki x — —oo da cheksiz kichik funksiya deb ataladi.
Masalan, a(x) = x—lzx # 0 funksya x — oo da cheksiz kichik bo‘ladi, chunki

_ 1
lim — = 0.
x—)00x

Ushbu a(x) = e* funksya esa x - —oo da cheksiz kichik bo‘ladi, chunki

lim e* = 0.

X——00

Bundan keyin funksyaning limiti bilan bog‘lig barcha tushuncha va teoremalarni
funksyaning fagat nuqtadagi limiti bo‘lgan hol uchun keltiramiz. x - o, x - 4o
yoki x — —oo hollar uchun mos tushuncha va teoremalarni ifodalash va isbot gilishni

kitobxonning o°‘ziga havola gilamiz.
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Cheksiz kichik funksyalarning xossalari.
4.10-Teorema. Agar a(x) va f(x) funksyalar x = a nugtada cheksiz kichik bo‘lsa, u
holda ularning a(x) + B(x) yig‘indisi ham bu nuqtada cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi.
» Ixtiyoriy &> 0 sonni olamiz. a(x) cheksiz kichik funksiya bo‘lganligi uchun
shunday &; > 0 topiladiki 0 < |x —a| < §; shartni qanoatlantiruvchi barcha x
nuqgtalarda

la(x)| < €/2 (4.6)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shunday S(x) cheksiz kichik funksiya bo‘lganligi
uchun, shunday &, > 0 son topiladiki 0 < |x — a| < §, tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x nugtalarda

1B(x0)| < e/2 (4.7)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. § = min{d,;,5,} deb olamiz. U holda 0 < |[x —a| < é
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nuqtalarda (4.6),(4.7) tengsizliklar bir vagtda

o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun
&

|a(x) + B)| < |a@)] + 1B < §+ _

tengsizlik 0 < |x — a| < 6 tengsizlik ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda o‘rinli

=&

bo‘ladi. Bu esa a(x)+ B(x) yig‘indi x =a nuqtada cheksiz kichik funksiya
ekanligidan dalolat beradi. <

Mulohaza. Teorema x = a nuqgtada ixtiyoriy chekli sondagi cheksiz kichik funksyalar
uchun ham o‘rinli.

4.11-Teorema. Agar a(x) funksiya x = a nugtada cheksiz kichik, f(x) esa bu
nugtaning atrofida chegaralangan bo‘lsa, u holda a(x) - f(x) ham x = a nuqtada
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

» Teorema shartiga ko‘ra f(x) funksya a nuqtaning atrofida chegaralangan, ya’ni
shunday 6; > 0, M > 0 sonlar topiladiki, |x — a| < §; tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x nugtalarda [f(x)| < M o‘rinli bo‘ladi. Ixtiyoriy € > 0 soni olamiz. a(x)
cheksiz kichik funksiya bo‘lganligi uchun, shunday &, > 0 son topiladiki |x — a| <

&, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqtalarda
157



el <3

o‘rinli bo‘ladi. § = min{6,;,5,} deb olsak, u holda 0 < |[x —a| < § tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha x nuqtalarda

GOl < M,vala(@)] < 37

tengsizliklar o‘rinli. Shuning uchun yuqorida aytib o‘tilgan x nugtalarda

€GO - ()] = la@If ()] < - M =&

o‘rinli bo‘ladi, ya’ni a(x) - f(x) ko‘paytma x = a nuqtada cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi. <«

y=-X
4.18-rasm

4.13-Misol. y = xsini (4.18-rasm) funksyani a(x)=x va f(x)= sin%
funksyalarning ko‘paytmasi sifatida garash mumkin. x = 0 nuqtada a(x) cheksiz
kichik funksiya, f(x) = sini funksya esa x = 0 nuqgtadan boshqga barcha nugtalarda
aniglangan va bu nuqgtaning ixtiyoriy atrofida (x = 0 nugtaning o‘zi kirmaydi)
chegaralangan. Shuning uchun 4.10-teoremaga ko‘ra y = xsini funksya x =0
nuqtada cheksiz kichik bo‘ladi, ya’ni }cil% X sini = 0. <

Natija. Agar a(x) funksiya x = a nugtada cheksiz kichik, f(x) funksya esa bu
nuqgtada chekli limitga ega bo‘lsa, u holda a(x) - f(x) ko‘paytma ham x = a nuqtada

cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
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» a nugtada limitga ega bo‘lgan funksya a nugtadan boshga barcha nugtalarda
chegaralangan ekanligidan 4.10-teoremani qo‘llab a(x) - f(x) ko‘paytmaning cheksiz
kichik funksiya bo‘lishiga erishamiz. <

4.1-Lemma. Agar f(x) funksya a nuqtada noldan fargli limitga ega bo‘lsa, u holda
Tlx) funksiya a nugtaning o’zi kirmagan atrofida chegaralangan bo‘ladi.

» lim f(x) = A # 0 bo‘lsin. U holda ixtiyori € > 0 son uchun, xususan & =|;;|
xX—a

uchun, shunday &6 > 0 son topiladiki, 0 < |x —a| < & shartni ganoatlantiruvchi

barcha x nuqgtalarda

Al
4= f@)l <=

o‘rinli bo‘ladi. |[A — f(x)| > |A| — |f (x)] tengsizlikka ko‘ra
|A|

41 = If (Ol < =

bundan esa 0 < |x — a| < 6 shartni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalar uchun

|f ()] >ﬂ
2

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib yugorida ko‘rsatilgan x nuqgtalarda %
aniglangan va uning uchun

2

|f(1x)| - If(1X)I T4l

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni % funksya a nugtaning o’zi kirmagan atrofida

chegaralangan bo‘ladi.

4.12-Teorema. Agar a(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik, f(x) funksya esa a

nugtada noldan fargli limitga ega bo‘lsa, u holda % nisbat ham x = a nugtada

cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

> % nisbatni a(x) % ko‘paytma shaklida yozamiz. Yuqgorida keltirilgan 4.1-

lemmaga ko‘ra % funksya a nugtaning o’zi kirmagan atrofida chegaralangan.
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Shuning uchun a(x)-% funksya cheksiz kichik funksiya bilan chegaralangan

funksyaning ko‘paytmasi sifatida x = a nuqtada cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. <«
4.13-Teorema. f(x) funksya a nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin (a
nugtaning o°zida esa aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin). f(x) funksya a nugtada A
limitga ega bo‘lishi uchun f(x) funksyani
flx) =A+a(x)
yig‘indi ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lishi zarur va yetarli, bu yerda a(x) funksya
x = a nuqtada cheksiz kichik.
» Zarurligi. f(x) funksya a nugtada A soniga teng limitga ega bo‘lsin:
jlci_rg f(x) =A.
U holda
a(x) =f(x)—A (4.8)
deb belgilash kiritamiz va a(x) funksiya x = a nuqgtada cheksiz kichik bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. Limitning ta’rifiga ko‘ra tanlangan & son
uchun shunday 6 > 0 son topiladiki |x —a| < & shartni ganoatlantiruvchi barcha
x # a nuqtalar uchun |f(x) — A| < € tengsizlik o°rinli bo‘ladi. (4.8) tenglikga ko‘ra
so‘ngi tengsizlikni |a(x)| < & ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa a(x) funksyaning
cheksiz kichik funksya ekanligidan dalolat beradi.
Yetarliligi. f (x) funksya
f(x)=A+ a(x) (4.9)
ko‘rinishda tasvirlangan bo‘lib, bunda A-o‘zgarmas son, a(x) esa x = a nuqtada
cheksiz kichik funksya bo‘lsin. f(x) funksya a nugtada A soniga teng limitga ega
ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. Shartga ko‘ra a(x) funksiya x = a
nugtada cheksiz kichik, u holda shunday & > 0 son topiladiki |x —a| < & shartni
ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqgtalarda |a(x)| < & tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U
holda (4.9) tenglikka ko‘ra a(x) = f(x) — A. Shuning uchun yuqorida aytilgan x
nugtalarda |f (x) — A| < e tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Limitning ta’rifiga ko‘ra bu
A =lim f(x)

xX—a
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ekanligini bildiradi. <
Cheksiz katta funksiyalar. Cheksiz kichik funksiyalar tushunchasi bilan bir gatorda
cheksiz katta funksiya tushunchasi ham kiritiladi.

f(x) funksya a nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin, a nugtaning o‘zida
esa aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin.
4.18-Ta’rif. Har ganday katta M > 0 soni uchun shunday & > 0 son topilib, |x — a| <
& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqgtalarda |f(x)| > M tengsizligi
bajarilsa, f(x) funksiya x = a nuqtaga cheksiz katta funksiya deb ataladi va

limf (x) = oo ko‘rinishda yoziladi.
xX—a A

Ta’rifdagi |f(x)| > M tengsizlikni
f(x)>M yoki f(x)<—M tengsizliklar

bilan almashtirib, mos ravishda musbat

cheksiz katta f(x) funksiyani: limf(x) = s
xX—a

+o0  yoki manfiy cheksiz katta f(x)

funksiyani: lim f(x) = —oo hosil gilamiz.
xX—a

4.14-Misol. Barcha x # 0 nugtalarda

aniglangan f(x) =% funksiya x argument 4.19-rasm

nolga intilganda cheksiz katta funksiya bo‘ladi (4.19-rasm).

» Yetarlicha katta M > 0 sonini olamiz. |[f(x)| = |§| = |71| > M tengsizlik |x| =
|x — 0] <% tengsizlikka teng kuchli. Shuning uchun, agar § = % deb olinsa, u holda
|x — 0] = |x| <% tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x # 0 nugtalar uchun
lf(x)| = |§| > M tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra x argument nolga
intilganda f(x) = i cheksiz katta funksiya degan ma’noni anglatadi. <«

Barcha x # 0 nugtalarda aniglangan f(x) = x—lz funksiya x = 0 nugtada cheksiz

katta funksiya bo‘ladi (4.20-rasm).
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Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar o‘rtasidagi bog‘liglik quyidagi
teoremada ifodalangan.
4.14-Teorema. Agar f(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz katta bo‘lsa, u holda
1/f(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. Agar a(x) funksiya
x = a nugtada cheksiz kichik va a nuqtaning biror atrofida noldan farqli bo‘lsa, u
holda 1/a(x) funksiya x = a nuqgtada cheksiz katta funksiya bo‘ladi.
» f(x) funksiya x = a nuqgtada cheksiz y“
katta funksiya bo‘lsin. Har qganday Kkatta
M >0 soni uchun shunday & >0 son
topilib, lx —a| <6 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x # a nuqtalar

uchun |f(x)| > M tengsizligi bajariladi.

Xuddi shunday x nugtalar uchun <l

Ife)l M
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda ixtiyoriy 0} x
€= % uchun yuqorida aytilgan x nugtalarda 4.20-rasm
1 1 1

< tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun cheksiz kichik

faol 1l

funksiyaning ta’rifiga ko‘ra % funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘ladi.
a nuqgtaning biror atrofida noldan fargli a(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz
kichik bo‘lsin. U holda ixtiyoriy &€ = %>O soni uchun shunday & > 0 son topiladiki,

|x — a| < & tengsizlini ganoatlantiruvchi barcha x # a nugtalarda |a(x)| < e =1/M
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda ana shu x nugtalar uchun [1/a(x)| > M o‘rinli

bo‘ladi, ya’ni 1/a(x) funksiya x = a nuqtada cheksiz katta bo‘ladi. <
4.5. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari

Limitlar ustida arifmetik amallar. f(x) va g(x) funksyalar a nuqtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lsin, a nuqtaning o°‘zida esa aniqlanmagan bo‘lishi ham

mumkin.
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4.15-Teorema. Agar f(x) va g(x) funksyalar a nuqtada limitga ega bo‘lishsa, u holda

ularning f(x) + g(x) yig‘indisi ham, f(x)— g(x) ayirmasi ham, f(x)-g(x)
f(x)

ko‘paytmasi ham, limg(x) # 0 qo‘shimcha shartda ey nisbat ham bu nuqtada
xX—a
limitga ega bo‘ladi va
lim[f(x) £ g(x)] = limf(x) + limg(x); (4.10)
x—a xX—a X—a
lim[f(x) - g(x)] = limf (x) - limg (x); (4.11)
x—-a x—-a xX—a

foo _lmred |
o glx) )lci_r};g(x)' )lcl_r};g(x) # 0 (4.12)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

» limf(x) = A, limg(x) = B bo‘lsin. 4.13-teoremaga ko‘ra
xXx—a xX—a

fx)=A+alx), gk)=B+px),
bu yerda x — a da a(x) va S (x) funksyalar cheksiz kichik funksyalardir.
Bundan esa
1) fG)xg(x) =[A+a()] £ [B+B(x)]=[4£B]+[alx) £ B()]
x = a da a(x), f(x) funksyalar cheksiz kichik bo‘lgani uchun, ularning yig‘indisi
ham ayirmasi ham cheksiz kichik bo‘ladi.

Shunday qilib f(x) + g(x) funksya A + B o‘zgarmas son bilan x — a da cheksiz
kichik bo‘lgan funksyaning yig‘indisi shaklida tasvirlandi. Shuning uchun 4.13-
teoremaga ko‘ra f(x) £ g(x) funksya a nuqgtada A + B songa teng bo‘lgan limitga
ega bo‘ladi:

lim[f(x) £ g(x)] =A% B = lim f(x) £ lim g(x).
x-a x-a x—a
2) f(x)-g(x) =[A+a(x)][B+B(x)] =AB + AB(x) + Ba(x) + a(x)B(x)
Bu yerdagi AB(x), Ba(x), a(x)f(x) funksyalar x — a da cheksiz kichik funksyalar
bo‘lganligi uchun cheksiz kichik funksya bilan chegaralangan funksyaning

ko*paytmasi sifatida ularning yig‘indisi ham x — a da cheksiz kichik bo‘ladi.
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Shunday qilib f(x) - g(x) ko‘paytma funksya AB o‘zgarmas son bilan x — a da
cheksiz kichik bo‘lgan funksyaning yig‘indisi shaklida tasvirlanadi. Shuning uchun
4.13-teoremaga asosan f(x) - g(x) funksya a nuqtada AB songa teng bo‘lgan limitga
ega bo‘ladi:

lim[f(x)-g(x)]=A-B = lim f(x) - lim g(x).
x—a x-a x-a
3) Qo‘shimcha B # 0 shartni inobatga olsak

f) A+a(x) FBHBOIA+a(]-5B0) - z8@ax)

gx) B+B(x) B + B(x)
e RN 100 Sy 10 SL.1C B
B B[B + B (x)] B[B + B(x)]
A 1 A a(x)
B R Ty e IS T R Teo))
x>ada ()5, f() B(x) =2 hadlar cheksiz kichik funksyalar

B[B+B( )k B[B+B(x)]
bo‘lganligi uchun (cheksiz kichik funksya bilan chegaralangan funksyaning
ko‘paytmasi sifatida) ularning yig‘indisi ham cheksiz kichik bo‘ladi.

fx)
b 9(x)

funksyaning yig‘indisi shaklida tasvirlanadi. Shuning uchun 4.13-teoremaga asosan

f(x)
9(x)

Shunday qili nisbat % o‘zgarmas bilan x — a da cheksiz kichik bo‘lgan

funksya a nuqtada — nisbatga teng bo‘lgan limitga ega bo‘ladi:

L fn) _4 lim f(x)
xsag(x) B limg(x)
xX—a
Natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashgariga chigarish mumkin.
4.1-Masala. f(x) funksiya a nuqtada limitga ega, g(x) funksiya esa limitga ega
bo‘lmasa, f(x) + g(x) funksiya bu nuqtada limitga ega bo‘lmasligini ko‘rsating.

» Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni lim[f(x) + g(x)] limit mavjud bo‘lsin. f(x) +
xX—a

g(x) va f(x) funksiyalar a nuqtada limitga ega bo‘lganligi uchun 4.15-teoremaga

ko‘ra ularning ayirmasi ham a nuqtada limitga ega va

lim[(f () + 9(0) = F()] = lIm[F(x) + g(x) = f(X)] = limg (x)
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ya'ni g(x) funksiya ham a nuqgtada limitga ega ekan. Bu esa masala shartiga zid. Ana
shu zidlik qilgan farazimizning noto‘riligini ko‘rsatadi. <

4.2-Masala. Agar limf(x) # 0 va limg(x) limit mavjud bo‘lmasa lim[f(x) - g(x)]
x—a x—a x—a

limit mavjud bo‘lmasligini ko‘rsating.

» Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni lim[f(x)-g(x)] limit mavjud bo‘lsin.
xX—a
lim f (x) # 0 bo‘lganligi uchun % funksiya a nuqtada limitga ega. f(x) - g(x) va

f—) funksiyalar a nuqtada limitga ega bo‘lganligi uchun 4.15-tcoremaga ko‘ra

ularning ko‘paytamasining ham limiti mavjud:

lim [ (£ - 9(0) 7] = lim | () - 90 - 7] = limg ),

f&) ( ) f&) ( )
ya'ni g(x) funksiya a nugtada limitga ega ekan. Bu esa masala shartiga ziddir. Ana
shu zidlik qgilgan farazimizning noto‘g‘ri ekanligini anglatadi. <

Murakkab funksiyaning limiti.

4.16-Teorema. Agar y = f(x) funksiya a nuqtada A chekli limitga ega bo‘lsa va A
giymatni a nuqtaning o’zi kirmagan biror U(a) atrofida gabul gilmasa, g(y) funksiya
esa A nugtada B limitga ega bo‘lsa, u holda g(f(x)) murakkab funksiya a nugtada
limitga ega va u B soniga teng.

» Geyne ta’rifiga ko‘ra limf(x) = A ekanligidan
xX—a

limx, =a (4.13)

n—-oo

munosbatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x,, } ketma-ketlik
limf(x,) =A (4.14)
n—-oo

tenglikni qanoatlantiradi. Aksincha ham o‘rinli, ya’ni (4.14) tenlikni ganoatlatiruvchi

ixtiyoriy {x,, } ketma-ketlik (4.13) tenglikni ham ganoatlantiradi.
Xuddi shu singari lirrfllg(y) = B ekanligidan
y—)

limy, =A (4.15)

n—oo

munosabatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {y, } ketma-ketlik
limg(y,) =B (4.16)
n—->oo
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tenglikni ganoatlantiradi va aksincha, (4.16) tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {y,}
ketma-ketlik (4.15) tenglikni ham ganoatlantiradi.
{x,,} berilgan a nuqgtaga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik va barcha n € N uchun

X, # a bo‘lsin. U holda 711_)r£1of(xn) = A, ammo barcha n € N uchun f(x,) # 0. Bu
yerda y, = f(x,,) deb olamiz. %il?oy" = A va barcha ne€ N sonlarda y, # A
bo‘lganligi uchun 7%1_)rr010 g(y,) = B tenglik o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, (5.4)
munosabatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik 1111_r)£10 9(f(x,)) =B

tenglikni ham ganoatlantirar ekan, bu esa Geyne ta’rifiga ko‘ra teoremani isbotlaydi. <
Bu teorema murakkab funksiyaning limitini hisoblashda o‘zgaruvchilarni

almashtirishni
limg(f (x)) = limg (y) (4.17)

formula bo‘yicha amalga oshirish imkonini beradi.
Ikkita ajoyib limit. a nuqtada limitga ega bo‘lgan funksiyaning yuqorida garalgan
xossalari funksiyaning bu nuqta atrofida o‘zgarishini tahlil qilish imkonini beradi.
Ammo ayrim hollarda bu xossalar va limitni hisoblash qoidalari yetarli bo‘lmay
goladi. Bunga (sin x)/x funksiyaning a = 0 nuqta atrofida o‘zgarishini misol sifatida
keltirish mumkin.
x — radiusi 1 bo‘lgan aylananing markaziy burchagi ¢
yoki yoyi uzunligi va 0 < x < /2 bo‘lsin (4.21- A\
rasm). OAB uchburchakning S; vyuzini, AOB /) A
sektorning S, yuzini va OAC uchburchakning S
yuzini taggoslash natijasi S; < S, < S5 tengsizlikni
beradi. |0A| = 1 bo‘lganda 4.21-rasm

S; =(sinx)/2,S, =x/2,5; = (tg x)/I2
ekanligidan ixtiyoriy x € (0, m/2) nuqgtalarda

sinx x tgx

2 < 2 < 2
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.

Dastlab ixtiyoriy x € R nuqgtalar uchun
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|sin x| < |x]| (4.18)
tengsizlikning o‘rinli ekanligini isbotalymiz. Haqiqatdan ham x € (0, 7©/2) bo‘lsa
(4.18) tengsizlik yuqoridai qo‘sh tengsizlikdan kelib chigadi. x = /2 > 1 bo‘lsa
(4.18) tengsizlik |sin x| < 1 tengsizlik tufayli o‘rinli bo‘ladi. (4.18) tengsizlikda faqat
juft funksiyalar gatnashgan, shuning uchun u x < 0 uchun ham o‘rinli. Nihoyat x = 0
bo‘lsa (4.18) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Tengsizlikda limitga o‘tish haqidagi teoremani (4.18) tengsizlikka qo‘llab

limsinx = 0 limitni topamiz. Xuddi shu teoramani |cosx — 1| = 2sin?(x/2) <

x—0

x2 /2 tengsizlikka qo‘llab lim cos x = 1 limitni topamiz.

x—0

Endi yuqoridagi qo‘sh tengsizlikka qaytaylik. Uning chap qismidan x € (0, /2)
nugtalar uchun (sinx)/x <1 ekanligi kelib chigadi. (sinx)/x juft funksiya
bo‘lganligi uchun bu tengsizlik x € (—m/2,0) nuqtalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.
Qo‘sh tengsizlikning ong gismidanx € (0, w/2) nuqgtalar uchun cosx < (sinx)/x
ekanligi kelib chigadi. Tengsizlikdagi funksiyalar juft bo‘lganligi uchun u x €
(—m/2, 0) nuqtalar uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib x = 0 nuqtanig Uy, (0)
atrofidan olingan barcha x nugtalar uchun

sin x
<1

cosx <
X

tengsizlik o‘rinli bo‘lar ekan, ya’ni (sinx)/x funksiya x = 0 nuqtada limitlari 1
bo‘lgan ikkita funksiyaning orasida yotar ekan. Oraliq funksiyaning limiti haqidagi
teoremani qo‘llab, birinchi ajoyib limit deb ataluvchi
sinx
lim =1 (4.19)

x->0 X

tenglikka ega bo‘lamiz.

(4.19) tenglikni geometrik jihatdan quyidagicha talgin gilish mumkin. x markaziy
burchakning (4.21-rasmga garang) kamayishi bilan yoy uzunligi uni tortib turuvchi
vatar uzunligiga yaginlashib boradi. (4.19) yordamida 0/0 ko‘rinishdagi
anigmasliklarni ochish mumkin.

Endi ikkinchi ajoyib limit deb ataluvchi
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1 X

lim (1+-) =e (4.20)
X—00 X
tenglikni isbotlaymiz.
» x > 1bo‘lsin. U holda

1<[x]<x<|[x]+1, (4.21)
bu yerda [x] orgali x sonning butun gismi belgilangan. Bu tengsizlikdan

1 1 1

[x]+1<:;Sﬁ}TS].

tengsizlikni hosil gilamiz. Tengsizlikning har bir gismiga birni goshib uni

1+

1 1
<1l14+-<1+4+—
[x]+1 X [x]

ko‘rinishda yozamiz. So‘ngi tengsizlikning barcha qismi birdan katta. Shuning uchun

ularni (4.21) tengsizlikning mos gismlariga teng musbat darajalarga ko‘tarsak

1 [X] 1 X 1 [X]+1 (4 22)
1 ) <(1+5) <(1+75) .
( * [x] + 1 X [x]
n
32 da lim (1+3) =e tenglikni isbotlagan edik. U holda bu tenglikni hamda
n—>00
yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalarini qo‘llab
n+1 n 1
lim(1+—> =1im(1+—> (1+—>=
n—oo n n—oo n n
_ " 1
=11m(1+—> -11m<1+—>=e-1=e,
n—oo n n—o0 n
n+1
lim (1 + —) = lim ntl =
n—co n+1 n-ow 1 4 _—_
n+1

lim (1 + L)nﬂ

n—-oo n+1 e
= T = I =e
lim (1 + —)
n—-oo n+1

tengliklarni yozamiz. Bu tengliklarni ketma-ketlikning limiti ta’rifi bo‘yicha yozsak,

ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N € N topilib, barchan > N uchun

n+1

by

n

1
<e§g, ‘<1+ ) —e
n+1
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tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda (4.22) tengsizlikni inobatga olsak x > N + 1,
[x] =n > N uchun

[x]+1

1\ 1\~ 1
e—£<(1+[x]+1> <<1+—) <(1+—> <e+e¢

o‘rinli bo‘ladi yoki

1 X
‘(1+—) =e
X

Bu esa argument +oo ga intilgandagi limit ta’rifiga ko‘ra

<E&.

1 X
lim (1+_) —e (4.23)
X—+o00 X
ekanligini anglatadi.
Endi x - —oo bo‘lsin. x = —u deb olamiz, u holda x - —oo,u — +00. Ayniy

almashtirishlardan so‘ng

(H%)x:(1_%>_u=(uﬁ1)u=(1+ui1)u_1<1+ui1>

tenglikni hosil qilamiz. (4.17) formulaga ko‘ra o‘zgaruvchilarni almashtiramiz va

ko‘paytmaning limiti haqidagi teoremani va (4.23) tenglikni qo*‘llab

1 X u—-1 1
lim (1+—) = lim (1+ ) - lim (1+ >=e-1=e
X——00 X U—+00 u—1 U—+00 u—1

limitni topdik. Xulosa gilsak, x cheksizlikka har ganday intilganda ham (4.20) o‘rinli.

(4.20) tenglikda (4.17) formulaga ko‘ra y=1/x deb o°‘zgaruvchini

almashtiramiz va x — oo da y # 0 degan shartni qo‘yamiz, u holda
3l}i_r}r(l)(l +P)Y =e (4.24)
natijani hosil gilamiz.

Birinchi garashda (4.24) natija hagigatga ziddek tuyuladi, chunki y — 0 bo‘lsa,
1+ vy — 1 bo‘ladi va birning har qanday darajasi bir bo‘ladi! Ammo bu tenglikni
boshgacha izohlash mumkin. y — 0 da daraja ko‘rsatkichi 1/y cheksiz katta funksiya,
asos esa bir emas, balki y — 0 da birdan cheksiz kichik migdorga farg giladi. Ushbu

jadvalda g(y) = (1 + y)*/¥ funksiyaning y kamayib borishdagi giymatlari keltirilgan:
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y |1 |12 1/3 1/4 0,1 0,01 0,001 0,0001
gy) |2 2250 2,370 |2,441 2594 |2,7047 |2,7169 |2,7181
(4.20) va (4.24) formulalar 1% ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish imkonini beradi

Funksiyaning limitini hisoblashga bir necha misol keltiramiz.

: N . x34+3
4.15-Misol. Limitni hisoblang: }Cm% P

» Limit ostidagi funksiyani ikkita f(x) = x3 + 3 va g(x) = 2x — 5 funksiyalarning
nisbati sifatida garaymiz. Bu funksiyalarning har biri x = 2 nuqtada limitga ega:
limf(x) =lim(x3+3)=23+3=11
X—2 X—2
limg(x) =lim(2x —5) = -1
x—2 xX—2
Maxrajdagi g(x) funksiyaning limiti noldan fargli, shuning uchun bu yerda nisbatning
limiti haqidagi teoremani qo‘llashimiz mumkin:

x3+3 lim(x3 + 3) 11

1' = X2 = = _11
2 2x —5 lim(2x —5) —1
X—2
. L x%2—9
4.16-Misol. Limitni hisoblang:  1im .
x--3 x+ 3

» f(x) =x>*—9 va g(x)=x+3 deb olamiz. Bu funksiyalar limgf(x) =0,
xX—=—

limgg(x) = 0 limitlarga ega. Shuning uchun % ko‘rinishdagi anigmaslikka ega

x——

bo‘lamiz. Limit ostidagi funksiya x = —3 nuqtada aniglanmagan va bu nugtaning
o‘zida funksiyani qaramasdan, faqat limiti qaraladi. Suratdagi f(x) funksiyani
ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

x* =9 (x=3)(x+3)

x+3 x+3
O‘ng tomondagi kasrni x + 3 # 0 ifodaga bo‘lamiz:
x? -9
=x—3, x #+ —3.
x+3
Shuning uchun
x?—-9

Jm, g = dim =3 = 6.
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1/ 2 _
4.17-Misol. Limitni hisoblang:  |im 4+ x 2

x—-0 x2

» Surat va maxrajdagi funksiyalarning x = 0 nuqgtadagi limitlari nolga teng, shuning

uchun yana% ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo‘lamiz. Bu anigmaslikni ochish uchun

kasrning surat va maxrajini v4 + x2 + 2 ifodaga ko‘paytiramiz. x # 0 holda

Va+x2-2 (Va+x2-2)(V4+x2+2) 4+x*-4 1
X2 (VI T2 +2) (ETxi+2) VArx+2
Hosil qilingan funksiyaga nisbatning limiti haqidagi teoremani qo‘llash mumkin:
VA +x2-2 1 1
lim > = lim = -
x>0 X x=0/4 +x2 42 4
sin 5x

4.18-Misol. Limitni hisoblang:  1im — _
x—0Ssin 7x

» Limit ostidagi funksiyaning ko‘rinishini o‘zgartiramiz:

sin5x_sin5x X _SSinSx 7x

sin7x  x sin7x 7 5x sin7x

lim5x = 0, 1in37x = 0 bo‘lganligi uchun murakkab funksiyaning limiti haqidagi
X

x—0

teoremani qo‘llab

~ sin5x ~sin7x
lim =1, lim =
x—0 5x x-0 7x

tengliklarga ega bo‘lamiz. U holda ko‘paytmaning limiti haqidagi teoremani qo‘llab

y sin5x_51_ sinle_ sin7x 5 " 1_5
*o0sin7x  7x50 5x xo0 7x 7 7

2 x?
4.19-Misol. Limitni hisoblang:  1im (x + 1)
X—00 x2 -2

» Ayniy almashtirishlardan so‘ng

2 x? 1\ " 14— g
(x +1> B 1+ ( +_2)

x2—2




ifodani hosil gilamiz. Bu yerda 1/x? = y va —2/x? = z deb olsak

24 1\"
X
<x2 — 2) =1 +YPYA+2)Y4 1+ z)l/z]2
ko‘rinishni oladi. Agar x - oo, u holda y—->0 va z-— 0, o‘zgaruvchilarni
almashtirgandan so‘ng ko‘paytmaning limiti haqidagi teoremani va (4.17), (4.24)

formulalarni qo‘llaymiz:

lim (xzﬂ)xz = lim(1 + »)¥7 - lim(1 + 2)/Z - lim[(1 + z)l/z]2 = e*,

x—00 \Xx?—2 y-0 z-0 z—-0

Eksponenta, natural logarifm va giperbolik funksiyalar. Matematik tahlilda va
amaliy masalalarda e soni muhim o‘rin
tutadi. Xususan eksponensial (yoki
gisga qilib eksponenta) deb ataluvchi

ex

(ba’zan expx ko‘rinishda ham
yoziladi) ko‘rsatkichli  funksiyaning

asosi  bo‘lib  xizmat qiladi. Bu

funksiyaga teskari bo‘lgan Inx = log, x
logarifmik  funksiyning ham asosi
bo‘ladi. Ularning grafiklari 4.22-

rasmda tasvirlangan. Bu yerda e™* 4.22-rasm
funksiyaning ham grafigi keltirilgan.

e asosli logarifmlarni natural logarifmlar deb ataldi. Ular uchun asosiy logarifmik
ayniyat

eln

*=exp(lnx) =x (4.25)
bo‘ladi. Inx funksiya asosi birdan katta bo‘lgan logarifmik funksiyalarning barcha

xossalariga ega. Bir asosdan ikkinchi asosga o‘tadigan ma’lum formulalar ham o‘rinli,

Xususan
Inx = lg_x =In10-1gx = 2,3026 - 1gx,
Ige
lgx = In x =lge-Inx =0,4343 - Inx.
In10
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Shunday qilib, e* va Inx funksiyalar asosiy elementar a* va log,x
funksiyalarning a = e bo‘lgandagi xususiy hollari ekan.

Eksponensial funksiya orgali giperbolik sinus, kosinus, tangens va kotangens
funksiyalar quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

h _ef—e™ h et +e™ h _shx h _chx
SIX =" ax=— * = thx X =hx
Ulardan ch x - juft, qolganlari sh x, th x, cthx - toq ekanligini ta’kidlab o‘tamiz.

Ularning grafiklari 4.23, 4.24-rasmlarda berilgan.

y A
ch x y
cth x
— 1 ——————————
1 sh x h x
0 X /0 X
————————— -1
4.23-rasm 4.24-rasm

Trigonometrik funksiyalardagi ma’lum cos?x + sin?x =1 formulaga o‘xshash
giperbolik funksiyalarda ham

ch?x —sh?x =1 (4.26)
formula ixtiyoriy x € R nuqtalar uchun o‘rinli. Bundan tashqari

sh(xt+y)=shx-chytshy-chx
ch(xty)=chx-chytxshy-shx (4.27)
formulalar ham o‘rinli.

4.6. Funksiyaning uzluksizligi.
Uzluksizlikning ta’rifi. f(x) funksiya a nuqgtaning biror U(a) atrofida aniglangan va
bu nugtada aniq bir f(a) qiymatni gabul qilsin.
4.19-Ta’rif. Agar x = a nuqtada f(x) funksiyaning limiti mavjud va u f(a) giymatga
teng bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Shunday qilib
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limf(x) = f(a) (4.28)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deb atalar ekan.

Funksiyaning uzluksizligi € — 6 tilida quyidagicha ta’riflanadi.
4.20-Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 son topilib, |x —a| < &
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nugtalarda

IfC) - fla)l <e (4.29)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning limitiga x # a degan shartni qo‘ygan edik. Bu yerda esa bu shart
bajarilishini talab gilmaymiz.

Funksiya wuzluksizligi tushunchasini ifodalashning yana bir ko‘rinishini
keltiramiz. y = f(x) funksiya a nuqgtaning biror U(a) atrofida aniglangan bo‘lsin.
Qaralayotgan a nugtani asosiy nugta deb hisoblab, argumentning a nugtadan Ax
miqdorga (manfiymi yoki musbatmi farqi yo‘q) farq qiluvchi boshqa x = a + Ax €
U(a) giymatini olamiz. Ax migdorni argumentning orttirmasi deb ataymiz. Funksiya
o‘zgarishining

Ay = f(a+ Ax) — f(a) (4.30)
giymatini f funksiyaning a nugtadagi x argumentning Ax orttirmasiga mos keluvchi
orttirmasi deyiladi.

f (x) funksiyaning a nugtadagi

limf(x) = f(a)
uzluksizlik shartini
lim f(x + Ax) = f(a)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa

Jim [f (e + Ax) = f(@)] = 0 (4:31)
tenglikka teng kuchli. f(x + Ax) — f(a) = Ay ekanligini e’tiborga olsak, (4.31)
tenglikni

Jim sy =0

ko‘rinishda yozish mumkin.
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4.21-Ta’rif. Ax argument orttirmasi nolga intilganda f(x) funksiyaning a nuqtadagi
bu orttirmaga mos keluvchi Ay orttirmasi ham nolga intilsa, y = f(x) funksiya a
nuqtada uzluksiz deyiladi.

4.20-Misol. y = x3 funksiya son o‘qining ixtyoriy a nuqtasida uzluksiz ekanligini
ko‘rsatamiz.

» a nuqgtadagi ixtiyoriy Ax orttirma uchun

Ay = (a + Ax)3® — a3 = 3a? - Ax + 3a - (Ax)? + (Ax)® = (3a? + 3aAx + (Ax)?)Ax
tenglikni yozish mumkin. Bu tenglikda Ax — 0 da Ay — 0 bo‘lishi ko‘rinib turibdi. <
4.21-Misol. y = sinx funksiya son o‘qining ixtyoriy a nuqtasida uzluksiz ekanligini
ko‘rsatamiz.

» a nuqgtadagi ixtiyoriy Ax orttirma uchun

Ax Ax
2 sin7 * COS (a + 7)| < |Ax|

|Ay| = |sin(a + Ax) —sina| =

o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda |cos(a + Ax/2)| <1 va |sin(Ax/2)| < |Ax|/2 ((4.18)

formulaga garang) tengsizliklardan foydalanildi. Shuning uchun AlimOAy =0. <
X—

Ba’zan funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining quyidagi ta’rifidan foydalanish
qulay.
4.22-Ta’rif (Geyne). f(x) funksiya a nuqgtani o‘zida saqglovchi U to‘plamda
aniglangan bo‘lsin. Agar a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,}, x, € U ketma-ketlikka
mos keluvchi {f(x,)} ketma-ketlik funksiyaning f(a) giymatiga intilsa, f(x)
funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Bu ta’rifdan funksiyaning nuqtada wuzilishga ega bo‘lishini isbotlashda

foydalanish qulayrog. Buning uchun lim x, = a tenglikni ganoatlantiruvchi biror

n—-+oo

{x,} ketma-ketlik tuzib, unga mos keluvchi {f (x,)} ketma-ketlik uchun lirp f(xy) #
n—->—+0co
f (@) munosabatning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish yetarli.

Geyne ta’rifidan foydalanib

D(x) = {1, agar x — ratsional;
o, agar x — irratsional

Dirixle funksiyasining ixtiyoriy a € R nuqtada uzluksiz emasligini ko‘rsatamiz.
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» a ratsional son bolsin, u holda D(a) = 1bo‘ladi. a nuqtaga yaginlashuvchi
irratsional sonlardan tuzilgan {x,,} ketma-ketlikni olamiz (bunday ketma-ketlikni har
doim tuzish mumkin). Dirixle funksiyasining berilishiga ko‘ra bu nuqtalarda D(x,) =

0 bo‘ladi. U holda lirp D(x,) =0+ 1=D(a), ya’ni {x,} ketma-ketlikka mos
n—-+oo

keluvchi {D(x,,)} ketma-ketlik D(a) giymatga intilmas ekan.

a nugqta irratsional son bo‘lganda xuddi shu singari a nugtaga intiluvchi ratsional
sonlardan tuzilgan {y,,} ketma-ketlikka mos keluvchi {D(y,)} ketma-ketlikning limiti
1 bo‘ladi, funksiyaning bu nuqtadagi qiymati esa D(a) = 0 bo‘ldi.

Ikkala holda ham Geyne ta’rifiga ko‘ra funksiya a nuqtada uzilishga ega bo‘ladi. «

Funksiya uzluksizligining to‘rtala ta’rifi ham teng kuchli. Har bir holda qulay
bo‘lgan ta’rifdan foydalaniladi.

Endi nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalarini o‘rganamiz.
4.17-Teorema. Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz va f(a) > A (mos ravishda
f(a) < A) bo‘lsa, u holda shunday & > 0 son topiladiki, Us(a) atrofdan olingan
barcha x nugtalar uchun f(x) > A (mos ravishda f (x) < A) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
» Aniglik uchun f(a) >A va h=f(a)—A >0 bolsin, u holda f(a) =4+
hbo‘laddi. € = h/2 deb olsak, f(x) funksiyaning a nuqtada uzluksizligiga ko‘ra
shunday & > 0 son topiladiki, |x —a| < § tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
nugtalar uchun |f(x) — f(a)| < h/2 yoki

h h
—5<f)-fla)<7

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa barcha x € U.(a) uchun

h h h
f(x)>f(a)—§=A+h—§=A+z>A. <

4.18-Teorema (uzluksiz funksiya ishorasining o‘zgarmasligi). Agar f(x) funksiya
a nuqtada uzluksiz va f(a) # 0 bo‘lsa, u holda a nugtaning shunday Us(a) atrofi
topiladiki, bu intervalda funksiya nolga aylanmaydi va ishorasini o‘zgartirmaydi (f (a)
sonining ishorasi bilan bir xil bo‘ladi).

» 4.17-Teoremada A = 0 deb olinsa teoremaning isboti kelib chigadi. <

Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.
176



4.19-Teorema. fx) va g(x)funksiyalar a nuqgtaning biror atrofida aniglangan bo‘Isin.
Agar fx) va g(x)funksiyalar a nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda ularning f(x) + g(x)
yig‘indisi, f(x) — g(x) ayirmasi, f(x) - g(x) ko‘paytmasi va g(a) # 0 qo‘shimcha
shartda f(x)/g(x) nisbati ham a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
» Nisbatning uzluksizligini ko‘rsatamiz.

fx) va g(x)funksiyalar a nugtada uzluksiz va g(a) # 0 bo‘lsin. U holda
uzluksiz funksiya ishorasining o‘zgarmasligi haqidagi teoremaga ko‘ra a nuqtaning
g(x) # 0 bo‘ladigan atrofi mavjud bo‘ladi. Shuning uchun a nugtaning ana shu
atrofida F(x) = f(x)/g(x) nisbat funsiya aniglangan. Teorema shartiga ko‘ra
glci_r}‘ll f(x) = f(a), jlci_r>rcll g(x) = g(a) # 0, nisbatning limiti haqidagi teoremani qo‘llab

feo Imf() )

_ x-a

F(a)

mF(x) = alcl—ryzg(x) ~limg(x)  g(a)
xX—a

tenglikni hosil qgildik. Shunday qilib limF(x) = F(a), ya'ni F(x) = f(x)/g(x)
X—a

funksiya a nugtada uzluksiz ekan.
Teoremaning golgan tasdiglari ham shu kabi isbotlanadi. <
Murakkab funksiyaning uzluksizligi.
4.20-Teorema. Agar y = f(x) funksiya a nugtada uzluksiz, g(y) funksiya esa mos
A = f(a) nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda g(f(x)) murakkab funksiya a nugtada
uzluksiz bo‘ladi.
» Teoremaning shartiga ko‘ra 9lcl—r>r¢11f(x) = f(a) = A, 31/i_r&g(y) = g(4) = B.
Murakkab funksiyaning limiti haqidagi teoremani qo‘llab
limg(f(x)) = limg(y) = g(4) = g(f(a)) (4.32)
tenglikni hosil qildik, ya’ni g(f (x)) murakkab funksiya a nugtada uzluksiz ekan. <«
Agar (4.32) tenglikning o‘ng tomonidagi g(y) funksiyaning f(a) argument
giymatini f(x) funksiyaning limiti orgali ifodalasak
limg(f(9) = g (limf (o)) (4.33)
tenglikni yozish mumkin.

4.22-Misol. Limitni hisoblang:
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lim (1 + tg x)3¢t8~,
X—T
» Limit ostidagi funksiyani
(1+tgx)3®8* = ((1+tg x)l/tgx)3
ko‘rinishda yozib olamiz va y = f(x) = (1 + tg x)/®*, g(y) = y* funksiyalarning
superpozitsiyasi sifatida garaymiz. Agar u = tg x deb o‘zgaruvchilarni almashtirsak,

limf(x) limitni hisoblash qiyin bo‘lmaydi. Haqiqatdan ham ikkinchi ajoyib limitni
X—TT

((4.24) formulaga garang) inobatga olsak

tgx =u
lim(1+tgx)V/® = u-0|= lir%(l + )/ =e
X—TT X =TT u—

limitni topamiz. U holda g(y) = y3 funksiyaning uzluksizligidan (4.20-Misol) (4.33)

formulaga ko‘ra
3
lim (1 + tg x)3¢8* = (lim(l + tg x)l/tgx) =e3. <
X—=TT X—TT

Bir tomonlama uzluksizlik. Uzilish nuqtalari. f(x) funksiya a nuqtaning o‘ng
(chap) yarim atrofida aniglangan bo‘lsin.

4.23-Ta’rif. Agar f(x) funksiyaning a nuqtada o‘ng limiti mavjud va bu limit f(a)
qiymatga teng, ya’'ni

lim f(x) = f(a+0) = f(a) (4.34)

x-a+0

tenglik orinli bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqtada o‘ngdan uzluksiz deyiladi.
a nugtada chapdan uzluksizlik xuddi shu singari

Aim f(x) = fla—0)=f(a) (4.35)
tenglik bilan aniglanadi.

Agar funksiya [a,b] kesmada anigqlangan bo‘lsa, uning chegaraviy a va b
nuqgtalarga nisbatan a nuqtada o‘ng uzluksizlik, b nuqgtada chap uzluksizlik hagida
gapirish mumkin. Oraligning ixtiyoriy ichki nuqtasidagi uzluksizlik bu nuqtadagi o‘ng
va chap uzluksizlikka teng kuchli, chunki nuqtadagi limitning mavjudligi o‘ng va chap

limitlarning mavjudligiga teng kuchli (4.2-Teorema).
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Funksiya uzluksiz bo‘ladigan nuqtani bu funksiyaning uzluksizlik nuqtasi deb
ataymiz. f(x) funksiyaning a uzluksizlik nuqgtasida quyidagi shartlar bajarilgan
bo‘ladi:

1) Funksiya a nugtada va uning biror atrofida aniglangan;

2) a nugtada ikkala bir tomonlama limitlar mavjud va ular chekli;

3) a nugtadagi ikkala bir tomonlama limitlar ustma-ust tushadi, ya’ni

fla+0)=f(a—0);

4) a nugtada ustma-ust tushadigan bir tomonlama limitlar funksiyaning bu

nuqtadagi qiymatiga teng, ya’ni
fla+0)=f(a—-0) = f(a) (4.36)
4.24-Ta’rif. a nuqtada uzluksiz bo‘lmagan funksiyani bu nuqtada uzilishli funksiya, a
nugtani esa bu funksiyaning uzilish nuqtasi deb ataladi.

a nuqgta hagida uzilish nuqtasi sifatida gapirilganda, a nugtaning ixtiyoriy kichik
atrofida f(x) funksiya aniglanish sohasining a nugtadan fargli boshga nugtalari ham
mavjud deb faraz gilinadi.

(4.36) uzluksizlik shartining ganday buzilganligiga garab uzilish nugtalari
turlarga bo‘linadi.
4.25-Ta’rif. Agar f(x) funksiya a nuqtada chekli chap va o‘ng limitlarga ega va ular
o‘zaro teng, ammo funksiyaning a nuqtadagi qiymatiga teng bo‘lishmasa

fla+0)=f(a—-0)# f(a),
u holda a nugta f (x) funksiyaning uzilishi bartaraf gilinadigan nugtasi deb ataladi.

Uzilishi bartaraf qgilinadigan nuqta degan iboraning ma’nosi shundan iboratki,
yangi uzluksiz funksiya hosil gilish uchun funksiyaning fagat bitta a nuqtadagi
qiymatini o‘zgartirish yetarli. f(x) funksiya yordamida tuziladigan

P09 ={ sy, x 20

xX—a
funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Shunday qilib funksiyaning a nuqtadagi
qiymatini o‘zgartirib uzilishni “bartaraf” qildik.

x| x+0

1 x=0 funksiyani garaymiz.

4.23-Misol. f(x) = {
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» Funksiyaning x = 0 nugtadagi chap va y
ong limitlarini hisoblaymiz:

Jim f(x) = lim f(x) =0 1=f(0)
ya’ni x = 0 nuqta uzilishi bartaraf gilinadigan 11

nuqta ekan (4.25-rasm). Agar f(x) funksiyaning

x =0 nugtadagi giymatini  F(0) =0 deb X

ozgartirsak, bu nuqtada uzluksiz bo‘lgan F(x) = 0
|| funksiyani hosil gilamiz. <

Umuman olganda (a —é6;,a) U (a,a + &,)
to‘plamda wuzluksiz va a nuqtada bartaraf
gilinadigan uzilishga ega funksiyaning grafigi
sifatida absissasi a bo‘lgan nuqtasi o‘yib olib
tashlangan uzluksiz egri chiziq xizmat qiladi
(4.26-rasm).

Uzilishi bartaraf gilinadigan a nugtada 0

lim f (x) limit mavjud bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz. 4.26-rasm
xX—a
Agar lim f (x) limit mavjud bo‘lmasa a nuqta bartaraf qilib bo‘lmaydigan uzilish
x—a

nuqtasi deb ataladi.
4.26-Ta’rif. Agar f(x) funksiya a nuqtada chap va o‘ng limitlarga ega bo‘lib, ammo
ular har xil bo‘lsa
xliglof(x) * ng-II-Of(X)'

u holda a nugta f (x) funksiyaning chekli sakrashli uzilish nugtasi deb ataladi.

Uzilsh nuqtasini bunday nomlashning ma’nosi shundan iboratki, x o‘zgaruvchi a
nuqgta orqali o‘tishda f(x) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng va chap limitlarining
ayirmasi bilan o‘lchanadigan sakrash yuz beradi.

4.24-Misol. Ushbu funksiyani garaymiz (4.27-rasm):

2

f =1 **I
1, x = 0.
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» Berilgan funksiya x = 0 nuqtada 2
ga teng bo‘lgan chekli sakrashga ega

bo‘ladi: 4
xgglof(x) =2 xl_i(r)riof(x) =0. < J’ 1
Funksiyaning bartaraf gilinadigan va

chekli sakrashli uzilish nugtalari f
birinchi tur uzilish nuqgtalari deb o’
4.27-rasm

A

ataladi. f(x) funksiyaning barcha 1-
tur uzilish nuqtalari chap va o‘ng limitlarning mavjudligi bilan tavsiflanadi.
4.27-Ta’rif. f (x) funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o‘ng limitlaridan kamida bittasi
cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, bu nuqta funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deb
ataladi.

4.25-Misol. Ushbu funksiyani garaymiz:

1

fo =1y X7V
0, x = 0.

» x = 0 nugtada bir tomonli limitlarni topamiz:

.1 .1
lim — =+, lim —= —o0,
x—->0+0 X x—->0-0X

Bir tomonli limitlarning ikkalasi ham chekli emas, ya’ni ta’rifga ko‘ra x = 0 nuqta
ikkinchi tur uzilish nuqtasi bo‘ladi. <

4.26-Misol. y = a'/* funksiyani 0 < a < 1 bo‘lganda qaraymiz.

» x = 0 nugtada bir tomonli limitlarni topamiz:

lim a'/* =0, lim a'/* = +oo.
x—0+0 x—>0-0

x = 0 nuqtadagi o‘ng limit cheksiz, ya’ni ta’rifga ko‘ra x = 0 nuqta ikkinchi tur
uzilish nuqtasi bo‘ladi. <«

Geometrik talqini ravshan bo‘lgan ushbu teoremani isbotsiz keltiramiz.
4.21-Teorema. X oraligda monoton bo‘lgan f(x) funksiya bu oraliqda uzilishlarga

ega bo‘lsa, u holda bu uzilish nuqtalari albatta birinchi tur bo‘ladi.
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Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Nugtaning kichik atrofida
funksiyaning o‘zgarishi bilan bog‘liq bo‘ladigan xossalar bu funksiyaning lokal
xossalari deb ataladi (masalan, nuqgtada limitga ega funksiyaning xossalari yoki
berilgan nuqtada uzluksiz funksiyaning xossalari). Funksiyaning aniglanish sohasi
bilan yoki bu sohaning biror oralig‘i bilan bog‘liq xossalar global xossalar deb ataladi.
4.28-Ta’rif. Agar (a,b) oraligning barcha nuqtalarida y = f(x) funksiya uzluksiz
bo‘lsa, bu funksiya (a, b) oraliqda uzluksiz deyiladi. Agar funksiya (a, b) oraligda
uzluksiz, a nugtada chapdan, b nuqtada esa o‘ngdan uzluksiz bo‘lsa bu funksiya [a, b]
kesmada uzluksiz deyiladi.

Masalan, f(x) =1/x funksiya (0,1) oraligda uzluksiz va [0,1] kesmada
uzluksiz emas, chunki x = 0 nuqtada funksiya o‘ngdan uzluksiz emas. sin x funksiya
ixtiyoriy [a,b]cR kesmada uzluksiz. Agar funksiya barcha x € R nugtalarda
uzluksiz bo‘lsa, u (—oo, +0) intervalda yoki R son o‘qida uzluksiz deyiladi.
4.22-Teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f(x) funksiya [a,b]
kesmada uzluksiz va kesmaning chetki nuqtalarida turli ishorali giymatlarni gabul
gilsin. U holda (a, b) oraliqda f(c) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ nugta topiladi.

Teorema oddiy geometrik ma’noga ega: agar funksiya grafigining uzluksiz
chizig‘i Ox o‘qdan pastda ham, yuqorida ham yotsa, u holda egri chiziq Ox oqgni
albatta kesib o‘tadi (4.28-rasm).

» Aniglik uchun f(a) <0 va f(b) >0 deb 1y
olamiz. [a,b] kesmani d = (a+ b)/2 nuqta f(b)
yordamida teng ikkiga bo‘lamiz. Agar funksiya 0

bu nugtada nolga aylansa teorema isbotlangan aj/c
bo‘ladi. f(d) # 0 bo‘lsin. U holda [a,d], [d, b] fl@)}- |

kesmalardan birining chetki nugtalarida funksiya 4.28-rasm

turli ishoralarni qabul qiladi, buning ustiga chap chetda manfiy va o‘ng chetda musbat
ishorali gqiymat bo‘ladi. Bu kesmani [a;, b,] orgali belgilaymiz, u holda f(a;) < 0 va
f(by) > 0 bo‘ladi.
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[a;, b;] kesmani d; = (a; + b;)/2 nuqta yordamida teng ikkiga bo‘lsamiz, bu
yerda ham f(d;) = 0 holni garamaymiz, chunki bu holda teorema isbotlangan bo‘ladi.
Hosil bo‘lgan ikki intervallardan gaysi birining chetlarida funksiya turli ishorali
giymatlarni gabul gilsa, uni biz [a,, b,] orgali belgilaymiz, u holda f(a,) <0 va
f(by) > 0 bo‘ladi. Kesmalarni hosil qilish jarayonini davom ettiramiz. Bunda yoki
chekli qadamdan keyin kesmani teng ikkiga bo‘luvchi nuqtada funksiya nolga aylanadi
va teoremani isboti tugaydi, yoki bir-birining ichiga joylashgan cheksiz

[ay, b1] 2 [az, b2] = - 2 [an, by] 2 -
kesmalar ketma-ketligini hosil gilamiz. U holda n tartib ragamli [a,, b,] kesmaning
uzunligi b, —a, = (b—a)/2"™ va f(a,) <0, f(b,) >0 bo‘ladi. 3.1-Lemmaga
(Kantor) ko‘ra barcha kesmalarga tegishli bo‘lgan ¢ nuqta mavjud bo‘ladi. Ana shu
nugta teorema shartlarini ganoatlantirishini va qidirilayotgan c € (a,b) nuqta

ekanligini ko‘rsatamiz. Funksiyaning (a, b) intervalda uzluksizligi tufayli limf(x) =
X—C

f(c) bo‘ladi. Agar f(c) musbat bo‘lganda edi, uzluksiz funksiya ishorasining
o‘zgarmasligi  haqgidagi teoremaga ko‘ra ty
nugtaning shunday Ugs(c) atrofi topiladiki, bu f(b)|---

atrofdan olingan barcha x nugtalar uchun f(x) > 0

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. n tartib ragamini kerakli ~ f(a + 0)f--s

qilib ((b — a)/2™ < § shartdan) tanlansa, [a,, b, ] X
ra

kesma ana shu intervalga butunligicha tushadi va f(a)---+ b

f(a,) > 0 bo‘ladi. Bu esa 4.29-rasm

[a,, b,] kesmaning xossasiga ziddir. Xuddi shu singari f(c) manfiy ishorali bo‘la
olmasligini ko‘rsatish mumkin. Demak, f(c) = 0 ekan. <«

4.22-Teoremada f(x) funksiyaning kesmada uzluksizligi muhim shart ekanligini
aytib o‘tish kerak. Uni (a, b) oraligda uzluksizligi bilan almashtirish mumkin emas:
4.29-rasmda (a,b) oraliqda uzluksiz, ammo a nuqtada o‘ngdan wuzluksizlik
buzilganligi tufayli [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lmagan funksiyaning grafigi
keltirilgan. Bu funksiya kesmaning chetki nuqtalarida turli ishorali giymatlarni gabul

giladi, ammo kesmaning birorta nugtasida ham nolga aylanmaydi. (a, b) oraligning
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hech bo‘lmaganda bitta nuqtasida uzilishga ega funksiya manfiy qiymatdan musbat
qiymatga nolga aylanmasdan o‘tishi mumkinligi ravshan.

4.23-Teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x) funksiya biror X
oraligda (yopiq yoki ochiq, chekli yoki cheksiz) aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar
bu oraligning ikkita a va b (a < b) nuqtalarida teng bo‘lmagan f(a) = A va f(b) =
B giymatlarni gabul gilsa, u holda (A4, B) oraligdan olingan har ganday C nugta uchun
shunday ¢ € (a, b) nugta topiladiki, bu nugtada f (c¢) = C tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» A < B deb hisoblaymiz, shuning uchun A < C < B. [a,b] kesmada g(x) =
f(x) — C yordamchi funksiyani garaymiz. Bu funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va
kesmaning chetki nugtalarida turli ishorali giymatlarni gabul giladi: g(a) = f(a) —
C=A—-C<0 va glbb)=f(b)—C=B—-C>0. U holda Bolsano-Koshining
birinchi teoremasiga ko‘ra shunday ¢ € (a, b) nuqgta topiladiki, uning uchun g(c) =0
tenglik, ya’ni f(c) — C = 0 yoki f(c) = C o‘rinli bo‘ladi. «

Shunday qilib oraligda uzluksiz funksiya bir qiymatdan ikkinchi qiymatga o‘tib
oraligqdagi har bir giymatni kamida bir marta gabul giladi. Boshgacha gilib aytganda x
argument biror X oraliqda o‘zgarganda f(x) funksiya gabul giladigan giymatlari ham
biror Y oraligni to‘ldiradi. Shuning uchun 4.23-teorama ba’zan uzluksiz funksiyaning
oraligdagi giymatlari hagidagi teorema ham deb yuritiladi.
4.24-Teorema (Veyyershtrassning birinchi teoremasi). Kesmada uzluksiz funksiya
bu kesmada chegaralangan ham bo‘ladi, ya’ni shunday m va M sonlar topilib, barcha
x € [a, b] nugtalar uchun m < f(x) < M tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

» Teskarisidan faraz qilamiz, ya'ni f(x) funksiya [a, b] kesmada chegaralanmagan
bo‘lsin. U holda har bir n natural son uchun [a, b] kesmada shundau x = x,, nuqgta
topiladiki, bu nuqgtada

lf(x)l = n (4.37)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bolsano-Veyyershtrass teoremasiga ko‘ra {x,} ketma-ketlikdan chekli & nugtaga

yaginlashuvchi {x, } gismiy ketma-ketlik tuzish mumkin: limxy, = & Albatta
a < £< b ekanligi ravshan. f(x) funksiyaning & nuqtada uzluksizligi tufayli
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’11_>r£10 f(xn,) = f(& o‘rinli bo‘lishi kerak. Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki
(4.37) tengsizliklarga ko‘ralim |f (xn,)| = +o0. Ana shu garama-qgarshilik teoremani

isbotlaydi. <

Teoremada funksiyaning aynan kesmada uzluksizligi muhim shart hisoblanadi.
Oraliqda yoki yarim oraligda uzluksizlik funksiyaning bu oraliqda chegaralangan
bo‘lishini ta’minlay olmaydi. Masalan, f(x) = 1/x funksiya (0,1] yarim oraliqda
uzluksiz, ammo unda chegaralanmagan.

f(x) funksiya biror E to‘plamda aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. f(x)
funksiya qiymatlari to‘plamining M aniq yuqori chegarasi f(x) funksiyaning E
to‘plamdagi aniq yuqori chegarasi deb ataladi:

M = sup f(x).

X€EE

f(x) funksiyaning E to‘plamdagi m aniq quyi chegarasi ham xuddi shu singari
aniglanadi:
m = inf f(x).

XEE

4.25-Teorema (Veyyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya [a, b]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda f (x) funksiya bu kesmada o‘zining aniq quyi va aniq

yuqori chegarasiga erishadi, ya’ni [a, b] kesmada

f@=m=inff(x), f(n)=M=supf(x)

X€EE

tengliklarni ganoatlantiruvchi £va n nuqtalar topiladi (4.30-rasm).

» M =supf(x) bo‘lsin. Veyyershtrassning  y4

X€E
M
birinchi teoremasiga ko‘ra bu chekli son.

Faraz qilaylik f(x) funksiyaning giymati E
to‘plamning hech bir nuqtasida M giymatga

teng bo‘lmasin, ya’ni barcha x € E nuqtalarda

mf-- /o
f(x) < M bo‘lsin. Bu holda . . i,
1 Ol a n & b x
(x) = —F— 4.30-rasm
NTEIe)
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yordamchi funksiyani qaraymiz. Farazimizga ko‘ra kasrning maxraji nolga
aylanmaydi, shuning uchun u funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va demak
chegaralangan, ya’ni barcha x € [a,b] nuqtalarda g(x) <u, (u > 0) tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun

_
M—f@)

tengsizlikdan osongina
o) < M-
x S — —
u

tengsilikka erishamiz, ya’ni M sonidan kichik bo‘lgan M — 1/u soni f(x) funksiya
qiymatlar to‘plamining yuqori chegarasi bo‘lar ekan. Bunday bo‘lishi mumkin emas,
chunki M soni bu funksiya qiymatlar to‘plamining aniq yuqori chegarasi. Yuzaga
kelgan garama-garshilik teoremani isbotlaydi: [a, b] kesmada shunday & nugta
topiladiki, bunda f(& = M tenglik o‘rinli bo‘lib, bu gqiymat barcha f(x)
giymatlarning orasida eng kattasi bo‘ladi.

Teoremaning quyi chegarasiga nisbatan gismi ham xuddi shu singari
isbotlanadi. <
Mulohaza. f(x) funksiya uzluksizligi [a, b] kesmada R
bo‘lishligi muhim shart: f(x) = x funksiya (—1,1)
intervalda uzluksiz va chegaralangan, ammo aniq
yugori  sup x =1 chegaraga erishmaydi, ya’ni

x€(—-1,1)

P

(-1,1) intervalda fla)=1 tenglikni 0 1 X

v

ganoatlantiradigan a nuqta yo‘q. Boshqga misol: 4.31-rasm
f(x) =x—[x] funksiyani [0,1] kesmada qaraymiz (4.31-rasm). Bu yerda

sup f(x) =1, ammo funksiya 1 giymatga [0, 1] kesmada erishmaydi. Bu esa f(x)
x€[0,1]

funksiya [0, 1] kesmada uzilishga egaligi tufayli yuz beradi.
Funksuya qiymatlari to‘plamining aniq yuqori chegarasini f(x) funksiyaning
[a, b] kesmadagi eng katta giymati, aniq quyi chegarasini esa eng kichik giymati deb
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ataymiz. U holda Veyyershtrassning ikkinchi teoremasini quyidagicha ifodalash
mumekin.

4.26-Teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u bu kesmada
o‘zining eng katta va eng kichik qiymatiga erishadi.

4.27-Teorema. f(x) funksiya (a,b) oraligda monoton o‘suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz bo‘lsin. U holda (a,b) oraligga mos keluvchi funksiya gqiymatlarining
(f(a+0),f(b—0)) (yoki (f(b—0,f(a+ 0)) oraligida o‘suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz x = f~1(y) teskari funksiya mavjud.

» f(x) funksiya (a,b) intervalda monoton o‘suvchi bo‘lsin. U holda Bolsano-
Veyyershtassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra x o0zgaruvchi (a,b) intervalda
0‘zgarganda f(x) funksiyaning giymatlari (f(a + 0), f(b — 0)) intervalni to‘ldiradi.
U holda har bir y, € (f(a + 0), f(b — 0)) nugta uchun (a, b) intervaldan f(x,) = y,
tenglikni ganoatlantiruvchi kamida bitta x, nuqgta topiladi. f(x) funksiyaning qat’iy
monotonligi tufayli bunday x, nuqgta yagona bo‘ladi, chunki x; > x, bo‘lsa f(x;) >
Yo bo‘ladi va x; <x, bo‘lsa f(x;) <y, bo‘ladi. Shunday qilib ixtiyoriy y, €
(f(a+0),f(b—0)) nugtaga (a, b) oraligdan yagona x, nuqtani mos qo‘yuvchi bir
giymatli x = f~1(y) teskari funksiyani hosil gildik. f~1(y) funksiya f(x) funksiya
singari o‘suvchi bo‘ladi.

Hagigatdan ham, y, <y, va x; = f1(y,), x, = f"1(y,) bo‘lsin. Agar
f~(y;) = f~1(y,) bo‘lganda edi, bu tengsizlik x; > x, tengsizlikni anglatar edi va
f(x) funksiyaning o‘suvchiligi tufayli f(x;) = f(x,) tengsizlikni yoki y; =y,
tengsizlikni hosil qgilgan bo‘lar edik, bu esa dastlabki qilgan farazimizga ziddir, ana
shu zidlik x = f~1(y) teskari funksiyaning o‘suvchi ekanligini isbotlaydi.

Endi x=f"1(y) funksiyaning (f(a+0),f(b—0)) intervalda uzluksiz
ckanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik funksiya biror y, € (f(a + 0),f(b —0))
nuqtada uzluksiz bo‘lmasin, u holda f~1(y) funksiya monoton bo‘lganligi uchun
4.21- teoremaga ko‘ra y, nuqgta albatta birinchi tur uzilish nuqtasi bo‘ladi va bu
nugtada f~1(y, —0) < f~1(yo) < f~ (¥, + 0) o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarning
hech bo‘lmaganda bittasi qat’iy tengsizlik bo‘ladi, aks holda f~1(y) funksiya y,
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nuqtada uzluksiz bo‘lar edi. Masalan, f~1(y,—0) < f 1(y,) bo‘lsin. f~1(y)
funksiya o‘suvchi bo‘lganligi uchun y <y, nugtalarda f~*(y) < f~1(y, —0)
bo‘ladi, y =y, nugtalarda esa f~'(y) = f"1(y, —0) bo‘ladi. Shuning uchun
(f(yo — 0),f"1(yo)) intervalda f~1(y) funksiyaning giymatlari mavjud emas,
bunday bo‘lishi mumkin emas. Chunki (f~1(y, —0),f *(vo)) € (a,b) va
f(x)funksiyaning aniqlanishiga ko‘ra bu intervalning ixtiyoriy x € (f~1(y, —
0), f ~1(y,)) nugtasiga y = f(x) nugta mos kelishi kerak, ya'ni f~1(y) funksiyaning
giymatlari (f~1(y, — 0),f~1(y,)) intervalda mavjud. Bu garama-garshilik gilgan
farazimizning noto‘g‘ri ekanligidan dalolat beradi, yani f~1(y) funksiya y, nugtada
uzluksiz. <«

Asosiy elementar funksiyalarning uzluksizligi.

1. f(x) = C — const. Funksiya orttirmasi barcha nugtalarda nolga teng: Ay =

fx+Ax) — f(x) = C — C = 0. Shuning uchun AlimOAy = 0, ya’ni bu funksiya son
x—

o‘qining barcha nuqtalarida uzluksiz.
2. f(x) = x. Funksiya orttirmasini topamiz: Ay = f(x+Ax) — f(x) = x + Ax —

x = Ax. U holda AlimOAy=Alim0Ax=O, ya’ni funksiya son o‘qining barcha
X—> X—>

nugqtalarida uzluksiz bo‘ladi.

3. f(x) = x™,n € N. Bu funksiyani chekli sondagi g(x) = x funksiyani o‘zini o‘ziga
n marta ko‘paytirish natijasi deb qarasak 4.19-Teoremaga ko‘ra f(x) funksiya son
o‘gining barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘ladi.

4. f(x) =sinx funksiyaning son o‘qining barcha nuqtalarida uzluksizligi 4.21-
Misolda ko‘rsatilgan.

5. f(x) = cosx funksiyani cosx = sin(x + m/2) tenglik orqali ifodalaymiz. sinx
funksiyaning uzluksizligi tufayli sin(x + m/2) funksiya murakkab funksiya sifatida
4.20-Teoremaga ko‘ra son o‘qining barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘ladi.

6. Xuddi shu singari 4.19-Teoremaga ko‘ra sinx va cosx funksiyalarning nisbati
sifatida f(x) = tg x funksiya {x € R:x # kn + m/2, k € Z} to‘plamda, f(x) = ctg x
funksiya esa {x € R:x # km, k € Z} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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7. f(x) = a*,a > 0,a # 1 funksiyaning barcha x € R nugtalarda uzluksiz ekanligini
isbotlaymiz. x nugtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni garaymiz va {a*"}
ketma-ketlik a* soniga intilishini ko‘rsatamiz. 3.12-Ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son
uchun shunday N € N soni topilib, barcha n > N uchun |a*» — a*| < ¢ tengsizlikning
bajarilishini ko‘rsatish kerak. Shunday qilib {x,} ketma-ketlikning x,, hadlari uchun
biror tartib ragamidan boshlab a*|a*» ™™ — 1| <& yoki 1 —¢/a* <a*™™* <1+
g/a* tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak. a # 1 bo‘lganda logarifmik funksiyaning

xossasini inobatga olsak

e |a-1| ¢ la—1|
—& =loga<1—g- p— ) <XxX,—X <loga<1+g- p— > =& (4.38)
{x,,} ketma-ketlikning x nugtaga yaginlashuvchi bo‘lganligi tufayli biror N + 1 tartib
ragamidan boshlab (4.38) go‘sh tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Hagigatdan ham, ketma-
ketlik limitining 3.12-Ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy musabat son, xususan &, = min{e;, &,}
uchun shunday N € N tartib ragami topiladiki, barcha n > N uchun |x, — x| < ¢
tengsizlik bajariladi. Yuqoridagilarga teskari tartibda mulohaza gilib, n > N uchun
la*» — a*| < € tengsizlik bajariladi. Bu esa 3.12-ta’rifga ko‘ra {a*»} ketma-ketlik a*
soniga intilishini va f(x) = a* funksiyaning barcha x € R nugtalarda uzluksiz
ekanligini anglatadi. Xususiy holda a = e bo‘lsa, R son o‘qida uzluksiz e* funksiyaga
ega bo‘lamiz.
8. f(x) =log, x funksiya giymatlar sohasi (0,+) bo‘lgan R son o‘qida qat’iy
monoton va uzluksiz a* funksiyaning teskarisi sifatida 4.27-teoremaga asosan
(0, +) intervalda uzluksiz bo‘ladi. Bu yerda ham a = e xususiy holda (0, +4o0)
intervalda uzluksiz bo‘lgan natural logarifm In x funksiya hosil bo‘ladi.
9. f(x) = x*, u € R umumiy darajali funksiyani (4.25) asosiy logarifmik ayniyatga
ko‘ra x* = exp(ulnx) ko‘rinishda yozib olamiz. U holda bu funksiya (0, +o0)
intervalda uzluksiz y = g(x) =ulnx va R son o‘qida uzluksiz f(y) = exp(y)
funksiyalardan tuzilgan f(g(x)) murakkab funksiya sifatida 4.20-Teoremaga ko‘ra

(0, +0) intervalda uzluksiz bo‘ladi.
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10. f(x) = arcsinx va g(x) = arccosx funksiyalar giymatlari [—1,1] kesmani
to‘ldiruvchi mos ravishda [—m/2,m/2] va [0,m] kesmalarda qat’iy monoton va
uzluksiz sinx va cos x funksiyalarga teskari funksiya sifatida 4.27-Teoremaga ko‘ra
[—1,1] kesmada uzluksiz bo‘ladi. Xuddi shu singari tg x va ctg x funksiyalar mos
ravishda (—m/2,m/2) va (0,m) intervallarda gat’iy monoton va uzluksiz, qiymatlari
esa R son oqini toldirganligi uchun ularga teskari arctg x va arcctg x funksiyalar ham
4.27-Teoremaga ko‘ra R son o‘qida uzluksiz bo‘ladi.

Shunday qilib barcha asosiy elementar funksiyalar o‘zlarining aniglanish
sohalarida uzluksiz ekan. Elementar funksiyalar sinfidan olingan har ganday
funksiyani asosiy elementar funksiyalar ustida chekli sondagi algebraik amallarni
bajarish va ularning superpozitsiyalari orgali hosil qilish mumkin. Uzluksiz
funksiyalar ustida arifmetik amallar bajarish to‘g‘risidagi 4.19-Teoremaga va
murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi 4.20-Teoremaga ko‘ra bunday elementar

funksiyalar o‘zlarining aniqlanish sohasida uzluksiz bo‘ladi.
4.7. Cheksiz kichik funksyalarni tagqoslash.

Cheksiz kichik funksyalarni tagqoslash. Cheksiz kichik funksiyalarni taggoslashdan
asosiy magsad x — a da ularning nolga intilish tezligini giyoslashdan iborat. x = a
nugtada cheksiz kichik a(x) va B(x) funksiyalar a nuqtaning o’zi kirmagan biror U(a)
atrofida noldan fargli va a nuqtaning o‘zida esa nol yoki aniglanmagan bo‘lishsin.
4.30-Ta’rif. Agar noldan fargli chekli

l'm@ =m=#=0 (4.39)
lim B0 m :

limit mavjud bo‘lsa, a(x) va B(x) funksiyalar x = a nugtada bir xil tartibli cheksiz

kichik deb ataladi va a(x) = 0(B(x)) ko‘rinishda yoziladi (O simvoli “O katta” deb
xX—a

o‘qiladi).

4.16-Teoremaga ko‘ra  lim ax _ 1

e S bo‘ladi va  shuning uchun

p(x) = O(a(x)) deb yozish mumkin. O simvoli tranzitivlik xossasiga ega, ya’ni
xX—a
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agar B(x) = O(a(x)) va B(x) = O(y(x)) bo‘lsa, u holda a(x) = O(y(x))
x—a x—a xX—=a

bo‘ladi. Haqiqiqattan ham 4.30-Ta’rifga va ko‘paytmaning limiti haqidagi 4.16-

Teoremaga ko‘ra

Loa@ L aGBE) L at) B @.40)

x=ay(x)  xay(OB(X)  x-aBx) ray(x)
4.31-Ta’rif. Agar a(x)/ B(x) nisbatning limiti nol, ya’ni

lim @ =0, (4.41)

bo‘lsa, a(x) funksiya x = a nugtada (x) funksiyaga nisbatan yuqoriroqg tartibli

cheksiz kichik deb ataladi va u a(x) = o(ﬁ(x)) ko‘rinishda yoziladi (o simvoli “o
x>

kichik deb o‘giladi’).
Bu holda B(x) funksiya x = a nugtada a(x) funksiyaga nisbatan pastroq tartibli
cheksiz kichik deb aytiladi. (4.41) o‘rinli bo‘lsa, albatta

lim——= =00 (4.42)

bo‘lishi ravshan.

(4.41) tenglikdan a(x)/B(x) = y(x) funksiyaning x = a nuqtada cheksiz kichik
ekanligi kelib chigadi. Bundan esa a(x) = y(x)B(x), ya’ni x o‘zgaruvchi a nugtaga
yagin bo‘lganda |a(x)| giymat |B(x)| giymatga nisbatan ko‘p Kkichik bo‘ladi.
Boshgacha qilib aytganda o(x) funksiya B(x) funksiyaga nisbatan tezroq nolga
intiladi.
4.28-Teorema. a nuqtaning o’zi kirmagan biror U(a) atrofida noldan fargli, x = a
nugtada cheksiz kichik bo‘lgan ixtiyoriy a(x) va B(x) funksiyalarning o(x) - B(x)
ko‘paytmasi ko‘paytuvchilarning har biridan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik bo‘ladi.
» Hagigatdan ham, 4.31-Ta’rifga ko‘ra

@B L aGB)
M e M T TR T 70

tengliklar teoremadagi tasdigning to‘griligidan dalolat beradi. <
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4.32-Ta’rif. Agar x = a nugtada cheksiz kichik bo‘lgan a(x) va B(x) funksiyalar
nisbatining chekli ham cheksiz ham limiti mavjud bo‘lmasa, ular tagqoslanmaydigan
cheksiz kichiklar deb ataladi.

4.29-Misol. a(x) = x va B(x) = sin 2x funksiyalar 4.30-Ta’rifga ko‘ra x = 0 nugtada
bir xil tartibli cheksiz kichik bo‘ladi, chunki funksiyalar nisbatining limiti hagidagi
4.19, murakkab funksiyaning limiti hagidagi 4.20-Teoremalarga va (4.19) birinchi

ajoyib limit formulasiga ko‘ra

C B(x) . sin2x [&x=t¢ _ sint
lim—— = lim =|x->0|=2lim—=2 #0.
x-00a(x) x-0 Xx £ 50 t-0 t

4.30-Misol. a(x) = 1 — cosx funksiya 4.30-Ta’rifga ko‘ra x = 0 nuqtada B(x) = x
funksiyaga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik bo‘ladi, chunki 4.19, 4.20-

Teoremalarga va (4.19) formulaga ko‘ra

_a(x) . 1—cosx _ sin®(x/2) |*/2=t
lln(l)—:lln(l)—:llr%—zz x =0 —
x B(X) x X x x/ F 50
sint
= lim——-limsint =1-0 = 0.

t-0 t—0
4.31-Misol. a(x) = v/x funksiya x = 0 nuqtada B(x) = x funksiyaga nisbatan pastroq
tartibli cheksiz kichik bo‘ladi, chunki

lim@ = lim\/—; = limi = oo,

x~0B(x) x-0 x  x-04/x
4.32-Misol. a(x) = xsin(1/x) va B(x) = x funksiyalar 4.32-Ta’rifga ko‘ra x =0
nuqtada taqqoslanmaydigan cheksiz kichiklar bo‘ladi, chunki

a(x) . xsin(l/x)
}Cl_r}(l)% = LIL%T = lim s;rl%l/x)
limit mavjud emas (4.2 da garalgan).
4.33-Misol. Darajasi n € N,n > 1 bo‘lgan x™ darajali funksiya x = 0 nugtada x™!

funksiyaga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik bo‘ladi, ya’ni x™ = o(x™1),
X—

chunki lim(x™/x™"1) = limx = 0.
x—0 x—0
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x = a da cheksiz kichikning o‘zgarishini aniqroq tagqoslash uchun ulardan
birini o‘ziga xos etalon sifatida tanlanadi va u asosiy cheksiz kichik deb nomlanadi.
Albatta, asosiy cheksiz kichikni tanlash ixtiyoriy, ammo ulardan oddiyrog‘i tanlanadi.
Masalan, x - 0 da x tanlanadi; x -1 da x —1; x > o da esa 1/x va hokazo.
Murakkabirog a(x) cheksiz kichikni baholash uchun asosiy f(x) cheksiz kichikning
turli xil k > 0 darajali 8% (x) funksiyalaridan taqqoslash shkalasi tuziladi.
4.33-Ta’rif. Agar a(x) va 8% (x) bir xil tartibli cheksiz kichik, ya’ni

) _ 20 (4.43)

bo‘lsa, a(x) cheksiz kichikni 8 (x) cheksiz kichikka nisbatan k tartibli kichik, k sonini
esa kichiklik tartibi deb ataladi.

Odatda “k tartibli kichik™ o‘rniga oddiy qilib “k tartib” iborasi ishlatiladi.

Bu yerda quyidagilarni ta’kidlab o‘tish joiz:
1. Bir cheksiz kichikning ikkinchisiga nisbatan k tartibi ixtiyoriy musbat son bo‘lishi
mumKin;
2. Agar a(x) funksiyaning B(x) funksiyaga nisbatan tartibi k bo‘lsa, u holda B(x)
funksiyaning a(x) funksiyaga nisbatan tartibi 1/k bo‘ladi;
3. a(x) cheksiz kichik funksiyani hatto barcha f*(x) darajalar bilan taggoslash
mumkin bo‘lganda ham, k tartibni har doim ham aniqglab bo‘lmaydi.
4.44-Misol. 4.33-Ta’rifga ko‘ra a(x) = 1 — cosx funksiya x = 0 nugtada S(x) = x
funksiyaga nisbatan k = 2 tartibli cheksiz kichik bo‘ladi, chunki funksiyalar
nisbatining limiti hagidagi hagidagi 4.19, murakkab funksiyaning limiti hagidagi 4.20-

Teoremalarga va (4.19) birinchi ajoyib limit formulasiga ko‘ra

. a(x) . 1—cosx 2 sin*(x/2) x/2 =t
lim B (x) im—a—=lm——n——=| x>0 | =
’ ’ g t—-0

_1 _ Sinzt_ll_ sint y sint_l 11 0
2050 2 2690 ¢ 50 ¢ 2 _2¢ :

4.45-Misol. a(x) = a'/*,a € (0,1) va f(x) = x funksiyalar x - 0 + 0 da cheksiz
kichik bo‘ladi. Ixtiyoriy k > 0 uchun
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al/x

lim —
Xx—>0+0 X

=0 (4.44)

ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqgatdan ham, 1/a > 1 bo‘lganligi uchun

ql/x 1/x=t £k
. . t k .
lim k=x—>0+0=11mat=11m 1 T =
wmoro ok L7 0P O T AT T SR Wa)

Shunday qilib x — +0 da cheksiz kichik a'/* funksiyani ixtiyoriy k > 0 uchun x*
bilan taqqoslab bo‘ladi, ammo x cheksiz kichikka nisbatan kichiklik tartibini aniglab
bo‘lmaydi.

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar. Bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalarning
tadbigida ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar muhim o‘rin tutadi.

4.34-Ta’rif. Agar x = a nuqtada cheksiz kichik a(x) va f(x) funksiyalar uchun
lim——=1 (4.45)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, ular ekvivalent cheksiz kichiklar deb ataladi va u a(x)x:aﬁ (%)
ko‘rinishda yoziladi.

Cheksiz kichiklarning ekvivalentlik xossasi cheksiz kichiklarga nisbatan
simmetrik, chunki (4.45) tenglikdan chl_r)r}l B(x)/a(x) =1, ya’ni ﬁ(x)x:aa(x) kelib
chigadi. Ekvivalentlik, tranzitivlik xossasiga ega, ya’ni: agar a(x)x:aﬂ (x) va
p (x)x:ay(x) bo‘lsa a(x)x:a]/(x) bo‘ladi. Bu xossa (4.45) va (4.40) tengliklardan
kelib chigadi.

ala(x)] cheksiz kichik a(x) cheksiz kichikka nisbatan yuqorirog tartibli

cheksiz kichik degan ma’noni anglatadi.

Limitlarni hisoblash jarayonida cheksiz kichiklarni tagqoslashga to‘g‘ri keladi.
Bunday holda % ko‘rinishdagi anigmaslik” deb aytiladi. Bunday turdagi
anigmaslikdan fargli yana g,oo — 00,000, 1% ko‘rinishdagi anigmasliklar ham uchrab

turadi. Limitlarni bunday hollarda hisoblash anigmaslikni ochish deb nomlanadi.
Anigmasliklarni ochishda ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar hagidai teoremalardan
foydalaniladi.
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4.29-Teorema. Agar cheksiz kichik funksiyalarni ularning ekvivalentlari bilan
almashtirilsa, u holda cheksiz kichiklar nisbatining limiti o‘zgarmaydi.
» a(x),[(x),y(x),t(x) funksiyalar x - a da cheksiz kichik funksiyalar, hamda
a(x) ~ B(x), y(x) ~ t(x) bo‘lsin. U holda

x—a x—a

lim ) va lim PC)
may(x)  x-at(x)
limitlarni tagoslaymiz.
1) Nisbatning limiti chekli
lim aw) _ =A<
x-ay(x)
U holda:
a(x) B( ) a(x)
i SO0 _ B i PO PO 1 B B
x-ay(x) x—>ay(x) (%) xoa Y& xsat(x) 1 xo a‘t(x) x—-a T(X)

T(x) (x)
2) Nisbatning limiti cheksiz

a(x)
LG T
U holda:
lim X&) _
x—a a(x)
ekanligidan foydalanamiz:
v T T )
PTG T e g T e R
B(x) B(x)
:1 ' T(X) = lim ') ya'ni  lim ) =0
1 x—>a B(x) x—af(x) x—-a B(x)
Bundan esa:
lim ) _ = oo yoki lim——=— a(x) i T(X)
x-a B(x) x-a y(x) x—>a B(x)
3) Nisbatning limiti mavjud emas.
_alx)
i bven)
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limitning mavjud emasligidan

i &)
xl—r>r01L B(x)
limitning mavjud bo‘lmasligi kelib chiqgishi tabiiy. <

4.30-Teorema. Ikkita cheksiz kichik funksiyalar ekvivalent bo‘lishligi uchun ularning
ayirmasi bu cheksiz kichiklarning har biriga nisbatan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik
bo‘lishligi zarur va yetarli.

» Zarurligi. a(x), B (x) funksiyalar x = a nuqtada cheksiz kichik funksiyalar, hamda
a(x)x:aﬂ(x) bo‘Isin. U holda

oo(x) o B(x)
e m e L

bo‘ladi. Shuning uchun

a() =B _ . [a@® B]_ a(x)_1]=

] T

L Tes IR A e 6] Rt 7))

a(x)=Bx) . falx) Bx)| _

e e e
zhmll_ﬁ(x) L [B@]
xa| ax) roa |a(x)

Bu tengliklar a[a(x) — B(x)] va B[a(x) — B(x)] degan ma’nolarni anglatadi.
Yetarliligi. a(x),8(x) funksiyalar x = a nugtada cheksiz kichik funksiyalar,
hamda a[a(x) — B (x)] va B[a(x) — B(x)] bo‘lsin. So‘ngi ikki munosabat
lim a(x) —B(x) _ lim a(x) — () _ 0
x»a  f(x) x»a  a(x)

ma'noni anglatadi. U holda:

_a@) =B . px)
0= plcl—{% a(x) =1- }cl—%m ’
bundan esa,
_ px)
alcl—{rclz a(x) =1L



yani a(x) ~ f(x) <
xX—a
4.31-Teorema. x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan o(x) va B(x) funksiyalar

ckvivalent bo‘lishsin: a(x) ~ f(x), x(t) funksiya esa t nuqtaning o’zi kirmagan
x—a

biror U(7) atrofida a sonidan fargli va t — 7 da a soniga intilsin. U holda t — t da

a(x(t)) va B(x(t)) murakkab funksiyalar t -t da ekvivalent bo‘lishadi:
a(x(1) ~ B(x(t)).
» F(t) =a(x(t))/B(x(t)) murakkab funksiya uchun (4.17) formulani va

teoremaning a(x) ~ [ (x) shartini qo‘llasak,
xXx—a

o a(®) . a)
lmF(e) = lime )y = Ime) =

limitni topamiz, ya’ni (4.28) formulaga ko‘ra oc(x)x:aﬁ (x). <

1

Endi ba’zi elememtar funksiyalarning ekvivalentlik munosabatini o‘rnatamiz.
1. (4.19) birinchi ajoyib limitga ko‘ra
sinx ~ «x. (4.46)

x—0

. tgx . 1lsinx ~ sinx 1 ..
2.  lim—— = lim— = lim lim =1-1=1 limitdan
x-0 X x->0X COS X x->0 X x-0C0OSX

tgx ~ Xx. (4.47)

x—0

3. x(t) = arcsin t funksiya t = 0 nuqtada uzluksiz (4.6.ga garang) va shuning

uchun ltin(} arcsint = arcsin0 = 0. U holda 4.32-Teoremaga va (4.46) formuladan

t = sin(arcsint) ot arcsin t yoki dastlabki x o‘zgaruvchiga qaytsak
arcsinx ~ x. (4.48)
x—0
4. x(t) = arctg t funksiyaning t = 0 nugtada uzluksizligi tufayli ltin(} arctgt =
arctg0=0. 4.32-Teoremaga va (4.48) formulaga s=tg(arctgs)~z—0Oarctgs Yyoki
dastlabki x o‘zgaruvchiga qaytsak

tgx ~ x. (4.49)

x—0
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5. Ikkinchi ajoyib limitdagi (4.24) formula 1irr(1)(1+x)1/x=e tenglikni
xX—

aniglagan edi. Iny funksiyaning y = e nugtada uzluksizligini inobatga olsak (4.33)

formulaga ko‘ra

In(1+x
lim¥ =limIn(1 + x)¥* = Inlim(1 + x)/* = lne =1
x—0 X x—0 x—0

tenglikka ega bo‘lamiz. 4.34-Ta’rifga ko‘ra esa
In(1+x) ~ x. (4.50)

x—-0

Ma’lumki, log, (1 + x) = (In(1 + x))/ In a. Bu tenglikni (4.50) formulaga qo‘llab

X
log,(1+ x) Colna (4.51)

6. x(t) = at — 1 funksiyaning t = 0 nuqtada uzluksizligi tufayli ltirrg(at —-1)=0.

(451) formulaga ko'ra loga(1+af —1) ~ “=% yoki t ~ %" Dastlabki x

t-0 Ina t—0

o‘garuvchiga gaytsak

(a*—=1)/Ina ~ox (4.52)
X—
Xususiy holda, a = e bo‘lsa
e*—1~x (4.53)
x-0

7. Hosil gilingan (4.53) formulani inobatga olsak

x=et—1,
t =In(1+ x)
x—>0dat—-0
est —1 t

= slim lim =s:1-1=s.
t-0 st t-ooet—1

(1 +x) -1
lim =
x—0 X

(A+ef—1)°—1
et — 1 B

= lim
t—-0

Demak, (1 +x)* -1 ~,5x yoki ixtiyoriy s # 0 uchun
X—
S —
A+t -1 (4.54)
S x—0
ekvivalentlik munosabati o‘rinli bo‘ladi. Xususiy holda s = 1/2 bo‘lsa, V1 + x —
1 ~ x/2 bo‘ladi.

x—-0

Hosil gilingan (4.46)-(4.54) munosabatlardan ekvivalentlikning tranzitivlik

xossasiga ko‘ra,
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X ~ sinx ~ tgx ~ arcsinx ~ ,arctgx ~ ln(1+x) ~

x—0 x—0 x—0 x—0 x—0 -0
1+x)° -1
~ lna log,(1 +x) ~ (a —1)- lna ~ e -1 ~O( 5) (4.55)

munosabatlar zanjirini hosil gilamiz.

4.32-Teorema. a(x) ~ B(x) va f(x) funksiya a nuqtaning o’zi kirmagan biror
xX—a

atrofida aniqlangan bo‘lsin. Agar x = a nugtada a(x)f(x) kopaytmaning (yoki
f(x)/a(x) nisbatning) limiti mavjud bo‘lsa, u holda a(x) cheksiz kichikni g (x) bilan

almashtirilganda limitning qiymati o‘zgarmaydi.
> hm a(x)f(x) =A va hm fi ; = B bo‘lsin. U holda (4.45) va 4.19-Teoremaga

ko‘ra,

)lcl_r)rcll B)f(x) = Jlci_r)r}l'B(x)izgc;a(x) jlcl_rgigx; llmf(x)a(x) =1-A=A4,

@ e@f et fe)
B T Ban)  AaB() e PTE

Bu teoremaga ko‘ra (4.55) munosabatlar zanjiridan foydalanish qulay. Bunda

limitda qatnashgan cheksiz kichik unga ekvivalent bo‘lgan cheksiz kichik bilan
almashtiriladi.
4.46-Misol. (4.55) munosabatlar zanjiriga ko‘ra hisoblaymiz:

~Incosx _ cosx—1 _  —2sin?(x/2) - (x/2)? 1
lim —; = lim———=lim = —2lim =
x-0eX" — 1 x—0 x2 x—0 x2 x—0 Xx?2

N |

Nazorat savollari

1. Sonli funksiya deb nimaga aytiladi?

2. Funksiya ganday usullar bilan beriladi?

3. Qanday funksiyalarga davriy funksiya deyiladi?

4. Qanaday funksiyalar monoton deyiladi?

5. Funksiyaning limiti deb nimaga aytiladi?

6. Funksiyaning nuqtadagi chap va o‘ng limiti nima?

7. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar o‘rtasida ganday bog‘liglik mavjud?
8. Limitga ega bo‘lgan funksiyalar ganday xossalarga ega?

9. Qachon funksiya nuqgtada uzluksiz deyiladi?

10. Cheksiz kichik funksiyalar gachon bir xil tartibli deyiladi?
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Mashglar.

Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

l.y=x34+5x2—x+9.

3.y =V6x2+ 7x — 5.
Limitlarni hisoblang:

x3+1
5. lim

xo1 x24+2°

3 2
. x°+5x“-7x+6
7. lim ————

X—00 x2+7x+8

. 6x%-x-15
9. lim =2,

x%§3x —-8x+5

. 2—V/x-3
11. lim .
x—7 X%2-49

13. lim

x—-0 7x

15. lim ("zﬂ)xz

x—o00o \2x2+1

5sin2x

1
17. lim xx.

X— 00

19. lim T

xen/z(dgx 2cosx

)

2.y =vV2 —5x — 3x2,

4.y =logs(6sinx — 3).

6. lim x*+x2-3x+7
" x—>o00 3x*+x34+8x2-5x+1"

xZ+x-12

8. lim .
x—3 X2—-5x+6

10. lim Y22=%

x—1 x—1

12, lim 2=t

x—0 X

14. lim

x—0 7x

3arcsinx

16. lim (%)’

18. lim (m — 2x)€°s~*,

x—-m/2

20. lim (thg X — Co: x)

x-1/2
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V BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILASI VA
DIFFERENSIALI
5.1. Hosila
Harakatlanayotgan nuqgtaning tezligi hagidagi masala. To‘gri chizigli
harakatlanayotgan moddiy nuqgtaning v tezligini toppish masalasini qaraymiz.
Nugtaning holatini uning biror boshlang‘ich O nuqtadan hisoblanadigan masofa
aniglaydi; ana shu masofa bosib o‘tilgan yo‘l deb ataladi. Bosib o‘tilgan s yo‘l t
vaqtga bog‘lig, ya’'ni s yo‘l t vaqtning funksiyasi bo‘ladi:
s=f() (5.1)
Nugta vaqgtning t momentida M
holatda bo‘lib, boshlang‘ich O nugtadan s &

masofada bo‘lsin. t o‘zgaruvchiga At ”
. ) : 5.1-rasm

orttirma beramiz va vagtning t+ At

momentini garaymiz, bunda nuqta M; holatda va boshlang‘ich holatdan s + As
masofada bo‘ladi (5.1- rasm). Shunday qilib At vaqt oraligida s masofa As
miqdorga o‘zgaradi: s + As = f(t + At). Bunday holda At vaqt mobaynida s migdor

As orttirma oldi deyiladi. Bu orttirma aniqlanishiga ko‘ra,
As = f(t + At) — f(¢t) (5.2)
tenglikni ganoatlantiradi. Endi i—i nisbatni garaymiz. Bu nisbat At vagt mobaynidagi

o‘rtacha tezlikni beradi:
Vot = As /AL (5.3)
Har doim ham o‘rtacha tezlik nuqtaning t momentdagi tezligini beravermaydi.
Masalan, At oraligning boshida nugta juda tez harakatlansa, oxirida esa juda sekin
harakat gilsa, u holda vagtning t momenridagi haqiqiy tezlikdan o‘rtacha tezlik ancha
farq qgilishi ravshan. Ana shu haqiqiy tezlikni o‘rtacha tezlik orqali ifodalash uchun At
vaqt oraligini imkon darajasida kichik olish kerak.
Nugtaning t momentdagi v tezligi deb, At vaqt oralig‘idagi v, o ‘rtacha
tezlikning At vaqt oralig ‘i 0 ga intilgandagi limitiga aytiladi:
V= Alim As /At (5.4)

t—0
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(5.4) tenglikni (5.2) tenglikdan foydalanib yozamiz:
Y f(t+A0) - f(t)
m

v=1

55
At—0 At ( )

Hosil qilingan formula notekis harakat tezligi formulasi bo‘ladi. (5.5) formuladan
ko‘rinib turibdiki, v tezlik vaqtning At orttirmasiga bog‘liq bo‘lmasdan, balki t
o‘zgaruvchining qiymatiga va f (t) funksiyaning ko‘rinishiga bog‘liq bo‘lar ekan.

Egri chiziqqa urinma o‘tkazish masalasi. Tekislikda (L) egri chizig va uning
ixtiyority M nugqtasi berilgan bo‘lsin (5.2-rasm). Ana shu M nuqtada urinma o°‘tkazish
masalasini, to‘g‘rirog‘i ana shu urinmaning burchak koeffisiyentini topish masalasini
garaymiz. Dastlab urinmaning umumiy ta’rfini keltiramiz. (L) egri chiziqda M
nuqgtadan fargli yana M; nugtani olamiz va M M; kesuvchini o‘tkazamiz.

(L) egri chizigga M nugtada o ‘tkazilgan urinma deb, M; nuqta (L) egri chiziq bo ‘ylab
M nuqgtaga intilganda M M; kesuvchining MT limitik holatiga aytiladi.

A
y
L
. (L) M,
1 B -
= N
M | |
.7 /ﬁ a Y .
X x + Ax X
5.2-rasm
5.3-rasm

Endi f(x) funksiya va Dekart koordinatalar sistemasida unga mos y = f(x)
egri chizigni garaymiz (5.3-rasm). Argumentning biror x giymatida funksiya y = f(x)
giymatni gabul giladi. Ana shu x, y giymatlarga egri chizigning M(x, y) nuqgtasi mos
keladi. x argumentga Ax orttirma beramiz va argumentning yangi x + Ax giymatiga
funksiyaning y + Ay = f(x + Ax) qiymati mos keladi. Natijada egri chiziqda
M;(x + Ax,y + Ay) nuqta hosil bo‘ladi. MM; kesuvchini o‘tkazamiz va kesuvchi
bilan Ox o°‘gning musbat yo‘nalishi orasidagi burchakni « orgali belgilaymiz. 5.3-
rasmdagi M; MN uchburchakda |[M;N| = Ay, |[MN| = Ax tomonlar uchun
Ay/Ax =tga (5.6)
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tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni M;M kesuvchining burchak koeffisiyenti k, = i—z
tenglik bilan aniglanadi.

Agar Ax orttirma nolga intilsa, u holda M; nuqta egri chiziq bo‘ylab M nugtaga
intiladi. Urinmaning ta’rifiga ko‘ra M;M kesuvchining limitik holati gidiralyotgan
urinma to‘g‘ri chiziq bo‘ladi. Bu harakat jarayonida a burchak ham o‘zgaradi va u
biror ¢ burchakka intilsa, bu burchak urinmaning Ox o‘qning musbat yo‘nalishi bilan

tashkil gilgan burchagi bo‘ladi. Shuning uchun urinmaning burchak koeffisiyenti

Ay
k=to9 = [imto e = im o7

tenglik bilan aniglanadi.
Hosilaning ta’rifi. Agar yuqorida qaralgan masalalarni tahlil qiladigan bo‘lsak,
o‘zgaruvchilarni talqin qilishni e’tiborga olinmasa, ularda muhim umumiylik mavjud.
U ham bo‘lsa funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatining argument
orttirmasi nolga intilgandagi limitidan iborat. Shunday qilib biz differensial hisobning
asosiy tushunchasi-hosila tushunchasiga keldik.
Biror (a, b) oraliqda aniglangan
y=fx) (5.8)
funksiya berilgan bo‘lsin. Bunda x argumentning bu oraligdan olingan har bir
giymatiga y = f(x) funksiyaning aniq bir giymati mos keladi.
x argument biror Ax orttirma olsin. Bu orttirma musbatmi yoki manfiymi farqi
yo‘q, muhimi x + Ax giymat garalayotgan (a, b) oraliqda qgolishi kerak. U holda y
funksiya biror Ay orttirma oladi. Shunday qgilib argumentning yangi x + Ax giymatiga
funksiyaning yangi y + Ay = f(x + Ax) qiymati mos keladi. Shu sababli funksiya
orttirmasi uchun
Ay = f(x + Ax) — f(x) (5.9)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Funksiya Ay orttiramasining mos Ax # 0 orttirmaga nisbatini

tuzamiz:

Ay _ fOc+4x) - f(x)
Ax Ax
Qo‘zg‘almas x qiymatda bu nisbat Ax orttirmaning funksiyasidan iborat bo‘ladi:
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Ay
— = p(Ax).
A @ (Ax)

5.1-Ta’rif. Agar Ax orttirma nolga intilganda i—z nisbatning limitti mavjud bo‘lsa, bu

limit y = f(x) funksiyaning x nuqtadagi hosilasi deb ataladi va u f'(x) yoki y'(x)

yoki y, YyoKi Z—z orgali belgilanadi. Hosilaning aniqg bir a nugtadagi giymati f'(a),

y' (@), Velx=a) 2l ifodalardan biri orgali belgilanadi.
dxly=q
Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,
Ay fx+Ax) = f(x)
! = i —_— i 5.10
f1e) Alalcr—r>10 Ax Alalcr—r}o Ax ( )

(5.10) limit chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin. Shu sababli chekli yoki cheksiz
hosila haqida gapirish mumkin. Hozircha limit chekli bo‘lgan holni qaraymiz.
Hosilani hisoblashga misollar.
5.1-Misol. y = ¢ (¢ = const.) o‘zgarmas funksiyaning hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x
nugtada va ixtiyoriy Ax orttirmada f(x) =c, f(x+ Ax) = c¢ bo‘lganligi uchun
Ay = 0 bo‘ladi va hosilaning ta’rifiga ko‘ra,
(¢)' = lim A_y = lim 1 = 0.

Ax—-0Ax  Ax—0Ax
5.2-Misol. y = x? funksiyaning hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x nuqtada va ixtiyoriy
Ax orttirmada

Ay = (x + Ax)? — x? = 2x - Ax + (Ax)>.

Shuning uchun:

2x - Ax + (Ax)?

Ay
2 ! . . = |
(%) AlalcTo Ax Alalcr—I}o Ax Alglcl—r}o(zx Ax) = 2x.

5.3-Misol. y = e* funksiyaning hosilasini topamiz. Ixtiyoriy x nugtada va ixtiyoriy
Ax orttirmada
Ay = e¥+0% — X = gX(ghx _ 1),
Bundan esa (4.57) formulaga ko‘ra
e*(e® —1) ef* — 1

) y ) :
lim — = lim —— =¢* lim
Ax—0Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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Shunday qilib,
(e*) =e* (5.11)
tenglik ixtiyoriy x uchun orinli.

5.4-Misol. Hosilaning ta’rifidan foydalanib

2 i 1
f(x) = X sm;, x + 0,
0, x=0
funksiyaning x = 0 nuqtadagi f'(0) hosilasini topamiz:
FO+Ax) - f(0) . (Ax)%sin—
= lim————=

X __ 1: o —
Ax x—0 Ax N 91(1_r)1(1)Ax S Ax 0.

F© = fim
Bu yerda 4.13-Misoldan foydalanildi.

Endi yuqorida garalgan harakatlanayotgan moddiy nugtaning tezligi haqgidagi
masalaga gaytamiz.

(5.5) formulaga ko‘ra s = f(t) qonuniyat bilan harakatlanayotgan moddiy
nugtaning vagtning t momentidagi v tezligi

L fE+AD)-f®)
v = lim
At—0 At

tenglik bilan aniqlanar edi. O‘ng tomondagi limit f(t) funksiyaning t nuqtadagi
hosilasini beradi. Shuning uchun vaqgtning t momentigacha bosib o‘tilgan yo‘ldan
olingan hosila vagtning t momentidagi tezlikka teng bo‘ladi:

v=f'(t). (5.12)
Egri chiziqga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamasi. Egri chiziq y = f(x)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Egri chizigda M(a, f(a)) nuqgta olamiz va f'(a)
hosila mavjud deb faraz qilib, bu nuqtada egri chiziqga o‘tkazilgan urinma
tenglamasini Keltirib chigaramiz. Egri chizigga M(x,f(x)) nuqtada o‘tkazilgan
urinmaning k burchak koeffisiyenti (5.7) formulaga ko‘ra,

L= li flx+Ax) = f(x)
= 11im
Ax—0 Ax

tenglik bilan aniqlanadi. Bu yerda, o‘ng tomiondagi limit f'(x) hosilani beradi.
Shuning uchun egri chizigga M (x, f (x)) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak

koeffisiyenti uchun
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k=f'(x) (5.13)
teng‘lik o‘rinli bo‘ladi.

Berilgan nuqtadan o‘tuvchi va berilgan burchak koffisiyentli to‘g‘ri chiziq
tenglamasining formulasiga ko‘ra M(a, f(a)) nuqtadan o‘tuvchi va k burchak
koeffisientli to‘g‘ri chiziq tenglamasi

y—fl@)=k(x—a)
ko‘rinishda bo‘ladi. Urinma chiziq uchun k = f’(a) bo‘ladi. Shuning uchun y = f(x)
funksiya grafigiga M (a, f (a)) nuqtada o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chiziq tenglamasi
y—fla)=f(a)(x—-a) (5.14)

bo‘ladi. M nuqtadan o‘tuvchi egri chiziq

A

urinmasiga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq y = f(x) y = x* g

funksiya grafigining M nuqgtadagi normali deb

ataladi. To‘g‘ri chiziglarning perpendikulyarlik

shartiga ko‘ra normalning burchak koeffisienti 1

k, = —1/k,, tenglikni ganoatlantiradi, bu yerda o7t il
5.4-rasm

k,- urinmaning burchak koeffisiyenti. Agar

f'(a) # 0 bo‘lsa y = f(x) funksiya grafigining M nugtadagi normali tenglamasi
y—fl@)=-(x—-a)/f'(a) (5.15)

bo‘ladi. f'(a) = 0 holda normal vertikal bo‘ladi (urinmaning o‘zi Ox o‘qqa parallel

bo‘ladi), shuning uchun uning tenglamasi x = a bo‘ladi.

5.5-Misol. f(x) = x? funksiya garfigiga (1, 1) nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal

tenglamasini tuzing (5.4-rasm).

» Funksiya va uning hosilasining x = 1 nuqtadagi giymatini hisoblaymiz: (1) =1,

f'(x) =2x, f'(1) = 2. U holda (5.14) tenglamaga ko‘ra urinma

y—1=2(x—-1)yokiy=2x—-1
tenglamaga ega bo‘ladi. Normal tenglamasini (5.15) formulaga ko‘ra tuzamiz:

x—1 _ 1 3
-1 =— oki = —— —. <
y—1 - YO y=E—oxts
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5.2-Ta’rif. Agar y = f(x) funksiya va uning hosilasi (a, b) oraligda uzluksiz bo‘lsa, u
holda bu funksiya (a, b) oraligda sillig deyiladi, y = f(x) tenglama bilan beriladigan
egri chiziq esa (a, b) oraliqgda sillig chizig deyiladi.

O‘ng va chap hosilalar. f(x) funksiyaning x nuqtadagi o‘ng va chap hosilalari
tushunchasini kiritamiz.

5.3-Ta’rif. Agar ushbu

, 0 = Ii Ay y Ay
frlx+ )_AalcrlloA_x_Axir&oA_x
Ax>0

limit mavjud bo‘lsa, bu limit y = f(x) funksiyanig x nuqtadagi o‘ng hosilasi deb
ataladi, agar
) Ay Ay
o= 0= 0 A = a0 A

Ax<0

limit mavjud bo‘lsa, biz uni x nuqtadagi chap hosila deb ataymiz.

Ay Ay
f(x) f(x)
f(a)--+ )] T —— :
0' a Vi 0 !
5.5-rasm 5.6-rasm

Chap yoki o‘ng hosilalar mavjud bo‘lgan nuqtalarda funksiya grafigi bir tomonlama
urinmalarga ega bo‘ladi (5.5 va 5.6-rasmlar).

Bir tomonlama limit tushunchasidan foydalanib hosila mavjudlighining zarur va
yetarli shartini keltiramiz: x nuqtada f’(x) hosilaning mavjud bo‘lishligi uchun, x
nugtada y = f(x) funksiyaning o‘ng va chap hosilalari mavjud va ular teng bo‘lishligi

zarur va yetarli:

ffx+0)+ f'(x=0) = f'(x).

Shunday funksiyalar ham borki, ular biror 4
oraliqda uzluksiz, ammo unung biror ichki x = a

nuqtasida Ay/Ax orttirmalar nisbatining bir
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tomonlama limitlari teng bo‘lmaydi. Ana shu

teng bo‘lmagan bir tomonlama limitlar bir

tomonlama hosilalar ekanligi ravshan. Funksiya

grafigining mos nuqtasida bir tomonlama urinmalari mavjud bo‘ladi va umuman
olganda ular o‘zaro burchak tashkil qgiladi (5.7-rasm). Bu holda M(a, f(a)) nuqgta
funksiya grafigining sinish nuqtasi deb ataladi.

5.6-Misol. f(x) = |x| funksiyani gqaraymiz. x = 0 nugtada funksiya orttirmasining

argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz:

£O+Ax)—f(0) _ |ax| _ { 1, agar Ax > 0,
= =11

Ax Ax agar Ax < 0. y A
Shuning uchun f(x) = |x| funksiya x = 0 nuqtada
IAx] y=[x|
frO+0) = lim 7==1
Ax>0
o‘ng hosilaga va o) X
, |Ax| 5.8-rasm
fr(0-0)= lalcr—r}o Ax
Ax<0

chap hosilaga ega bo‘ladi, ammo ular teng emas va demak f(x) = |x| funksiya x = 0
nugtada hosilaga ega emas. Geometrik jihatdan bu y = |x| funksiyaning grafigi

0(0,0) nugtada sinishini anglatadi (5.8-rasm).

Ay yﬂ
f(x)
f(@)------- : flayp------- oo
R o i~
a X a X
5.9-rasm 5.10-rasm

Ay/Ax ayirmalar nisbatining bittasi yoki ikkalasi ham a nuqtada cheksiz
bo‘lishi mumkin. Bu holda y = f(x) funksiyaning bir tomonlama chap yoki o‘ng
(yoki chap ham o‘ng ham) cheksiz hosilasi haqida gapirish mumkin. Uzluksiz
funksiyaning bir tomonlama cheksiz hosilalasi aniq bir ishorali (yoki 4+co yoki —oo)

bo‘ladi. Agar biror a nuqgtada chap va o‘ng bir tomonlama hosilalarning ishoralari bir
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xil bo‘lsa, u holda berilgan funksiya ana shu nuqtada aniq bir ishorali cheksiz hosilaga
ega bo‘ladi (musbat 5.9-rasm, manfiy 5.10-rasm). Bu holda funksiya garfigiga mos
nuqtada o‘tkazilgan urinma vertikal bo‘ladi. Agar bir tomonlama cheksiz hosilalarning
ishoralari turlicha bo‘lsa, funksiya grafigining mos nuqtasi o‘tkirlashgan nuqta

(gaytish nuqtasu) bo‘ladi (5.11, 5.12-rasmlar)

yﬂ yﬂ
f@p——
| f(a)
0 ! - 0o R
a X a X
5.11-rasm 5.12-rasm

5.7-Misol. f(x) = i/x funksiyani garaymiz. x = 0 nuqtada funksiya orttirmasining

argument orttirmasiga nisbatini hisoblaymiz:

By fO+A)—f©0) VAx 1

Ax Ax Ax  3[(Ax)?

Shuning uchun

Ay Ay
fO0+0)= lim 7, =00 = [im 7= +e,
Ax>0 Ax<O0
ya’'ni funksiya x = 0 nuqtada bir xil ishorali “y
bir tomonlama cheksiz hosilalarga ega ekan K
va shuning uchun f'(0) = +oo bo‘ladi. Of(x) — \/f=
f(x) = Vx funksiyaning grafigi 0(0,0)
nuqtada x = 0 vertikal urinmaga ega bo‘ladi
(5.13-rasm). « 5.13-rasm

5.8-Misol. f(x) =+/x funksiya x > 0 nugtalarda aniglangan (5.14-rasm). x = 0
nugtadagi orttirmalar nisbati Ay/Ax = (Ax)~'/? bo‘ladi va Ax > 0 bo‘lgandagina
garash mumkinligidan, fagat f'(0 + 0) = +o0 0‘ng cheksizhosila mavjud bo‘ladi. <«

5.9-Misol.  f(x) = x?/® funksiyaning x =10 Y

nuqtadagi orttirmalar nisbati

fx) =x
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Ay _fO+A0)—f(0) _(A0)*F _ 1
Ax Ax - A YAx
tenglik bilan aniglanadi. Bundan esa,

0+0) = lim =Y = lim —
fo+0)= S0 Ax T g @
Ax>0 Ax>0
0-0) = lim 2 = Jim —
frO=0) = fim 3= 0 s =
Ax<0 Ax<0
Shunday qilib, bu funksiya x =0 ty
nugtada turli ishorali bir tomonlama
cheksiz hosilalarga ega va 0(0, 0) nugta % () = W
esa funksiya grafigining o‘tkirlashgan R
nugqtasi bo‘ladi (5.15-rasm). « 0l x
5.15-rasm

Funksiyaning differensiallanuvchanligi.

5.4-Ta’rif. Agar y = f(x) funksiya biror a nugtada

Ay  fla+Ax)—f(a)
fia) = hm 0Ax Alalcrllo Ax

hosilaga ega bo‘lsa, u holda funksiya bu nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.
Shuning uchun funksiyaning hosilasini topish uni differensiallash deb ham yuritiladi.
5.5-Ta’rif. Agar (a,b) oraligning yoki [a,b] kesmaning barcha nugtalarida f(x)
funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya (a,b) oraligda yoki mos
ravishda [a, b] kesmada differensiallanuvchi deyiladi.

5.1-Teorema. Agar y = f(x) funksiya biror a nuqtada differensiallanuvhci bo‘lsa, u
holda u bu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

» y = f(x) funksiya a nuqtada differensiallanuvhci, ya’ni

Ay
m = = f'(a)

oAx

hosila mavjud bo‘lsin. U holda 4. 12—Teoremaga ko‘ra

Ay_ , A
E_f(a)-l_a( x)r

bu yerda lAim0 a(Ax) = 0. Bundan esa
X—
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Ay = f'(a) - Ax + a(Ax) - Ax
tenglikni yozish mumkin. Hosil gilingan tenglikning ikkala tomonida limitga o‘tamiz:
Alyicr_r}0 Ay = Al)icr_r}()[f’(a) -Ax + a(Ax) - Ax] = 0,
ya’'ni

lim Ay = lim [f(a + Ax) = f(&)] =0,

yoki
Jim f(a+ %) = f(a).

Bu munosabat f (x) funksiyaning a nugtada uzluksiz ekanligidan dalolat beradi. <«
Endi differensiallanuvchi funksiyalarning muhim bir xossasini keltiramiz.
5.2-Teorema. y = f(x) funksiya a nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishligi uchun,
argumentning Ax orttirmasiga mos funksiyaning Ay = f(a + Ax) — f(a) orttirmasini

Ay = A-Ax + a(Ax) - Ax (5.16)
ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda A biror o‘zgarmas

son bo‘lib Ax orttirmaga bog‘liq emas va lAim . a(Ax) = 0.
X—

» Zarurligi. y = f(x) funksiya a nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu nuqtada

Ay orttirmani (5.16) ko‘rinishda ifodalash mumkinligini isbotlaymiz. Shartga ko‘ra,

Y Ay
A7y = o)

hosila mavjud. U holda 4.12-Teoremaga ko‘ra,

Y (@) + a(aw)
Ay f'(a a(Ax),
bu yerda lAimO a(Ax) = 0. Bundan esa,
X—

Ay=]:(2-Ax+a(Ax)-Ax
A
tenglikni hosil qgilamiz. Ay orttirmani (5.16) ko‘rinishda ifodalash mumkinligi
isbotlandi, hamda A = f'(a) ekanligini anigladik.
Yetarliligi. Ay orttirma (5.16) ko‘rinishda ifodalangan bo‘lsin. U holda (5.16)
tenglikdan

5 At
Ax + a(Ax)
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tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda tenglikning ikkala tomonida limitga o‘tamiz. O‘ng

tomonda lAimO a(Ax) = 0 ekanligini va A o‘zgarmas sonligini inobatga olsak chap
xX—

tomonning ham limiti mavjudligi kelib chigadi. Chap tomonning limiti esa hosilani
beradi, ya’ni f(x) funksiya a nugtada differensiallanuvchi ekan. <«

5.10-Misol. y = x3 funksiyani garaymiz.

» Ixtiyoriy x va ixtiyoriy Ax orttirmada

Ay=(x+Ax)3—x3=%Ax+(3x-Ax+Ax2)-Ax
A a

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun ta’rifga ko‘ra y = x3 funksiya ixtiyoriy x
nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi. <

5.2-Teoremaga ko‘ra funksiyaning nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi bilan
uni bu nuqtada (5.16) ko‘rinishda tasvirlash teng kuchli ekan. Shuning uchun bu
formulani ta’rif sifatida ham qabul qilish mumkin.
5.6-Ta’rif. y = f(x) funksiyaning a nuqtadagi Ay orttirmasini (5.16) ko‘rinishda
tasvirlash mumkin bo‘lsa, bu funksiya a nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

5.2. Ba’zi bir elementar funksiyalarning hosilasi
y = x® (a-ixtiyoriy hagiqiy son) darajali funksiya. Bu funksiya barcha x > 0 uchun
aniglangan. Shuning uchun
Ay = (x + Ax)* — x% = x¢ [(1 +%)a — 1].

U holda

(4.60) munosabatlar zanjiridan
Ax\* A
(1+5) ~taiway

ekvivalentlik munosbatini hosil gilamiz. U holda 4.33-Teoremaga ko‘ra

a
(1 + A;C) - 1 aA;C 1
i — = x2 i = x2 |i — = a-
Alalcr—l}o Ax x Alalcr—{lo Ax x Alalcr—r}o Ax ax-
Shunday qilib,
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(x®)" = ax% L. (5.17)

y=a*(a>0,—o < x < +m) ko‘rsatkichli funksiya. Orttirmalar nisbati

Ay ax+Ax —a* an -1
e —— 1
Ax Ax Ax
Ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda ham (4.60) hisoblangan limitdan foydalanib
Ay oa™ -1 ~ Ax-lna
lim — =a”*- lim =a* - lim =a*-lna
Ax—0 Ax Ax—0  Ax Ax—0  Ax
hosilani topamiz, ya’ni
(a®) =a*-Ina. (5.18)
Xususiy holda, agar y = e* bo‘lsa, u holda
(e*) =e*. (5.19)

y=log,x,(0<a=+*10<x < +o0) logarifmik funksiya. Bu holda

1 . log, (1 +A7x)

Ay log,(x + Ax) —log, x

Ax Ax X Ax
X

Bu yerda ham (4.60) munosabatlar zanjiridan foydalanamiz:

" Ay 1 logo(1+Ax/x) 1 Ax/x 1 1
MSOAX | x Axs0 Ax/x ~ xInaaxso Ax/x  xIna =~ xIlna
(log,x)' =1/(xIna) (5.20)

logarifmik funksiyaning hosilasini topdik. Xususiy holda, agar y = Inx bo‘lsa y' = i
bo‘ladi.
Trigonometrik funksiyalar. Dastlab y = sinx funksiyaning hosilasini topamiz.

Orttirmalar nisbatini olamiz:

Ay  sin(x + Ax) —sinx Sin%x Ax
e =)
2

cosx funksiyaning uzluksizligidan va birinchi ajoyib limitdan foydalanib, hosil
qilingan tenglikda limitga o‘tib

(sinx)’ = cosx (5.21)
hosilani topdik.
y = cos x funksiyaning hosilasini topamiz. Orttirmalar nisbati uchun
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Ax Ax B Ax
2

. Ax
Ay cos(x+Ax) —cosx  SIn— ( Ax)
— = sin | x + >

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda ham sin x funksiyaning uzluksizligidan va birinchi
ajoyib limitdan foydalanib, hosil gilingan tenglikda limitga o‘tib
(cosx)' = —sinx (5.22)
hosilani topdik.
y = tg x funksiya uchun

sin(x+Ax) B sin x
A_y _ tg (X + Ax) —tgx __cos(x+Ax) cosx __

Ax Ax Ax

sin(x + Ax) - cosx — cos(x + Ax) - sinx

Ax - cos x - cos(x + Ax)

B sin Ax 1

Ax  cosx - cos(x + Ax)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda ham yuqoridagi singari limitga o‘tib

1
' 2 5.23
(tgx) = ooz, - SeeTx (5.23)

hosilani topamiz.
Xuddi shu singari, agar y = ctg x bo‘lsa, uning hosilasi
1

sin? x

(ctgx) = — = —csc?x (5.24)

ko‘rinishda bo‘ladi.
5.3. Hosila hisoblash goidalari

O‘zgarmas songa ko‘paytirilgan funksiyaning hosilasi.
5.3-Teorema. Differensiallanuvchi funksiya bilan o‘zgarmas sonning ko‘paytirishdan
iborat funksiya ham differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi bu funksiya hosilasi
bilan ana shu o‘zgarmas son ko‘payutmasiga teng:

(C-ux)) =C-u'(x). (5.25)
» x argumentga noldan fargli Ax orttirma beramiz. U holda funksiyaning mos
orttirmasi

Ay=C-u(x+Ax) —C-u(x) =C-[u(x + Ax) — u(x)]
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ko‘rinishda bo‘ladi. Shuning uchun orttirmalar nisbati
Ay _ C.u(x+Ax)—u(x)
Ax Ax

tenglik bilan topiladi. U holda hosila uchun

Loy }’_C I u(x + Ax) — u(x)
Y = aax - Ax

=C- u'(x)
tenglikka ega bo‘lamiz. <
5.11-Misol. y = —3% funksiyaning hosilasini toping.
» (5.17) formulaga ko‘ra,
14 1y' 1 1 4 1
'=(-3-—2=) =-3(x73) ==3(=2)x3 1 =xT3= . <
y ( ?\’/}> (xS) ( 3)x3 X xix

Yig‘indining hosilasi.

5.4-Teoprema. Ikikita differensiallanuvchi funksiyalarning algebraik yig‘indisi ham
differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi bu funksiyalar hosilalarining algebraik
yig‘indisiga teng:
(u(x) £ v(x))" =u'(x) £ v'(x) (5.26)
» v = u(x) + v(x) funksiya orttirmasini tuzamiz:
Ay = [u(x + Ax) £ v(x + Ax)] — [u(x) £ v(x)] = [ulx + Ax) —u(x)]

+[v(x + Ax) —v(x)] = Au + Av
U holda

by _Bu_ Av

Ax Ax = Ax

va bu yerda limitga o‘tsak

. y . .
I = —_— = — 4+ -
y Alalcr—I}o Ax Al)lcr_r}O Ax — Alalcr—r>lo Ax

yoKi

y' =u'(x) £ v'(x).
5.12-Misol. y = x> + 4 sin x funksiyaning hosilasini topamiz.
» (5.21) va (5.26) formulalarga ko‘ra
y' = (x° + 4sinx) = (x%)' + (4sinx)’ = 5x* + 4 cosx. <«
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5.3 va 5.4-Teoremalarning tasdiglaridan chekli m sondai differensiallanuvchi
fi(x),k=1,..,m, funksiyalarning ¢, € R  o‘zgarmaslar  bilan chiziqli

kombinatsiyasini differensiallash goidasini keltirib chigarish mumkin:

(i Ckfk(x)>, = i Cicfre (%)

k=1 k=1
Ko‘paytmaning hosilasi.
5.5-Teorema. Ikikita  differensiallanuvchi  funksiya  ko‘paytmasi  ham
differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi quyidagi tenglik bilan topiladi:
(u())v(x)) =u' (x)v(x) + ulx)v'(x) (5.27)
» v = u(x)v(x) funksiya orttirmasini tuzamiz:
Ay = [u(x + Ax)v(x + Ax)] — [u(x)v(x)] =
= [u(x + Ax)v(x + Ax) —u(x)v(x + Ax)] +
+Hu(x)v(x + Ax) —u(x)v(x)] =

=[ulx + Ax) — u(x)]v(x + Ax) + [v(x + Ax) — v(x)]u(x).

U holda

Ay Au (x4 A +Av
Ax_Axvx x) Ax -

Bundan limitga o‘tamiz. v(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lganligi uchun 5.1-

Teoremaga ko‘ra u uzluksiz hamdir, shuning uchun Alimov(x + Ax) = v(x) bo‘ladi.
X—>

Buni quyidagi limitda qo‘llasak

Y Ay_ y Au A Av B
Y _AJICI—I}OA_X_A}CI—I}O(A_X vlx + x)+A_x u)—

= lim A_u lim v(x + Ax) + u - lim g
Ax—0 Ax Ax—0 Ax—-0 Ax
yoki
y' =u'(x)v(x) + ulx)v'(x). <
5.13-Misol. y = x2 In x funksiyaning hosilasini topamiz.

» (5.17) va (5.20) formulalarni inobatga olib (5.27) formulaga ko‘ra

1
y' = (x?Inx) = (x?)' Inx + x?(Inx)’ = 2xInx +x2; =
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=2xInx +x. 4
Agar u, v va w funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
(uvw)' = (uv)'w + (uv)w' =
= wWv+uv)w+uvw’ = u'vw + uv'w + uvw'.
Bu qoida ixtiyoriy chekli sondagi differensiallanuvchi ko‘paytuvchilar uchun ham
o‘rinli
(uvw ...s) =u'vw..s+uv'w..s+ - +uvw..s’.
Bo‘linmaning hosilasi.
5.5-Teorema. Ikikita differensiallanuvchi funksiyaning bo‘linmasi ham bo‘luvchi
nolga aylanmaydigan nugqtalarda differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi bu
nugtalarda quyidagi tenglik bilan topiladi:

u(x) u' ()v(x) —ulx)v’ (x)
(v(x)> v2(x)

>y = E i nisbatning orttirmasini tuzamiz:

v(x) # 0. (5.28)

Cu(x+Ax)  u(x)  ulx + Ax)v(x) — v(x + Ax)u(x)
~ v(x + Ax) - v(x) v(x 4+ Ax)v(x)

Tenglikning ikkala tomonini Ax orttirmaga bo‘lib, orttirmalar nisbatini hosil qilamiz:

Au Av
by _(v-5y)
Ax  v(x+ Ax)v(x)

U holda Alimov(x + Ax) = v(x) ekanligini inobatga olgan holda bu yerda limitga
X—

o‘tamiz:

(Au-v Av-u) lim (A—u-v—A—v-u)
y — lim —= Ay — lim Ax Ax _ Ax—0 \Ax Ax

Ax~0Ax  Ax-0 v(x + Ax)v(x) llm v(x +Ax)v(x)

W (v(x) —ulx)v’ (x)
v (x)

5.14-Misol. y = tg x funksiyadan sin x va cos x funksiyalarning nisbati sifatida hosila

<

olamiz.

sin x)' (sinx)’ cosx — sinx (cos x)’

> y' = (tgx) = (

COS X cos? x
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cosx-cosx —sinx - (—sinx) cos?x + sin®x 1 <
cos? x cos? x cos? x’

5.15-Misol. y = x3 + 3x2? + 11 egri chizigning shunday nugtalarini topingki, bu
nuqtalarda egri chizigga o‘tkazilgan urinmalar y = 24x — 1 to‘g‘ri chizigqga parallel
bo‘lsin.
» (5.13) formulaga ko‘ra y = f(x) funksiya grafigiga M(a, f(a)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning k burchak koeffisienti k = f'(a) tenglikni
ganoatlantiradi. Bizning holda f’(a) = 3a%? + 6a. U holda to‘g‘ri chiziglarning
paralellik shartiga ko‘ra f'(a) = 24 yoki 3a? + 6a = 24 bundan esa a® + 2a — 8 =
0 kvadrat tenglamani hosil gilamiz va uni yechib a, = —4, a, = 2 izlanayotgan
nugtalarning abssissasini hosil gilamiz. Ularning ordinatalari esa f(a;) = =5 va
f(a,) = 31 bo‘ladi. Shunday qilib izlanayotgan nuqtalar M;(—4,—5) va M,(2,31)
bo‘lar ekan. «
Murakkab funksiyaning hosilasi
5.6-Teorema (murakkab funksiyani differensiallash). Agar u = f(x) funksiya a
nugtada differensiallanuvchi, y = g(u) funksiya esa mos A = f(a) nuqgtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda g(f(x)) murakkab funksiya ham a nuqgtada
differensiallanuvchi bo‘ladi va

[9(f CD]xlx=a = 9'(4) - f' (@) (5.29)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
» x = a giymatga Ax orttirma beramiz. U holda u = f(x) funksiya Au orttirma va
agar Au # 0 bo‘lsa, y = g(u) funksiya o‘z navbatida Ay orttirma oladi. Teorema
shartiga ko‘ra y = g(u) funksiya A nugtada differensiallanuvchi, shuning uchun 5.2-
Teoremaga ko‘ra Ay orttirmani

Ay = g'(A) - Au + a(Au) - Au (5.30)

ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda a(Au) funksiya Au = 0 nuqtada cheksiz
kichik. Umuman olganda a(Au) funksiya Au = 0 nugtada aniglanmagan va biz
a(0) = 0 deb olib, uni bu nugtada ham aniglaymiz. U holda a(Au) funksiya Au = 0
nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

(5.30) tenglikning ikkala tomonini Ax orttirmaga bo‘lamiz:
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Ay Au Au
—~ — — 4 — 5.31
Ax g'(4) Ax a(du) Ax ( )

Teorema shartiga ko‘ra u = f(x) funksiya a nuqgtada differensiallanuvchi va

demak bu nugtada uzluksiz hamdir. Shuning uchun AlimOAu = 0 va bu o‘z navbatida
X—

lim a(Au) = 0 tenglikka olib keladi. Bundan tashqari teorema shartidan lim i
Ax—0 Ax—0 Ax

f'(a) tenglik ham kelib chigadi. Demak (5.31) tenglikning o‘ng tomoni Ax = 0
nugtada g'(A) - f'(a) qiymatga teng limitga ega ekan. Shuning uchun (5.31)

tenglikning chap tomoni ham Ax = 0 nuqtada limitga ega bo‘ladi, ya’ni lim 2 imit

Ax—0 AX
mavjud va u g(f(x)) murakkab funksiyaning a nuqtadagi hosilasi bo‘ladi. (5.31)
tenglikda limitga o‘tib
[9(f OD]xlx=a = 9'(4) - f' (@) (5.32)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda g'(A) belgi g(u) funksiyadan u bo‘yicha olingan
hosilasining A = f(a) nuqtadagi giymatini anglatadi. <
(5.32) tenglikni
dy dy . du

= Yok =y (5.33)

ko‘rinishda yozish mumkin.
5.16-Misol. y = e'8* funksiyaning hosilasini toping.
» Bu yerda y erkin x argumentning murakkab funksiyasi: y =e" va u = tgx.
Shuning uchun
1 1

— pt8x.

- <
cos? x cos? x

yi = (e 1, = e
Agar murakkab funksiya bir nechta superpozitsiyadan hosil gilingan bo‘lsa,
uning hosilasi murakkab funksiyani differensiallash goidasini ketma-ket qo‘llab
topiladi. Bu qoida odatda oraliq argumentlarni oshkora ko‘rinishda kiritilmasdan
qo‘llaniladi.
5.17-Misol. y = sin3(x? + x) funksiyaning hosilasini toping.
» vy’ = 3(sin?(x? + x))(sin(x? + x))' =
= 3sin?(x? + x) cos(x? + x) (x* + x)' =
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=3sin?(x?2 +x)cos(x®* +x) 2x+1). <«
Logarifmlab differensiallash. y = u", (u > 0) ko‘rsatkichli-darajali funksiyani
garaymiz, bu yerda u va v lar erkin x argumentning differensiallanuvchi funksiyalari.

Funksiyani logarifmlaymiz:

Iny=vlnu (5.34)
(4.25) asosiy logarifmik ayniyatdan berilgan funksiyani
y = evinu (5.35)

ko'rinishda yozib olamiz. u va v funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lganligi sababli
(5.35) murakkab funksiya bir vaqtning o‘zida u > 0 va v funksiya aniglanadigan x
nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘ladi. (5.34) tenglikning ikkala tomonini x bo‘yicha

differensiallaymiz:

1
_ ! — ! 1 _ I.
yy v'inu+ vou
Bundan esa y' = y(u'v/u+ v'Inu), yoki y o‘rniga ko‘rsatkichli-darajali ifodani

qo‘yib, I.Bernulli tomonidan isbotlangan
v
y =y(£u +v lnu)
formulani hosil gilamiz. Hosilani topishning bunday usuli logarifmlab differensiallash
deb ataladi.

5.18-Misol. y = x€°5* funksiyani differensiallang.

» Funksiyani logarifmlaymiz: Iny = cosx -Inx va tenglikning ikkala tomonini

differensiallaymiz y'/y = —sinx - Inx 4+ (cos x)/x va natijada
y y/y J
, cosXx _ L _
y =Y( " —Slnx-lnx)=xcosx‘ cosx — x°°S*sinx - In x. |

Teskari funksiyaning hosilasi

5.7-Teorema. y = f(x) funksiya x = a nuqtada noldan fargli chekli f’(a) hosilaga

ega va bundan tashgari mos y = b = f(a) nuqtada uzluksiz bo‘lgan uning bir qiymatli

teskari x = g(y) funksiyasi mavjud bo‘lsin. U holda g'(b) hosila ham mavjud va u
g'(b) = 1/f'(a) (5.36)

tenglikni ganoatlantiradi.
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» y = b giymatga Ay orttirma beramiz. U holda x = g(y) funksiya ham Ax orttirma
oladi. y = f(x) funksiyaning bir giymatliligi tufayli Ay # 0 bo‘lganda Ax ham noldan
fargli bo‘ladi. Shuning uchun
Ax 1
Ay Ay/Ax

(5.37)

nisbat ma’noga ega. (5.37) tenglik o‘ng tomonidagi kasrning maxraji f'(a) # 0
limitga intiladi, ya’ni (5.37) tenglikning o‘ng tomoni chekli 1/f'(a) limitga ega.
Demak bu tenglikning chap tomoni y4
ham chekli limitga ega bo‘ladi, 5.1-
Ta’rifga ko‘ra bu limit g'(b)
hosilaga teng bo‘ladi. Shunday qilib,
x = g(y) teskari funksiya b nugtada
differensiallanuvchi va  uning
hosilasi  (5.36) tenglik  bilan
topiladi. «

5.16-rasm

Endi (5.36) tenglikning geometrik talginini ko‘raylik. xOy koordinatalar
tekisligida qaralgan y = f(x) va x = g(y) funksiyalarning grafikalari ustma-ust
tushadi (5.16-rasm). Shuning uchun grafikning M(a,b) nuqtasida o‘tkazilgan
urinmaning koordinata o‘qlari bilan tashkil qgilgan a va 8 burchaklari uchun a + g =

m /2 tenglik o‘rinli va hosilaning geometrik ma’nosi bo‘yicha ham o‘rinli:
1 _ 1
tga  f'(a)
5.19-Misol. (5.36) formulani teskari trigonometrik funksiyalarning hosilasini topishga

g'(b) =tgp =1g (%—06) =ctga =

qo‘llaymiz.
» 1.y =arcsinx, (x € [-1,1],y € [-r/2,1m/2]) funksiya barcha y € (—/2,1/2)
uchun x" = cosy > 0 hosilaga ega bo‘lgan x = sin y funksiyaning teskari funksiyasi.
U holda 5.7-Teoremaga ko‘ra barcha x € (—1,1) uchun y’ hosila mavjud va

1 1 1 1

y' = (arcsinx)’ = — = = =
x" cosy [1-sin2y V1-—x?
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y funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli x = +1 nugqtalar kiritilmagan, chunki
ularga mos y = +m/2 nuqtalarda x’ = cosy = 0.

2. y=arctgx,(x e R,y € (—m/2,m/2)) funksiya barcha y € (—m/2,m/2) uchun
x"=1/cos?y >0 hosilaga ega bo‘lgan x =tgy funksiyaga teskari funksiya.
Demak, 5.7-Teoremaga ko‘ra barcha x € R nuqgtalarda y’ hosila mavjud va

. , 1 1
y' = (arctgx) = =cosTy = — =

Xuddi shu singari ixtiyoriy x € (=1, 1) uchun

1
(arccosx)' = — Nepes
va barcha x € R uchun
1
(arcctgx)’ = — T 52

formulalarni hosil gilish mumkin. <
5.20-Misol. y = arcsin(2x/(1 + x?2)) funksiyaning hosilasini toping.

, 1 2(1 + x?) — 4x? 2(1 — x?)
>V = = (+x? -2+
(1+x2)2
2
BEre= agar |x| < 1,
2
152 agar |x| > 1.

|x| = 1 bo‘lganda hosila mavjud emas. <«
Giperbolik funksiyalarning hosilalari
Aniglanilishiga ko‘ra giperbolik sinus sh x = (e* —e™)/2, giperboli kosinus
esa chx = (e*+e7*)/2 ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda hosila olish qoidalarini
qo‘llab,
ey = (52 _Ze_x))’ = 2@ — @) =5 + e = chx

sy = (££2)

hosilalarni topamiz.

_1 xX\/ —x’_l X —x_h
=S (M) + (™)) =5 (e* —e™) = shx
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Aniglanilishiga ko‘ra giperbolik tangens th x = (shx)/chx va giperbolik
kotangens cth x = (ch x)/sh x ko‘rinishda bo‘ladi. Bo‘linmani differensiallash

goidasidan va ch? x — sh? x = 1 aynyatdan foydalanib,

(thx)' = (sh_x)' _ (shx) -chx —(chx) -shx _ ch? x —sh?«x _ 1
ch x ch? x ch? x ch? x’
(cth x)' = (ch_x)' _ (chx) -shx —(shx) -chx _ sh? x — ch?x _ 1
sh x sh? x sh? x sh? x

giperbolik tangens va kotangens funksiyalarining hosilalarini topdik.

Parametrik shaklda berilgan funksiyaning hosilasi. Tekislikda xOy to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasini Kiritamiz. x(t) va y(t) funksiyalar a <t < f
kesmada uzluksiz bo‘lsin. Agar t parametrni vaqt sifatida qarasak, u holda ko‘rsatilgan

funksiyalar koordinatalari xOy tekislikda

gz;g;aStSﬁ, (5.38)

bo‘lgan P nugtaning harakat qonunini aniglaydi.
5.7-Ta’rif. (x,y) koordinatalari (5.38) tenglamalar bilan aniglanadigan tekislikning
barcha {P} nugqtalari to‘plami yassi egri chiziq deb ataladi. Bu holda egri chiziq
parametrik shaklda berilgan deyiladi.

5.21-Misol. Markazi  koordinatalar  boshida

A

4
y
/ P(x,y) bo‘lgan R radiusli aylanani (5.17-rasm)
x = Rcost,
t \r__ b R, 0st<2m (5.39)
Q

X
/ parametrik tenglama bilan berish mumkin, bu
yerda t orgali Ox o‘q bilan P(x,y) nugta orgali

o‘tkazilgan OP  radius vektor orasidagi

5.17-rasm
burchakning radian o‘lchovi. <

Agar (5.38) sistemada t parametr yo‘qotilsa x va y gatnashgan bitta tenglama
goladi va natijada berilgan egri chizig F(x,y) = 0 tenglama bilan aniglanadi.
Masalan, (5.38) tenglamalarning o‘ng va chap tomonlarini kvadratga ko‘tarib, so‘ngra
hadma-had qo‘shsak t parametr yo‘qoladi va natijada aylananing bizga ma’lum

x? + y? = R? tenglamasiga ega bo‘lamiz. Ammo t parametrni har dom ham yo‘qotib
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bo‘lavermaydi. Egri chiziq parametrik shaklda berilgan holda ham egri chiziqqa
o‘tkazilgan urinmani topish uchun y o‘zgaruvchidan x o‘zgaruvchi bo‘yicha hosila
olish kerak bo‘ladi.
X va y o‘zgaruvchilar t parametrning
x=x(t),y=y(t),t € (apB)
funksiyalari sifatida berilgan bo‘lsa, y ozgaruvchining x o‘zgaruvchiga funksional
bog‘ligligi parameter shaklda berilgan deyiladi.
Funksiya parametrik shaklda berilganda y funksiyadan x bo‘yicha hosilani
hisoblash masalasini garaymiz.
x = x(t), y = y(t) funksiyalar biror (a,B) oraligda aniglangan va uzluksiz
bo‘lsin. x = x(t) funksiyaning t = g(x) teskari funksiyasi mavjud bo‘lsin. U holda
y =ylg()] (5.40)
murakkab funksiyani hosil gilamiz. Faraz qgilaylik, x(t) va y(t) funksiyalar t € (a, )
nuqgtada differensiallanuvchi va x'(t) # 0, t = g(x) funksiya esa mos x nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga
ko‘ra, y = y[g(x)] murakkab funksiya ham x nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi va
Yr = Vi " by (5.41)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teskari funksiyani differensiallash qoidasiga binoan t, = 1/x;
bo‘ladi va uni (5.41) tenglikka qo‘ysak

b LY
.YX_yt xé_xé

Shunday qilib, parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi yana o‘z

navbatida
, _Y'(@®)
TN a<t<p (5.42)
x = x(t),
parametrik shaklda berilgan funksiya bo‘lar ekan.
) x = Rcost, , . .
5.22-Missol. {y — Rsint, 0 < t < 2m aylana uchun y, hosilani toping.
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» x/, y/ hoslalarni topamiz: x; = (Rcost)’ = —Rsint, y; = (Rsint)’ = Rcost.
Ularni yuqgoridagi parametrik shaklda berilgan funksiyani differensiallash formulasiga

qo‘ysak
, Yt Rcost ot
yx_xé_—Rsint_ €l

hosilani topamiz. <

x=t>+t—-5,

Y= 24—t 42 parametrik shaklda berilgan egri chizigga P(—3, 3)

5.23-Missol. {

nuqtada o‘tkazilgan urinmaning Ox o‘q bilan tashkil gilgan burchagini toping.
» Dastlab t parametrning urinish nugtasiga mos keluvchi t, giymatini topamiz. Bu
giymat

{H+t—5=—&

2t —t+2=3

tenglamalarning har birini ganoatlantirishi lozim. Birinchi tenglamaning ildizlari
t; = 1,t, = —2 ikkinchisiniki esa t;, =1,t, = —1/2. Demak, egri chizigning
berilgan P nuqtasiga t, = 1 giymat mos kelar ekan. Endi egri chizig P nuqgtasida
o‘tkazilgan urinmaning y, hosilaning x = —3 nuqtadagi qiymatiga teng bo‘lgan

burchak koffisiyentini topamiz:

!

, Yt
yx|x=2 -
Xt

_2t+1 _3_1
4t — 1 3

t=1 t=1

(5.7) formulaga ko‘ra tg @ = 1 yoki @ = 45°. <
Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi. x va y o‘zgaruvchilarning
qiymatlari o‘zaro

F(x,y)=0 (5.43)
tenglama bilan bog‘langan bo‘lsin. Agar biror (a, b) oraliqda aniglangan y = f(x)
funksiyani (5.43) tenglamaga qoyilganda uni x o‘zgaruvchiga nisbatan ayniyatga
aylantirsa, (5.43) tenglama y = f(x) funksiyani oshkormas analitik usulda aniglaydi
deb aytiladi. Bunday funksiyaning o‘zini esa oshkormas funksiya deb yuritiladi.
Oshkormas ko‘rinishda berilgan differensiallanuvchi funksiyaning hosilasini hisoblash

uchun (5.43) tenglikning ikkala tomonini ham murakkab funksiyani differensiallash
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(5.29) qoidasiga ko‘ra x bo‘yicha differensiallab, so‘ngra hosil bo‘lgan F; (x, f (x)) =

0 tenglamani y’ = f'(x) hosilaga nisbatan yechish kerak.

5.24-Misol. y*+xy —x? =0 tenglama bilan berilgan y = f(x) oshkormas

funksiyaning y’ hosilasini toping.

» vy o‘zgaruvchini x o‘zgaruvchining funksiyasi deb hisoblab tenglamaning ikkala

tomonini murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra differensiallaymiz:
4y3yy +y + xyy —2x =0,

bu yerdan

_ 2x-=y

4y3 + x’
5.25-Misol. x% + 3xy —y%? + 2x — 3y + 1 =0 ikkinchi tartibli chizining M(1,2)

Yy

nugtasida o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffisiyentini toping.

» Tenglamani x bo‘yicha differensiallaymiz: 2x + 3y + 3xy, — 2yy, + 2 — 3y, =
0. Bu yerda x =1 va y = 2 deb hisoblab, hosilaning berilgan nuqtadagi giymatini
topamiz yy|(; 2y = 2. U holda (5.7) formulaga ko‘ra k = 2. «

Funksiyani differensiallashning asosiy formula va qoidalari.

Elementar funksiyalarning hosilalri (murakkab funksiya holida).

1. (€)' =0, (C = const). 7. (tgw)’ = Coslzu .
2. (U =au*t-u,
) 8. (ctgu)' = — _12 “u'.
1, ¢ ! 1 , sinZu
azzbolsa(\/ﬂ) =57 U o ) ,
| N . 9. (arcsinu)’ = .
a=—1bolsa(—) =—=-u. . 1 )
u u 10. (arccosu)’ = — —u'.

3. (@) =a*Ina-u',(a>0,a+1), 1
11. (arctgu)’ = “u'.

(e“) =e*-u'. 1+u?
4. (log,u)' = ﬁ -u',(a>0,a#1). 12. (arectgu)’ = — =" u"
, 1, 13. (shu)' =chu-u'.
(Inuw)' = —u'.

14. (chu)' =shu-u'.
5. (sinu)’ = cosu-u'. L
. 15. (thu)’ = ——-u’.
6. (cosu)' = —sinu-u'. ch?u

16. (cthu)' = — -

1 /
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Differensiallashning asosiy qoidalari
u(x) va v(x) funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi, f(u) funksiya esa u nugtada

differensiallanuvchi bo‘lsin.

y = Cu, (C = const) y'=Cu'.
y=uztv y =u' +v'.
y =uv y' =uv+u'
y = %,(v +0) y = u’vv—zuv’
y = fw),u=ux) Yu=fu

y:f(x), x:f_l(y) X:;,=l,(y),c;t0)

{x=<p(t), , Vi Y0
t

y =) Ve =50
5.4. Differensial
Differensialning ta’rifi. y = f(x) funksiya x nugtaning biror atrofida aniglangan va
bu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda argumentning Ax orttirmasiga mos
keluvchi funksiyaning Ay orttirmasini
Ay = A-Ax + a(Ax) - Ax (5.44)
ko'rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda a(Ax) funksiya Ax = 0 nugtada cheksiz
kichik.
5.8-Ta’rif. Agar y = f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, funksiya
orttirmasining A - Ax gismi A # 0 bo‘lganda, y = f(x) funksiyaning differensiali deb
ataladi va u dy yoki df orqali belgilanadi:
dy = A Ax. (5.45)
A # 0 bo‘lganda funksiya differensialini funksiya Ay orttirmasining bosh
chizigli gismi deb ataladi, chunki (5.44) tenglikda a(Ax)-Ax funksiya Ax =0
nugtada A - Ax ko‘paytmaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik.
A = 0 bo‘lsa, dy differensial nolga teng deb hisoblanadi.
5.2-Teoremaga ko‘ra A = f'(x) bo‘ladi, shu sababli (5.45) formula
dy = f'(x)Ax (5.46)
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ko‘rinishni oladi. Funksiya differensiali tushunchasi bilan bir gatorda erkin x

o‘zgaruvchining dx differensiali tushunchasini

dx = Ax (5.47)
tenglik bilan kiritamiz. U holda y = f(x) funksiya differensialini
dy = f'(x)dx (5.48)

shaklda yozish mumkin. Bu yozuvdan o‘z navbatida f'(x) = 3—2; tenglikni hosil

gilamiz. Hosilaning bunday belgilanishini 5.1.da kiritgan edik, uni dy funksiya
differensialining dx argument differensialiga nisbati sifatida garash mumkin.
Differensialning geometrik ma’nosi. y = f(x) tenglama bilan egri chiziq berilgan
bo‘lsin, bu yerda f(x) funksiya x € (a,b) nuqtada differensiallanuvchi funksiya
(5.18-rasm). M(x,y) nuqtada bu egri chizigga urinma o‘tkazamiz. Egri chiziqda
abssissasi x + dx bo‘lgan M; nuqtani belgilaymiz. Ma’lumki, f'(x) urinmaning
burchak koeffisiyenti, ya’ni f'(x) = tg ¢.

MPQ uchburchakni garaymiz. Rasmdan ko‘rinib turibdiki

PQ =MP-tgp = f'(x)dx = dy.

Shunday qilib, y = f(x) funksiyaning dy = f'(x)dx differensiali y = f(x) egri
chizigga abssissasi x bo‘lgan nuqtaga o‘tkazilgan urinmaning urinish nuqtasidan
x + dx nuqtaga o‘tganda olgan orttirmasiga teng ekan.

5.18-rasmdan va (5.44)-(5.46) tengliklardan M;Q = Ay — dy = a(Ax) - Ax.

y A
E K qF
Ny
B C
| | A D
T . G
* o > ~ X |Ax
0 X x+dx X < AR
5.18-rasm 5.19-rasm

Ay va dy orasidagi fargni tomoni x bo‘lgan ABCD kvadrat yuzini aniglaydigan

y = x? funksiya misolida ko‘ramiz (5.19-rasm). x giymatga Ax orttirma berib tomoni
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x + Ax bo‘lgan AEFG kvadratni hosil gilamiz va uning yuzi (x + Ax)? giymatga teng.
U holda funksiyaning Ay = (x + Ax)? — x? = 2xAx + (Ax)? orttirmasini geometrik
talgin qilinsa, 5.19-rasmga ko‘ra BEFN va DCNG to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlari
yig‘indisiga teng. y = x? funksiyaning x nugtadagi dy = 2xAx differensiali BCKE va
DCNG to‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlari yig‘indisiga teng, Ay — dy = (Ax)? ayirma esa
CKFN kvadrat yuziga mos keladi.

5.18 va 5.19-rasmlardan ko‘rinib turibdiki, Ax orttirma ganchalik kichik bo‘lsa,
Ay va dy orasidagi farq shunchalik kichik bo‘ladi.
Differensialni hisoblash qoidalari. y = f(x) funksiyaning dy differensiali y’
hosiladan fagat dx ko‘paytuvchi bilangina farq qilganligi sababli, differensialni
hisoblash uchun differensiallash qoidalaridan va elementar funksiyalar hosilalaring

formulalaridan foydalanish mumkin.

1. y=~Cu, (C = const) dy = Cdu
2. y=utv dy =du+dv
3. y=uv dy = udv + vdu
u vdu — udv
= -, 0 =
4. y=_, (v#0) dy —

» Hagigatdan ham, masalan differensiallanuvchi u(x) va v(x) funksiyalarning
ko‘paytmasi uchun: d(uv) = (uv)'dx = (u'v+uv’)dx = vu'dx + uv'dx = udv +
vdu. 4
Murakkab funksiyaning differensiali. Murakkab funksiyani differensiallash goidasi
differensialning muhim bir xossasini olish imkonini beradi. y = y(x) erkin x
o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin. U holda (5.48) formulaga
ko‘ra x nugtada dy = y'(x)dx.

Endi y = f(u) o‘zining u argumenti bo‘yicha differensiallanuvchi, u argument
esa 0‘z navbatida x argumentning differensiallanuvchi funksiyasi, ya’ni u = u(x)
bo‘lsin. U holda y(x) = f(u(x)) murakkab funksiya x argument bo‘yicha
differensiallanuvchi  bo‘ladi. x  erkin argumentning funksiyalari sifatida
differensiallanuvchi y(x) va u(x) funksiyalar uchun

dy = y'(x)dx vadu = u'(x)dx (5.49)
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tengliklarni yozish mumkin. Ammo murakkab funksiyani differensiallashning (5.29)
qoidasiga ko‘ra y'(x) = f'(w)u'(x). Bu ifodani (5.49) formulalarning birinchisiga
qo‘yib, hamda ikkinchisini inobatga olsak y(x) = f(u(x)) bo‘lganda

dy = f'(wu'(x)dx = f'(u)du (5.50)
tenglikni hosil qilamiz, ya’ni natijada differensial yozuvining dastlabki (5.46) shakliga
keldik, ammo bu yerda u erkin o‘zgaruvchi emas. Boshgacha qilib aytganda,
differensialni yozish shakli funksiya argument erkinmi yoki boshga argumentning
differensiallanuvchi funksiyasimi bunga bog‘liq emas ekan. Differensial yozuvi
shaklining invariantlik (o‘zgarmaslik) xossasi xuddi ana shundan iborat.

Bu xossadan kelib chigadiki, x argument erkinmi yoki boshga argumentning
funksiaysimi, qat’iy nazar har doim y, hosilani dy va dx differensiallarning nisbati
sifatida ifodalash mumkin. Muhimi ikkala differensial ham erkin deb gabul gilingan
o‘zgaruvchi bo‘yicha hisoblanishi kerak.

Differensialning taqgribiy hisoblashlarga tadbigi. y = f(x) funksiya a nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsin, u holda argumentning Ax orttirmasiga mos keluvchi
funksiyaning Ay orttirmasini

Ay = f'(a)Ax + a(Ax)Ax
ko'rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda f'(a)Ax = dy(a) va a(Ax) dunksiya Ax = 0
nugtada cheksiz kichik.

Agar dy(a) # 0 vademak f'(a) # 0 bo‘lsa, u holda

A a(Ax
i fg(a)) '
O‘ng tomondagi ikkinchi qo‘shiluvchi Ax = 0 nuqtada cheksiz kichik, shu sababli

lAimO Ay/dy = 1, ya’ni Ay va dy cheksiz kichiklar ekvivalent: Ay ,;_,dy , ularning
xX—

Ay — dy ayirmasi esa o‘zlariga nisbatan yuqoririoq tartibli cheksiz kichik. Shuning
uchun Ay orttirmaning tagribiy qiymati sifatida dy miqdorni olishimiz mumkin:
Ay = dy.

Shunday qilib, agar dy(a) # 0 bo‘lsa, u holda funksiyaning a + Ax nugtadagi
giymatini hisoblash uchun
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fla+Ax) = f(a) + f'(a)Ax (5.51)
formuladan foydalanish mumkin. Bunda |Ax| etarlicha kichik bo‘lsa absolyut va nisbiy
xatolik ham xoxlagancha kichik bo‘ladi.

Masalan, y = x°,s € R bo‘Isin. U holda
Ay = (a + Ax)® — a®, dy(a) = sa’ 1Ax.
|Ax| kichik giymatlarni gabul gilganda
(a+ Ax)* = a® + dy(a)
yoki
(a + Ax)S = a® + sa’ 1Ax
deb olamiz. Xususiy holda, s = 1/2 bo‘lsa

1
Va + Ax ~ Ja+—=Ax,a > 0. (5.52)
2va

5.26-Misol. Tagribiy hisoblang +/3,996.
» a = 4,Ax = —0,004 deb olsak, (5.52) formulaga ko‘ra

1
V3,996 = /4 + (—0,004) ~ V4 + ﬁ(—o,om) =1,999. <«

Funksiyaning Ay orttirmasini uning dy differensiali bilan almashtirishning
qulaylik tomoni shundan iboratki, dy differensial Ax orttirmaga chizigli bog‘liq, Ay
esa murakkabiroq bog‘liglikdan iborat. Agar x = a + Ax va Ax = x — a deb olsak,
(5.51) formula

fl) = fla) +f(@)(x —a) (5.53)
ko'rinishni oladi. Shunday qilib, x argumentning giymati a qiymatga yaqin bo‘lganda
(5.53) tenglikka ko‘ra f(x) funksiya chizigli funksiya bilan almashtirilar ekan.
Geometrik jihatdan buni y = f(x) egri chiziq (a, f(a)) nuqta atrofida egri chizigga
o‘tkazilgan urinmaning kesmasi bilan almashtiriladi deb talqin gilish mumkin.

Xususiy holda, a = 0 bo‘lsa, (5.53) formulani

fx) = f(0) + f'(0)x
ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda f(x) o‘rniga turli elementar funksiyalarni
qo‘yib, x o‘zgaruvchining nolga yaqin qiymatlari uchun bir gator taqribiy formulalarni

olish mumkin:
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sinx = x,tgx=x,e*=1+x,In(1+x) = x,
(1+ x)S = 1 + sx (xususiy holda, V1 + x = 1 + x/2) (5.54)
Bu tagribiy tengliklar x = 0 nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan funksiyalarning
ekvivalentlik munosabatlariga mos keladi.
5.27-Misol. Ushbu %1, In 1,25 giymatlarni tagribiy hisoblaymiz.
» (5.54) formulaga ko‘ra x = 0,1 giymatda e* funksiya uchun e®! =~ 1,1 va x =

0,25 giymatda In(1 + x) funksiya uchunln 1,25 = 0,25 giymatlarni olamiz. <
5.5. Yuqori tartibli hosila va differensiallar

Yugqori tartibli hosilalar. Agar f(x) funksiya (a,b) oraligning barcha nugtalarida
f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda f'(x) ham x o‘zgaruvchining (a,b) oraliqda
aniglangan funksiyasi bo‘ladi. Bunday aniglangan f'(x) funksiya ham x € (a, b)
nuqgtada hosilaga ega bo‘lishi mumkin. Bu hosilani biz f(x) funksiyadan olingan
ikkinchi tartibli hosila deb ataymiz va uni f”'(x) yoki f®(x) orgali belgilaymiz.
Shunday qilib

e = (F()

Yuqoriroq tartibli hosilalar xuddi shu singari aniglanadi, chunonchi, f(x)
funksiyaning n — tartibli hosilasi uning (n — 1) —tartibli hosilasidan hosila olib
aniglanadi:

FO0) = (FD@)

Hosilaning tartibini daraja bilan farglash uchun u gavsga olingan.

(5.55)

£ (x) hosilani topish uchun dastlab f’(x) hosila olinadi, so‘ngra f'(x)
hosiladan yana hosila olinib f"(x) topiladi, va hokazo kerakli tartibli hosilani
olmaguncha davom ettiriladi. Shunday qilib, yuqori tartibli  hosilalar
differensiallashning ma’lum formula va qoidalari asosida hisoblanar ekan.
5.28-Misol. y = e**, ( k = const) funksiyaning n —tartibli hosilasini topamiz.

» Ketma-ket differensiallab
y' = kek*, y" = k2ek*¥, ...

Matemati induksiya metodiga ko‘ra, ixtiyoriy n € N uchun
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(e*) W) = grekx n =12, ... 4
5.29-Misol. y = sinx va y = cos x funksiyalarning n —tartibli hosilasini topamiz.
» Ketma-ket differensiallab

y' =cosx = sin(x+%), y'" = —sinx =sin(x + ) = sin(x+2 g),

hosilalarni topamiz. Matematik induksiya metodi bilan ixtiyoriy n € N uchun

(sinx)™ = sin (x +n g)

tenglikka ega bo‘lamiz.

Xuddi shu singari ixtiyoriy n € N uchun

(cos x)™ = cos (x +n g)

tenglikni hosil gilish mumkin. <

(a,b) oraligda aniglangan va oraligning barcha x € (a,b) nugtalarida
n —tartibli hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar to‘plamini C™(a,b) orqgali belgilanadi.
Barcha x € (a, b) nuqtalarda ixtiyoriy tartibli hosilaga ega bo‘lgan funksiyani cheksiz
marta differensiallanuvchi funksiya deb ataymiz va f(x) € C*(a,b) ko‘rinishda
yozamiz. e”*,sinx,cosx funksiyalar (—oo,4+00) oraligda cheksiz marta
differensiallanuvchi.

To‘rtinchi va undan yuqori tartibli hosilalarni ba’zan qavslarsiz rim raqamlarida
belgilanadi, ya'ni y!V,y",y"!, ... ko‘rinishda yoziladi.
Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi. Moddiy nugta s = S(t) qonun bo‘yicha
to‘g‘ri chizigli harakatlansin. U holda ma’lumki, vaqtning ¢ momentidagi oniy tezligi
v(t) = S'(t) tenglikni ganoatlantiradi.

Vaqtning t momentida material nugtaning tezligi v bo‘lsin. Agar nuqta tekis
harakatlanmayotgan bo‘lsa, u holda ¢ momentdan keyin o‘tadigan At vaqt mobaynida
tezlik o‘zgaradi va Av orttirma oladi.

At vaqt mobaynidagi o ‘rtacha tezlanish deb Av tezlik orttirmasining At vaqt

orttirmasiga nisbatiga aytiladi:

Av

Ao'rt = A_t
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At orttirma ganchalik kichik bo‘lsa, o‘rtacha tezlanish shunchalik vaqtning t
momentidai tezlanishiga yaqin bo‘ladi.
t momentdagi tezlanish deb vaqt orttirmasi nolga intilganda tezlik orttirmasining
vaqt orttirmasiga nisbatining limitiga aytiladi:
Av

a=Ilim —,
Ax—0 At

boshgacha qilib aytganda vaqgtning ¢t momentidagi tezlanishi v tezlikdan t vaqt
bo‘yicha olingan hosilaga teng ekan:

a="v'(t),
ammo biz yuqorida v = S'(t) ekanligini ta’kidlab o‘tgan edik, demak u holda

a=(S'(t) =5"()
ya'ni to‘g‘ri chiziqli harakatning tezlanishi bosib o‘tilgan yo‘ldan vaqt bo‘yicha
olingan ikkinchi tartibli hosilaga teng ekan.
5.30-Misol. Erkin tushayotgan jismning bosib o‘tgan yo‘li vaqtga
s(t) =gt?/2 + vyt + s, (5.56)

m
sek?

qonuniyat bilan bog‘langan, bu yerda g= 9,8 — erkin tushish tezlanishi, s, bosib

o‘tilayotgan s yolning t = 0 vaqtdagi qiymati s, = s|;—¢.
» (5.56) tenglikni differensiallab
v =s'(t) =gt + v, (5.57)

tezlikni topamiz. Bu tenglikdan v, = v|;,—, kelib chigadi. Yana bir marta
differensiallab

a=v'(t)=s"(t) =g
tezlanishni topdik. Aksincha ham o‘rinli ekanligini, ya’ni pastga qarab tushayotgan
harakat tezlanishi o‘zgarmas g bo‘lsa, u holda sy = s|;—¢, vy = V|;=¢ Shartda uning
tezligi (5.56), bosib o‘tilgan yo‘l esa (5.56) tenglik orqali ifodalanilishini ta’kidlab
o‘tamiz. €
Yig‘indi va ko‘paytmaning yugqori tartibli hosilalari.
5.8-Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x nuqtada n — tartibli hosilaga ega

bo‘lsa, u holda u(x) + v(x) va u(x) - v(x) funksiyalar ham bu nuqtada n —tartibli
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hosilaga ega va
(u(x) + v(x)™ = u®™(x) + v™ (x) (5.58)

(u(x) - v(x))(n) =u®™ .y + Clu@ Vv + C2u2 . p" . 4

n
+C1Tu(n—m) . v(m) + vee + u- v(n) = Z C_,I,f u(n_k) " U(k) (559)
k=0

tengliklar o‘rinli bo‘ladi, bu yerda C¥ = n!/(k! (n — k)!) orgali n elementni k tadan
qilib guruhlashlar soni belgilangan.

» Ikkala formula ham matematik induksiya metodi bo‘yicha isbotlanadi. (5.58)
formulaning isbotini o‘quvchiga havola qilamiz. Agar y = u(x) - v(x) bo‘lsa, u holda
y'=u-v+u-v
y'"=u"-v+2u v +u-v"”
ya'ni (5.59) formula n =1 va n = 2 uchun o‘rinli ekan, (5.59) formula ixtiyoriy n
uchun o‘rinli deb faraz qilib, uning n + 1 uchun o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. u™+?

va v™*1D hosilalar mavjud deb (5.59) tenglikni differensiallaymiz:
(u(x) - v(x))

+(CE+ CHUM Dy e+ (G CYU v 4y ™D (5.60)

k < n uchun

) - (@)™) = u®™ v 4 (€O + CHu® v’ +

1 K n! n!
bt o T DIk D T

_nlk+n—-k+1)  (n+1D)! _ ck
 kltn—-k+1)!  kl(n+1-k) ™
U holda (5.60) tenglik

(u(x) - v(x))

(n+1) _ u@+D) Ly 4 C%u(”) v+ C,%u(n_l) YL RS

+CIou ™ 4 gy p(HD
ko‘rinishni oladi, bu esa (5.59) tenglik n + 1 uchun ham o‘rinli ekanligini anglatadi.
Shunday qilib Leybnis formulasi deb ataluvchi (5.59) formulani isbotladik. <
5.31-Misol. Leybnis formulasidan foydalanib y = x2e* funksiyaning y®00D

hosilasini toping.
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(1001)
p 1 (1001) = (ex _ x2> = (e¥)(1001) . 52 4 1 (e%)(1000) . (52} }
T v

+C101 (X)) - (x2)" + 0 = e*x% + 2002e*x + 1001 - 10%e*. <«

Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyalarning yuqori tartibli

hosilalari. y = f(x) funksiya

(2o asess

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin va x(t), y(t) funksiyalar barcha
t € (o, f) nuqgtalarda yetarli tartibda differensiallanuvchi va x'(t) # 0 bo‘lsin. U
holda (5.42) formulaga ko‘ra, ixtiyoriy t € (a, ) nuqgtada y, hosila

{ygé =y'(t)/x' (D),

¥ = x(0), as<t<sp

tenglik bilan topiladi. Bu yangi parametrik shaklda berilgan funksiyani oldingi qoidani
qo‘llab yana x bo‘yicha differensiallash mumkin:

v Ot w0t
T ox Ta<t<p; X x] Ta<t< B
x = x(t), x = x(t),

Xususiy holda, ikkinchi tartibli hosilani keltirib chigaramiz: bo‘linmaning,

teskari funksiyaning hosilalari formulalarini qo‘llab

" N AN S AN A AN
= = | — = | — t., =|— —
Vex = (V)x ("5>x (")t x <xé>tx£

r ! r..r r ! ! i
Vet Xe — YieXee l Vet Xe — YieXee

G2 xR

Shunday qilib parametrik shaklda berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

r ! r..r
o YeeXe — VeXee

Yex = (X£)3 Ta<t< ﬁ (5.61)
x = x(t),

ko‘rinishda bo‘lar ekan.
5.32-Misol. y = f(x) funksiya

{x(t) =elcost, T T

y(t) = etsint, 4’ 4
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munosabatlar bilan parametrik shaklda berilgan bo‘lsa, uning ikkinchi tartibli
hosilasini toping.

» x(t) va y(t) funksiyalarning t parametr bo‘yicha birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini topamiz: x; = et cost — e’ sint, y; = efsint + e’ cost, x;; = et cost —
elsint —etsint —e'cost = —2etsint, yi = ebsint +etcost +elcost —
etsint = 2e cost bu topilgan hosilalarni (5.60) formulaga qo‘yib, y,. ikkinchi
tartibli hosilani topamiz.

2etcost (efcost —etsint) — (efsint + efcost)(—2etsint)

o __
Yex (et cost —etsint)3
2e%t(cos?t — costsint + sin?t + costsint) 2e7t
B e3t(cost —sint)3 ~ (cost —sint)3
natijada
. 2et
Vxx = : 3 _E E
(cost —sint)3" tE€ )
. 44
x = el cost,

izlanayotgan hosilani topdik. <
5.33-Misol. x3siny —y =0 tenglama bilan berilgan y = f(x) oshkormas
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz.
» Tenglamaning ikkala tomonini differensiallaymiz:
3x%siny+x3cosy-y =0

bu yerdan

!

y ==

3x*siny 3tgy
x3cosy = x
Birinchi tartibli hosila uchun ifodani inobatga olgan holda, songi tenglikni

differensiallaymiz:

1

y,,:3(tgy)’x_(x),tgy:3coszy.y _tgy:

x? x?2
1 3tgy siny
=3c052y x _tgy:33CO53y_tgy=3Si1’1y(3—C052y) »
x? x? x?cosdy
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Yuqori tartibli differensiallar. Yuqori tartibli differensiallarni ham hosilalar singari
quyi tartiblardan yuqgori tartiblarni aniglaymiz. y = f(x) funksiyaning x nuqtadagi dy
birinchi tartibli differensialini oddiyroq qilib berilgan nuqtadagi birinchi differensial
deb ataymiz. Shunday qilib birinchi differensial
dy = f'(x)dx

mavjud bo‘lsin. O‘ng tomondagi faqat birinchi ko‘paytuvchigina x o‘zgaruvchiga
bog‘liq, ikkinchi ko‘paytuvchi dx erkin x o‘zgaruvchining orttirmasi va u
o‘zgaruvchiga bogliq emas. Demak dy birinchi differensial x o‘zgaruvchining
funksiyasidan iborat ekan, shuning uchun bu funksiyaning differensiali to‘g‘risida
gapirish mumkin.

Agar y = f(x) funksiyaning x nuqtadagi dy differensialining differensiali
mavjud bo‘lsa biz uni ikkinchi differensial (ikkinchi tartibli differensial) deb ataymiz
va uni d?y orqali belgilaymiz:

d(dy) = d?y.
Ikkinchi differensial uchun ifoda topamiz. Differensialning aniglanishiga ko‘ra
d?y = [f'(x)dx] dx.
Qavs ichidagi dx ko‘paytuvchi x o‘zgaruvchiga bog‘liq emas, shuning uchun uni
hosila belgisidan tashgariga chigarish mumkin va natijada
d’y = f" (x)(dx)*

tenglikka ega bo‘lamiz. Differensialning darajasini yozishda qavslarni yozmaslik gabul
gilingan, masalan, (dx)? o‘rniga dx? deb yozish gabul gilingan; xuddi shu singari
(dx)3 o‘rniga dx3 yoziladi va hokazo.

Ikkinchi differensialdan olingan differensial uchinchi differensial deb ataladi:

d3y = d(d?y) = [f" (x)dx?]'dx = " (x)dx3.

Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy n —tartibli differensialni aniglaymiz:

d"y = d(d"'y) = [f* D (x)dx" 1] dx = £ (x)dx™

Differensialning har xil tartiblaridan foydalanib ixtiyoriy tartibli hosilani

differensiallar nisbati shaklida yozish mumkin:
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d d? dn
F@=2 0= fP0 =2

dx’ dx?’ dx™

Shunday qilib, y = f(x) funksiyaning x nuqgtada n —tartibli differensialning

mavjud bo’lishi uchun, u bu nuqtada n marta differensiallanuvchi bo‘lishligi zarur
ekan.
Agar u(x) va v(x) funksiyalarning x nuqtada n —tartibli differensiallari mavjud
va C = const bo‘lsa,
d"(Cu) =Cd™uvad™(utv) =d™u+d"v (5.62)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Ko‘paytmaning n —tartibli hosilasi uchun hosil gilingan
Leybnis formulasi n —tartibli differensial uchun
d*(uv) = d™u-v+ Cd" tu-dv + CAd" *u-d*v+ -+
+Cdu-d™ v+ u-d™v (5.63)
tenglikni hosil gilamiz, bu yerda C¥ —orqali n elementdan k tadan qilib guruhlashlar

soni belgilangan.

5.34-Misol. y = v/x + 2 funksiyaning x nugtadagi d?y ikkinchi tartibli differensialini
toping.
» Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:

1 1

14 r

U holda

1
d?y = y"dx? = - ———=dx?>.

4,/(x +2)3
5.6. Differensial hisobning asosiy teoremalari
Hosilaning nollari hagida teoremalar.
5.10-Teorema (Ferma). y = f(x) funksiya biror E oraligda aniglangan va bu
oraligning ichki ¢ nugtasida eng katta yoki eng kichik giymatini gabul gilsin. Agar bu
nuqgtada chekli f'(c) hosila mavjud bo‘lsa, u holda f'(c) = 0 bo‘ladi.
» Aniqglik uchun f(x) funksiya ¢ nugtada eng katta gqiymatni gabul giladi deb faraz

gilamiz. U holda barcha x € E nuqgtalar uchun f(x) < f(c) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
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x = ¢ + Ax deb olsak, f(c + Ax) < f(c). Hosilaning ta’rifiga va teorema shartiga
ko‘ra

lim f(c+Ax) — f(c) _ F1(0)

Ax—0 Ax
chekli limit mavjud. Agar Ax > 0 bo‘lsa, u holda (f(c + Ax) — f(c))/Ax < 0va

tengsizlikda limitga o‘tish haqidagi 4.6-Teoremaga ko‘ra
_ flce+Ax)—f(c)
lim

Ax—0+0 Ax
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar Ax < 0 bo‘lsa, u holda (f(c + Ax) — f(c))/Ax = 0 va

bu yerda ham 4.6-Teoremaga ko‘ra

I f(c+Ax) = f(c)
im

Ax—0-0 Ax

=f'(c+0)<0

=f'(c—0)<0.

Nugtadagi bir tomonlama va ikki tomonlama limitlar hagidagi 4.2-Teoremaga ko‘ra

so‘ngi uchta munosabatdan

Y fle+x)—f(c) | flc+hAx)—f(c) _
1m = lim =

Ax—0 Ax Ax—0+0 Ax
_ fle+Ax)—f(0)
= lim =0
Ax—0-0 Ax
yoki f'(c) = 0 tenglikka ega bo‘lamiz. y4
Funksiyaning eng kichik gqiymati ————
bo‘lgan hol ham xuddi shu singari / Y= f (x)
isbotlanadi. <
f'(c) hosilaning nolga aylanishi 1 0 i b x
f(x) funksiya grafigiga M(c, f(c)) 5.20-rasm

nuqtada o‘tkazilgan urinma Ox o‘qqa parallel bo‘lishini anglatadi (5.20-rasm).
Teoremaning shartida ¢ nugtaning ichki nugta ekanligi muhim shart. Teorema isbotida
bu shartga ko‘ra ¢ nugtadan ham chapdagi, ham o‘ngdagi x nuqtalarni garash imkonini
berdi. Bu shartsiz teorema noto‘g‘ri ham bo‘lishi mumkin. Haqgigatdan ham, agar
funksiya eng katta giymatga oraligning chetki nuqtalaridan birida erishsa, u holda

hosila (agar u mavjud bo‘lsa) nolga aylanmasligi ham mumkin (5.21-rasm).
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Endi fransuz matematigi M.Roll nomi bilan ataladigan sodda ammo muhim teoremani

keltiramiz.

5.11-Teorema (Roll). Agar y = f(x) N
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz, (a,b) g M
oraligda differensiallanuvchi va kesmaning y = f(x) I
chetki  nugtalarida teng f(a) = f(b) .
giymatlarni qgabul qilsa, u holda (a,b) 0 VA ;, x
oraligda kamida bitta shunday c¢ nuqta 5.21-rasm

topilib, bu nugta uchun f'(c) = 0 tenglik
o‘rinli bo‘ladi.

» y = f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun Veyyershtrassning
ikkinchi teoremasiga ko‘ra u o‘zining eng katta M va eng kichik m giymatlariga
erishadi.

Ikki holni garaymiz.

1. M = m, ya’ni f(x) funksiya (a, b) oraliqda o‘zgarmas qiymatni qabul qiladi,
shuning uchun barcha x € (a, b) nugtalarda f'(x) = 0 bo‘ladi. Bu holda ¢ sifatida
(a, b) oraligning ixtiyoriy nuqtasini olish mumkin.

2. M > m. Teorema shartiga ko‘ra f(a) = f(b), shuning uchun funksiya M va
m qiymatlardan birini (a, b) oraligning ichki ¢ nuqgtasida gabul giladi. U holda Ferma
teoremasiga ko‘ra bu nuqtada f'(c) = 0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. <«

Xususiy holda f(a) = f(b) = 0 bo‘lganda quyidagi natija o‘rinli.

Natija. Differensiallanuvchi funksiyaning ikkita noli oralig‘ida uning hosilasining noli
yotadi.

Roll teoremasi quyidagi geometrik
talginga ega: agar uzluksiz egri chiziq [a, b]
kesmaning chetlarida 0°‘zaro teng

ordinatalrga ega va kesmaning barcha

ichki nugtalarida novertikal urinmaga ega

bo‘lsa, u holda egri chizigda urinmasi Ox

5.22-rasm
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0‘qqa parallel bo‘lgan kamida bitta nuqta mavjud (5.22-rasmda (a, b) oraligning ¢, va
c, nugtalariga mos keluvchi M; va M, nuqtalar).

5.11-Teoremaning barcha shartlari muhim. Masalan, y = [x| funksiya [—1,1]
kesmada uzluksiz, kesmaning chetlarida teng y(—1) = y(1) = 1 giymatlarni gabul
giladi, ammo kesmaning ichki x = 0 nuqgtasida differensiallanuvchi emas (5.6-Misol).
Teoremaning ikkinchi sharti bajarilmayapti, shu sababli (—1,1) oraligda y’ hosila
nolga aylanadigan nuqta yo‘q.
5.35-Misol. f(x) = x — [x] funksiya (5.23-rasm) My =x—[x]
[0,1] kesmada teoremaning uzluksizlik shartidan S

boshga barcha shartlarini ganoatlantiradi: x =1

nugtada funksiya uzilishga ega, (0,1) oraligning

—
><v

. L 0
barcha nugtalarida hosila f'(x) = 1.« 5 23-rasm

5.36-Misol. f(x) =1 — Vx2 funksiya [—1,1] kesmada uzluksiz, kesmaning chetki
nugtalarida f(—1) = f(1) = 0 teng giymatlarni gqabul giladi,

f’(X) = _2/?\)/} hosila esa (-1, 1) y 4
oraligning x =0 nugtasidan  boshga 1
barcha nuqgtalarda chekli giymatni gabul y=f(x)

giladi. Shunday qilib, Roll teoremasining

bitta sharti bajarilmayapti, shu sababli

X
a=-1 0 hb=1

teoremani mazkur funksiyaga qo‘llab 5 24-rasm

bo‘lmaydi (5.24-rasm).

Roll teoremasi yetarlilik xususiyatiga ega, ya’ni barcha shartlar bajarilgandagina
teoremaning tasdig‘i o‘rinli, ammo hatto bitta sharti bajarilmay
golsa ham garalayotgan funksiya

hosilasining nollari mavjudligi hagida aniq

bir tasdigni aytish mumkin bo‘lmay qoladi.
5.25-rasmda f(x) funksiya [a,b] kesmada
uzluksiz, kesmaning chetlarida teng

2 4

giymatlarga erishadi, ammo ichki x, 5.25-rasm

242



nugtada differensiallanuvchi emas.

Shunga garamasdan (a, b) oraligda f'(c) = 0 bo‘ladigan x = ¢ nuqta mavjud
(mos nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma Ox o‘qqa parallel).

Agar s = f(t) funksiya to‘g‘ri chiziqli uzluksiz harakatda s nuqta
koordinatasining t vaqtga bog‘ligligini aniqlasa, u holda f(a) = f(b) tenglik nugta
harakatni vaqgtning a momentida boshlagandan keyin b — a vaqt oralig‘idan so‘ng
boshlang‘ich holatiga qaytishi kerakligini anglatadi. Ammo buning uchun vaqtning
hech bo‘lmaganda bitta t, € (a, b) oraliq momentida nugtaning f'(t,) tezligi nolga
aylanishi kerak. Roll teoremasining mexanik interpretatsiyasi ana shundan iborat.
Chekli ayirmalar formulasi.
5.12-Teorema (Lagranj). Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz, (a,b)
oraliqda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (a,b) oraliqgda kamida bitta shunday c

nuqta topiladiki, bu nugta uchun

LORIION
formula o‘rinli bo‘ladi.
> P =0 - @ - TR g (5.64)

tenglik bilan [a, b] kesmada aniglangan F(x) yordamchi funksiyani kiritamiz. Bu
funksiya [a,b] kesmada Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi.
Hagigatdan ham, u [a,b] kesmada uzluksiz, chunki (5.64) tenglikning o‘ng
tomonidagi har bir qo‘shiluvchi uzluksiz. F(x) funksiyani aniglagan har bir
qo‘shiluvchi (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo‘lganligi tufayli F(x) funksiyaning
o‘zi ham bu oraliqda differensiallanuvchi. Nihoyat [a, b] kesmaning chetki nuqgtalarida
F(a) = F(b) = 0 teng giymatlarni gabul giladi.

Roll teoremasiga ko‘ra, (a, b) oraligda F'(x) hosila nolga aylanadigan kamida
bitta ¢ € (a, b) nugta mavjud: F'(c) = 0. Bu tenglikni (5.64) orgali ifodalaymiz

b
F()_f()_f()_£m>

Bundan esa
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f)-f@
— = f'(c), a<c<b <

Roll teoremasi Lagranj teoremasining f(a) = f(b) bo‘lgandagi xususiy holi
bo‘ladi.

Endi Lagranj teoremasining geometrik talginini ko‘raylik.
5.26-rasmda
f(b) —f(a) _BC
b—a AC
nisbat AB vatarning burchak koeffisiyenti, f'(c) hosila esa y = f(x) egri chiziqga

abssissasi x = ¢ bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffisiyenti.
Shunday qilib, ixtiyoriy nuqtasida urinma o‘tkazish mumkin bo‘lgan egri chizigning
AB yoyida kamida bitta shunday C(c, f(c)) nuqta topiladiki, bu nugtada egri chiziqga

o‘tkazilgan urinma AB vatarga parallel bo‘ladi.

yA
. B
)

f(a) |
0 X
5.26-rasm
Isbotlangan % = f'(c) formula, yoki
fb)—fla) =f'"(c)b—a), a<c<b, (5.65)

Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar formulasi deb yuritiladi.
¢ sonini (umuman olganda, a va b sonlar oralig‘ida yotgan noma’lum son)
c=a+60-(b—a)
ko'rinishda ifodalash ba’zan qulay bo‘ladi, bu yerda 6 ushbu 0 < 8 < 1 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi gandaydir son. U holda (5.65) Lagranj formulasi
fB)—f@=f(a+6-b-a))(b—a), 0<0<1 (5.66)
shaklni oladi. a va b o‘rniga mos ravishda x va x + Ax olib, Lagranj formulasini

Af(x) =f(x+Ax)—f(x)=f'"(x+6-Ax)Ax, 0 <68 <1 (5.67)
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ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglik argumentning ixtiyoriy Ax orttirmasida funksiyaning
orttirmasi uchun Af (x) = f'(x)Ax taqribiy tenglik o‘rniga aniq ifodani beradi. (5.67)
formuladagi & umuman olganda noma’lum son.
5.37-Misol. Lagranj teoremasidan foydalanib, ixtiyoriy x; va x, uchun

larctg x, — arctg x| < |x, — x4|
tengsizlikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
» f(x) = arctg x funksiyani garaymiz. Bu funksiya ixtiyoriy [a, b] kesmada Lagranj
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning sababli ixtiyoriy x; va x,
uchun

fle2) = fx) = () (xz — x1)
yoKi

arctg x, — arctg x; = T2 (x5 — x41),

bu yerda c nugta x; va x, nuqtalar oralig‘ida yotadi. Bu tenglikdan

|arctg x, — arctg x, | = |x, — x4

1+ c?
1

tenglikni yozamiz, ixtiyoriy ¢ uchun —

< 1 tengsizlik o‘rinli bo‘lishini inobatga
olsak, so‘ngi tenglik |arctg x, — arctg x;| < |x, — x| tengsizlikka aylanadi. <«
5.13-Teorema (Koshi). Agar f(x) va g(x) funksiyalar

1) [a, b] kesmada uzluksiz;

2) (a, b) oraligda differensiallanuvchi;

3) (a, b) oraligda hosila g’ (x) # 0 bo‘lsa,

u holda (a, b) oraligda kamida bitta shunday ¢ nuqgta topiladiki, bu nugta uchun

f) —f@ _f'()
gb)—g@ g'(c)’

tenglik o‘rinli bo‘ladi va u Koshi formulasi deb ataladi.

a<c<b (5.68)

» Teorema shartidan g(b) — g(a) # 0 bo‘ladi, aks holda g(a) va g(b) teng bo‘lar
edi va Roll teoremasiga ko‘ra g'(x) hosila (a, b) oraligning kamida bitta nugtasida
nolga aylanadi, bu esa Koshi teoremasining 3) shartiga ziddir. Shunday qilib (5.68)
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tenglik ma’noga ega. Endi uning (a, b) oraligdan olingan birorta ¢ uchun o‘rinli

ekanligini ko‘rsatamiz.

f(b) —f(a)
9g() — g(a)
yordamchi funksiyani tuzamiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini

F(x)=f() - f(a) -

(9() - g(@) (5.69)

ganoatlantiradi. Hagigatdan ham:

1) F(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz, chunki f(x) va g(x) funksiyalar bu
kesmada uzluksiz;

2) F(x) funksiya (a, b) oraligda differensiallanuvchi, chunki (5.68) tenglikning
o‘ng tomonidagi har bir qo‘shiluvchi bu oraligda differensiallanuvchi;

3) bevosita o‘rniga qo‘yib F(a) = f(b) = 0 ekanligiga amin bo‘lamiz.

Bu funksiyaga Roll teoremasini qo‘llab, a va b nuqtalar oralig‘ida F'(c) = 0

tenglikni ganoatlantiruvchi ¢ nugta mavjud deb xulosa chigaramiz. (5.69) tenglikka

ko‘ra
’ — £ f(b) _f(a) ,
Fe)=f'® =@ &
shuning uchun
L fB)—f@ ,

So‘ngi tenglikning ikkala tomonini g’(c) noldan farqli hosilaga bo‘lib
F'© _f®) - f@
g gb)-g(a)

talab gilingan tenglikni hosil gildik. <

Lagranj teoremasi Koshi teoremasining xususiy holi, chunki Koshi teoremasida
g(x) = x deb olinsa Lagranj teoremasi hosil bo‘ladi.
Mulohaza. Roll, Lagranj va Koshi teoremalarida u yoki bu tenglik o‘rinli bo‘ladigan
gandaydir ¢ € (a, b) “o‘rta nuqta” xususida so‘z boradi. Shuning uchun bu teoremalar
guruhini differensial hisobning o‘rta qiymatlar haqidai teoremalari deb nomlash

mumkin.
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Anigmasliklarni ochish (Lopitall qoidasi). f(x) va g(x) funksiyalar x =a
nugtaning biror atrofida aniglangan va f(a) = g(a) = 0 bo‘lsin. U holda % nisbat
x = a nuqtada ma’noga ega bo‘lamaydi. Biroq bu nisbatning x = a nuqtada limiti

mavjud bo‘lishi mumkin. lim [ 3 limitni topish bu holda - ko rinishdagi anigmaslikni

x—a gx

ochish deb ataladi.

limf(x) =c va limg(x) =oc bo‘lganda lim—= IO imitni topish =
x—a x—a x—a g(x) 00
ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish degani.

oo — oo ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish deganda lim f(x) = oo va limg(x) =
xX—a xX—a
oo shartlarni ganoatlantiruvchi funksiyalar uchun lim[f(x) — g(x)] ko‘rinishdagi
x—a

limitni topish tushuniladi.
x — oo holda bu tushunchalar xuddi shu singari izohlanadi.
5.14-Teorema (Lopitall goidasi). f(x) va g(x) funksiyalar x = a nuqtaning o°zi
kirmagan biror Us(a) atrofida f'(x) va g'(x) hosilalrga ega va bu atrofda g(x) va
g’ (x) funksiyalar nolga aylanmasin. Agar
1i_r>nf(x) =0 va li_r)ng(x) =0

va hosnalarnmg L& hishati x = a nuqtada chekli yoki cheksiz limitga ega bo‘lsa, u

( )
holda bu funksiaylarning nisbati ham bu nuqtada limitga ega va

f& _ . )

91c1—>a g(x) 91c1—>ag (x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
» Teoremada f(x) va g(x) funksiyalarning x = a nuqtadagi qiymatlari haqida so‘z

yuritilmagan. Biz f(a) = g(a) = 0 deb olamiz. Endi limf(x) = f(a) va limg(x) =
xXx—a xX—a

g(a), u holda f(x) va g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun
f(x) va g(x) funksiyalar [a, x] kesmada (yoki [x, a] kesmada) Koshi teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantiradi, bu yerda x nuqta (a — §, a + &) oraligning ixtiyoriy
nuqtasi. Demak, bu teoremaga ko‘ra a va x oralig‘ida kamida bitta ¢ = c(x) nuqta
topiladiki, uning uchun
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[ _fO-f@ _f'©
gx) gx)—gla) g'(c)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar birorta x giymatda bunday ¢ nuqtalar bittadan ko‘p bo‘Isa,

(5.70)

ulardan birini tayinlab olamiz.
¢ nugta x nugtaga bog‘liq va x nugta a nuqtaga intilganda: x — a, tayin c nugta

[

70 nishat x = a nugtada

ham a nugtaga intiladi: ¢ - a. Teorema shartiga ko‘ra ——

I (%)
g'(x)

f'(c)
g'(c)

chekli yoki cheksiz limitga ega. Shuning uchun nisbat ¢ = a nuqgtada

nisbatning limitiga teng limitga ega bo‘ladi:

il )

im im
AR GO wag @ .1
(5.70) va (5.71) munosabatlardan
f) o f(x)
Fagl) | reg (o) 72
kelib chigadi. <

(5.72) tenglik Lopitall qoidasini ifodalaydi. Bu qoidaga ko‘ra funksiyalar
nisbatning limitini (ma’lum shartlar o‘rinli bo‘lganda) bu funksiyalar hosilalari
nisbatining limiti bilan almashtirish mumkin.
5.38-Misol. Limitni hisoblang:

~1—cosx . (1-—cosx) ~sinx 1
lim———— = lim—————=Ilim = -
x—0 x2 x—0 (xz)’ x—0 2Xx 2

1-Mulohaza. Agar teoremaning sharti fagat (a — 6, a) yoki (a, a + &) oraligda o‘rinli

bo‘lsa, (5.72) formulani lim [&) yoki  lim ! (; limitni hisoblashga qo‘llash

x—a—09g(x) x—a+0 g(x
mumkin.
2-Mulohaza. Hosilalar nisbatining limiti mavjud bo‘lmasdan, balki funksiyalar
nisbatining limiti mavjud bo‘lishi ham mumkin.

5.39-Misol. f(x) = x? sin% va g(x) = x funksiyalrni garaymiz. Ularning nisbati

x = 0 nuqgtada limitga ega:
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f® x2 sin = 1

lim = lim £ = limx sin— = 0.
x—0 g(x) x-0 X x—0 X
Ular hosilalarining ,(23 = 2Xx sini — Cosi nisbati x = 0 nugtada limitga ega emas. <«

f')

Shunday qilib hm 2( ) limitning mavjudligidan llmg o limitning mavjudligi

kelib chigmaydi.

3-Mulohaza. Agar Lopital teoremasining shartini f(x) va g(x) funksiyalargina emas,

balki ularning f'(x) va g'(x) hosilalari ham ganoatlantirsa, u holda lim% limitni

x—a g(x
hisoblash uchun Lopital qoidasini ketm-ket ikiki marta qo‘llash mumkin. Agar keying
tartibli hosilalar ham teorema shartini ganoatlantirsa ularga ham Lopital qoidasini
qo‘llash mumkin.
5.40-Misol. Limitni hisoblang:

y X —sinx y (x —sinx)’ i 1—cosx y sinx 1
im———=lim————— = lim———— = lim =—.
x—0 x3 x—-0 (x3) x-0  3x2 x-0 6Xx 6

5.15-Teorema (Lopitalning ikkinchi qoidasi). f(x) va g(x) funksiyalar x = a
nuqtaning o‘zi kirmagan biror Ug(a) atrofida f'(x) va g'(x) hosilalrga ega va bu
atrofda g(x) va g’ (x) funksiyalar nolga aylanmasin. Agar

limf(x) = oo va llmg(x) = 00

xX—a

va hosnalarnmg L& hishati x = a nuqtada chekli yoki cheksiz limitga ega bo‘lsa, u

( )
holda bu funksiaylarning nisbati ham bu nuqtada limitga ega va

I ACO RN 5 C))
rag()  wag (o)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. «
Bu yerda ham x - a — 0 yoki x — a + 0 bo‘lgandagi limitlarni qarash mumkin.
5.41-Misol. Limitni hisoblang:

acosax

. _ ,
lim Insinax - (Insin ax) _ Sinax _
%5040 Insinbx _ x-040 (Insin bx)’  x—0+0 bcosbx
sin bx

cosax Ssinbx

a B
Ex—nr)rio (COS bx sin ax) =1(@>0,b>0).
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Lopital goidasini:
1. chi_r>r611f(x) =0 va )lci_r)rég(x) = oo bo‘lganda }Ci_r)rcll[f(x) - g(x)] limitni hisoblashga
qo‘llash mumkin.
» Bu holda f(x) - g(x) ko‘paytmani

f(x) : g(x)
(x)-g(x) = yoki (x)-g(x) =
fx)-g 1/g(x) g 1/f(x)
ko‘rinishda yozib o‘ng tomoniga Lopital qoidasini qo‘llash mumkin. <
1
: _ . Inx _ Z o —x?
5.42-Misol. lim (xInx) = lim ——= lim —= lim —=0. <«
x—0+0 x—-0+0 _ x—0+0 _ _ x—-0+0 X
x x?

2. limf(x) = o va limg(x) = o bo‘lganda lim[f(x) — g(x)] limitni hisoblashga
X—a xX—a xX—a

qo‘llash mumkin.
» Bu holda f(x) — g(x) ayirmani yana

1 1

1 1 50 F®
f@) - g() = - =274
fx) g f(x) g(x)

nisbat shaklida ifodalash kerak va so‘ngra Lopital qoidasini qo‘llash kerak. <«
5.43-Misol.

_ X 1 o xlnx—x+1  (xInx—x+1)
llm( ——)= im = lim =
x~»1\x—1 Inx/ x1 (x—1)Inx  x-1 ((x—l)lnx)
1
Inx Inx)’ - 1
= lim ——— = lim (In) 1,=lim—1x1=2.
x_’llnx+1—; x—>1(1nx+1_;) x“;+;

3. Im[f(x)]9™), f(x) > 0 limitni hisoblashda, quyidagi uchta hollardan biri
xX—a
bo‘lganda Lopital qoidasini qo‘llash mumkin:
i) limf(x) =0, limg(x) =0 (0%;
xX—a xX—a
i limf(x) =1, limg(x) = o (1%);
x—a xX—a
i) limf (x) = +o0, limg(x) = 0 (°).
xX—a xXx—a
» v = [f(x)]9® deb olamiz, uni logarifmlab

Iny = g(x)Inf(x)
250



tenglikka ega bo‘lamiz. Tenglikning ikkala tomonida limitga o‘tib hisoblaymiz:
limlny = lim[g(x) In f(x)].
xX—a xX—a
Bu limitni hisoblashda 1. holda garalganlarning mosi tanlanadi.
Faraz gilaylik, biz lim Iny = A limitni topdik. U holda limy = e4,
x—a x—a
ya’ni
lim[f(x)]9® =e4. <«
xX—a
5.44-Misol. Limitni toping lim x*.
x—0+0

» y = x* deb olamiz; u holdaIny = x In x. Bu yerdan

1
_ ~ Inx ~ (Inx)’ _ *
lim Iny = lim ——= lim — = lim T

x—0+0 x—0+0 x—0+0 (1) x—=04+0 _

=0,

x 2
x x x

bundanesa lim y=¢e%=1. «
x—0+0

5.16-Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar
1) x o‘zgaruvchining mutlaq gqiymati bo‘yicha yetarlicha katta qgiymatlarida
aniglangan;
) lim £ () = limg(x) = 0 yoki lim f (x) = oo va lim () =
3) x o‘zgaruvchining mutlaq giymati bo‘yicha yetarlicha katta qiymatlarida f'(x) va
g' (x) # 0 hosilalar mavjud;
4) funksiyalar hosilalarining (chekli yoki cheksiz)
i L)
x>0 g'(x)
limiti mavjud. U holda funksiyalar nisbatining ham limiti mavjud bo‘ladi va

- f(x) f')
m

lim ——= = lim .
xoe g(x)  xme g'(x)

» Teoremaning to‘g‘riligiga ishonch hosil qilish uchun x =% tenglik orgali yangi

o‘zgartuvchi kiritib, 5.14 va 5.15-Teoremalarning natijalaridan foydalanish kerak. <«

i x? x2%)’ 2x 2x)’
5.45-Misol. » lim — = lim ( ) = lim — = lim ( ) =

x—+00 X X—+00 (ex)’ x—+00 eX X—+00 (ex)’
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2
=lim—=0. <«

x—>+00 eX
5.7. Teylor formulasi
Bu formula matematik tahlilning asosiy formulalaridan biri hisoblanadi va u
ko‘p tadbiqlarga ega. U murakkab analitik ifoda bilan berilgan funksiyani tahlil
qilishga oson bo‘lgan ko‘phad bilan almashtirish imkonini beradi.
Ko‘phad uchun Teylor formulasi. n —darajali ko‘phad uchun Teylor formulasini
keltirib chigaramiz. n —darajali
P(x) = by + byx + byx? + -+ + b,x™, b, = const # 0 (5.73)
ko‘phadni garaymiz. a soni qanday bo‘lishidan gat’iy nazar (5.73) ko‘phadni x — a
ayirmaning darajalari ko‘rinishda ifodalash mumkin. Haqiqatdan ham,
x=a+t
deb olamiz. U holda
P(x)=P(a+t)=by+b(a+t)+by(a+t)+--+b,(a+t)"
O‘ng tomondagi qavslarni ochib va o‘xshash hadlarni guruhlab
P(a+t)=Ay+ At + Ayt? + -+ Apt"
ko‘phadni hosil gilamiz. Bu yerda yana t o‘zgaruvchini x orqgali ifodalab
P(x)=Ap+A(x—a)+A,(x—a)’ + -+ A, (x—a)®  (5.74)
izlanayotga ko‘phadga ega bo‘lamiz, bu yerda Ay, A4, ..., A, —hozircha noma’lum
bo‘lgan gandaydir o‘zgarmas sonlar.
(5.74) ko‘phadni x o°‘zgaruvchi bo‘yicha n marta differensiallaymiz:
P'(x) =A; + 24,(x —a) + 345(x —a)? + -+ nd, (x —a)* !
P'"(x) =2-14,+3-24;(x —a) + -+ n(n— DA, (x —a)" 2 (5.75)
(5.74) va (5.75) tengliklarda x = a deb olib

P'(a P (a PM™(q
@, _P@ P
1! 2! n!

(5.74) tenglikdagi nomalum Ay, A4, A4,, ..., A, koffisiynetlarni topdik. Demak (5.74)

AO = P(a)'Al =

tenglikni
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' " (n)

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Bu tenglik n —darajali P(x) ko‘phadning x — a

P(x) =P(a) +

ayirmaning darajalari boyicha Teylor formulasi deb ataladi (B.Teylor (1685-1731)-
ingliz matematigi). Bu yerda a = 0 xususiy holda

P'(0)  P"(0) , P™(0)
TR TR
Makloren formulasini hosil gilamiz (K.Makloren (1698-1746)-shotland matematigi).

5.46-Misol. P(x) = 2x3 + 5x2 + 4x — 5 ko‘phadni

P(x) = P(0) + x™ (5.77)

1) x o‘zgaruvchining darajalari bo‘yicha;
2) x — 1 ayirmaning darajalari bo‘yicha yoying.

» Ko‘phad va uning hosilalarining qiymatlarini x =0 va x =1 nuqgtalarda

hisoblaymiz:
P(x) =2x3+5x*+4x—5 P(0) = -5 P(1)=6
P'(x) = 6x%*+ 10x + 4 P'(0) =4 P'(1)=20
P"(x) =12x+ 10 P"(0) =10 P"(1) =22
P (x) = 12 P"(0)=12 P"'(1) =12
(5.77) formulaga ko‘ra
P(x) = —5+%x+¥x2 +%x3 = —5+ 4x + 5x% + 2x3

Makloren yoyilmasini va (5.76) formulaga ko‘ra
20 22 12
P(x) = 6+F(x— 1) +?(x— 1)2 +§(x— 1)3 =

=6+20(x—1)+11(x — 1)2+2(x — 1)3
Teylor yoyilmasini hosil gildik. <
Differensiallanuvchi funksiya uchun Teylor formulasi. f(x) funksiya a nugtada n
marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu, funksiya a nuqtaning biror atrofida aniglangan
va bu atrofda (n — 1) —tartibli va ungacha bo‘lgan barcha tartibli hosilalarga ega va
bundan tashqari bu nuqtaning o‘zida n —tartibli ™ (a) hosila mavjud degan ma’noni
anglatadi.

n —tartibli
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() = f(a) + f'(@)(x —a) + ! 2(!a)

ko‘phadni tuzamiz. Ko‘rinib turibdiki, bu ko‘phad, uning n —tartibli va ungacha

@ (5.78)

x—a)+-+——C—-a)"
n!

bo‘lgan barcha tartibli hosilalari a nugtada f(x) funksiya bilan bir xil giymat gabul
giladi. Hagigatdan ham,

P(a) = f(a),
n)
P (a) = (f'(a) +f"(a)(x—a)+ -+ (j; _(f))! (x — a)"_1> = f'(a),
(n)
P (a) = (f”(a) +f"(@x—a)+ -+ {n _(;))! (x —a)" 2 = f"(a)
va umuman k = 0,n uchun
(n)
Pn(k)(a) — (f(k) (@) + -+ (]; _(]il))! (x — a)n—k) — f(k) (a)

x=a
tengliklar o‘rinli. Bu yerda va keyin mulohazalarda k = 0 bo‘lganda f©@ (x) = f(x)
va 0! = 1 deb gabul gilingan.

(5.78) ko‘phad Teylor ko ‘phadi, uning koeffisiyentlari esa Teylor koeffisiyentlari
deb ataladi.

Teylor ko‘phadi x = a nuqtaning atrofida f(x) funksiyaga tagribiy

yaqinlashishni beradi, ya’ni

o (n)
FO) = By == f(@ + F' @0 — ) +1 2(!“) ) 4t n!(a)

Bu taqribiy yaqinlashishdagi xatolikni, ya’ni f(x) — P,(x) ayirmani R,(x) orqali

(x —a)™

belgilaymiz. U holda bu tenglik va belgilashlardan

_ , @,
fx)=f(a)+ f'(a)(x—a)+ o1 (x—a)’+-+
) L ICS
+f n!(a) (x—a)*+R,(x) = z f k!(a) (x — a)* + R, (%) (5.79)

Teylor formulasini hosil gilamiz. Bunda Teylor formulasining qoldiq hadi deb
ataluvchi R, (x) goldig x = a nuqgtada (x —a)™ cheksiz kichikka nisbatan yugori
tartibli cheksiz kichik. Buni quyidagi teorema tasdiglaydi.
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5.17-Teorema. Agar f(x) funksiya a nuqtada n marta differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda

Rp(x)xSq0((x — a)™). (5.80)
» Teoremani isbotlash uchun

lim Ro(x) y f&x) = FB(x) 0
x—a(x —a)t " x>a (x —a)r B

ekanligini ko‘rsatish yetarli. Limit ostidagi nisbat [0/0] ko‘rinishdagi anigmaslikni
ifodalaydi. Teoremaning sharti va P (a) = f®(a), (k = 0,n — 1) tengliklar bu

anigmaslikni ochish uchun Lopital qoidasini (n — 1) marta qo‘llash imkonini beradi:

Ra@) _ . fOO-R() _ ()= RGO) _

L g e L N (TP 1Y
PO (@ @G a) b D gyt
- }cl—r>rclz n(x —a)r1 -
OV - £V @ — F O @G- a)
_x1—>a n! (x - Cl) B
L1, YW - fON@  fO@
B n! xl—>a X —a n! .

Teoremaning shartiga ko‘ra a nuqtada £ (a) hosila mavjud va hosilaning 5.10-
Ta’rifiga ko‘ra,

lim fO V@) = fV(a)
x—-a X—a

= F™(a)
limit mavjud. Shuning uchun oldingi tenglikning o‘ng tomoni nolga teng, bundan esa
(5.80) kelib chiqdi. «

a nugtada n marta differensiallanuvchi f(x) funksiyani bu nugta atrofida

tasvirlovchi Teylor ko‘phadi xatoligi o((x — a)™) ko‘rinishda bo‘lgan yagona ko‘phad
ekanligini ko‘rsatamiz.
5.18-Teorema. a nugtada n marta differensiallanuvchi f(x) funksiya xatoligi x = a
nugtada o((x —a)™) ko‘rinishda bo‘lgan x — a ayirmaning n —darajali ko‘phadi
shaklida tasvirlansa, u holda bu ko‘phadning koeffisiyentlari Teylor koeffisiyentlari
bo‘ladi, ko‘phadning o°zi esa Teylor ko‘phadi bo‘ladi.
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» f(x) funksiya x — a ayirmaning darajalari bo‘yicha

n

)= e x =) +o((x — ™)

k=0
ko‘phad bilan tasvirlangan bo‘lsin. o((x — a)™),5.u(x)(x —a)™ munosabatni
ganoatlantiruvchi x = a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan u(x) funksiya mavjudligini
eslatib o‘tamiz. f(x) funksiyaning ko‘rsatilgan tasvirini uning (5.79) tasviriga (5.80)

tenglikni inobatga olgan holda tenglashtiramiz:

n

(k)
FG) =) e (r— ) + B (x - Zf D - + Y- )

k=0

bu yerda B(x) va y(x) funksiyalar x = a nugtada cheksiz kichik. Bu tenglikda x = a

nuqtada limitga o‘tsak, chap va o‘ng tomonlarning birinchi hadlaridan boshqa hamma
hadlari nolga aylanadi. Bundan ¢, = f(a). O‘zaro teng qo‘shiluvchilarni tashlab

yuborib va ikkala tomonni x — a ayirmaga gisqgartirib

n

Z i (r = F 1+ B — )" =

(k)
Z LD = 0 4y - !

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda ham x = a nuqtada limitga o‘tsak ¢; = f'(a)
bo‘ladi. Koeffisiyentlarni topishning tasvirlangan jarayonini ketma-ket davom ettirib,
barcha k = 0,n uchun har safar c, = f%(a)/k! ifodani olamiz, ya’ni gilingan

farzlarda c, Teylor koffisiyentalri,

n

zck (x — a)”

k=0
ko‘phad esa f(x) funksiyaning Teylor ko‘phadi bo‘lar ekan. <«

Shunday qilib, x = a nuqgtaning atrofida f (x) funksiyaga c,; koeffisiyentlari
f®(a)/k! ifodadan farq giladigan har ganday Y:%_,c, (x —a)* ko‘phad bilan
taqribiy yaqinlashishning xatoligi Teylor ko‘phadi bilan yaqinlashishdagi xatolikdan
x = a nuqtada past tartibli cheksiz kichik bo‘lar ekan. Shuning uchun Teylor
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ko‘phadini bir xil darajali ko‘phadlar orasida eng yaxshi tagribiy yaginlashuvchi
ko‘phad deb ataladi.
5.47-Misol. f(x) = 1/(1 — x) funksiyani maxraji x va birinchi hadi 1 bo‘lgan cheksiz

kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisi sifatida garash mumkin, ya’ni
1
f(x) =T—%" 1+x+x%+-+x"+R,(x), (5.81)

bunda qoldiq had R, (x) = x™*1 + x™*2 + ... = x™*1 /(1 — x) ko‘rinishda bo‘ladi va
uning uchun  x™*1/(1 —x),5,0(x™) munosabat o‘rinli bo‘ladi. Endi f(x)
funksiyaning Teylor koeffisiyentlarini hisoblaymiz:
1 -2 k!

a—o! W =g CEnEE
va demak, barcha k =0,n uchun f®(0)/k! =1 bo‘ladi. Shunday qilib (5.81)
formula f(x) funksiyaning Teylor yoyilmasi ekan, <

x—a+Ax va f(x)—f(a)=f(a+Ax)—f(a) =Af(a) deb belgilash
kiritib, (5.79) formulani ba’zan

fi) = YRIOE

" (n)
@ ey 0@

Af(a) = f'(a)Ax + (Ax)™ +

0
+o((Ax)™) = Zf (@ Ak o((bx)™) (5.82)

k=1
ko‘rinishda yozish qulay. (5.82) formulada f®(a)(Ax)* ko‘paytma  f(x)
funksiyaning a nuqtadagi d*f(a) differensialidan iborat. Shuning uchun (5.82)

formulani

af(@) = df(@) + LDy Dy =

(k)
_ z 4@ o™ (5.83)

k!
k=1

ko‘rinishda  yozish ~ mumkin. Bunday ko‘rinishdagi  tenglikni n —tartibli
differensiallardagi Teylor formulasi deb ataladi.

Teylor formulasidagi qoldiq handing turli ko‘rinishlari. (5.79) n —tartibli Teylor
formulasining (5.80) ko‘rinishdagi qoldiq hadini Peano shaklidagi qoldiq had deb
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ataladi (D.Peano (1858-1932)-italyan matematigi). n —tartibli Teylor formulasini
Peano shaklidagi goldig had bilan birlashtirib

S0
Foo = Y T - ayk + o) (5:84)
k=0

Peano shaklidagi qoldig hadli n —tartibli Teylor formulasi deb ataladi. Birog, goldiq
handing bunday ko‘rinishi muhim kamchiliklarga ega:
1) f(x) funksiyani a nugtaning atrofi PB,(x) Teylor ko‘phadi orqali tasvirlanganda
yuzaga kelgan xatolikni hisoblashga imkon bermaydi;
2) ko‘phad funksiyaning berilgan aniqlikda o‘rnini bosa oladigan a nugta atrofning
o‘lchamlarini aniglashga imkon bermaydi;
3) ko‘phadning n darajasini oshirish hisobiga xatolikka qanday ta’sir o‘tkazish haqida
gapirib bo‘lmaydi.
Agar 5.17-Teorema shartiga qo‘shimcha qilib a nugtada yana f (x) funksiyaning
£ @+ (a) hosialsining ham mavjudligi talab gilinsa, bu teoremaga asosan
FOrD(q)
(n+ 1)!
tenglikni yozish mumkin. Bundan esa, Peano shaklidagi goldig had uchun
£ (@) + a(x)
(n+ 1)!
kabi boshga ifodani hosil gilamiz, bu yerda
o((x —a)")
(.X' — Cl)n+1

funksiya x = a nuqtada cheksiz kichik. Qoldiq hading bunday ko‘rinishi ba’zi hollarda

Ry(x) = f(x) = P, (x) = (x =)™ + o((Ax)™*)

(x — a)n"'l (5.85)

R,(x) =

a(x) =(Mn+1)!

f (x) funksiyaning a nuqta atrofida o‘zgarishini tahlil gilishga qulay. Qulaylik shundan
iboratki, chekli f™*V(a) # 0 giymatda x = a nugtada qoldiq hadning x —a
ayirmaga nisbatan kichiklik tartibi aniq qiymatga ega, (5.80) shaklda esa uning
kichiklik tartibining (x — a)™ ifodaga nisbatan yugorirogligini aytish mumkin xolos.

Quyidagi ko‘rinishdagi qoldiq hadni

258



fO* (@ +6(x—a)) _—
R, (x) = D x—a)™,0<6<1 (5.87)

Lagranj ko ‘rinishidagi goldiq had deb ataymiz. Lagranj qoldiq hadining Peano goldiq

hadidan fargi shundan iboratki, f™*Y(x) hosila a nuqtada emas balki a va x
oralig‘idagi ¢ = a + 8(x — a) nugtada hisoblanadi. (5.79) va (5.87) formulalarni
birlashtirib (0 < 8 < 1 bo‘lganda)

7 (x —a)k + D] (x —a)**? (5.88)

n
f®(a) fO*(@a+6(x-a))
fo =) :
k=0
Lagranj shaklidagi goldiq hadli n —tartibli Teylor formulasini hosil gildik.

Makloren formulasi. a = 0 xususiy holda (5.79) Teylor formulasi

£ = @+ Ox+ gt LD =

RAO

Makloren formulasini hosil giladi. (5.89) tenglikda goldig had

x® + R, (x) (5.89)

Peano shaklida

FO + ()
(n+1)!

Ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda g (x) funksiya x = 0 nuqtada cheksiz kichik;

R,(x) =o(x™) yoki R,(x) = (5.90)

Lagranj shaklidagi goldiq had esa

fODex)
R,(x) = D 1 0<6<1 (5.91)

shaklda bo‘ladi. Shunday qilib (5.89) Makloren formulasi f(x) funksiyani x =0
nuqta atrofida tasvirlar ekan.

Ba’zi elementar funksiyalarni Makloren formulasi bo‘yicha yoyish.

Elementar funksiyalarni Lagranj goldiq hadli

" n (n+1)
f() 2 4 f(O) i (%) i1

Tl (n+1)! (5.92)

fe) =f(0) + f'(Ox +——

Makloren formulasi bo‘yicha yoyamiz.

1. f(x) =e*
259



» k = 0,n uchun f® (x) = e* va shuning uchun f®(0) = 1, F**D(x) = %>
U holda Lagranj shaklidagi qoldig hadli (5.89) Makloren formulasi eksponensial

funksiya uchun

1+x+Z—T+ +—+Rn(x)—zkl +1)' x"tl (5.93)
ko‘rinishda bo‘ladi.
2. f(x) =sinx
Funksiyaning va uning hosilalarining x = 0 nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
f(x) =sinx = f(0) =0, f'(x) =cosx = f'(0) =1,

f'(x)=-sinx=f"(0)=0 f"(x)=-cosx= f"(0) =-1
va umuman
f(x) = sin (x +k- g)

bundan esa,

_ T 0, k=2p
() = = ’
f0) =sink -5 {(—1)10, k=2p+1

goldiq hag esa,
/i
f@ ) (0x) = sin (Hx +(n+1) -—).
2
Demak, sinx funksiyaning Teylor ko‘phadida x o‘zgaruvchining juft darajalari

oldidagi koeffisiyentlar nolga aylanar ekan. Shuning uchun (5.92) formulada n =
2k — 1 deb olsak

X X3 XS X7 ka—l
Sinx = 5=ty — ot 4+ (=1)F 1m+
x2k+1 T
+msin[9x+(2k+1)§], 0<f<1 (5.94)
3. f(x) =cosx
Funksiyaning va uning hosilalarining x = 0 nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
f(x) =cosx = f(0) =1, f'(x) =—sinx = f'(0) =0,

fr(x) = —cosx = f"(0) = -1 f"(x) =sinx= f"(0) = -1

vVa umuman
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F®(x) = cos (x + kg)

bundan esa

£U(0) = cosk -

{ 0, k=2p+1
2

(_1)19, k = Zp
goldiq hag esa

I
f@*D(0x) = cos (Hx +(n+1) E)
Demak cosx funksiyaning Teylor ko‘phadida x o‘zgaruvchining toq darajalari

oldidagi koeffisiyentlar nolga aylanar ekan. Shuning uchun (5.92) formulada n = 2k
deb olsak

X2yt xS 2k
=1 —-——4———4 ... —_1)k
cosx =1 2!+4! 6!+ + (1) (2k)!+
o 2k+2 -
G — 5.95
+(2k+2)!sm[9x+(2k+2)2],0<9<1 (5.95)

(5.94) va (5.95) formulalardan sinx va cosx funksiyalarning giymatlarini ixtiyoriy
aniglikda hisoblash uchun foydalanish mumkin. 5.27 va 5.28-rasmlarda x =0
nuqtaning atrofida sinx cosx funksiyalarning Teylor ko‘phadlari bilan taqribiy

yaqinlashishlari ko‘rsatilgan.

)z J=x X3 55 a x? xt
) TR
TENNT 3T x
of 1 2 \x3 x
-1 Y=*731 y=sinx

5.27-rasm " 5.28-rasm

4. f(x) =In(1+x)
Bu funksiya x > —1 uchun aniglangan va ixtiyoriy tartibli hosilasi mavjud. U holda

ularning giymatlarini hisoblaymiz:

f(x)=In(1+x) =f(0)=0, f’(x)=1—j_x = f'(0) =1,
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(n—1)!
(1+x)"
!

1+ x)n*?
(5.92) Makloren formulasiga ko‘ra

F0) = (-

f(n+1) (x) — (_1)n+2

2

=f™(0) = (D)™ (n - 1!

n!

f(n+1)(9x) = (_1)n+2 (1 + Qx)n+1

3 n

]n(1+x) —f_x_+x__..._|_ (_1)n+1x_+
1 2 3 n
+(=1)*? aT 6,;C)nﬂxnﬂ,o <6<1 (5.96)

5 f(x) = (1 + x)® (a« —haqgigiy son, x > —1)

Funksiyaning va uning hosilalarining x = 0 nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

fx) =1 +x)*
f'(x) =a(@+x)* 1,
') =a(a—1)(1+x)%72

= f(0) =1,
=f'(0) = «a,
=f'(0) = a(a — 1),

...................................................................................................

fO@ =al@—1)..(@a—n+)A+x)%",  =fM00)=
=a(a—1)..(a—n+1),
FOD () = q(a = 1) ... (@ — n)(1 + x)* ™1, =f ™ (6x) =

=a(a—1)..(a —n)(1+6x)* "1

Shuning uchun

a ala —1 ala—1)...(a—n+1
(1+x)“=1+Fx+%x2+---+ ( )n(' )x"+

+Rn+1(x)

(5.97)
bu yerda
Royi(x)=a(a—1)..(a—n)(1+0x)* " 1x"1 0 <0 < 1.
Agar a = m —natural son bo‘lsa (5.92) formulaning (m + 1) —hadidan boshlab
barcha hadlari nolga aylanadi va Makloren formulasi Nyuton binom formulasiga

aylanadi
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m mim-—1
(1+x)“=1+—x+¥x2+---+x".

1! 2!
Elementar funksiyalarni asimptotik baholashda va limitlarni hisoblashda
Makloren formulasidan foydalanish. (4.60) formulada elementar funksiyalar uchun
asimptotik ekvivalentlik munosabatlarini o‘rnatgan edik:

sinx = x + o(x)
e*=1+x+o(x)
In(1+x) =x+ o(x)
1+x)*+1+4+ax+o0(x)

x — 0. (5.98)

(5.98) formulalar kichik |x| giymatlarda elementar funksiyalarni tasvirlaydi. Biz
ulardan oddiy limitlarni hisoblashda foydalandik. x o°‘zgaruvchining yugqoriroq
darajalari asosiy o‘rin tutadigan mukammalroq limitlarni hisoblashda (5.98) formulalar
yetarli bo‘lmaydi. Shuning sababli elementar funksiyalar uchun yanayam aniqroq
asimptotik baholashlar olish zarurati paydo bo‘ladi. Bunday baholashlarni Peano
shaklidagi qoldig hadli Makloren formulasi yordamida olish mumkin. Bunday

baholashlarni keltiramiz:

. x? x™ . )
e —1+x+i+---+m+o(x )
X X3 5 2n-1
i = 4 _ .. —1)k1___ 2n)
sinx =7 -7+ + (-1 n = 1)!+o(x ™)
x2 x4 x6 2n
cosx=1——+———+ -+ (=1¥ + o(x?mt1)
2! 41 6! (2n)! x50 (5.99)
2 3 n
IN(1+x) =0 =+ b (D)1 4 (™)
1 2 3 n
a a(a—1
(1+x)“=1+Fx+¥x2+---+
a(a—1)...(a—n+1
+ ( ) { )x”+o(x")
n! J
5.47-Misol. Limitni toping
X —sinx
At—0 X

» (5.98) formulalar bilan bu limitni topib bo‘lmaydi. Maxrajning ko‘rinishiga garab
o‘zgaruvchining uchinchi darasi asosiy o‘rin tutadi deb xulosaga kelish mumkin.
Shuning uchun (5.99) formulalardan n = 3 holda foydalanamiz:
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x x3
~ x—sinx x—(;—;+0(x4)) (1 o(xH
lim——— = lim ' ' = lim|—+ =
x—0 x3 x—0 x3 x—-0 \ 3! x3

Nl =

Nazorat savollari

1. Hosila deb nimaga aytiladi?

2. Egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma bilan hosila o‘zaro qanday bog‘langan?
3. Funksiya gachon differensiallanuvchi deyiladi?

4. Differensiallanuvchi funksiyalar yig‘indisining hosilasi nimaga teng?
5. Qanday funksiyalarga logarifmlab differensiallash usuli qo‘llaniladi?
6. Teskari funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

7. Qachon funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan deyiladi?

8. Funksiyaning differensialai nima?

9. Differensialning geometrik ma’nosi nimadan iborat?

10. Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi nimadan iborat?

11. Anigmaslikni ochish deganda nimani tushunasiz?

12. Teylor va Makloren formulalarining fargi nimada?

Mashglar.
Bevosita hosilaning ta’rifidan foydalanib funksiyaning hosilasini toping:
1.y =x3. 2.y =1/x. 3.y =x. 4,y = 2x?% —x.
y = f(x) egri chizigga x = a nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal tenglamasini
tuzing:
5y=x%a=1 6.y=1/x,a=1 7.y=+x,a=4 8 y=1/\Vx,a=9
Funksiyalarning hosilalarini toping:
9.y =x>+4x* —2x3 +4x — 1. 10. y = sin 2x - e*. 11. y = /5x — 4.
12.y = (x*+3x —4)/(x* + 1). 13. y = arcsin 5x. 14,y = 273%,
y'(x) hosilani toping:

1 sin x

3
15. — 16. = sinx — cos x. 17.
Y 1+ x% Y Y

1 + cosx

1
18. y= §tg3 x. 19. y=sin5x. 20. y =2sin(—x). 21. y =sin®x.

22.y = sh3x. 23.y =+vchx. 24.y =th(Inx). 25. y = (sinx)°°3*.
26.y = xSin¥, 27.y = x"* 28,y = (x+2)¥2VYx - 1.

Funksiyaning differensialini toping.
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29.y = 1/(4x*). 30.y =tg?x. 31.y=5nsinx

32. arctg 1,02 giymatini tagribiy hisoblang.

Qayta differensiallashni bajaring:

3.y =4x3—5x2+6x—4;y"=? 34.y=arctgx, y'(1) =?
35.y =a%*, y'" =2 36.y =x°Inx, y'"' =?

Yugqori tartibli differensialni toping:

37.y = e */2 42y =7 38. y =x™, d3y =?

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning y, hosilasini toping:

x =2t —1, X =acos3t, x=e’t,
39, {y = t3. 40. {y = bsin3t. 4L {y = et

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning y,, hosilasini toping:

=Int, =et
42. {x ) {x ¢.cost,
y =t-. y =e"sint.

Lopital goidasidan foydalanib quyidagi limitlarni toping.

3x2+4x -7 X CoS X — sinx togx —sinx
44. lim x * 45. lim 46. limg—_
x-12x%2+3x—75 x—0 x3 x->0 X —sinx
In(1+x)—x eSinx _ ox Inx
47. lim 48. Iim ——— 49. i
x—0 tg2x }cl—rg sinx — x X0t0 In sin x
1 1 ) sinx
50. lim( _ ——) 51, lim (1+x)"™% 52 o (1)
x-0\sinx Xx x—0+0 x—0+0 \X

53. x3 + 3x2 — 2x + 4 ko‘phadni x + 1 ikkihadning darajalari boyicha yoying.

54. x3 — 2x? + 3x + 5 ko‘phadni x — 2 ikkihadning darajalari boyicha yoying.

55. f(x) = 1/x funksiyani a = —1 nugqta atrofida Teylor formulasi boyicha yoying.
56. f(x) = xe* funksiyani a = 0 nuqta atrofida Makloren formulasi boyicha yoying.
Makloren formulasidan foydalanib limitlarni toping:

cosx—l—x2/2> - <\/1+x+§/1+x—24\/1—x>

x4 X

lim
x—0

57. lim <

x—0
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VI BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANI TEKSHIRISH
6.1. Funksiyaning o‘sish va kamayish shartlari

4.1. da monoton funksiyalarga ta’rif bergan edik. Bu yerda ham bu ta’riflarni
kengroq ko‘rinishda takrorlaymiz. [a, b] kesmada aniglangan f(x) funksiya berilgan
bo‘lIsin.
6.1-Ta’rif. x; < x, shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x;, x, € [a, b] uchun f(x;) <
f(x;) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] kesmada kamaymaydigan
funksiya deb ataladi. Agar x; < x, shartdan doimo f(x;) < f(x,) kelib chigsa, f(x)
funksiya [a, b] kesmada o°suvchi deyiladi.
6.2-Ta’rif. Agar [a, b] kesmadagi x; < x, shartdan f(x;) = f(x,) tengsizlik kelib
chigsa, f(x) funksiya [a, b] kesmada o‘smaydigan, x; < x, shartdan f(x;) > f(x,)
tengsizlik kelib chigsa, f(x) funksiya [a, b] kesmada kamayuvchi deyiladi.
6.3-Ta’rif. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada fagat kamaymaydigan (xususiy holda
o‘suvchi) yoki fagat o‘smaydigan (xususiy holda kamayuvchi) bo‘lsa, uni biz [a, b]
kesmada monoton funksiya deb ataymiz. O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarni qat’iy
monoton funksiyalar deb ataymiz.
6.1-Teorema. f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va hech bo‘lmaganda (a,b)
oraliqda f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan
bo‘lishi uchun (a,b) oraligning barcha x nuqgtalarida f'(x) = 0 tengsizlikning
bajarilishi zarur va yetarli.
» Zarurligi. f'(x) funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan bo‘lsin (6.1-rasm).
(a, b) oraligda hosila f'(x) = 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz. (a, b) oraligda x va x + Ax
nuqtalarni olamiz. Shartga ko‘ra f(x) funksiya kamaymaydi, u holda ixtiyoriy Ax
orttirmada (musbat yoki manfiy) Ax va f(x + Ax) — f(x) ayirmaning ishorasi bir xil

va shuning uchun

fa+a) -
Ax -

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. (a,b) oraligning barcha x nuqgtasida f'(x) hosila

mavjudligini inobatga olsak va limitning ishorasi hagidagi 4.5-Teoremaga ko‘ra
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fl(x) — )lcl_I)I'cllf(x + A;i —f(X) > 0.

Shunday qilib ixtiyoriy x € (a, b) nugtada f'(x) = 0.

Yetarliligi. (a,b) nugtada 7
f'(x) 20 bolsin. f(x) funksiyaning :
[a, b] kesmada kamaymasligini |

:>f;(x + Ax)

ko‘rsatamiz. [a,b] kesmaning ixtiyoriy

x; < x5 nugtalarini  olamiz. Lagranj f(x—le) :

teoremasiga ko‘ra,

0 cll x—l'Ax x'x+qu29 X
f Q) = f(x1) = f1(0)(xy — x7), 6.1-rasm
bu yerda x; < ¢ < x,. Shartga ko‘ra (a, b) oraligning har bir nugtasida f'(x) = 0, u
holda f'(c) = 0. Bundan tashqgari x, > x;. Shuning uchun
f(x2) = fxq).
Shunday qilib x; < x, tengsizlikdan f(x;) < f(x,) tengsizlik kelib chigar ekan, bu
esa f (x) funksiyaning [a, b] kesmada kamaymasligini anglatadi. <

Keyingi teorema ham xuddi shu singari isbotlanadi.
6.2-Teorema. f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va hech bo‘lmaganda (a,b)
oraligda f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya [a,b] kesmada o‘smaydigan
bo‘lishi uchun (a,b) oraligning barcha x nuqgtalarida f'(x) < 0 tengsizlikning
bajarilishi zarur va yetarli.

Qaralgan teoremalar kesmada uzluksiz va oraligning chekli sondagi nugtalarida
hosilaga ega bo‘lmagan funksiyalar uchun ham o‘rinli. Bu bevosita isbotning
borishidan kelib chigadi. Buning uchun oraliq hosila mavjud bo‘lmagan nugqtalar
yordamida uzluksiz hosilali kichik intervallarga ajratiladi.

Shunday qilib, f’(x) hosilaning oraligda ishorasini o‘zgartmasligi (oraligning
chekli sondagi nugtalaridagina nolga aylanadi degan shartda) f(x) funksiyaning
mazkur oraligda qat’iy monoton bo‘lishligi uchun yetarli shart bo‘ladi.
6.3-Teorema. Agar [a,b] kesmada uzluksiz va (a,b) oraliqda differensiallanuvchi

f(x) funksiyaning hosilasi ixtiyoriy x € (a,b) nugtada f'(x) =0 (f'(x) <0) va
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hech ganday E < (a, b) oraliqgda f'(x) hosila aynan nol bo‘lmasa, f(x) funksiya
(a, b) oraligda o‘sadi (kamayadi).
» (a, b) oraligning ixtiyoriy x; < x, nuqtalarini olamiz. Lagranj teoremasiga
ko‘ra
fl2) = f(x) = () (xz — x1)
bu yerda x; < ¢ < x,. Shartga ko‘ra (a, b) oraligning har bir nugtasida f'(x) = 0, u
holda f'(c) = 0. Bundan tashqgari x, > x;. Shuning uchun f(x,) = f(x;). Demak
f (x) funksiya [a, b] kesmada kamaymas ekan. Bundan tashqgari ixtiyoriy x € (x4, x;,)
uchun f(x;) < f(x) < f(x,). Bu qo‘sh tengsizliklardan hech bo‘lmaganda bittasi
qat’iy tengsizlik ekanligini ko‘rsatamiz. Haqqigattan ham, agar f(x;) = f(x,) deb
faraz qilsak, ixtiyoriy x € (x4, x,) uchun
flx) < f(x) < fxz) = f(x),
ya’ni funksiya (x;,x,) oraligda o‘zgarmas funksiya bo‘ladi, u holda barcha x €
(x41,x3) uchun f'(x) = 0. Teoremaning shartiga ko‘ra bunday bo‘lishi mumkin emas.
Shuning uchun x; < x, bo‘lganda f(x;) < y 4
f(x,) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya (a, b) oraliqda y = x3
o‘suvchi.

Shunday qilib funksiya o‘sishi uchun yetarli

Ry

shartni isbotladik. Funksiya kamayishi uchun 0
yetarli shart ham xuddi shu singari isbotlanadi. <

Birog f(x) funksiyaning [a,b] kesmada

o‘suvchiligidan  (a,b) oraligda f'(x) >0
tengsizlikning o‘rinli bolishi kelib chigmaydi. 6.2-rasm

6.1-Misol. f(x) = x> funksiya [—1, 1] kesmada o‘sadi, ammo uning f'(x) = 3x?
hosilasi x = 0 nugtada nolga aylanadi (6.2-rasm). <«

6.2-Misol. y = x3 — 6x% + 9x — 1 funksiyaning o‘sish va kamayish oraliglarini
toping.

» Bu funksiya barcha x € R nugtalarda aniglangan. Uning y’ = 3x%? —12x + 9 =
3(x —1)(x — 3) hosilasi (—o,1) va (3,+) oraliglarda musbat va (1,3) oraliqda
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manfiy. U holda 6.3-Teoremaga ko‘ra funksiya (—o0, 1) va (3, +) oraliglarda o‘sadi
va (1, 3) oraligda kamayadi (6.3-rasm).

y y=x>—6x2+9x—-1 Y

y=f)

£

ol c—68 ¢ c-IT—(S X
6.3-rasm 6.4-rasm

><V

v

1
I
Py

6.4-Ta’rif. Agar c¢ nugtaning shunday (c —d,c + §) atrofi topilib, bu oraligdan
olingan barcha x < c¢ uchun f(x) < f(c) va barcha x > c uchun f(x) > f(c)
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya ¢ nuqtada o‘suvchi deyiladi (6.4-rasm).

Agar ¢ nuqgtaning biror atrofidan olingan barcha x < ¢ uchun f(x) > f(c) va
barcha x > c uchun f(x) < f(c) tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya c nugtada
kamayuvchi deyiladi

Keyingi teoprema funksiya nuqtada o‘sishining va kamayishning yetarli shartini
ifodalaydi.
6.3-Teorema. f(x) funksiya x = c nuqgtada f'(c) hosilaga ega bo‘lsin. Agar f'(c) >
0 bo‘lsa, u holda funksiya x = ¢ nuqtada o‘sadi; agar f'(c) < 0 bo‘lsa, f(x) funksiya
¢ nugtada kamayadi.

» f'(c) > 0bo‘lsin. Bu esa

i 16+ A%X) — f(€) >0
Ax—0 Ax

degan ma’noni anglatadi. U holda shunday & > 0 son topiladiki, 0 < |Ax| < &
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ax orttirmalar uchun

flc+Ax) —f(c) >0
Ax

tengsizli o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa Ax va f(c + Ax) — f(c) orttirmalar bir xil

ishorali ekanligi kelib chigadi: agar Ax < 0 bo‘lsa, f(c+ Ax)—f(c) <0, ya’ni
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flc+Ax) < f(c); Ax > 0 bo‘lsa, f(c+Ax)—f(c) >0, ya’ni f(c+ Ax) > f(c).
Bu esa ta’rifga ko‘ra f(x) funksiya ¢ nuqtada o‘suvchi ekanligini anglatadi.
Xuddi su singari mulohaza yuritib, agar f'(c) < 0 bo‘lsa, f(x) funksiya c
nugtada kamayuvchi ekanligini isbotlash mumkin. <
6.2. Funksiyaning ekstremumi
f (x) fiunksiya (a, b) oraliqda aniqlangan bo‘Isin.
6.5-Ta’rif. Agar c € (a,b) nugtaning shunday (c —6,c+ &) atrofi topilib, bu
atrofdan olingan barcha x nugtalarda
f(x) = f(c) (6.1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ¢ nuqta f(x) funksiyaning lokal maksimum nuqtasi deb
ataladi (6.5-rasm). Agar d € (a, b) nugtaning shunday (d — &§,d + &) atrofi topilib,
bu atrofdan olingan barcha x nugtalarda
fx) = f(d) (6.2)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, d nuqgta f(x) funksiyaning lokal minimum nuqtasi deb ataladi
(6.6-rasm). Agar (6.1) va (6.2) tensizliklar qat’iy tengsizliklar bo‘lsa qat’iy lokal
maksimum va qat’iy lokal minimum haqida gapirish mumkin bo‘ladi.

y“ yﬂ
y=f)

Lokal maksimum nugtadagi f(c) gqiymatni f(x) funksiysiyaning lokal
maksimumi va lokal minimum nugtadagi f(d) giymatni lokal minimumi deb ataladi.
Lokal maksimum va lokal minimum tushunchalar birlashtirilib lokal ekstremumlar deb
ataladi. Keyingi satrlarda lokal va qat’iy so‘zlarini ishlatmasdan fagat maksimum,

minimum va ekstremum so‘zlarini ishlatamiz, hamda qat’ity maksimum va qat’iy
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minimum hollarni garaymiz. Agar funksiya c va d nugtalarda mos ravishda maksimum
va minimum giymatlarga erishsa biz ularni f(c) = fhax Va f(d) = fin orqali
yozamiz.
Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy sharti.
6.4-Teorema. Agar f(x) funksiya c nuqtada differensiallanuvchi va bu nuqtada
ekstremumga erishsa, u holda f'(c) = 0 bo‘ladi.
» Aniglik uchun ¢ maksimum nuqtasi bo‘Isin. 6.5-Ta’rifga ko‘ra ¢ nugtaning shunday
(c—48,c+ 6) atrofi topiladiki, f(x) funksiya ¢ nuqtada bu atrofning eng Kkatta
giymatini gabul giladi. U holda ¢ nugtada Ferma teoremasining shartlari bajariladi,
shuning uchun bu nugtada f'(c) = 0 bo‘ladi. ¢ minimum nugqta bo‘lgan hol ham xuddi
shu singari isbotlanadi. <

6.4-Teorema oddiy geometrik talginga ega: differensiallanuvchi f(x)
funksiyaning ¢ ekstremum nugtasiga mos keluvchi (c, f(c)) nugtada y = f(x) egri
chiziqda o‘tkazilgan urinma Ox o‘qqa parallel bo‘ladi.
6.6-Ta’rif. f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘ladigan nuqtalar bu funksiyaning
statsionar nugtalari deb ataladi.

6.4-Teoremaga ko‘ra differensiallanuvchi funksiya ekstremumga o‘zining
statsionar nugtalaridagina erishishi mumkin ekan. Birog hamma statsionar nuqtalarda
ham funksiya ekstremumga erishavermaydi. Buni f(x) = x3 funksiyaning misolida
ko‘rish mumkin (6.2-rasm). Uning f’'(x) = 3x? hosilasi x = 0 nugtada nolga
aylanadi, ya’ni bu nuqta uning statsionar nuqtasi bo‘ladi, ammo funksiya x =0
nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Endi ayrim nuqtalarda hosilasi cheksiz yoki mavjud bo‘lmagan funksiyalarni

garaymiz. Masalan f(x) = 1 — Vx2 funksiya x = 0 nuqtada maksimumga erishadi,
uning hosilasi esa bu nugtada cheksiz (5.15-rasm). y = |x — 2| funksiya x = 2
nugtada hosilaga ega emas, shunga garamasdan funksiya bu nugtada minimumga
erishadi (6.7-arsm). Demak funksiyaning hosilasi cheksiz yoki mavjud bo‘lmagan
nugtalarda ham funksiya ekstremumga erishishi mumkin ekan. Ammo bu yerda ham

hosilaning mavjud emasligi yoki cheksizga aylanishi ekstremum mavjudligiga kafolat
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bermaydi. Bunga g(x) = Vx, x € R funksiyani misol qilib ko‘rsatish mumkin. U
x = 0 nuqgtada cheksiz hosilaga ega, ammo funksiya mazkur nuqgtada ekstremumga
erishmaydi, chunki bu nugtaning ixtiyoriy atrofida ham manfiy ham musbat

giymatlarni gabul giladi (6.8-rasm).

yﬂ A
D X) = V%
3 y = |x—2| 9(x)
0 3 X
6.7-rasm 6.8-rasm

Shunday qilib, ekstremum mavjudligining zaruriy shartini quyidagicha ifodalash

mumkin: agar f(x) funksiya x = c¢ nugtada ekstremumga erishsa, u holda yoki
funksiya bu nugtada differensiallanuvchi va uning hosilasi f'(c) =0 yoki x =c¢
nugtada funksiya differensiallanuvchi emas.
6.7-Ta’rif. f(x) funksiyaning o‘zi uzluksiz, uning hosilasi esa nol, cheksiz yoki
umuman mavjud bo‘lmagan nuqtalarni, funksiyaning Kritik nugtalari deb ataladi.
6.5-Teorema. f(x) funksiya ekstremumga o‘zining faqat kritik nuqtalarida erishishi
mumkin.
» f(x) funksiya c nugtada f'(c) # 0 hosilaga ega bo‘lsin. Aniqlik uchun f'(c) > 0
deb faraz gilamiz. U holda f(x) funksiya c nuqtada o‘suvchi bo‘ladi. Shuning uchun
shunday 6 > 0 son topiladiki, (¢ — &, ¢) oraligdan olingan barcha x uchun f(x) <
f(c) tengsizlik, (c,c + &) oraligdan olingan barcha x uchun esa f(c) < f(x)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi (6.4-rasm). Bundan f'(x) funksiyaning f(c) giymati eng katta
yoki eng kichik bo‘ladigan ¢ nuqtaning atrofi mavjud emas degan xulosaga kelish
mumkin va shuning uchun ¢ nugta f(x) funksiyaning maksimum nuqtasi ham,
minimum nuqtasi ham bo‘Imaydi.

Xuddi shu singari mulohazalar bilan f'(c) < 0 holda ham ana shunday xulosaga

kelish mumkin.
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Shunday qilib, agar ¢ nuqtada hosila f'(c) # 0 bo‘lsa, ¢ nugta f(x)
funksiyaning maksimum nuqtasi ham, minimum nuqtasi ham bo‘laolmas ekan.
Demak, f(x) funksiyaning ekstremumi f'(x) hosila yoki nol bo‘ladigan yoki mavjud
bo‘Imaydigan nuqtalardagina bo‘lishi mumkin ekan. <
Teoremaning geometrik talgini 6.9- 4
rasmda keltirilgan. Grafigi bu rasmda

tasvirlangan y = f(x) funksiya x;, x,,

W=

X3, Xa nugtalarda ekstremumga

erishadi; bunda x; va x, nugtalarda

0 xil ';CZ .;3 ;4
nuqtalarda uning giymati nolga teng. 6.9-rasm

RV

f'(x) hosila mavjud emas, x, va x3

Funksiya ekstremumi mavjudligining yetarli sharti.

6.6-Teorema. x =c nugta f(x) funksiyaning kritik nuqtasi bo‘lsin, ya’ni
funksiyaning bu nuqtadagi hosilasi yoki f'(c) = 0 yoki mavjud emas, funksiyaning
o‘zi esa ¢ nuqgtada uzluksiz. Shunday 6 > 0 son topilib, (c — &, ¢) oraligdan olingan
barcha x uchun f'(x) >0 va (c,c+ 6) oraligdan olingan barcha x uchun esa
f'(x) < 0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsin, ya’ni x o‘zgaruvchi ¢ nuqta orqali o‘tganda f'(x)
hosila o‘zining ishorasini plyusdan minusga o‘zgartirsin. U holda f(x) funksiya c
nuqgtada maksimumga erishadi, ya'ni f(c) = fiax-

» Teorema shartiga ko‘ra (c—6,¢)

oraligda f'(x) > 0, shuning uchun f(x) Y

funksiya [c—6,c] kesmada ofsadi;

(c,c+ &) oraligda esa f'(x) <0, shu
sababli f(x) funksiya [c,c + §] kesmada

5 ¢ c+6 X

| $------

kamayadi. Demak f(x) funksiyaning f(c) Ol c

giymati ¢ nuqtaning (c — §,c + &) oraligdagi uning eng6'l%gt‘[5asé?ymati bo‘lar ekan

(6.10-rasm), bu esa f(x) funksiya c nugtada maksimumga erishishini anglatadi. <
Xuddi shu singari quyidagi teoremani isbotlash mumkin.
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6.7-Teorema. x =c nuqta f(x) funksiyaning kritik nugtasi bo‘lsin, ya’ni
funksiyaning bu nuqgtadagi hosilasi yoki f'(c) = 0 yoki mavjud emas, funksiyaning
0°‘zi esa ¢ nuqgtada uzluksiz. Shunday 6 > 0 son topilib, (c — &, ¢) oraligdan olingan
barcha x uchun f'(x) <0 va (c¢,c+8) oraligdan olingan barcha x uchun esa
f'(x) > 0 tengsizlik o‘rinli bo‘Isin, ya’ni x o‘zgaruvchi ¢ nugta orgali o‘tganda f'(x)
hosila o‘zining ishorasini minusdan plyusga o°zgartirsin. U holda f(x) funksiya c
nuqtada minimumga erishadi, ya’ni f(c¢) = fiin-

6.3-Misol. f(x) = (x+2)?(x —1) funksiyaning monotonlik intervallarini va

ekstremumlarini toping.

y

» Funksiya R son o‘qida aniglangan. Uning y = (x +2)2(x — 1)/
hosilasi ff(x)=2x+2)(x—1) + 7 1 *
(x +2)% = 3x(x + 2), ya’ni ikkita x; = —2 /
va x, = 0 statsionar nugtaga ega. Ular son
o‘qini uchta oraligqa ajratadi: (—o0,—2),
(=2,0), (0,400) va ualrning har birida )

6.11-rasm

hosila o‘zining ishorasini saqlaydi, ya’ni 6.3-
Teoremaga ko‘ra funksiya bu oraliglarda monoton. Bu monotonliklar quyidagilardan
iborat:

(—o0,—2) oraliqda f'(x) > 0 = funksiya bu oraligda o‘sadi;

(—2,0) oraligda f'(x) < 0 = funksiya bu oraliqda kamayadi;

(0, +0) oraliqda f'(x) > 0 = funksiya bu oraligda o‘sadi.

6.6 va 6.7-Teoremalarga ko‘ra f(x) funksiya x; = —2 nuqtada maksimumga, x, = 0
nugtada esa minimumga erishadi: fhax = f(=2) =0 va fqn = f(0)=—4.

Funksiyaning grafigi 6.11-rasmda tasvirlangan.

2
’Sf +1 ’;i% tarkibli funksiyani ekstremumga tahlil giling.

» Funksiyaning f'(x) hosilasi x = 0 nugtadan boshga hamma nugtalarda mavjud va

6.4-Misol. f(x) = {

x = 0 nuqgtadan o‘tishda hosila minusdan plyusga o‘tadi. Shunga qaramasdan funksiya

x = 0 nugtadan maksimumga ham minimumga ham erishmaydi. Buni
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bevosita 6.12-rasmda ham ko‘rish mumkin.
6.7-Teoremani  bu  funksiyaga  qo‘llab
bo‘lmaydi, chunki funksiya x = 0 nuqtada
uzilishga ega. «

Shunday qilib, ekstremum mavjudligining
yetarli sharti berilgan 6.6 va 6.7-Teoremalarni
krittk nuqtada uzilishga ega bo‘lgan
funksiyaga qo‘llab bo‘lmas ekan.

1

f ()

0

6.12-rasm

xr

Funksiya ekstremumini topishning 1-qoidasi. f(x) funksiyaning maksimum

minimum nugqtalarini topish uchun:

1) funksiyaning f'(x) hosilasini topib, uni nolga tenglashtirib, hosil bo‘lgan f'(x) = 0

tenglamani yechish kerak;

2) f'(x) hosila mavjud bo‘lmaydigan nuqtalarni topish kerak. Bu nuqtalar va f'(x) =

0 tenglamaning ildizlari f(x) funksiyaning kritik nugtalari bo‘ladi;

3) har bir kritik nuqtaning chap va o‘ng tomonlarida f'(x) hosilaning ishoralarini

tekshirish kerak. Agar x o‘zgaruvchi x = ¢ kritik nuqtadan o‘tishda f'(x) hosila

o‘zining ishoralarini plyusdan minusga o‘zgartirsa, f(x) funksiya ¢ nuqgtada

maksimumga erishadi; agar f'(x)
hosilaning  ishorasi minusdan plyusa
o‘zgarsa, f(x) funksiya c¢ nuqgtada
minimumga  erishadi. Agar x

o‘zgaruvchi x = ¢ kritik nugtadan

yA

o‘tishda f'(x) hosila o°‘zining ishorasini

o‘zgartirmasa, f(x) funksiya c nugtada

maksimumga ham minimumga ham erishmaydi. <

0
6.13-rasm

6.5-Misol. y = x2e~* funksiyani ekstremumga tekshiring.

» 1) Hosilani topamiz: y' = 2xe™ — x%e™* = e7*(2 — x)x.

2) y' hosilani nolga tenglashtirib funksiyaning kritik nugtalarini topamiz: x = 0, x =

2.
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3) Har bir kritik nuqtadan chapda va o‘ngda hosilaning ishoralarini tekshiramiz:

(—,0) (0,2) (2, +00)
y' <0 y'>0 y'<0
— + —

Shunday qilib x = 0 minimum nuqta, x = 2 esa maksimum nuqta bo‘lar ekan (6.13-

rasm). < 4
6.6-Misol. y = x2/3 funksiyani ekstremumga
tekshiring. y = x2/3
» 1) Hosilani topamiz:
y =21 0 x
3x 6.14-rasm
2) Hosila hech gayerda nolga aylanmaydi, ammo x = 0 nugtada mavjud emas:
o, 1
il_l}gy (x) = §}C1_r>%% = o
3) x = 0 nuqtadan chapda va o‘ngda y' hosilaning ishoralarini tekshiramiz:
(=,0) (0, +o0)
y' <0 y'>0

— +

Shunday qilib x = 0 nugta funksiyaning minimum nugqtasi ekan (6.14-rasm).
Funksiyani ekstremumga yugori tartibli hosilalar yordamida tekshirish

Keyingi teorema ham ekstremumning yetarlilik shartini ifodalaydi.

6.8-Teorema. x = ¢ nuqtada f(x) funksiya birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega
va bunda f'(c) =0 va f"(c) # 0 bo‘lsin. Agar f"'(c) < 0 bo‘lsa, f(x) funksiya c
nugtada maksimumga, f''(c) > 0 bo‘lsa, minimumga erishadi.

» f'(c) = 0 bo‘lganligi uchun ¢ nuqta berilgan funksiyaning kritik nuqtasi bo‘ladi.
f""(c) < 0 bo‘lsin. Bundan f'(x) funksiya ¢ nugtada kamayishi ekanligi kelib chigadi,
ya’ni ¢ nugtaning shunday (c — &, ¢ + §) atrofi topiladiki, (¢ — 8, ¢) oraligdan olingan
barcha x uchun f'(x) > f'(c) = 0 va (c,c + &) oraligdan olingan barcha x uchun

f'(x) < f'(c) = 0 tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib x o‘zgaruvchi ¢ nuqgta
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orqali o‘tganda f'(x) hosila 0°z ishorasini plyusdan minusga o‘zgartirar ekan. Demak,
f (x) funksiya ¢ nugtada maksimumga erishadi.

Shunga o‘xshash mulohazalar bilan, agar ¢ Kkritik nuqtada ikkinchi tartibli hosila
f"(c) > 0 bo‘lsa, f(x) funksiya c nugtada minimumga erishishini isbotlash mumkin.
<

Bu yerdan funksiyaning ekstremumini topishning ikkinchi goidasini hosil

gilamiz.
Funksiya ekstremumini topishning 2-goidasi. f(x) funksiyaning maksimum va
minimum nugtalarini topish uchun, dastlab uning kritik nuqtalari topiladi. Bu 1-
qoidadagi singari bajariladi. So‘ngra f''(x) ikkinchi tartibli hosila topiladi. Agar
ikkinchi tartibli hosila ¢ kritik nugtada f"(c) < 0 bo‘lsa, f(x) funksiya bu nuqtada
maksimumga, agar f''(c) > 0 bo‘lsa, funksiya bu nuqtada minimumga erishadi.

Agar c¢ kritik nugtada ikkinchi taribli hosila ham nolga aylansa, funksiyani
ekstremumga tekshirishga yuqgori tartibli hosilalarni jalb gilish mumkin:
6.9-Teorema. f(x) funksiya x = ¢ nuqtada n marta differensiallanuvchi va bunda
(n — 1)-tartibgacha barcha hosilalar bu nugtada nolga aylansin: f'(c) = f"(c) =
o= fD() =0 va f™(c) # 0 bo‘sin. U holda, agar n juft bo‘lsa funksiya c
nugtada ekstremumga erishadi va f™ (c) < 0 bo‘lsa f(c) = finax; f™ (c) < 0 bo‘lsa
f(c) = frin bo‘ladi.

» f(x) funksiyani ¢ nugtaning U;(c) atrofida (5.84) Peano qoldiq hadli (n — 1)-
tartibli Teylor formulasi orgali tasvirlaymiz:

MO

fx)=f)+f(c)x—c)+ (X—C)2+---+

2!
[N fP@taw
+(n—1)! x—o)" "+ 0 (x—=o)",
bu yerda a(x) funksiya ¢ nugtada cheksiz kichik. Teoremaning shartiga ko‘ra
f'(c)=f"(c) == f®™D(c) = 0, Teylor formulasini
f™(e) + ax) n
fG)—f(c) = — (x —¢) (6.3)
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ko‘rinishda yozish mumkin. n juft bo‘lsa ixtiyoriy x € U;(c),x # ¢ uchun (x —

cn>0bo‘ladi. a(x) funksiya cnugtada cheksiz kichik bo‘lganligi uchun

limf(”)(C) talx) _ f®™(c) 40
x-c n! n!

¢ nugtada noldan fargli limitga ega bo‘lgan funksiyaning ishorasi ¢ nuqgtaning kichik
atrofida o‘zgarmas bo‘lganligi uchun ¢ nugtaning shunday U, (c) atrofi mavjudki, bu
atrofda £ ™ (c¢) + a(x) funksiyaning ishorasi f™ (c) giymatning ishorasi bilan bir xil
bo‘ladi. U holda (6.3) tenglikka ko‘ra U(c) = U,;(c) nU,(c) atrofda f(x) — f(c)
ayirmaning ishorasi f™ (c) qiymatning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. Boshqgacha qilib
aytganda, agar £ (c) < 0 bo‘lsa ixtiyoriy x € U(c) uchun f(x) < f(c) bo‘ladi va
6.5-Ta’rifga ko‘ra f(c) = finax; agar £ (c) > 0 bo‘lsa ixtiyoriy x € U(c) uchun
f(x) > f(c) bo‘ladi va 6.5-Ta’rifga ko‘ra f(¢) = fiin- 4

6.9-Teorema isbotining borishidan ko‘rish mumkinki, n toq bo‘lganda (6.3)
tenglikdagi (x — c)™ ko‘paytuvchi x o‘zgaruvchi ¢ nuqta orqali o‘tganda ishorasini
o‘zgartiradi va shuning uchun c¢ nuqta f(x) funksiyaning ekstremum nuqtasi
bo‘lmaydi. Shunday qilib, noldan farqli bo‘ladigan hosila n tartibining juftligi f(x)
funksiyaning ¢ nugtgda ekstremumi mavjudligi uchun nafaqgat yetarli shart, balki
zaruriy shart ham ekan.
6.7-Misol. y = x™,m € N funksiyaning m — 1 tartibgacha bo‘lgan barcha hosilalar
x = 0 nugtada nolga teng va £ (0) = m! > 0. Bunda m juft bo‘lsa x =0 bu
funksiyaning minimum nugqtasi bo‘ladi, m toq bo‘lsa, y = x™ funksiya x = 0 nugtada
ekstremumga ega emas. <«
Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymati. Agar f(x) funksiya
[a, b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, Veyyershtrassning ikkinchi teoremasiga
ko‘ra funksiya bu kesmada o°zining eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadi.

Agar f(x) funksiya o‘zining eng katta M qiymatini [a, b] kesmaning ichki c
nugtasida gabul gilsa, M = f(c) giymat f(x) funksiyaning lokal maksimumi bo‘ladi.

Biroq f(x) funksiya o‘zining eng katta M qgiymatiga [a, b] kesmaning chetki

nuqgtalarida ham erishishi mumkin.
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Shuning uchun [a,b] kesmada uzluksiz f(x) funksiyaning eng katta M
giymatini topish uchun f(x) funksiyaning (a, b) oraliqdagi barcha maksimumlarini
topish kerak, [a, b] kesmaning chetki nuqtalaridagi f (a) va f(b)
giymatlarini hisoblab va ular orasidan eng y 4
kattasini tanlash kerak. f(x) funksiyaning
[a, b] kesmadagi m eng kichik giymati bu
funksiyaning (a,b) oraligdagi barcha

0¢
o/f(©)

Qe-----

minimumlari va f(a) va f(b) giymatlar

orasidagi eng kichigi bo‘ladi.
Grafigi 6.15-rasmda tasvirlangan f(x) 6.15-rasm

funksiya uchun M = f(b) vam = f(c) bo‘ladi.

6.8-Misol. Tomoni a giymatga teng bo‘lgan kavadrat shaklidagi temir tunukaning

burchaklaridan teng kvadratlar kesib olinib va chetlari qayrilib to‘g‘ri burchakli ochiq

quti yasaladi. Eng katta hajmli qutini ganday hosil gilish mumkin?

» x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida qutining v X
hajmi i )

I L

v(x) = x(a — 2x)?, 0<x<-

2 >a
formula bilan hisoblanadi (6.16-rasm). Ana shu v(x)
funksiyaning eng katta giymatini topishimiz kerak. i

. ! J

Birinchi tartibli hosilasini topamiz: 6.16-rasm

v'(x) = (a — 2x)? — 4x(a — 2x) = (a — 2x)(a — 6x).
Bu yerda v(x) funksiyaning kritik nugtalarini topamiz: x; = a/6 va x, = a/2.
(a,a/2) oraligda x; = a/6 kritik nugta yotadi.
v(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz
v (x) = —-2(a—6x) —6(a—2x) = 24x — 8a.

va uning x; = a/6 nuqtadagi giymatini hisoblaymiz:
a
v (g) = —4a < 0.

Demak v(x) funksiya x = a/6 nuqtada maksimumga erishadi:
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2 2 \* 2a®
Q=529 =56 -

[0, a/2] kesmaning chetki nugtalarida v(0) = v (%) = 0 bo‘ladi.
Shunday qilib, agar x = a/6 deb olsak quti eng katta hajmli bo‘lar ekan va
uning hajmi 22 bo*ladi. <
6.3. Funksiya grafigining gavarigligi va botiqligi
Egri chizigning gavarigligi va botigligi. Y1
y = f(x) funksiya (a,b) oraliqgda berilgan va
a<x; <x,<b bolsin. f(x) funksiya

garfigida yotgan A(xq, f(x1)) va B(x,, f(x3))

nugqtalar orqali to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. —
O ax X, b X

6.17-rasm

Bu to‘g‘ri chizigning A va B nuqtalar
orasidagi kesmasini AB vatar deb ataymiz.
6.8-Ta’rif. Ixtiyoriy x; va x,,a < x; < x, <b nuqtalar uchun A(x, f(x;)) va
B (x5, f (x,)) nugtalarni tutashtiruvchi AB vatar y = f(x) egri chizigdan pastda
yotsa, bu egri chizig (a,b) oraligda qavariq y4
deyiladi (6.17-rasm). Agar AB vatar y = f(x) egri
chizigdan yuqorida yotsa, bu egri chizigni biz

(a, b) oraliqda botiq deb ataymiz (6.18-rasm). Shu

bilan bir gatorda f(x) funksiyaning o‘zini ham 5
(a, b) oraliqda gavariq (botiq) deb ataymiz. 6.18-rasm

Endi yuqorida aytilgan A va B nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini
tuzamiz.

Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasini berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi sifatida

y—f@) _ x—x
fl)—f(x1) x—x

(6.4)

yoki
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y = ) —x1) + f(x)(xz — %)

P (6.5)
ko‘rinishda yozish mumkin. (6.5) tenglamaning o‘ng tomonini [(x) orgali belgilab, uni
y = l(x) ko‘rinishda yozamiz. U holda 6.8-Ta’rifga ko‘ra qavariq egri chiziq uchun
I(x) < f(x) (6.6)
va botiq egri chizig uchun
1(x) > f(x) (6.7)
tengsizlikni yozish mumkin.

Shunday qilib, 6.8-Ta’rifni (6.6) va (6.7) tengsizliklar orqali ifodalaymiz.
6.9-Ta’rif. Ixtiyoriy x, va x,,a < x; < x, < b nuqtalar uchun (6.6) tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, y = f(x) egri chizig (a, b) oraliqda gavariq, (6.7) tengsizlik bajarilsa, bu egri
chizigni (a, b) oraligda botiq deb ataymiz.

Funksiya grafigi qavariq (botiq) bo‘ladigan har qanday oraliq funksiyaning
qavariqlik (botiqlik) oralig‘i deb ataladi.
6.10-Teorema (gavariglik va botiglikning yetarli sharti). Agar f(x) funksiyaning
ikkinchi tartibli hosilasi ixtiyoriy x € (a,b) uchun f"(x) <0 (f"(x) > 0) bo‘lsa,
funksiya bu oraliqda qavariq (botiq) bo‘ladi.

» Agara < x; < x, < bbo‘lsa, uholda (6.15) tenglikka ko‘ra

fQ) (e —x1) + fle) (xz — %)

1)~ () = a— ~fG0) =
_ fO)(x —xg) + f(x1) (0 — x) (x—x1) + (2 —x)
= —f(x) =
Xy — X4 X2 — X1
_ UGe) = FOICe — %) — [f () — fOe)] (e — %)
X, — X

Kvadrat gavslar ichidagi ayirmalar uchun 5.12-Lagranj teoremasini qo‘llab
frd) G —x)(x —x1) — f()x —2x)(rp —x) _
X2 — X1

[f'(d) = f' ()] (x = x1) (xz — X)

X2 — X1

I(x) = f(x) =

tenglikni yozish mumkin, bu yerda x; < c <x <d < x,. Bu yerda ham f'(c) —

f'(d) ayirmaga 5.12-Lagranj teoremasini qo‘llaymiz. U holda
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f)d—c)(x —x1)(xy — x)

X2 — X1

c<s<d.

[(x) = f(x) =

Bu yerda tenglikning o‘ng tomonidagi ifodaning ishorasi f''(s) ikkinchi tartibli hosila
qiymatining ishorasi bilan bir xil (qolgan ko‘paytuvchilar musbat ishorali). Shuning
uchun (a, b) oraligda agar f'' < 0 bo‘lsa, I(x) < f(x), ya’ni f(x) funksiya gavarig;
agar f'' > 0 bo‘lsa, [(x) > f(x), ya’ni f(x) funksiya botiq bo‘ladi. <
Ikkinchi tartibli hosilaning o‘zgarmas ishoralilik

sharti gavariglik va botiglik uchun fagat yetarli shart, y4
ammo zaruriy shart emas: gavariglik va botiglik
intervallarida ikkinchi tartibli hosila nolga ham
aylanishi mumkin. Masalan, y = x* funksiya R son

o‘gida botiq, biroq uning y" = 12x? ikkinchi tartibli

hosilasi x = 0 nugtada nolga aylanadi (6.19-rasm). 0 X
6.9-Misol. f(x) = arctg x funksiyaning qavariglik L&k intervallarini

toping.

» Bu funksiya R son o‘qida aniglangan va cheksiz marta differensiallanuvchi.

Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblaymiz:

tgx)' = :

(arctg x) 1T 52

(arctg %) = ( 1 )' B 2x
aeX) =\15x2) T (14 x2)?

Ko‘rinib turibdiki x < 0 bo‘lsa (arctgx)” > 0, ya’ni funksiya (—oo,0) oraligda
botiq, x > 0 bo‘lsa (arctg x)"" < 0, ya’ni funksiya (0,+o0) oraliqda gavariq (6.20-

rasm). <«
6.10-Teoremaning va noldan farqli Ay
limitga ega funksiyaning ishorasi m/ 2_5’_;_5}_0_{8_35 ________
o‘zgarmaslik  xossasining  natijasi c
quyidagi tasdiq bo‘ladi. 7 0 X
6.1-Tasdiq. Agar f(x) funksiyaning A
f"(x) ikkinchi tartibli hosilasi ¢ T —7/2
6.20-rasm



nugtada uzluksiz va manfiy (musbat)

ishorali bo‘lsa, u holda ¢ nugtaning shunday (¢ — 6§, ¢ + &) atrofi topiladiki, bu atrofda
funksiya gavariq (botiq) bo‘ladi.

Egri chizigning burilish nuqgtasi.

6.10-Ta’rif. f(x) funksiya c nuqtaning biror atrofida aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.
Agar x o‘zgaruvchi ¢ nuqtadan o‘tishda f(x) funksiyaning gavarigligi botiglikka yoki
botigligi qavariglikka o‘tsa, ¢ nugta funksiyaning burilish nuqtasi, (c, f(c)) nugta esa
f (x) funksiya grafigining burilish nugtasi deb ataladi.

6.10-Misol. 6.2-rasmda f(x) = x3 funksiyaning grafigi va 6.8-rasmda esa unga
teskari g(x) = Vx funksiyaning grafigi keltirilgan. g(x) funksiyaning hosilasi x = 0
nugtada cheksiz. x = 0 nuqta ikkala funksiya uchun ham burilish nuqtasi bo‘ladi.
Hagigattan ham, x < 0 bo‘lsa f"'(x) =6x <0 va x > 0 bo‘lsa f'(x) > 0. Xuddi
shunday, x < 0 bo‘lsa g”"(x) = —2x7%/3/9 < 0 va x > 0 bo‘lsa g"(x) > 0. 6.10-
Teoremani inobatga olsak x o‘zgaruvchi x = 0 nuqtadan o‘tishda ikkala funksiyada
ham qavariqlik bilan botiqlik o‘rinlarini almashishadi: f(x) funksiyada gavariglik
botiglikka, g(x) funksiyada esa botiqlik gavariqlikka o‘tadi. <

1/x, x#0
0, x=0

bo‘ladi (6.21-rasm) va x o‘zgaruvchi bu nuqtadan o‘tganda gavariglik botiqlikka

6.11-Misol. f(x) ={ * funksiya x = 0 nuqgtada cheksiz hosilaga ega

o‘tadi, chunki agar x < 0 bo‘lsa f"'(x) =2/x3<0 va x>0 bo‘lsa f"(x) >0
bo‘ladi. Biroq x = 0 nuqtada funksiya uzilishga ega va shuning uchun x = 0 nuqgta bu

funksiya uchun burilish nuqtasi bo‘lmaydi. <

6.12-Misol. f(x) = x?/3 funksiya (6.14-
rasm) uchun x =0 burilish nugtasi
bo‘lmaydi, chunki x o‘zgaruvchi bu nugta

orgali o‘tganda funksiyaning qavarigligi

botiglikka o‘tmasdan, gavarigligicha qgoladi. N
Hagigattan ham, x <0 bo‘lganda ham,

x>0 bo‘lganda ham f'(x) = B
283

6.21-rasm



—2x7%/3/9 < 0 bo‘ladi. Funksiya grafigi
(0,0) nugtada “burilmasdan™ balki urinma orqgali “orgaga gaytadi”. Bu holda uni

funksiyaning qaytish nuqtasi (ba’zan o‘tkirlanish nuqtasi) deb ataladi.

6.12-Misol.  f(x) = {IS‘L(}C_ %), 3 %’ 1 L
funksiya x argument x =0 nuqtadan In(1 — x) D
o‘tishda qavariqlikdan botiglikka o‘tadi

(8.22-rasm), chunki x <0 bo‘lganda B
f'fx)=-1/(1-x)* <0 va x>0 0 X
bo‘lganda f'(x) =shx > 0. Berilgan 6.22-rasm

funksiyaning x = 0 nugtada hosilasi mavjud bo‘lmasligiga garamasdan, x = 0 nuqgta
funksiyaning burilish nugtasi bo‘ladi. Bu yerda chap va o‘ng hosilalar teng emas:
ffx=0)==-1#f'(x+0)=1. <«

6.11-Teorema (burilish nuqtasining zaruriy sharti). Funksiyaning burilish
nuqtasida ikkinchi tartibli hosila mavjud va uzluksiz bo‘lsa, u nolga teng.

» Teskarisidan farz qilaylik, ya’ni f(x) funksiyaning c burilish nuqgtasidagi ikkinchi
tartibli hosilasi noldan farqgli bo‘lsin, ya’ni masalan f''(c¢) < 0 (f"'(c) > 0) bo‘lsin. U
holda 6.2-tasdiqga ko‘ra c¢ nuqtaning shunday (c —&,c + &) atrofi topiladiki, bu
atrofda f(x) funksiya gavariq (botiq) bo‘ladi. Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki c
nuqgta bir vaqtning o‘zida ham qavariqlik (botiqlik), ham burilish nuqtasi bo‘lmaydi.
Ana shu zidlik teoremani isbotlaydi. <

6.12-Teorema (burilish nugtasining birinchi yetarli sharti). Agar c¢ nugtada
uzluksiz f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"(c) = 0 yoki f"(c) mavjud
bo‘lmasa va x o‘zgaruvchi ¢ nuqtadan o‘tishda f''(x) hosila o‘z ishorasini o‘zgartirsa,
c nugta f (x) funksiyaning burilish nuqtasi bo‘ladi.

» 1) x <c bo‘lganda f"'(x) <0 va x > c bo‘lganda f"'(x) > 0 bo‘lsin. 6.10-
Teoremaga ko‘ra x < ¢ bo‘lganda f(x) gavariq va x > ¢ bo‘lganda esa botiq bo‘ladi.

Demak 6.10-Ta’rifga ko‘ra x = ¢ nugta f(x) funksiyaning burilish nuqtasi bo‘ladi.
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2) x < ¢ bo‘lganda f"'(x) >0 va x > c bo‘lganda f''(x) < 0 bo‘lsin. 6.10-
Teoremaga ko‘ra x < ¢ bo‘lganda f(x) botig va x > ¢ bo‘lganda esa gavariq bo‘ladi.
Demak 6.10-Ta’rifga ko‘ra x = c nugta f (x) funksiyaning burilish nuqtasi bo‘ladi. <«
6.13-Teorema (burilish nugtasining ikkinchi yetarli sharti). Agar biror ¢ nugtada
f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga teng: f''(c) = 0 va uchinchi tartibli
hosilasi noldan fargli: f'''(c) # 0 bo‘lsa, ¢ nugta f(x) funksiyaning burilish nugtasi
bo‘ladi.

» Teoremaning shartidan f(x) funksiya c nugtaning biror U, (c) atrofida kamida ikki
marta differensiallanuvchi ekanligi kelib chigadi. f"(x) funksiyani (5.84) Piano

goldiq hadli birinchi tartibli Teylor formulasi bilan tasvirlaymiz:

Fre0 = e + O = () + a@) - o),

bu yerda a(x) funksiya x = ¢ nugtada cheksiz kichik.
lima(x) =0, im(f""(c) +a(x)) =f"()#0
X—C

X—C

bo‘lganligi uchun noldan farqli limitga ega funksiyaning o‘zgarmas ishoralilik
xossasiga ko‘ra ¢ nugtaning shunday U, (c) atrofi topiladiki, bu atrofda f"'(c) + a(x)

24

yig‘indining ishorasi f'"'(c) qo‘shiluvchisining ishorasi bilan bir xil bo‘ladi. U holda ¢
nugtaning U(c) = U;(c) N U,(c) atrofida x o‘zgaruvchi ¢ nuqta orqali o‘tganda
f"(x) funksiya (x — c) ko‘paytuvchi bilan o‘z ishorasini o‘zgartiradi. Demak 6.12-

Teoremaga ko‘ra ¢ nuqgta f (x) funksiyaning burilish nugtasi bo‘ladi. <

6.4. Funksiya grafigining asimptotalari
Agar y = f(x) tenglama bilan berilgan egri chizigning biror bo‘lagi
cheksizlikka intilsa, bu egri chizigni cheksiz bo‘lakli egri chiziq deb ataymiz.
6.11-Ta’rif. Cheksiz bo‘lakli y = f(x) egri chizigning asimptotasi deb shunday I(x)
to‘g‘ri chizigqa aytamizki, bunda [(x) to‘g‘ri chiziqdan egri chizigning M
nuqtasigacha bo‘lgan (M) masofa M nuqta egri chiziq bo‘ylab cheksiz
uzoqglashganda nolga intiladi (6.23-rasm).

Asimptotalar uch ko‘rinishda: vertikal, og‘ma va gorizontal asimptotalar bo‘ladi.
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Vertikal asimptotalar. Agar

lim f(x)va lim f(x) bir tomonlama
x—>c+0 x—>c—0

limitlarning kamida bittasi cheksiz bo‘sa

x=c to‘g'ri chizigni y= f(x)

funksiya grafigining vertikal asimptotasi

deb ataymiz. 6.23-rasm

y = f(x) egri chizigning vertical asimptotalarini topish uchun:

1) f(x) funksiyaning Ox o‘qdagi uzilish nuqgtalarini topamiz;

2) ular orasidan f(x) funksiyaning kamida bitta limiti (chap yoki 0‘ng) +oo yoki
—oo bo‘ladiganlarini tanlaymiz. Bular x4, x5, ..., x,, bo‘lsin. U holda x = x;, x = x5,
.oy X =X, to‘gri chiziglar y = f(x) funksiya grafigining verikal asimptotalari
bo‘ladi.

1

6.13-Misol. y = ex-z funksiya

grafigining  vertikal  asimptotalarini

topamiz. Bu funksiya R son o‘qining

x =2 nugtadan  boshga  hamma """ S

nuqgtalarida aniglangan. x = 2 nuqtadagi

0 x
chap va o‘ng limitlarni hisoblaymiz: 6.24-rasm
1 1
lim ex-2 =0va lim ex-2 = +oo,
x—-2-0 x—-2+0

Demak, x = 2 to‘g‘ri chiziq qaralayotgan funksiyaning x o‘zgaruvchi x = 2 nuqtaga
o‘ngdan intilganda asimptotasi bo‘lar ekan (6.24-rasm). <

6.14-Misol. y = 1/(1 — x?) funksiyaning vertikal asimptotalarini toping.

» Funksiya ifodasidagi kasr maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

_ 1 _ 1
T 1-x2 (1-x)1+x)

y

Ko‘rinib turibdiki x = —1 va x =1 to‘g‘ri chiziglar ikki tomonlama vertikal

asimptotalar bo‘ladi (6.25-rasm), chunki
1 1

lim = +o0 lim = —00
x—>-1-01 — x2 ’ x->-1+0 1 — x2 ’
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= 400, <4

—o00 lim
’ x>1+01 — x2

lim ! =
x->1-01 — x?2
Og‘ma asimptotalar. y = f(x) funksiya barcha x > a (yoki x < a) nugtalarda
aniglangan bo‘lsin. y =kx+ b to‘gri chiziq y = f(x) funksiya grafigining
asimptotasi bo‘lsin. Bunday asimptotani 0g ‘ma asimptota deb ataymiz.
Aniglik uchun x argumentning musbat ishorali katta giymatlarini garaymiz.
y = kx + b to‘g‘ri chiziq y = f(x) egri chizigning asimptotasi degani ta’rifga ko‘ra
egri chizigning M(x, f(x)) nuqtasidan bu to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan § masofa x
o‘zgaruvchi musbat cheksizlikka intilganda: x — +o0, nolga intiladi.

yﬂ

R
—_

I
—_

6.25-rasm 6.26-rasm

a (a # m/2) orqgali asimptotaning Ox o‘q bilan tashkil gilgan burchagini belgilaymiz.
6.26-rasmda & = |[MN|cosa ekanligi ko‘rinib turibdiki. cosa = const # 0
bo‘lganligi uchun x —» +oco da & miqgdorning nolga intilishi [MN| migdorning ham
nolga intilishini ta’minlaydi va aksincha. [MN| = |f(x) — kx — b| ekanligini inobatga
olsak, y = kx + b to‘g‘ri chiziq y = f(x) egri chizigning x — +oco da asimptotasi
bo‘lishligi uchun
Jim (f() = kx =b) = 0

bo‘lishi zarur va yetarli degan xulosaga kelamiz. So‘ngi tenglikni cheksiz kichik
miqdorlar orgali ifodalasak

f(x)=kx+b+ a(x) (6.8)
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buyerda lim a(x) = 0.
X—+0o0

y = f(x) egri chizigning x = +o0o da y = kx + b to‘g‘ri chiziq asimptotasi
bo‘ladi degan tasdigning ma’nosi shundan iboratki, x — +oc0 da y = f(x) funksiya
o‘zini “qaryib chiziqli funksiya singari” tutadi, ya’ni y = kx + b chizigli funksiyadan
x — +oo da cheksiz kichik migdorga farq giladi.
6.14-Teorema. y = f(x) funksiyaning grafigi x > +c0 da y=kx+b og'ma

asimptotaga ega bo‘lishligi uchun

im L9 —p va lim [fGo) —kx] = b (6.9)

x—>+00 X xX—+00
ikkala limitning ham mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.
» Zaruzligi. y = f(x) funksiyaning grafigi x -+ da y=kx+b og'ma
asimptotaga ega bo‘lsin, f(x) funksiya uchun (6.8) tasvir o‘rinli bo‘lsin:

f(x) =kx+ b+ a(x) buyerda a(x) i 0.

U holda
b
OB [k+_+@ —k
X—+00 X X—+o00 X X
lim [f(x) —kx] = lim [b+ a(x)] = b,
xX—+o00 X—+0o

ya’ni (6.9) ikkala limit ham mavjud.

Yetarliligi. (6.9) tengliklardagi ikkala limit ham mavjud bo‘lsin. Ulardan
ikkinchisining mavjudligi f(x) — kx — b ayirmani x — +oo da cheksiz kichik migdor
deb mulohaza yuritishga imkon beradi, Bu ayirmani a(x) orqgali belgilasak, quyidagi
tenglikka ega bo‘lamiz

f(x) =kx+ b+ a(x) buyerda a(x) i 0.
Bu esa y = f(x) funksiya grafiga y = kx + b og‘ma asimptotaga ega degan ma’noni
anglatadi. <«
x = —oo hol ham xuddi shunday tadqiq gilinadi.
6.15-Misol. y = x2/(x — 1) funksiyaning asimptotalarini toping.
» Funksiyaning ifodasidan uning grafigi x = 1 vertikal asimptotaga ega degan
xulosaga kelamiz. Funksiyaning ko‘rinishini o‘zgartiramiz:
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x2 x2—1+1
f(x) x—1 x—1 X+ +x—1

So‘ngi 1/(x — 1) qo‘shiluvchi x — oo

da nolga intiladi. Shunday gilib, Y

f(x) = x?/(x — 1) funksiyani
f(x)=x+1+ a(x),
ko‘rinishda yozish mumkin ekan, bu
yerda a(x) =1/(x — 1)x_)—>oo 0. 6.14-

y=x+1

1
Teoremaga ko‘ra berilgan funksiya —1_/ 0

v

y=x+1 og‘ma asimptotaga ega

degan xulosaga kelamiz (6.27-rasm). <«

A= f(x)—kx—b ayirmaning 6.27-rasm
ishorasini tekshirish orgali muhim

xulosalar chigarish mumkin. Agar A> 0 bo‘lsa, egri chiziq asimptotadan yuqorida;
A< 0 bo‘lsa, asimptotadan pastda joylashgan bo‘ladi.

Gorizontal asimptotalar (k = 0 bo‘lgan xususiy hol)

Agar f(x) funksiya uchun YA
Jim £ = b 2
(yoki lim f(x) = b)

X y = arctg x
chekli limit mavjud bo‘lsa, >
y=>b to‘g‘ri chiziq y = f(x) 0 ¥
funksiya grafigi mos ravishda
o‘ng yoki chap bo‘lagining —g
gorizontal asimptotasi bo‘ladi. 6.28-rasm

6.16-Misol. y = arctg x funksiyaning gorizontal asimptotalarini topamiz.

» Funksiyaning cheksizliklardagi limitlarini hisoblaymiz:
: _ T : _ T
xl_l)rpooarctg X =z, xl_l)r_nooarctg Xx=-x
Shunday qilib, y = arctg x funksiyaning o‘ng bo‘lagi y = m/2, chap bo‘lagi esa
y = —m /2 gorizontal asimptotalarga ega bo‘lar ekan (6.28-rasm). <«
289



sinx

6.17-Misol. y = , ¥(0) = 1 funksiyaning gorizontal asimptotasini topamiz.

X
» Funksiyaning cheksizlikdagi limiti nolga teng:
sinx

lim =
X—00 X

sinx

Shuning uchun y =0 to‘g‘ri chiziq y = , y(0) =1 funksiyaning gorizontal

X

asimptotasi bo‘ladi (6.29-rasm). «

y4 sin x
y =
/N
3 T ——n 0 T — on 3T X
6.29-rasm

6.17-Misoldan ko‘rinib turibdiki y = f(x) egri chiziq o‘zining asimptotasini cheksiz

ko‘p marta ham kesib o‘tishi mumkin ekan.

6.5. Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi va funksiya grafigini yasash

Funksiyaning holati haqida eng yaxshi ko‘rsatmali tasavvurni uning grafigi
beradi. Funksiyaning grafigini yasashdan oldin uni limitlar nazariyasining va
differensial hisobning metodlari bilan quyidagi bosqgichlarda tekshiriladi:

1) funksiyaning aniglanish sohasi topiladi, uning juftlik yoki toglik xossasi va
davriyligi aniglanadi;

2) funksiyzning uzilish nuqtalari topiladi va ularning turlari aniglanadi, funksiya
grafigining vertikal asimptotalari va uzluksizlik oraliglari aniglanadi;

3) funksiya grafigining koordinata o‘qlarini kesib o°tish nuqtalari topiladi, ya’ni
f(0) giymat va f(x) = 0 tenglamaning ildizlari topiladi;

4) funksiyaning kritik nuqtalari topiladi va ular orasidan ekstremum nugqtalar
aniglanadi, ekstremum nugtalarda funksiyaning giymatlari hisoblanadi, funksiyaning
monotonlik intervallari aniglanadi;

5) funksiyaning burilish nuqtalari topiladi va bu nugtalarda funksiyaning
giymatlari hisoblanadi, gavariglik va botiglik intervallari aniglanadi;

6) x - +oo da funksiyaning o‘zgarishi tekshiriladi, ya’ni funksiya grafigining
og‘ma va gorizontal asimptotalari topiladi.
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Funksiyani tekshirishning sanab o‘tilgan bosqichlarining natijalari funksiya
grafigining xomaki chizmasini yasash inkonini beradii. Grafikning xomaki chizmasini
yasashni osonlashtirish uchun bu natijalardan jadval tuzish magsadga muvofiq bo‘ladi.
6.18-Misol. y = 1/(1 + x?) funksiya grafigini yasang.

» 1) Funksiyaning aniglanish sohasi R son o‘gidan iborat: D(y) = (—o0, 4+ 0);
funksiya juft: f(—x) = f(x), shu sababli uning grafigi Oy o‘qga nisbatan simmetrik;
davriy emas; funksiyaning juftligidan, uning grafigini x = 0 yarim o‘qda yasash
yetarli, so‘ngra Oy o°‘qqa nisbatan simmetrik tasvirlanadi;

2) funksiyaning uzilish nuqtalari va vertikal asimptotalari yo‘q; R son o‘qida uzluksiz;
3) x = 0 bo‘lganda y = 1; ixtiyoriy x € R uchun y # 0,y > 0, ya’ni funksiya grafigi
y > 0 yugori yarim tekislikda yotadi;

4) y' = —2x/(1 + x?). Hosilani nolga tenglashtirib x = 0 kritik nuqtani topamiz.
x < 0 bo‘lganda funksiya o‘sadi va x > 0 bo‘lganda funksiya kamaydi; x o‘zgaruvchi
x = 0 nuqtadan o‘tganda y’(x) hosila oz ishorasini minusdan plyusga o‘zgartiradi.

Demak x = 0 maksimum nuqgta ekan: f,.x = f(0) = 1.

1!

V3,

>'<V

6.30-rasm

5) Ikkinchi tartibli hosila y'" = —2(1 — 3x2)/(1 + x%)? vau x = +1/+/3 nuqtalarda
nolga aylanadi. Simmetriyani inobatga olib x = 1/+/3 nuqtada tekshiramiz. x < 1/4/3
bo‘lsa y'" < 0 shu sababli funksiya grafigi gavariq; x > 1/v/3 bo‘lsa y"' > 0 shu
sababli funksiya grafigi botig. Demak x = 1/4/3 nugta funksiya grafigining burilish

nuqtasi bo‘lar ekan.

6) lim f(x) = lim ~=0. Demak y =0 to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining
x—+oo x—too 1+x

gorizontal asimptotasi bo‘lar ekan. Uning og‘ma asimptotasi yo‘q.

Olingan natijalardan quyidagi jadvalni tuzamiz:
291



1 1 1 1 1 1
X '_a%"gg “VE —TVE,O 0 05?? V? j7§,+09
f'(x) + + + 0 - - -
f(x) + 0 — —2 — 0 +
f(x) 2 burilish 2 max \ burilish \
nugtasi nugtasi

Jadvalda “7” strelka funksiyaning o°‘sishishini, “\” strelka esa funksiyaning
kamayishini anglatadi. Funksiyaning grafigi 6.30-rasmda tasvirlangan. <
6.19-Misol. y = }/x(x — 1)2 funksiya grafigini yasang.
» 1) Funksiyaning aniglanish sohasi R son o‘gidan iborat: D(y) = (—o0,+00);
funksiya juft ham emas, tog ham emas va davriy ham emas;
2) funksiyaning uzilish nuqtalari yo‘q (demak vertikal asimptotalari yo‘q) va R son
o‘qida uzluksiz;
3) funksiya grafigi koordinatalar boshidan o°tadi, bundan tashqari, f(1) = 0.
4) f(x) funksiyaning hosilasi

3x —1

3Yx2(x — 1)

R son o°‘qining barcha nugqtalarida mavjud, x = 1/3 nuqgtada nol (f(x) funksiyaning

£/ =

statsionar nuqtasi), x = 0 va x = 1 nuqtalarda esa cheksiz. f(x) funksiyaning bu
kritik nugtalari atrofida f’(x) hosilaning o‘zgarishini tekshiramiz.

x o‘zgaruvchi x = 0 nuqtadan o‘tganda hosila o‘z ishorasini o‘zgartirmaydi,
ya’ni bu nuqtada ekstremumning yetarli shart bajarilmaydi. x = 0 nuqta ekstremum
nugta bo‘lmaydi.

x = 1 kritik nuqtaga o‘tamiz.

] . ) 3x —1
Am fi(x) = lim 31 %
3x —1
lim f'(x) = lim +00

x—>1+0

x—1+0 33/x2(x — 1) B
bo‘lganligi uchun x = 1 nuqtaning atrofida x < 1 bo‘lganda f'(x) <0 va x > 1
bo‘lganda f'(x) > 0 bo‘ladi, ya’ni x o‘zgaruvchi x = 1 nuqtadan o‘tganda f'(x)
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hosila o‘z ishorasini minusdan plyusga o‘zgartirar ekan. Shuning uchun 6.7-
Teoremaga ko‘ra bu nuqgta f(x) funksiyaning minimum nugqtasi bo‘ladi va uning
minimal giymati f,;, = f(1) = 0. °

yﬂ
x = 1/3 nugtada f'(x) hosila nolga

3
aylanadi. x  o‘zgaruvchi x =1/3 | Y = Vx(x —1)?

nugtadan o‘tganda f'(x) hosila o‘z

ishorasini plyusdan minusga o‘zgartiradi. .

=
— o
Ry

Shuning uchun 6.6-Teoremaga ko‘ra bu
nugta f(x) funksiyaning maksimum y=x-3
nuqtasi bo‘ladi va uning maksimal

giymati fo.x = f(1/3) = V4/3 = 0,53.
Shunday qilib, x € (—o,1/3) bo‘lganda f'(x) >0 va 6.3-Teoremaga ko‘ra bu

6.31-rasm

oraliqda o‘sadi, x € (1/3,0) bo‘lganda f'(x) < 0 va 6.3-Teoremaga ko‘ra bu oraligda
kamayadi, (1, +0) oraliqda esa yana f'(x) > 0 va funksiya bu yerda o‘sadi.
5) f (x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

2
1= 93/x5(x — 1)*

hech bir nugtada nolga aylanmaydi, x =0 va x = 1 nugtalarda mavjud emas. x
o‘zgaruvchi x = 0 nuqtadan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila oz ishorasini plyusdan
minusga o‘zgartiradi, ya’ni 6.12-Teoremaga ko‘ra x = 0 nuqta f(x) funksiyaning
burilish nuqtasi bo‘ladi. x o‘zgaruvchi x = 1 nuqtadan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila
o‘z ishorasini o‘zgartirmaydi va bu nuqgta f(x) funksiyaning burilish nugtasi
bo‘Imaydi.

Shunday qilib, (—o0,0) oraligda f"'(x) > 0 va f(x) funksiya bu yerda botiq;
x € (0,1) va x € (1,+x) bo‘lganda f'(x) <0 va bu oraliglarda f(x) funksiya
gavarig.

6) 6.14-Teoremadagi

3 _ 1 2
k= lim 23 _ i X D7 (1——) ~1

va
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b= lim[f(x) - kx] = lim (Vx(x = 1)? - x) =

1\ 1+y)23 -1 2
zlimx((l——> —1>=—lim( y) = __
X—00 X y—0 y 3

limitlar mavjud ekan, shuning uchun f(x) funksiya grafigi y = x — 2/3 tenglamali
ikki tomonlama asimptotaga ega bo‘ladi.

Topilgan natijalardan quyidai jadvalni tuzamiz:

1 1
fl(x) + +OO + O — manUd +
emas
£ () + mavjud _ _ _ mavjud _
emas emas
f(x) 7 burilish 7 max | \ min 7
nugtasi

Jadval asosida funksiyaning grafigini chizamiz (6.31-rasm). «
6.19-Misol. Quyidagi funksiyaning grafigini yasang

1
y=X+;.

» 1) R son son o‘qining x = 0 nugtasidan boshga barcha nugtalarda aniglangan:
D(y) = (=0,0) U (0, +0);
2) x = 0 nuqgta 2-tur uzilish nugtasi, shuning uchun x = 0 to‘g‘ri chiziiq vertikal
asimptota bo‘ladi; funksiya juft ham emas, toq ham emas va davriy ham emas;
3) y = 0 desak x3 + 1 = 0 tenglamaga v
ega bo‘lamiz va uning yechimi x = —1
bo‘ladi, shuning uchun funksiyz grafigi Ox

o‘gqni (—1, 0) nuqgtada kesib o‘tadi;

4) funksiyaning hosilasini olib, nolga

tenglashtiramiz: -1 o/ 1. R
2 x3-2 V2 ¥
r__ — — 3 —
y=1-—=—7-=0 x*-2=0,
6.32-rasm

ya'ni x =3/2 kritik nuqtabo‘ladi. x =0
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nugtada hosila cheksiz, demak funksiyaning ikkita x = 0 va x = V2 kritik nuigtalari

bor ekan. Bu nuqtalar atrofida hosilaning ishoralarini tekshiramiz:

x <0 bo‘lsa f'(x) > 0 bo‘ladi, shuning uchun funksiya grafigi (—oo,0) oraligda

osadi; 0 < x < /2 bo‘lsa f'(x) < 0, shuning uchun funksiya grafigi (0, /2) oraligda

kamayadi, x > /2 bo‘lsa, yana f'(x) > 0 bo‘ladi, shuning uchun (3/2, +o0) oraliqda

funksiya grafigi o‘sadi. Funksiya x = Y2 nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun 6.7-

Teoremaga ko‘ra x = 3/2 funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi va f, = f (i/f) ~

1,89;

5) Ikkinchi tartibli hosila barcha x # 0 nuqgtalarda

bo‘lganligi uchun, funksiya o‘zining aniqlanish sohasida botiq.

6) 6.14-Teoremadagi

limitlar

II

y:

6
F>O

X+

2 1
o= lim == = lim —= = lim (1+—) = 1,
x—->o X X— 00 X X—00 X
b=1li kx] = i L ] =tm==o0
= lim [/ () — kx] = Jim | + 5 — x| = lim —5 =

tomonlama asimptotaga ega bo‘ladi.

Topilgan natijalardan quyidai jadvalni tuzamiz:

mavjud ekan, shuning uchun f(x) funksiya grafigi y = x tenglamali ikki

x |- 1 CLO [ 5 [(032) V2 | (V2 +)
£ (%) + 4 + mavjud _ 0 +
emas
£ (%) + + + mavjud _ + —
emas
x=0 )
asimptota

Jadval asosida funksiya grafigini 6.32-rasmda tasfirlaymiz. <

6.6. Tenglamaning haqiqiy ildizlarini taqgribiy hisoblash

Masalaning qo‘yilishi. Bir o‘zgaruvchili chiziqli bo‘lmagan

fx)=0
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tenglamani yechish zarurati ilmiy tadgigot va texnik tadbiglarda yuzaga keladi.
Xususan g(x) funksiyaning statsionar nugtalarini topish g'(x) = f(x) =0
tenglamani yechishga olib keladi. Umumiy holda masala (6.10) tenglamani f(x*) =0
ayniyatga aylantiradigan x* giymatni topishdan iborat. Bunday giymatlar (6.10)
tenglamaning ildizlari (yoki yechimlari) deb ataladi.

Ma’lumki, f(x) funksiya biror oraligda gat’iy monoton bo‘lsa, u teskari
funksiyaga ega. Bu holda teskari funksiya y = 0 nugtada aniglangan va analitik
berilgan bo‘lishi mumkin. Bu holda aniq analitik yechim topiladi. Biroq umumiy holda
analitik yechishining imkoni yo‘q. Shu sababli (6.10) tenglamani taqribiy yechish
muhim ahamiyat kasb etadi.

Masalaga qo‘yiladigan umumiy shartlar. (6.10) tenglamani yechish uchun, biz
dastlab tenglamaning ¢ ildizi yakkalangan deb faraz qilamiz, ya’ni bu ildizdan boshga
ildiz yotmaydigan [a, b] kesma mavjud: a < & < b.

Agar buning ustiga f(x) funksiya kesmaning chetki nuqgtalarida turli ishorali
f(a) va f(b) qiymatlarni gabul qilsa, ildizni o‘zida saqlovchi kesmalarni ketma-ket
teng ikkiga bo‘lib va bo‘linish nugtalarida f(x) funksiya giymatining ishorasini
aniglab, kesmalarni toraytirish hisobiga ildizni taqribiy hisoblash mumkin. Biroq bu
usul oddiyligiga qaramasdan, amaliyotda ba’zan foydasiz yoki juda ham ko‘p
hisoblashlarni talab gilishi mumkin. Kitobxon mazkur bo‘limda (6.10) tenglamani
tagribiy yechishning oddiy va maqgsadga tez yetaklovchi ikkita usuli bilan tanishadi.
Bu yerda biz yana differensial hisobning tushunchalari va metodlaridan foydalanamiz.

Ikkala usulda ham quyidagi umumiy shartlar bajariladi deb faraz gilamiz:

1) f(x) funksiya va uning f'(x), f" (x) hosilalari [a, b] kesmada uzluksiz;

2) funksiyaning kesma chetki nuqtalaridagi f(a) va f(b) giymatlari turli
ishorali: f(a) - f(b) < 0;

3) ikkala f'(x) va f"(x) hosilalarning har biri [a,b] kesmada ishorasini
o‘zgartirmaydi.

1) va 2) shartlar (6.10) tenglamaning [a,b] kesmada ildizi mavjudligini

ta’minlaydi (4.22-Teorema). 3) shartga ko‘ra f'(x) hosila kesmada ishorasini
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o‘zgartirmaydi, shuning uchun u bu kesmada yoki o‘sadi yoki kamayadi, bu esa
ildizning yagonaligini ta’minlaydi. f"'(x) hosila ishorasini o‘zgartirmasligi funksiya
grafigining kesmada qavariq yoki botiqgligini ta’minlaydi. 6.33-rasmda f'(x) va f"'(x)
hosilalarning turli ishoralari kombinatsiyalariga mos keluvchi to‘rtta hol tasvirlangan.

yl

Q|

6.33-rasm
Bu hollarning har biriga birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarning quyidagi
kombitatsitasi mos keladi; ixtiyoriy x € [a, b] uchun
1) f'(x)>0, f"(x)>0,
2)f'(x)>0, f"(x) <0,
) f'(x)<0, f'"(x)>0,
4 f'(x)<0, f"(x)<O.
Vatarlar usuli. Aniglik uchun [a,b] =~ O

yl

kesma nugtalari uchun f'(x) > 0,
f"(x) <0 o‘rinli bo‘lsin. A(a, f(a))
va B(b, f(b)) nuqgtalarni AB vatar

bilan tutashtiramiz (6.34-rasm). Bu vatar A va B nuqtalardan o‘tuvchi, tenglamasi

y—f(a) _x-a
f®)—f@ b-da

bo‘lgan to‘g‘ri chizigning kesmasi bo‘ladi. AB vatar Ox o‘qni kesib o‘tadigan a; nuqta

(6.11)

a va ¢ nuqtalar oralig‘ida yotadi va ¢ ildizga a nuqtaga nisbatan yaqinroq bo‘ladi,
demak uni ¢ ildizning a giymatga nisbatan anigroq tagribiy giymati deb garash
mumkin. (6.11) tenglikda x o‘rniga a, qiymatni qoyib

f(a)(b—a)

“= ) f@ (612
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tenglikka ega bo‘lamiz. Agar ¢ ildizning tagribiy giymati sifatida a, qiymatni
oladigan bo‘lsak, AB yoy o‘rniga AB vatarni olgan bo‘lamiz. Vatarlar usulining asl
ma’nosi ham shundan iborat. Endi AB yoyda abssisasi a; bo‘lgan A; nugtani olamiz

va A; va B nuqtalardan A, B vatar o‘tkazamiz. Bu vatar Ox o‘q bilan
. b—a)fa)
2 fb) - f(ay)

nuqtada kesishadi. a, nugta a; nuqta bilan ¢ ildiz oralig‘ida yotadi. Shuning uchun a,

giymat ¢ ildizning a, taqribiy qiymatga nisbatan aniqroq taqribiy qiymati bo‘ladi. Bu
jarayonni davom ettirib, o‘sib boruvchi taqribiy qiymatlar ketma-Kketligini hosil
gilamiz:

A< <a; < <a,<0pyq <<€
Bunda ikkita ketma-ket qiymat (6.12) tenglikga o‘xshagan

o (b-af(a)
T T ®) — fa)

formula bilan bog‘langan.

(6.13)

Endi n o‘sishi bilan a, — ¢ ekanligini isbotalymiz. Hagigattan ham, 3.12-
Teoremaga ko‘ra monoton o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan (masalan, ¢ ildiz
bilan) a,, ketma-ketlik chekli ¢ < & limitga intiladi. (6.13) tenglikda limitga o‘tsak va
bunda f (x) funksiyaning uzluksizligini inobatga olsak

(b - a)f (@ _
fb) = f(a)
bundan esa f(a) = 0. (6.10) tenglamaning [a, b] kesmada ¢ ildizdan boshqga ildizlari

0

yo‘qligi tufayli &« = & bo‘ladi.

6.34-rasmda Ox o‘qdagi a4, a,, ... nuqtalar ketma-ketligi ¢ ildizga asta-sekin
yaginlashib borishi tasvirlangan.

Shunday qilib, yugoridagi goidani yetarli sonda takrorlab ¢ ildizning tagribiy
giymatini ixtiyoriy aniglikda hisoblash mumkin. Olingan taqgribiy giymat uchun
xatolikni baholaymiz. Buning uchun f(a,) — f (&) ayirmaga (5.64) chekli ayirmalar
formulasini qo‘llaymiz:

f(an) = f(an) _f(g) = (an - E)f’(c)r (a, <c<$)
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Bu yerdan
_flan).
f'@©)’
agar m orqali |f'(x)| ifodaning [a, b] kesmadagi eng kichik giymatini belgilasak

an_f

1f (@)l 6.1

m

la, = ¢ <
baholashni hosil gilamiz.

6.34-rasmda barcha vatarlarning bir uchi B(b, f(b)) nugtada joylashgan va
(6.13) formulada ham har bir tagribiy yaginlashish f(x) funksiyaning f(b) giymati
orgali hisoblangan. Shuning uchun biz B(b, f(b)) nuqtani qo‘zg‘almas nuqta deb
ataymiz. Qo‘zg‘almas nuqta sifatida A(a, f (a)) nugtani ham olish mumkin.

Agar [a, b] kesmada f'(x) va f"(x) hosilalarni ishorasi bir xil bo‘lsa (6.33-
rasmda 1) va 4) hollar) qo‘zg‘almas nuqta sifatida B (b, f (b)) nuqta olinadi va tagribiy
yaginlashishlar (6.13) formula bilan hisoblanadi. Qaralayotgan kesmada f'(x) va
f""(x) hosilalarni ishorasi har xil bo‘lsa (6.33-rasmda 2) va 3) hollar) qo‘zg‘almas
nuqta sifatida A(a, f(a)) nugtani olish kerak va tagribiy yaginlashishlar

o —q @ af@)
f(a) = f(an)

formula bilan hisoblanadi.

(6.15)

6.20-Misol. x3 + 5x% — 2x — 5 = 0 birorta tagribiy ildizini 0,01 aniglikda toping.
» f(1)=-1 va f(2) =19 ekanligidan tenlamaning kamida bitta ildizi [1,2]
kesmada yotadi degan xulosaga kelamiz. Hosilalarini topamiz:
f'(x) =3x*4+10x—2, f"(x) = 6x+ 10.
Ularning ikkalasi ham [1,2] kesmada musbat ishorali gimat gabul giladi. f'(x)
hosilaning bu kesmadagi eng kichik giymati m = f'(1) = 11 bo‘ladi.
Endi yaqginlashish ketma-ketligini tuzamiz:

. fwe-v . -2 2
a, = —m—1—19+2—1+21—1,05

Funksiyaning bu nugtadagi giymatini hisoblaymiz:
f(1,05) = 1,05 +5-1,052—2-1,05—-5 = —0,42987
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Xatolikni (6.14) boyicha tekshiramiz:

f(a))]  0,42987
f— < o
las =4l = m 11

Demak hali talab gilingan aniglik yo‘q va shuning uchun keying yaqinlashishni

= 0,03908

tuzamiz:
B f(1,05)(2 — 1,05)
f(2) - f(1,05)

|f(ay)| 0,178
a, — &l < —

Hali ham talab qilingan aniqlikka erishilgani yo‘q. Shuning uchun keying

a, = 1,05 =1,071, f(ay) = f(1,071) = —0,178,

= 0,01619

yaqginlashishni tuzamiz:

f(1,071)(2 — 1,071)
f(2) = f(1,071)

f(as) = f(1,0796) = —0,0727,

f(as)l 00727
— < =
las — ¢l < m 11

Talab qgilingan aniglikka erishdik. Shuning uchun tenglamaning 0,01 aniqlikdagi

az; = 1,071 — = 1,0796,

= 0,0066 < 0,01

taqribiy ildizi sifatida & = 1,0796 giymatni olish mumkin. <
Nyuton goidasi (Urinmalar usuli). f(x) funksiyaga nisbatan shartlar o‘rinli va (6.10)
tenglamaning ildizi [a, b] kesmada yakkalangan bo‘lsin.
Funksiyz grafigiga B(b, f(b)) nuqtada urinma o‘tkazamiz (6.35-rasm). Bu
urinma tenglamasi (5.14) formulaga ko‘ra
y—fb)=f'"(b)(x—D) (6.16)
ko‘rinishda bo‘ladi. Urinmaning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasini b; orqali
belgilaymiz. Bu b; nugta Ox o‘qda & va b nugqtalar oralig‘ida yotadi, ya’ni u & aniq
ildizga yaginrog. Shuning uchun b; giymatni (6.10) tenglamaning tagribiy yechimi
deb olish mumkin. x = b, bo‘lganda y = 0 bo‘ladi. Shuning uchun (6.16) tenglikda x
o‘rniga b, qiymatini qo‘yamiz:
—f(b) = f'(b)(by — b).

Bu yerda b, giymatni topamiz:
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b, =b— % (6.17)
Endi AB yoyda abssisasi b, bo‘lgan B; nugtani olamiz va bu nugtada urinma
o‘tkazamiz. Bu urinmaning Ox o‘q vt
bilan kesishish nugtasini b, orgali
belgilaymiz. b, nugta ¢ aniq ildiz va b,
nuqta oralig‘ida yotadi: ¢ < b, < b;.

Bu jarayonni davom ettirib. Kamayib

boruvchi

> by > >€ 6.35-rasm

tagribiy giymatlar ketma-ketligini hosil gilamiz. Bunda keyingi giymat oldingisi orgali
_ fby
f'(by)

formula bilan topiladi. Quyidan ¢ aniq ildiz bilan chegaralangan monoton kamayuvchi

(6.18)

b1 = by

by, by, ... ketma-ketlik 3.12-Teoremaga ko‘ra biror § nuqtaga intiladi. Bu g berilgan
(6.10) tenglamaning ildizi bo‘ladi. Haqiqattan ham, (6.18) tenglikda limitga o‘tsak va

f (x) funksiyaning uzluksizligini inobatga olsak

fB) _ _ _
AON 0, bundanesa f(f) =0vap =¢.

6.35-rasmda b4, b,, ... taqribiy giymatlar ketma-ketligi ¢ tagribiy yechimga yaginlashib

borishi rasvirlangan.

M orgali "' (x) ikkinchi tartibli hosilaning [a, b] kesmadagi eng katta qiymatini,
m orgali esa f'(x) birinchi tartibli hosilaning [a, b] kesmadagi eng kichik giymatini
belgilaymiz. Tagribiy yaginlashishdagi xatolik (6.14) tengsizlik bilan baholanadi va
bundan tashgari bu xatolik

M
|bnss = €I < o—1by = €12 (6.19)
tengsizlikni ham ganoatlantiradi.O‘ng tomonda ikkinchi daraja turibdi, ana shu daraja

b, tagribiy yechimlarning ¢ aniq yechimga tezroq intilishini ta’minlaydi. Shuning
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uchun urinmalar usuli tenglamaning ildizini topishda eng samarali usullardan biri
hisoblanadi.

Bu yerda ham birinchi urinmani qaysi nuqtadan o‘tkazish muhim o‘rin tutadi va
agar nuqta noto‘g‘ri tanlansa aniq yechimga yaqinlashmasligi muhim.

Agar [a,b] kesmada f'(x) va f''(x) hosilalarni ishorasi bir xil bo‘lsa (6.33-
rasmda 1) va 4) hollar) birinchi urinma B(b, f(b)) nuqtada o‘kaziladi. Qaralayotgan
kesmada f'(x) va f''(x) hosilalarni ishorasi har xil bo‘lsa (6.33-rasmda 2) va 3)
hollar) birinchi urinma A(a, f(a)) nuqtada o‘kaziladi va ikkala holda ham taqribiy
yaqginlashishlar (6.18) formula bilan hisoblanadi.
6.21-Misol. x3 + 5x2 —2x —5 = 0 tenglamaning birorta hagigiy ildizini 0,0001
aniglikda toping.

» Ko‘phadning x = —1 va x = 0 nuqtqlgrdagi giymatlarini hisoblaymiz:

f(=1)=1vaf(0) =-5
demak tenglamaning ildizi [—1, 0] oraligda mavjud ekan. Hosilalarini topamiz:

f'(x) =3x%+ 10x — 2, f"(x) = 6x + 10.

Birinchi tartibli hosila [—1, 0] kesmada manfiy ishorali gimat, ikkinchi taribli hosila
esa musbat ishorali giymat qabul qiladi (ya’ni 6.33-rasmda 3) hol). |f’(x)| ifodaning
bu kesmadagi eng kichik giymati m = |f'(0)| =2 va |f"(x)| ifodaning [—1,0]
kesmadagi eng katta giymati M = |f"'(0)| = 10 bo‘ladi.

Demak b, sifatida kesmaning chak chegarasini olamiz (birinchi va ikkinchi

tartibli hosilalarning ishoralari har xil).

fb) . fD
D I I
£(by) = 0,026063, f'(b,) = —8,51852

£ (b))l _ 0,026063

b1=b0_

by —¢&| < — > = 0,013032
B f(bo) f(=0,88889)
b, = b, ) 0,88889 710-088889) ~ 0,88583

£(b,) = 0,000022, f'(b,) = —8,50421
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£(b,)] _ 0,000022

b, —&| <
by — 1 <= .

= 0,000011 < 0,01.

Talab gilingan aniglikka erishildi. Shuning uchun b, == —0,88583 giymatni berilgan

tenglamaning 0,0001 aniglikdagi taqribiy yechimi deb gabul gilish mumkin. <«
Nazorat savollari

1. Qanday shart bajarilganda funksiya oraligda o‘suvchi bo‘ladi?

2. Qanday shart bajarilganda funksiya oraliqgda kamayuvchi bo‘ladi?

3. Lokal maksimum va lokal minimum nuqtalar deb ganday nuqtalarga aytiladi?

4. Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy sharti nimadan iborat?

5. Qanday nugtalar funksiyaning krtik nugtalari deb ataladi?

6. Funksiya ekstremumi mavjudligining yetarli sharti nimadan iborat?

7. Qachon funksiya oraliqda gavariq deyiladi?

8. Qachon funksiya oraliqda botiq deyiladi?

9. Qavariglik va botiglikning yetarli sharti nimadan iborat?

10. Qanday nugqtalarga burilish nugtasi deyiladi?

11. Egri chizigning asimptotasi nima?

12. Asimptotaning ganday turlari mavjud?

13. Tenglamani tagribiy yechish deganda nimani tushunasiz?

14. Tenglamani tagribiy yechishning ganday usullarini bilasiz?

Mashglar.
Funksiyaning grafigini yasang:
l.y=x3—3x2—-9x + 1. 2.y =xe ™. 3.y =x3+ 6x? — 15x+1.
4. y=x3-9x>+15x—3. 4. y=x—x3 5 y=x3+3x?—-9x—2.
x%—1 x%*+1 x3—4 x—1
y X Y X Y x? Y

Funksiyaning berilgan E kesmadagi eng katta va eng kichik giymatini toping:

100y =4—x—4/x* E=1[1,4].11.y = x* —2x* + 5,E = [-2,2].

12.y = x + 2v/x,E = [0.4]. 13. y = V100 — x2,E = [—6,8].

Tenglamaning birorta ildizini vatarlar va urinmalar usuli bilan 0,01 aniglikda toping:

14.x3 —6x%+11x—2=0. 15.3x3 +4x*+7x — 6 = 0.
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VII BOB. ANIQMAS INTEGRAL
7.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchasi.

Ma’lumki, biror y = f(x) funksiyaning hosilasini hisoblash jarayonini uni
differensiallash deb yuritilar edi. Biz endi differensiallash amaliga teskari bo‘lgan amal
integrallash amalini o‘rganamiz.

Differensiallash hisobining asosiy masalasi berilgan funksiyaga ko‘ra uning
hosilasini topish bo‘lsa, integral hisobining asosiy masalasi funksiya hosilasiga ko‘ra
uning o‘zini topishdir.

Aytaylik y = f(x) funksiya biror X oraliqda garalayotgan bo‘Isin.
7.1-Ta’rif. Agar X oraligning barcha nuqgtalarida

F'(x) = f(x) (7.1)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, F(x) o‘sha oraliqda f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
deb ataladi.

Masalan: F(x) = cosx funksiya f(x) = —sinx uchun boshlang‘ich funksiyadir,
yoki F(x) = In|x| (x # 0) funksiya f(x) = % uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi.

Yugoridagi ta’rif hamda misollardan ko‘rinayaptiki, agar F(x) funksiya f(x)
funksiyaning biror oraligda boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, o‘sha oraliqda F(x) + C
ifoda ham boshlang‘ich funksiya bo‘ladi, chunki C = const #0 bo‘lib, ¢’ = 0.
Demak, berilgan funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari cheksiz ko‘p ekan. Umuman,
boshlang‘ich funksiyalar haqidagi quyidagi teorema o‘rinli.
7.1-Teorema. Har ganday uzluksiz funksiya cheksiz ko‘p boshlang‘ich funksiyalarga
ega bo‘lib, ularning ixtiyoriy ikkitasi bir- biridan o‘zgarmas songa farq qiladi.

dIsbot. Uzluksiz funksiyaning boshlang‘ichi mavjudligini  isbotlash
muammoliroq bo‘lganligi sababli, biz bu masalani ochiq qoldiramiz. Boshlang‘ich
funksiyalarning soni cheksiz ko‘pligi yuqorida ko‘rsatildi. Bizga ikkita boshlang‘ich
funksiyaning bir- biridan o‘zgarmasga farq qilishini isbotlash qoldi. F(x) hamda
®(x) lar f(x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiyalar bo‘Isin. Demak

F'(x) = f(x), P'(x) = f(x)
Bu ikki tengliklarni bir- biridan ayirsak
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F'(x) —®'(x) =0

ya’'ni
[F(x) —P(x)]" =0

Agar fuknsiyaning hosilasi nolga teng bo‘lsa, uning o‘zi o‘zgarmas bo‘lganligi uchun
F(x)—®d(x)=C

shuni isbotlash talab etilgan edi.

Demak ixtiyoriy ikkita boshlang‘ich funksiya uchun ®(x) = F(x) + C deb
yozish mumkin. »

7.2-Ta’rif. Agar X oraliqda F(x) funksiya f(x) uchun boshlang‘ich funksiya
bo‘lsa, u holda o‘sha oraliqgda F(x) + C ifodani f(x) funksiyaning anigmas integrali
deb yuritiladi va [ f(x)dx kabi yoziladi.

Demak ta’rifga ko‘ra:

[f(x)dx=F(x)+C (7.2)
bu yerda, | anigmas integral belgisi, x integrallash o‘zgaruvchisi, f(x)-
integrallanuvchi funksiya hamda, f(x)dx - esa integral belgisi ostidagi ifoda deb
yuritiladi.

Agar F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, anigmas integral
geometrik jihatdan bu boshlang‘ich funksiyani vertikal ravishda yuqoriga va pastga
siljitishlardan hosil bo‘ladigan chiziglar sinfini ifodalaydi.

Funksiyalarni integrallash amali funksiyalarni differensiallash amaliga teskari
bo‘lgan amaldir. Ammo differensiallash amali kabi elementar funksiyalarni
integrallash har doim ham mumkin bo‘lavermaydi. SHuning uchun funksiyalarni

sinflarga ajratib, bu sinflarni integrallash usullarini alohida o‘rganamiz.

7.2. Anigmas integralning asosiy xossalari.
1. Agar biror oraligda (7.1) tenglik o‘rinli bo‘lsa anigmas integralning hosilasi

integrallanuvchi funksiyaga teng bo‘ladi, ya’ni:

(f fC)dx) = f(x) (7.3)

Hagigatan ham,
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(Jf()dx) = (F(x)+C) =F'(x)+C" =F'(x) +0 = f(x)
2. Agar (7.1) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda
d(J f(x)dx) = f(x)dx (7.4)
bo‘ladi.
Funksiya differensialining aniglanishiga asosan:
d([ f(x)dx) = d(F(x) + C) = dF (x) + dC = F'(x)dx + 0 = f(x)dx.

3. Agar anigmas integral belgisi ostida biror funksiyaning differensiali ishtirok
etsa bu anigmas integralning giymati differensial belgisi ostidagi funksiya bilan
o‘zgarmas sonning yig‘indisiga teng bo‘ladi, ya’ni:

[dF(x) =F(x)+C (7.5)

Haqiqatan ham differensialning ta’rifi va (7.1) tenglikka ko‘ra,

[dF(x) = [F(x)dx = [ f(x)dx =F(x) + C
Masalan, [ sinxdx = — [ dcosx = —cosx + C.
7.3. Anikmas integral jadvali.

Quyida biz asosiy elementar funksiyalar anigmas integrallarining jadvalini
keltiramiz. Jadvaldagi har bir formulaning to‘g‘riligini differensiallash yo‘li bilan
tekshiriladi.

xa+1

1. [x%dx = +C, a=#-1;

a+1
2. fidx:ln|x|+C;
3. [e¥dx=e*+C(;
Xq.. — 0
4. [a dx—lna+C,
5. [sinxdx = —cosx + C;

6. [cosxdx = sinx + C;

7. [——dx = tgx +C;

cos?x
8. |

dx = —ctgx + C;

sinZ2x
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9. [tgxdx = —In|cosx| + C;
10. [ ctgxdx = —In|sinx| + C;

1

11. f1+x2 dx = arctgx + C;
12. fazixz dx = %arctgg + C;
13. f\/%dx = arcsinx + C;
14. f\/ﬁdx = arcsin§+ C;
15. [ ———dx = —In|*=| + C;

16. f\/ﬁdx =lIn |x +\/xzia2| + C;

17. [ Inxdx = xinx — x + C.

Eslatma. Bu jadvalga qo‘shimcha ravishda giperbolik funksiyalarning
integrallarni ham qo‘shishimiz mumkin. Keltirilgan integrallar jadvalidagi 9, 10, 15,
16, 17 formulalarga mos keluvchi formulalar hosilalar jadvalida yo‘q. 17- formulani
quyida keltiriladigan bo‘laklab integrallash usuli yordamida chigaramiz. Qolganlarini
esa bevosita differensiallash yordamida isbotlash mumkin. Masalan, 16 formulani
tekshiraylik:

[ln|x+\/m”’= ! <1+ ad >= !
x ++/x%%a? Jx2ta?)  \[x?ta?

Demak 16 formula o‘rinli. Qolgan formulalarni ham xuddi shu kabi teshirishimiz

mumKin.

7.4. Anigmas integralni hisoblashning qoidalari

7.2-Teorema. O‘zgarmas ko ‘paytuvchini integral belgisidan chigarib yozish

mumkin, ya’ni agar A = const # 0 bo‘lsa, u holda
[Af(x)dx =A [ f(x)dx (7.6)
bo‘ladi.
Isbot. Bu tenglikning ikkala tomonini differensiallasak,

(JAfC)dx)' = Af (), (A[ f(x)dx) = A(f f(x)dx) = Af ().
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Demak, berilgan tenglikning chap va o‘ng tomonidagi funksiyalar bir- biridan
o‘zgarmas songa farq qiladi. Anigmas integrallar o‘zgarmas son ma’nosida teng

bo‘lganligi uchun, teorema isbot bo‘ldi. »

7.3-Teorema. CHekli dona funksiyalar algebraik yig‘indisining integrali
qo‘shiluvchilar integrallarining algebraik yig‘indisiga teng bo‘ladi, ya’ni: [[f; (x) +
JS2x+Ffrxdy=Ff1vadx+)2xdx+-+/Fxd1.7)

« Isbot.Tenglikning ikkala tomonini differensiallab topsak
SIAG) + f200) + -+ fi C)ldx]" = fi () + f2(0) + -+ + fr (%)
[J AG)dx + [ f(0)dx + -+ [ fiCo)dx]" = fi(x) + fo(x) + -+ + fi. (%)

YUQqoridagi xossadagi kabi (7.7) tenglikning ikki tomoni o‘zgarmas ma’nosida o‘zaro

teng bo‘lganligi uchun teorema o‘rinli. »

7.4-Teorema. Agar (7.2) tenglik o‘rinli bo‘lsa, har doim quyidagilarni yozish

mumkin:
[f(x+b)dx=F(x+b)+C (7.8)
[ f(ax)dx ==F(ax) + C (7.9)
[ fax +b)dx ==F(ax +b) +C (7.10)

«Isbot. Biz umumiy bo‘lgan oxirgi holni isbotlaymiz. Buning uchun (7.10)

tenglikning chap va o‘ng tomonlarini differensiallaymiz

[[ f(ax + b)dx]' = f(ax + b),

’

EF(ax+b) +S] =%(F(ax+b))’=%F’(ax+b)a = F'(ax + b) = f(ax + b)

CHap va o‘ng tomon hosilalari teng, shuning uchun (10) tenglik o‘rinli bo‘ladi.»

YUgqoridagi teoremalar qo‘llanishiga doir misollar garaylik.

2
7.1-Misol. [ (3x§ + % —x*+ 7) dx integralni hisoblang.
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>f(3x§+\%—x4+7)dx:f(3x§+4x_%—x4+7)dx:

5 1
2 = 5 5 3 5
=35 +4T T+ Tx+C=2xi+ 82—+ 7x + C. <
3 2
7.2-Misol. f\/si__éldx integralni hisoblang.

» Integral ostidagi ifodani shakl almashtirsak

1
f\/;__L}dx = [(3x — 4)"2dx

Darajali funksiyaning integrali va (7.10) formulaga ko‘ra

1
2

f 1 _ 1 (3x-4)

2 1
s dx =3 T +C—§(3x—4)2+C.4
7.5. Bo‘laklab integrallash va o‘zgaruvchini almashtirish usuli.

Integrallash amali — differensiallashga teskari bo‘lganligi uchun,
differensiallashda qo‘llaniladigan ko‘pchilik usullarni anigmas integralni hisoblashga
ham qo’llash mumkin. Masalan yig‘indida bu amallar bir xil hisoblanadi yoki

o‘zgarmas ko‘paytuvchini ikkala amaldan ham tashqgariga chigarish mumekin.
Bo‘laklab integrallash usuli.

Bu usul ko‘paytmaning differensiali formulasidan kelib chiqadi. u(x) va v(x)

funksiyalar x bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu holda

d(uv) = udv + vdu
yoki

udv = d(uv) — vdu
Oxirgi tenglikni integrallab topsak

fudv = [ d(uv) — [vdu
yoki
[udv =uv— [vdu (7.11)
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Hosil bo‘lgan tenglikka bo‘laklab integrallash formulasi deb ataladi.

Mazkur formuladan foydalanishda anigmas integral ostidagi ifodani shunday
bo‘laklarga ajratish lozimki, natijada tenglikning o‘ng tomonidagi integral
dastlabkisiga garaganda sodda integralga keladigan bo‘lsin. Ushbu formulaning
qo‘llanilishiga doir bir necha misol qaraylik.

7.3-Misol. [ xe?*dx ni hisoblang.

» u sifatida x ni, dv ni e**dx deb olsak, du = dx vav = %ezx bo‘ladi. Demak,

u=x
2 du = dx 1.2 1,2 1.2 1.2

X — — X __ X — X __ — X

[xe* dx = |qy = e2*dx = —xe zfe dx = xe ;e +C. <
p=1e2*
2
Ko‘rib turibmizki bir marta bo‘laklash formulasi qo‘llanilganidan so‘ng jadval
integraliga keldik.

7.4-Misol. [ Inxdx ni hisoblang.

u = Inx
1
du =-dx dx
» [ Inxdx = x T =xlnx — [x—=xlnx — [dx = xlnx —x + C <
dv = dx x
v=x
x*a*, x*sinx, x*cosx, x®inx, x*arctgx, x*arcsinx, e**sinbx, e**cosbx

kabi hamda ularga o‘xshash funksiyalar bo‘laklab integrallash usuli yordamida
integrallanadi. x* gatnashgan hollarda (k natural son) k nechaga teng bo‘lsa shuncha
marta bo‘laklab integralashga to‘g‘ri keladi.

7.5-Misol. [ x?sinxdx integralni hisoblang.

u = x*
» [ x?sinxdx = dcfyu_zsifggx = —x?cosx + 2 [ xcosxdx =
v = —cosx
u=x
du = dx . .
= |dv = cosxdx| = —x*cosx + 2xsinx — 2 [ sinxdx =
v = sinx

= —x2%cosx + +2xsinx + 2cosx + C. 4
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I, = [ e cosbxdx va I, = [e®™ sinbxdx kabi integrallarni hisoblashda
integral ostidagi ifoda e** = u, cosbxdx = dv yoki sinbxdx = dv kabi bo‘laklariga
ajratiladi. Bo‘laklab integrallash formulasi bir marta qo‘llanilganda yana yuqoridagi
integrallarga o‘xshash integrallar hosil bo‘ladi. U yerda yana bir marta bo‘laklab
integrallash usuli qo‘llaniladi. Natijada yana dastlabki integralga o‘xshash integral

hosil bo‘ladiki, uni chap tomonga o‘tkazib berilgan integral hisoblanadi.

u=-e®
ax du = ae™dx 1 g @ ax
> [ e sinbxdx = |dy = sinbxdx| = —3 €**cosbx + - [ e®* cosbxdx =
1
V= —;cosbx
u=e®

du = ae™dx 1 ax all ax: ar,ax o;

= |dv = cosbxdx| = — 3¢ cosbx + ;[Ee sinbx — ;fe Smbxdx]
1,
v= ;Smbx

O‘zgaruvchini almashtirish (o‘rniga qo‘yish) usuli.

Aytaylik, [ f(x)dx integralni hisoblash lozim bo‘lsin, lekin integral mavjudligi
ma’lum bo‘lsada, integral belgisi ostidagi funksiyaga boshlang‘ich funksiyani bevosita
topish  mumkin bo‘lmasin. U holda, ushbu integralda o‘zgaruvchini shunday
o‘zgartirish lozim bo‘ladiki, natijada garalayotgan integral bevosita integrallanadigan
bo‘lIsin.

Aytaylik, x = ¢@(t) funksiya o‘zining argumentiga nisbatan uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya bo‘lib, unga t = ¥(x) teskari funksiya mavjud bo‘lsin.
Agar dx = ¢'(t)dt ekanligini e’tiborga olsak, yuqoridagi integral quyidagicha
o‘zgaradi:

[ f@dx = [ fp®)¢'(t)dt (7.12)

Uni hisoblab, natijaga t = ¥ (x) qo‘yilsa, dastlabki integral hisoblangan bo‘ladi.
Odatda, (7.12) ni anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish yoki o‘rniga
qo‘yish formulasi deb yuritiladi.

(7.12) tenglikning to‘g‘ri ekanligiga, uning ikkala tomonini X bo‘yicha

differensiallab ishonch hosil qilish mumkin. Ma’lumki, chap tomon uchun
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(J fC)dx)" = f(x)
O‘ng tomon uchun x bo‘yicha hosila olishda ¢t ni oraliq o‘zgaruvchi sifatida qaraymiz
1

/ 1 C e e . .
va x; = @'(t), ty = pil ekanligini e’tiborga olamiz

([ fle®)e' ®dt). = (f f(e®)¢'(®)dt) t; = f(@(®))e' () —

o
= fle®) = f(x)
SHunday qilib (7.12) tenglikning o‘ng va chap tomonlaridan X bo‘yicha olingan
hosilalar teng ekan, ya’ni (7.12) tenglik to‘g‘riligi isbotlandi.
Eslatma: Integrallashda o‘zgaruvchini almashtirish uchun ko‘pchilik hollarda
almashtirishni x = ¢(t) kabi emas, balki t = ¥(x) kabi olish qulay bo‘ladi.
Quyida anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirishga doir bir necha misol

keltiramiz.
7.6-Misol. [ xvx — 1dx ni hisoblang.

» t = +x — 1 almashtirish kiritamiz, u holda, x = t? + 1 va dx = 2tdt
Natijada,

[xvx—Tdx = [(t2+1)-t-2tdt = 2 [(t* + t2)dt =25+ 2¢3 4+ C ==

25(r—1)52+23(r—1)32+C. 4

7.7-Misol. [ cosxv/sinxdx ni hisoblang.

» t = sinx almashtirish bajaramiz, u holda dt = cosxdx.
Demak,

1 3
[ cosxvsinxdx = [Vtdt = [tzdt = %tE +C= %sing/zx +C. <

7.8-Misol. [+va? — x2dx hisoblansin.

»Bu yerda, x = asint almashtirishdan foydalanamiz. dx = acostdt (= <

t <~ va—a<x < a) gako'ra, quyidagini yoza olamiz:

[Va? — x2dx = [Va? — a?sin®t acostdt = a? [ cos’tdt =
=a2l+cos22dt=al2t+a24dsin2t+C=a22t+a22sintcost+C.
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2 - - - -
Agar t = arcsin> va cost =V1—sin’t = fl—% ekanligini inobatga olsak,

2

2 2 2
natijada, [Va? — x2dx = S arcsinZ + %12 /1 — x—z +C =Zarcsin+
2 a 2 a a 2 a
+x2a2—x2+C. 4

7.6. Ratsional kasrlar. Eng sodda kasr funksiyalar va ularni integrallash.

Har ganday funksiyani ham integrallaganda elementar funksiyalar yordamida
ifodalab bo‘lmaydi. Bunga ko‘plab misollar keltirishimiz mumkin. SHuning uchun
integrallari elementar funksiyalar yordamida ifodalanuvchi funksiyalar sinflarini
ajratish muhimdir. Integrallari etarlicha sodda amallar ketma- ketligi yordamida
topiluvchi funksiyalar sinfiga ratsional funksiyalar kiradi. Ma’lumki, har ganday
R(x) ratsional funksiya ikkita P(x) va Q(x) ko‘phadlarning nisbati sifatida qaralishi
mumkin
P(x)

Q(x)
Aytaylik, suratdagi P(x) ko‘phadning darajasi m maxrajdagi ko‘phad Q(x)

R(x) =

darajasi n dan katta yoki teng bo‘lsin. Agar P(x) ko‘phadni Q(x) ga bo‘lsak,
bo‘linmada biror N(x) ko‘phad, qoldigda esa darajasi n — 1 dan katta bo‘lmagan
P; (x) ko‘phad hosil bo‘ladi. Demak, berilgan kasrni quyidagicha yozish mumkin

PG) P (%)
00 "W 0m

Biz N(x) ko‘phadni integrallashni bilganimiz tufayli, ixtiyoriy ratsional kasrni

integrallash suratining darajasi maxraj darajasidan past bo‘lgan kasrni integrallashga
keltirilar ekan. SHuning uchun bundan keyin R(x) ratsional kasr hagida
gapirganimizda har doim m < n deb faraz gilamiz. Bunday kasrlar to‘g‘ri kasr deb
ataladi. Noto‘g‘ri kasrning butun qismini ajratib olishga quyidagi misolni ko‘rishimiz
mumkin

x4+3x2—5x+6_ 2 434104 19x — 14
x2—3x+2 - x x2—3x+2

Avvalo to‘g‘ri kasrlarni integrallash jarayonida muhim bo‘lgan quyidagi eng

sodda kasr funksiyalar deb ataluvchi to‘rt turdagi funksiyalarni qaraylik
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A

prem (7.13)
(axib)m (7.14)
prexvy (7.15)
P (7.16)

Bu yerda, a,b,c,A,B lar ixtiyoriy haqgigiy sonlar bo‘lib, m, n (m>2, n>2) natural
sonlardir. SHuningdek, (7.15) va (7.16) xildagi kasr funksiyalari maxrajidagi kvadrat
uchhadda D = b? — 4ac < 0 deb faraz gilinadi.

YUgqorida garalayotgan (7.13) va (7.14) xildagi kasr funksiyalarni integrallash

bevosita jadval integraliga keltiriladi.

Adx d(ax+b) A
j = J ——lnlax+b|+C
ax+b ax+b
Adx d(ax + b)
(ax+b)m_ a) (ax+ b)™
—Af( by d(ax + by = AT
“ ]\ ax T a -m+1 B
A
= — +C

a(m —1)(ax + b)m-1
(7.15) va (7.16) xildagi kasr funksiyalarni integrallash uchun ularning
maxrajidagi kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish usulini qo‘llaymiz.

(Ax+B)dx 1 ((Ax+B)dx 1j (Ax + B) dx
ax2+bx+c al) y24b2,,¢ a (
a a

2 2
2a

a 4a?
4ac—b* _ 2
1] (Ax + B) dx 42 1J(A(t——)+B)d _

a

= b = —
b\? | 4ac—b? X 4 — = a t2 + k2
(x+z) n 72

4a?
dx = dt

Ab
_B-5 dt +Af tdt  2aB—Ab1 .
T )it vz 222 ko 9k

Oxirgi natijada yangi t o‘zgaruvchidan x o‘zgaruvchisiga o‘tilsa, (7.15) xildagi

A
+—ln|k2 +t?|+C

sodda kasr batamom integrallangan bo‘ladi.
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arctg +—ln|ax +bx+c|l+C

ax? +bx+c¢  g\dac—b? Vdac—b?

(7.16) xildagi sodda kasrni integrallash biroz murakkab hisoblashlarni talab

j(Ax+B)dx_2aB—Ab 2ax+b A

etadi va uni hisoblashda ham yuqoridagi tarzdagi amallar bajariladi.

f (Ax+B)dx f (Ax+B) dx _if (Ax+B) dx
(ax2+bx+c) ( 2+—x+ )n T an

= k2
_if (Ax+B)dx | *@° , 1 (A(t—%)+3) dat
an [(x+£)2+4a;1_2b2] x + 2a =t an (t24Kk2)n
dx = dt
p-22 dt A tdt 2aB—Ab dt A
— 2a A — —
- aTl f(t2+k2)n an (t2+k2)n 2an+1 f(t2+k2)n + Zan(n_l)(t2+k2)n—1 (7'17)
7.17) ifodadagi at integralni Y, bilan belgilab olamiz va uni
g (t2+k2)n g n g
hisoblaymiz.
% _f a1 k*dt 1 o K*+tP-tPdt 1 dt —f ttdt
(t2+k2)M - k2 Y (t2+k2)n - k2 (t2+k2)n - k2 Y (t2+k2)n-1 (t2+k2)n -
u=t
dv = tat 1 1 t 1 dt
_ — 22y —_ = - —
B 4 ch ) T2l g2 [Z(n—1)(t2+k2)n-1 + 2(n—-1) / (t2+k2)”‘1]
v=- 2(n—1)(t2+k2)n-1
Oxirgi ifodani gayta guruhlab topsak
2n-3 dt 1 t
Y = k_2'2(n 1)f(t2+k2)”‘1 +k_22(n—1)(t2+k2)"‘1 (7.18)

(7.18) dagi Y,,_, = integralda yana yuqoridagi usulni qo‘llasak,

f dt
(t2+4k2)n-1

natijada Y,_, = fwilﬁ ga kelamiz. SHu yo‘sinda davom eta borib, oxirida

Y =ft2i2 ni hosil gilamiz. Bu esa jadval integralidir. SHunday qilib, barcha

topilgan natijalarni o‘rinlariga qo‘yib, oxiri Y, ning giymatini hisoblaymiz va u
giymatni keltirib (7.17) ga qo‘yamiz. U yerda t o‘zgaruvchidan x o‘zgaruvchiga
o‘tilsa, 4- xildagi eng sodda kasr funksiya batamom integrallanadi.

(7.16) integraldagi n ni ketma- ket pasaytirish jarayonini rekurrent formula deb
yuritiladi.

Eng sodda ratsional funksiyalarni integrallashga doir misollar garaylik.
315



7x—2 dt

7.9-Misol. f — integralni hisoblang.

» Bu integral (7.15) turdagi integral bo‘lib, uni hisoblash qulay bo‘lishi uchun

to‘la kvadrat ajratamiz

f 7x—2 . f£(6x—5)—2+ f (6x-5) 23 1 .
3x2-5x+4 - 3x2—-5x+4 3x2-5x +4 6 Y 3x2-5x+4 -
= fd(sz Sard) | 23 %dx =ZIn(3x% —5x + 4) +
3x“—=5x+4 6 36x<—60x+48 6
_ Z 2 ﬁ d(6x—5) _
+46f—(6x 55373 dx = =In(3x* — 5x + 4) + — f(6x—5)2+(\/ﬁ)2 dx =
_ \/_

7.10-Misol. fmdx integralni hisoblang.

t=x—-2
3x+5 3x+5 3t+6+5
| 8 = I e @ = [ = t+2| = [ (o
dx = dt

—3f(t2 3)Zdt+11f(t2 ek

Oxirgi ifodaning birinchi integralini bevosita hisoblash mumkin, ikkinchisini

hisoblash uchun (7.18) formulani n = 2 da qo‘llaymiz.

f 3x+45 _ fd(t2+3) 11 1 0 dt 11 ¢t _
(x2—4x+7)2 —J (t243)2 0 3 27 t243 3 2(t2+43)
3 1 11 t 11t-9 11 t
__3 + 112 et + 1 = +—arctg—=+C
2t243 6 3 ‘975 \/_ 6 t243 6(t2+3)  6V3 g V3

Dastlabki o‘zgaruvchi x ga gaytib oxirgi natijani hosil gilamiz

a2 P T e T \/_arctg? +C. 4

f( 3x+5 _ 11x-31 11
7.7. Ratsional funksyalarni integrallash
Biror ko‘phadning ildizlari deyilganda, uning giymatini 0 ga aylantiradigan
argumentning giymatlariga aytiladi.

w

Masalan, 5x2 — 6x + 6 kvadrat uchhadning ildizlari bo‘lib x = = + g

9}

sonlari xizmat giladi. CHunki ushbu giymatlar kvadrat uchhadni O ga aylantiradi.
Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra har qanday n darajali ko‘phad

karraliliklari bilan hisoblaganda rosa n ta ildizga ega bo‘ladi. SHu bilan birga bu
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ko‘phadning ildizlari yoki haqiqiy yoki o‘zaro qo‘shma kompleks sonlardan iborat
bo‘ladi.
Bezu teoremasiga ko‘ra biror a haqiqiy soni Q (x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa, uni
Q) = (x —a)S(x)
kabi ko‘paytuvchiga ajratish mumkin bo‘lib, bu erda S(x) ko‘phadning darajasi n — 1
ga teng. Xuddi shu kabi a + if sonlari ko‘phadning ildizlari bo‘lsa ko‘phad
Q(x) = (x* +px + T (x)
kabi ko‘paytuvchiga ajraydi. Agar ildizlar karralikka ega bo‘lsalar ko‘phad uchun mos
ravishda
Q(x) = (x — a)*S(x)
yoki
Q(x) = (x* + px + @)*T(x)
larni hosil qilamiz. Demak, barcha ildizlar bo‘yicha ko‘phadni ko‘paytuvchilarga

ajratsak

Q) = (x — a)kr - (x — &) i(x? + pyx + @)™ - (¥ + pjx + q;)”
ni hosil gilamiz. Bu yerda k; va ; lar mos ildizlarning karraliligini bildiradi.

Biz ko‘phadlarning ildizlarini qanday topish, ya’ni ko‘phadni qanday qilib
ko‘paytuvchilarga ajratish masalasi bilan shug‘ullanmaymiz, chunki tenglamalarni
echish algebraik masala bo‘lib, uning o‘zi murakkab jarayon. Ko‘paytuvchilarga

ajratishni amaliy masala sifatida misollar echish jarayoni uchun goldiramiz.

Aytaylik, R(x) = % to“g‘ri ratsional funksiyaning maxrajidagi Q (x) ko‘phad

quyidagicha ko‘paytuvchilarga ajralgan bo‘lsin:

Q(x) = (x — ap)kr - (x — @) i (x® + pyx + g™ -+ (x2 +pyx + ;) (7.19)
SHuningdek, bu yerdagi kvadrat uchhadlarning barchasining diskriminantlari noldan
kichik hamda kq + -+ +k; + 2(ry + -+ 1;) = n bo‘Isin.

P(x)
Q(x)

bir (x — a)* ko‘paytuvchisiga

ratsional kasrning eng sodda kasrlarga yoyilmasida Q(x) ko‘phadning har
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All A12 Alk

x—a+(x—a)2+m+(x—a)k
Xuddi shu kabi har bir (x? + px + q)" ko‘paytuvchiga

x? +px+q+(x2+'px+q)2+m+(x2+px+q)r
yig‘indi mos keladi.
U holda quyidagi qoida o‘rinli bo‘ladi:

Agar R(x) to‘g‘ri ratsional funksiyaning maxrajidagi ko‘phad (7.19) kabi
ifodalanadigan bo‘lsa, uni quyidagicha eng sodda kasr funksiyalarning yig‘indisi
shaklida ifodalash mumkin:

P(x) _ An Atky

A1 Azz Ak, . Ai

+ 2y g

= + + + +
Q)  x—a;  (x—ay)? (x—apDkr  x—a,  (x—a3)? (x—az)kz x—a;
+ Aiz + . + Aiki Bllx+C11 312X+C12 . + BlT‘1
(x—a;)? (x—apfi * x24pix+qr - (24p1x+qp)? (x2+p1x+q)T1
B21x+C21 BZZ‘X+C22 Bz—,-2x+C2-,-2 Bj1x+Cj1 Bj2x+Cj2
xX2+pax+qy (X% +pyx+qz)? (x2+p2x+q3)"2 x2+pjx+q; (x2+pjx+qj)2
Biy.X+Cir.
jr jr
SELS RERCAD IS (7.20)
(x2+pjx+q;)
Hosil bo‘lgan yoyilmadagi A;1,443, .-, B11,B12, -, C11, Ci2 ... noma’lum

koeffitsientlarni aniglash uchun quyidagi mulohazalardan foydalanamiz:

(7.20) tenglik ayniyatdan iborat bo‘lganligi uchun bu tenglikning o‘ng tomoniga
umumiy maxraj bersak, tenglikning ikkala tomonining maxrajlari o‘zaro teng bo‘ladi.
Natijada, darajalari bir xil bo‘lgan ikkita ko‘phadlar tengligini hosil qilamiz. x ning bir
xil  darajalari  oldidagi mos  koeffitsientlarni  tenglashtirsak  noma’lum
Ai1,445, ..., B11, B12, ..., C11, C15.. Koeffitsientlarni aniglash uchun chizigli tenglamalar
sistemasini hosil qgilamiz. Ratsional funksiyani eng sodda kasr funksiyalarga
yoyishning bu usuliga noma’lum koeffitsientlar usuli deb ataladi.

SHunday qilib to‘g‘ri ratsional funksiyani integrallash 4 xildagi eng sodda kasr
funksiyalarni integrallashga keltirilar ekan. Bunda quyidagicha 4 ta hol bo‘lishi

mumKin.
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1-hol. Agar R(x) to‘g‘ri ratsional funksiyaning mahrajidagi Q (x) ko‘phadning
ildizlari haqigiy sonlar bo‘lib, ular bir-biriga teng bo‘Imasalar, u holda R(x) fagatgina
birinchi xildagi eng sodda kasr funksiyalarni integrallashga keltiriladi.

» Masalan:

f 2x+3

(x—3) (x— 4) [_+_ dx

Oxirgi integraldagi ifodaga umumiy maxraj berib, mos tengliklarni yozamiz:
A(x—4)+B(x—-3)=2x+3

{ A+B=2 {A = -9

4A+3B =3 B =11

Aniglangan koeffitsientlarni integralga qo‘ysak jadval integrallari hosil bo‘ladi.
2x+3

fm —f[—+—]dx——9f—dx+11f—dx—

= —9ln|x — 3|+ 11in|x — 4|+ C. <

2-hol. Agar R(x) ning mahrajidagi ko‘phad fagat haqiqgiy ildizlargagina ega
bo‘lib, undan ayrimlari takrorlanuvchi (karrali) bo‘lsa, uni integrallash 1-chi va 2-
chi xildagi eng sodda kasr funksiyalarni integrallashga keltiriladi.

» Masalan:

dx A B C
f (x—1)2(x+4) - f [x—l T (x-1)2 T x+4]
YUQqoridagi kabi amallarni bajarsak

1 A B Cc
(x—1)2(x+4) x—1 t (x—1)2 t x+4

Ax—1D(x+4)+Bx+4)+C(x—1)?*=1
1

A=——
A+C=0 25
34A+B—-2C=0 B = E
—4A+4B+C =1 C= 1
25
Demak
dx 1 1 dx
f(x—l)z(x+4) 25 k1 _f(x D2 ' 259 xta
1 1 x+4
——Elnlx—1|—5:+gln|x+4|—— 1 _E_+C <
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Ushbu misolda ko‘rganimizdek, noma’lum koeffitsientlarni topish uchun
gavslarni ochish, guruhlash va tenglamalar sistemasini echish kabi etarlicha katta
hajmli amallarni bajarishni chetlab o°tish uchun ixtiyoriy giymatlar usulini go‘llash
mumkin. Bu usulning ma’nosi shundan iboratki, noma’lum koeffitsientlarni topish
uchun ikki tomon suratlarini tenglashtirilganda x ga turlicha giymatlar beriladi.
Hisoblashlarni osonlashtirish uchun maxraj nolga aylanadigan gqiymatlar berilishi
qulay. Masalan, yuqgoridagi misolda 1 va -4 giymatlar yordamida koeffitsientlar
osongina aniglanadi.

3-hol. Agar R(x) ning maxrajidagi ko‘phadning ildizlari orasida ham haqiqgiy
karrali, ham har xil kompleks ildizlar uchrasa, uni integrallash 1-nchi, 2-nchi va 3-nchi
xildagi eng sodda kasrlarni integrallashga keltiriladi.

» Masalan:

fx+3x—

— - —_dx integralni hisoblash talab etilgan bo‘lsin. Ratsional funksiya
x°+2x%+5x

suratining darajasi maxrajnikidan yuqori bo‘lganligi uchun kasrning butun va to‘g‘ri

kasr gismini ajratib olamiz

x*+3x2%2-5 2x2+10x—-5
LTSy g B
x3+2x2+5x x3+2x2+5x
Demak
4 2
x*+3x“-=5 2x%24+10x-5
e e— = xX—2 dX'+ dx:=
'fx3+2x2+5 f( ) fx(x2+2x+5)

=5 () o
Oxirgi integralda umumiy maxraj berib mos kasrlarni tenglashtirsak
2x% +10x — 5= A(x* + 2x + 5) + Bx? + Cx
ni hosil gilamiz. Bu yerda ixtiyoriy qiymatlar usuliga ko‘ra x = 0 deb olsak A = —1
ekanligi kelib chigadi, natijada
3x%+ 12x = Bx? + Cx
ni hosil gilamiz. Bu yerdan B = 3, C = 12 larni topamiz. U holda:

4 2_ -2)2 ~2)?
J-x+3x 5dx=(x 2) +f(_l_|_ 3x+12 )dxz(xzz) —ln|x|+

x3+2x2+5x x2+2x+5
f 2x+2+6 (2x+2)dx f dx _
x2+2x+5 x2+42x+5 (x+1)2+4
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o2
=& 22) — In|x]| +§ln|x2 + 2x + 5| +§arctng+1+C. |

4-hol. Agar to‘g‘ri ratsional funksiyaning maxraji ham haqiqgiy karrali, ham

kompleks karrali ildizlarga ega bo‘lsa, u holda uni integrallash to‘rtala xildagi eng

sodda kasr funksiyalarni integrallashga keltiriladi.

’f 2xdx =f 2xdx _ f( A +Bx+C+ Dx+E )dx

(x+1)(x*+2x2%2+1) (x+1)(x%2+1)2 x+1  x2+1 (x2+1)2
YUQqoridagi kabi amallarni bajarib quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

( A+B=0
B+C=0
2A+B+C+D=0
lB+C+D+E=2
A+C+E=0

Bu sistemani yechib topsak A = —%,B = %,C = —%,D =1,E=1

Topilgan koeffitsiyentlarni yuqoridagi integralga olib borib qo‘yamiz va uni

hisoblaymiz
2xdx 1 x+1
f(x+1)(x4+2x2+1) T2 E fx2+1d +f (x2+1)2 dx =
=——ln|x+1|+ lnlx +1|+2( 2+1)2+C <

7.8. Irratsional funksiyalarni integrallash

Irratsional funksiyalarni integrallash ancha murakkab jarayon bo‘lib, ularning
integrali har doim ham elementar funksiyalar bilan ifodalanavermaydi. Mumkin
bo‘lgan hollarda irratsionalliklar u yoki bu usul yordamida har ganday holda chekli
gadamda integrallanadigan ratsional funksiyaga keltiriladi. Quyida biz ayrim
algebraik irratsionalliklarni integrallash jarayonini ko‘rib o‘tamiz.

1. [ R(x,x%,xP, ..., x")dx kabi integralni hisoblash lozim bo‘lsin. Bu yerda R
o‘zining argumentlariga nisbatan ratsional funksiyadir, «,f, ...,y lar esa ratsional
sonlar. Ushbu integral x = z"™ va dx = nz" 'dz almashtirishlar yordamida yangi
o‘zgaruvchi z ga nisbatan ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi. Bu yerdagi

n—a,p, ...,y kasr sonlarning umumiy maxrajidir.
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7.11-Misol. f ~ i hisoblang.

» I1diz ko* rsatglchlari 2 va 4 uchun 4 soni EKUK bo‘lganligi uchun x = z* deb
olamiz. U holda dx = 4z3dz, Vx = z2, Yx3 = z3 ekanligidan

f Vxdx _f dex
Va3+4 xlava

= in|z® +4|+C—4‘{/_ 2in|Va® + 4]+ C. <

Z3dz=4f(22— 4Zz)dz=iz3—

3+4 3

ax+b)a (ax+b)ﬁ ax+b
) vas

cx+d/) ' \cx+d cx+d

2. Quyidagi fR[x( ]dx kabi integralni

hisoblash uchun % = z" almashtirishdan foydalaniladi, bu yerda n soni a, g, ...,y

ratsional sonlarining umumiy maxraji. Natijada irratsionallik yangi integrallash

o‘zgaruvchisi z ga nisbatan ratsional funksiyaga o‘zgaradi.

7.12-Misol. | - /i—;idx ni hisoblang.

» Bu integralni hisoblash uchun E=Z , =x, dx = =&

(1-z2)2

kabi

almashtirishni bajaramiz, natijada
1 x— z%dz A Cz+D
f; x+1 - f (z2-1)(z2+1) f [z+1 t z—1 z2 +1] dz

A2+ 1)(z—-1D)+Bz+1D(E*+1)+Cz(z>? - 1)+ D(z* - 1) = z?

Agar z= -1 debolsakAz—%,zzldanB=%,z=0danD=%vaC=O ni

aniglaymiz. Demak
dz
N il Pl ol
n [E2X 2arctg / +C. <
x—1— x+1

Xususan, yuqoridagi holda ax + b ga nisbatan irratsionallik ishtirok etsa, u

Z: — 2arctgz+ C =

yerda ax + b = z" almashtirishdan foydalanish qulaydir.

3. [ R(x,vVax? + bx + c)dx ko‘rinishidagi integrallar.

Quyidagi [ R(x,Vax2 + bx + c)dx integralni hisoblash lozim bo‘Isin. Dastlab
ba’zi xususiy hollardan boshlaymiz.
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a) Aytaylik [ \/ﬁ ni hisoblash kerak bo‘lsin. Ravshanki, a < 0 va

D = b? —4ac <0 da integral ma’noga ega emas. Bu integralni hisoblash uchun
kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratilib, integrallar jadvalidagi (14) yoki (16)

formula qo‘llaniladi.

dx _ dx _ dx _
f\/ax2+bx+c - f b ¢ o f
a( a) ~

=J

<t2+4ac bz)
Oxirgi integral a va D ning ishoralariga bog‘liq ravishda ikki xil tarmoqlanadi.
1) a>0da

f\/ x2+bx+ \/_f / 2 4ac= b2
" 4aZ

=iln|2ax+b+\/ax2+bx+c|+C
Ja

4ac—b?

t+ [t2+ +C =

— 1

2) a<0OvaD >0da

vb2-aac
arcsin ZT“ +

f dx _ 1 f dt _ 1 f _ 1
vaxZ+bx+c V—a _t2+b2—4ac V—a b2_4ac—t2 V—a

4a? 4a?

1 . Vb2—-4ac
+C = —arcsin

V—a 2ax+b +C

7.13-Misol. fvzd—# integralni hisoblang

d(x+3)

f\/x2+6x+1 IW IW =
=In|x +3+Vx2+6x+ 15|+ C. «

7.14-Misol. f% integralni hisoblang.

d(x+2)

>f\/S x2—4x fw/—(x 244x-5) f\/9 (x+2)2 fw/9 (x+2)2

= arcsmT +C. 4

(Ax+B)dx

b) [ N kabi integralni hisoblash lozim bo‘lsin.
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Dastlab kasrning maxrajidagi ifodadan kvadrat uchhadning kvadrati ajratib
olinadi va bu integralni ikkita integralning yig‘indisi shaklida yoziladi:

(Ax+B)dx (Ax+B)dx (A(x+ ) +B)dx
S Jateme = =17

4/ 2
ax?tbx+c x2+ x+ 2 4ac—b2>
a2
4a

xR o
AfJa<<x+zz>2+4zzf>+(B ) o

Bu integrallarda x+%= t almashtirish bajarsak, birinchi integral darajali

funksiyaning integraliga

4ac— b
[ (r43a)ex — fd( art >= Cll\/ (t2 +4ac bz) %\/ax2 + bx +c

b\2 aac—b2 (t2+4ac b )
a((x+—) + > ) 4a?
2a 4a

ikkinchisi esa yugorida hisoblangan integralga keladi.

7.15-Misol. fm integralni hisoblang.

Vx2+6x+15
f (4x+3)dx f 2(2x+6)-9 _ f (2x+6)dx f dx _
Vx2+6x+15 Vx2+6x+15 Vx2+6x+15 Vx2+6x+15

fd(x +6x+15)

L 2 _
Vx%2+6x+15 f,/(x+3)2+6 4\/X +6x+15

—9In|x + 3 + Vx2 + 6x + 15| + C. «

dx .. cq- . 1
v) [ RPN e o kabi integralni hisoblash lozim bo‘Isin.

. 1 1 dt . i .
Bu integralda —=tLx=-+a dx = —= almashtirish bajaramiz:
1
[ y t(-)at _
(= “)“ax2+bx+ \/ (tiz+%a+a2)+b(%+a)+c
- dt - dt
Va+2aat+aa?t2+bt+bat?+c J(@aa?2+ba)t?+(2aa+b)t+a+c

Demak shakl almashtirishlardan so‘ng a) bandda qaralgan integralga kelamiz.

g) Ko‘p hollarda [ R(x,Vax?+ bx +c)dx (a# 0) kabi integrallarni
hisoblashda trigonometrik almashtirishlardan foydalaniladi. Buning uchun radikal
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ostidagi uchhaddan to‘la kvadrat ajratilib t = x +% almashtirish bajariladi. U

4ac— b2

holda vVax? + bx + ¢ =\/ t2 4

Mumkin bo‘lgan barcha holatlarni garab chiqamiz:

4ac—b? 2 4ac-— b2

1. a>0, > 0. Bu holda a = p*,

= g2 belgilashlar kiritsak

Vax?2 4+ bx+c = \/pztz + q2;

4ac—b? 2 4ac—b?

2. a>0, < 0.Buholdaa=p

= —q* belgilashlar kiritsak

Vvax2 +bx+c = \/pztz — q?

4ac—b? 2 4ac-— b2

4a

3. a<o,

> 0. Bu holda a = —p?, = g2 belgilashlar kiritsak

vax? +bx+c = \/qz — p?t?;

4ac—b?

4, a<0, < 0. Bu holda vVax?2 + bx + c ildiz ma’noga ega emas.

SHunday qilib, [ R(x,Vax2 + bx + ¢)dx integral quyidagi
1. [R(t,/p?t? + q?)dt
2. [R(t,\[p?t? — q?)dt
3. [R(t,\/q% — p2t?)dt

integrallardan biriga keltiriladi.
Ularning birinchisini t = 2tgz, ikkinchisini t =%——, uchinchisini esa,
p p cosz
t = %sinz almashtirishlar yordamida sinz va cosz ga nisbatan ratsional funksiyaga

keltirib hisoblash mumkin.

7.16-Misol. [ CErETE integralni hisoblang.
> = = [l+x=tl= ===
,/(x2+2x+17)3 ,/((x+1)2+16)3 J(t2+16)3
t =4tgz
. _ 4z _ . 4(1+tg?z)dz 1 z 1 .
= dt cos2z - f /_163(1+tg22)3 - 16f /1+tgzz - 16fCOSZdZ =

=4(1 + tg?z)dz

1 . 1 tgz 1t 1 14+x
=—sinz+C=— +C=— +C=—F—F——=+
16 16 \/1+tg?z 16 V16+t2 16 Vx2+2x+17
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d) [VaxZ+bx +cdx ko‘rinishidagi integral ham ¢ = x +— almashtirish

yordamida [ /p?t? + q?dt yoki [/q? —p?t?dt integrallardan biriga keltiriladi,

ular esa mos trigonometrik almashtirishlar yordamida ratsionallashtiriladi.

7.17- Misol. [ 3 — 4x2 + 4x dx integralni hisoblang.

2 _1_
>f\/3—4x2+4xdx=2f\/1—(x—1) dx=""27"Y=
g dx =1t
_ —2 4, | t=sinz | _ 2 _
=2[V1—t?dt |dt:coszdz| 2 [cos?zdz

= [(1 + cos2z)dz = (z + %SinZZ) + C = (z + sinzcosz) + C =

= (arcsint + tV1—t2) + C = (arcsin(x—l)+(x—l) 2 _x? +x>++C =
2 2) 2

i(ﬁlarcsin (x — %) +(2x —1)V3 —4x? + 4x) +C. <

Eslatma: Irratsional ifodalarni integrallashda yugorida garalgan usullardan
tashgari Eyler almashtirishlari, differensial binomini integrallash kabi va boshga

shunga o‘xshash usullardan foydalaniladi.

7.9. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

SHu paytgacha integral ostidagi funksiyalar integral o‘zgaruvchisiga nisbatan
ratsional yoki irratsional bo‘lgan hollarni qarab chiqgan edik. Ushbu mavzuda biz
trigonometrik funksiyalarning integrallarini o‘rganamiz. Eng sodda hollardan
boshlaylik.

1) [ sinmx - cosnxdx; [ sinmx-sinnxdx; [ cosmx - cosnxdx (m van
lar ixtiyoriy haqiqiy sonlardir) kabi integrallar.

Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash lozim bo‘lsa, trigonometrik
funksiyalarning  ko‘paytmalarini yig‘indiga  keltiruvchi quyidagi formulalardan
foydalaniladi:

[cos(a + B) + cos(a — B)],
[cos(a + B) — cos(a — B)],

cosa * cosf =

cosa - cosf =

N|lFRr N|R
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N |-

sina - sinfd =

[sin(a + B) — sin(a — B)].

7.18-Misol. fsin%x-cos%xdx integralni hisoblang.

bfsingx - cos%xdx = %f (sini—?x + sinl—lsx) dx =
%fsingxdx + +%fsinli5dx = —;—Zcosi—zx —175605115 +C. <
2) [sin"xdx, [ cos™xdx ko‘rinishdagi integrallar.
Bu kabi integrallarni hisoblash lozim bo‘lsa, n va m sonlarining butun musbat,
toq yoki juft sonlar ekanliklari hollari alohida garaladi.
a) Agar n =2k + 1 va m = 2p + 1 kabi toq sonlar bo‘lsa, ular quyidagicha
almashtirish bilan ko‘phadni integrallashga olib kelinadi.
[ sin®**1xdx = [ sin®*x - sinxdx = [(sin?x)* - sinxdx =
= — [(1 — cos?x)*d(cosx) ;
[ cos®*xdx = [ cos*Px - cosxdx = [(1 — sin®x)Pd(sinx);
7.19-Misol. [ cos®xdx integralni hisoblang.
» [ cos®xdx = [ cos*x - cosxdx = [(1 — sin®x)?d(sinx) =
= [d(sinx) — 2 [ sin®xd(sinx) + [ sin*xd(sinx) =
= sinx — %sin:"x + %sinsx +C. <
b) Agar n = 2k vam = 2p musbat juft sonlar bo‘lsa, u holda sin®x =

__ 1—cos2x

2 1+cos2x
= > vacos°x =

formulalardan foydalanib integral ostidagi funksiyaning
darajasi pasaytiriladi.

7.20-Misol. [ sin®xdx integralni hisoblang.

_ 3
» [ sinbxdx = | (1 CZSZX) dx = %f(l — 3c0s2x + 3c0s%2x — cos32x) dx =

x 3 . 3
=-——sin2x +=
8 16 8

1+cos4x
2

dx —= [ cos?2xcos2xdx =
8

—x_3g 3 3 — L ((1=sin? ' —
=< —-sin2x + — [ dx + — [ cos4xdx — — [ (1 — sin®2x)d(sin2x) =
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x 3 3 3 1

1
:——_ — — — — — 3 —
3 16sm2x+16x+645m4x 16sm2x+485m 2x + C =

=2y —Loin2x + 2 sindx + Lsin32x + C. «
16 4 64 48

3) [sin™x - cos™xdx ko‘rinishdagi integrallar.

Bunday kurinishdagi integrallarni hisoblash uchun, ( bu yerda m va n lar yana
butun sonlar ) quyidagi hollarni alohida o‘rganamiz:

a) Agar n va m butun sonlar hamda ulardan hech bo‘lmaganda biri tog son
bo‘lsa (aniglik uchun n toq bo‘lsin), u integralni hisoblash quyidagicha amalga
oshiriladi.

2ktly . cos™xdx = [ sin®*x - cos™x - sinxdx =

[ sin
(1 = cos?x)¥ - cos™xd(cosx) = |t = cosx| = [(1 — t2)* - t™dt

Oxirgi integral esa ratsional funksiyaning integralidir.

I hisoblang.
cos3x 1-sin?x 1-t2
fsm6x = f —d(sinx) = |t = sinx| = | ——dt =
1 1
- f (_ N _) dt = " 5sindx T 3sin3x +C. <

b) n va m ham musbat juft sonlar bo‘lsa, garalayotgan integralni hisoblash
trigonometrik funksiyalarning darajalarini pasaytirish formulalari yordamida sin va
cos ning darajalarini integrallashga keltiriladi.

7.22-Misol. [ sin®x - cos*xdx integralni hisoblang.

3 2
. 1—-cos2x 1+cos2x
» [ sin®x - cos*xdx = f( ) ( ) dx =

2 2

= 3—12f((1 —cos2x)(1+ cost))2(1 — cos2x)dx =

1—-cos4x

= —f(stZx) (1 — cos2x)dx = —f( ) (1 — cos2x)dx =

= Ef(l — 2cos4x + cos?4x)(1 — cos2x)dx =

128 j(l — 2c0s4x + cos?4x — cos2x + 2cos2xcos4x — cos?4xcos2x)dx =
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X sin4x 1 1 . 1
=————— Ef(l + cos8x)dx — oo Sin2x + ﬁf(cos6x + cos4x)dx —

3x sindx sin8x 3sin2x sinéx sin10x

1 1+cos8x
—— cos2xdx = — — + — + — +C. <
128 2 256 512 ' 2048 512 1024 5120

v) Agar m van butun juft sonlar bo‘lib, ulardan hech bo‘lmaganda bittasi
manfiy bo‘lsa, yuqoridagi usulni qo‘llab bo‘lmaydi. Bu holda tgx = z yoki ctgx =

z almashtirishdan foydalaniladi.

4

7.23-Misol. [ — dx integralni hisoblang.
sin*x . 4. dx 4 1 dx
fcoslox dx = ftg X cosbx ftg X cos*x cos2x

= [tg*x (1 + tg?x)?d(tgx) = |tgx = z| = [z* (1 + z%)?dz =

tg’x . tg°x

5
WX WX 9% <
7 9

5

g) Agarm 4+ n = 0 bo‘lsa ham, tgx = z yoki ctgx = z almashtirishdan

= [z*dz+2[z%dz+ [z%dz =

foydalaniladi.
. cos®x . -
7.24-Misol. fsin5x dx integralni hisoblang.

ctgx =z
cos®x _ 5 _|x=arctgz| _ _ 5 4z _
fsin5x dx = fCtg xdx = az | fZ 1422

dx = ——

1+z

3 z zv  z2 1 2

=—f(z —-z+ 2)dz=——+———ln|z +1|+C =

1+z 4 2 2

4 2
= —Ct‘i ~+ Ct‘z a —%lnlctg2x+ 1|+ C. <

3) [ R(sinx, cosx)dx ko‘rinishdagi integrallar
Agar sinx va cosx trigonometrik funksiyalarga nisbatan ratsional bo‘lgan

R(sinx,cosx) kabi ifodalarni integrallash lozim bo‘lsa, ko‘p hollarda universal

almashtirish deb ataluvchi tgg = t almashtirishdan foydalaniladi. Ushbu holda sinx

va cosx larni

X X
2tg; 2t cosx = 1-tg?;  1-¢2
1+tg%>  1+t2’ 1+tg?>  1+t2

Sinx =
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formulalar yordamida yarim burchakning tg lari orqgali ifodalaniladi. Agar bunda

= arctgt,dx =

fR(Sinx, cosx)dx = fR( 2t 1-t? ) 2dt

1+t27 14t2) 1+t2

Oxirgi integral esa bizga yaxshi ma’lum bo‘lgan ratsional funksiyaning

integralidir.
7.25-Misol. [ integralni hisoblang.
4sinx+3cosx+5
= dt dt
— 1+t2 — — —
>fALsmx+3cosx+5 | = 2t a1mtZ 2f8t+3—3t2+5+5t2 B f2t2+8t+8 B
ret3ne
dt dt 1

t2+4t+4 (t+2)2 t+2 tg5+2

SHunday qilib keltirilgan universal almashtirish yordamida sin va cos
trigonometrik funksiyalarlarga nisbatan ratsional bo‘lgan ixtiyoriy R(sinx,cosx)
funksiyani integrallashni ratsional funksiyani integrallashga olib kelish mumkin ekan.
Lekin amaliyotda bu almashtirish ko‘pincha o‘ta murakkab ratsional funksiyalar
integrallariga olib keladi. Ana shu qiyinchiliklarni chetlab o‘tish uchun ba’zi maxsus
hollarni alohida garab chigamiz.

4) Ba’zi maxsus hollardagi almashtirishlar

Ko‘p hollarda universal almashtirishdan foydalanish o‘rniga cosx va sinx
funksiyalarining juft yoki toq darajada gatnashishlarini hisobga olish magsadga
muvofiqdir. SHuning uchun quyidagi hollarni alohida garab chigaylik:

a) Integral belgisi ostidagi ratsional funksiya sinx ga nisbatan toq funksiya
bo‘lsin. Bu holda cosx =t va sinxdx = —dt almashtirishlar orqgali integral
belgisi ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi.

7.26-Misol.

J- sin3xdx
24cosx

integralda sinx hamda cosx ga nisbatan ratsional bo‘lgan integral

belgisi ostidagi funksiya sinx ga nisbatan toq funksiyadir. »SHuning uchun
yugoridagi almashtirishlardan foydalaniladi.

dt =

fsin3xdx t = cosx | t2-1 ft2+4t+4—4t—5

2+cosx |dt = —sinxdx 2+t
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_ J-(t+2)2 —4t-5

— dt—f[t+2———— dt =

t+2 t+2

2 —
L 42t —5injc+2|—4 [ 22
2 t+2

dt=t—+2t—51n|t+2|—4f[1—i dt =
2 t+2

2 2
=%+2t—5ln|t+2|—4t+8ln|t+2|+C=%—2+3ln|t+2|+C=

= %coszx — 2cosx + 3In|cosx + 2| + C. 4

b) Agar yugoridagi integralda integral belgisi ostidagi funksiya cosx ga
nisbatan toq bo‘ladigan bo‘lsa, u erda sinx = t almashtirishdan foydalaniladi.
v) Agar yuqoridagi integralda garalayotgan funksiya ham sinx ga nisbatan

ham cosx ga nisbatan juft bo‘ladigan bo‘lsa, u erda tgx =t almashtirishdan

foydalaniladi.
7.27-Misol. f(1+sm2x)c052x integralni hisoblang.
dx . . i . . . o
> (Lrsin?x)cosix integralda funksiya sinx va cosx ga nisbatan juft bo‘lganligi

uchun tgx = t almashtirishdan foydalaniladi.

dx
J‘ dx . tgx - tr cos2x - dt _ f dt _ f(l‘l‘tz)dt _
(1+sin?x)cos?x |2, — 0% _ | Lt ) a42e2 T
1+tg2x 1+t2
1 1426241, 1 1 divVzt) 1 1 _
== — alt_zfalt+zﬁf1+(ﬁt)2 = 2t+2ﬁarctg\/§t+c =

1 1
= Etgx + marctg\/itgx +C. <

Eslatma: YUqorida boshlang‘ich funksiyalari elementar funksiyalar orgali
ifodalanadigan ayrim funksiyalarning sinfini o‘rgandik. SHunday funksiyalar ham
mavjudki, ularning boshlang‘ich  funksiyalarini  elementar funksiyalar orgali
ifodalash mumkin bo‘lmaydi, ya’ni integrallanmaydigan funksiyalar sinfi mavjuddir.
Quyidagi integrallarni elementar funksiyalar orqali ifodalab bo‘lmaydi:

1. [ e~*"dx- Puasson integrali;

2. [sinx?dx, [ cosx*dx- Frenelintegrallari;
dx . . .
3. fﬂ' integral logarifm;

4. f‘i—xdx— integral logarifmga keltiriladi;
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5. f ﬂ dx- integral sinus;

6. [ C‘;Sx dx- integral kosinus;

Bundan tashqari [ R(x,/P(x))dx ko‘rinishdagi integrallarning ko‘pchiligi
P(x) darajasi ikkidan yuqori bo‘lgan ko‘phad holida elementar funksiyalar bilan

ifodalanmaydi.

Nazorat savollari.
Boshlang’ich funksya va anigmas integral ta’rifi. Anigmas integral jadvali.
O’zgaruvchi almashtirish va bo’laklab integrallash usullari.

Sodda kasrlarni integrallash. Ratsional funksyalarni integrallash.

H W Do

Irratsioanl va triganometrik funksyalarni integrallash.

Mashglar
1.  Anigmas integrallarni hisoblang va integrallash natijasini differensiallab

tekshiring.
a) [(Bx — Vx5 + 2sinx —3)dx; b)[(sin 3x + xV1 + x2)dx; c)f —

dx; d)

ZX3

x+
2 4x) dx; f) fx2+2x—3 dx.

f(x7 +%+ 2%)dx; e) f(x23 4 — x?2

2. Anigmas integrallarni hisoblang.

a) fscl:s;c X; b) [ cos 2x - sin 10xdx; c) [ tg?7xdx;
) [ dx; e)[ sin(7x — 1) sin 5xdx; f) [ 222 g
x2+2x+5 X; sin(7x sin 5xdx; =

3. Anigmas integrallarni hisoblang.

3x+9
0) | ez 0 b) | s @
4. Anigmas integrallarni o‘zgaruvchini almashtirib hisoblang.
a) [x3V4 —3x*dx; b) [ 11++\7_
x? dx
Q) [ == dx; I i

5. Anigmas integrallarni bo‘laklab integrallash usulida hisoblang.
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a)flnx b) [ x arcsin xdx; s)[ xe'* 1dx;

d) [ In(1 + x?)dx; e) [ x cos (92—6 + 1) dx.

6. Anigmas integrallarni hisoblang.

2x%24+41x-91
)f(x 1) (x+3)(x—4) dx; )fx(x+1)2'
13dx
s) fx(xz_l)' d) fx(x2+6x+13)

7. Anigmas integrallarni hisoblang.

x>dx 4xdx
) 7 «— ax; Vemm Ve
8. Anigmas integrallarni hisoblang.
sin3 x
)f3\/cos4 b)f4 5sinx ’
Ccos 2x sin xdx
)f\/3+4sm2x )f sinx+1"
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VI BOB. ANIQ INTEGRAL
Matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri- aniq integral, matematika,
fizika, mexanikaning muhim tadbiqiy vositasidir. Yuza, yoy uzunligi, hajm, tezlik, ish,

inersiya momenti va hokazolarni topish, aniq integralni hisoblashga keltiriladi.

8.1. Aniqg integral tushunchasiga keltiriluvchi masalalar

Bizga [a,b] kesmada musbat giymatlar gabul giluvchi y = f(x) funksiya
berilgan bo‘lsin. y = f(x) funksiyaning grafigi, Ox o‘qi, x =a, x =b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan figurani (8.1- rasm) egri chizigli trapetsiya deb ataladi.
Bu egri chizigli trapetsiyaning yuzasini topaylik. Buning uchun [a,b] kesmani
a=xy<x; <Xy <Xp_1<Xx,=>b nugtalar yordamida n ta ixtiyoriy bo‘lakka
bo‘lamiz va shu nuqtalardan Oy o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazamiz. Har bir
[x,—1, xx] oraligdan &, nugtani ixtiyoriy tanlaymiz va funksiyaning o‘sha nuqtadagi
giymati f(&,) ni hisoblaymiz. So‘ngra har-bir Kkichik egri chizigli trapetsiyaning
yuzasini asosi Ax, = x, — x,_q, k = 1,n ga, balandligi f(&,) ga teng bo‘lgan to‘g‘ri

to‘rtburchakka almashtiramiz.

A
y
y=f(
74. - AT S
MEERE I A I I PN
0 £ X1 Xe- & X Xn- X
8.1-rasm

U holda berilgan egri chizigli trapetsiyaning yuzasi taqriban quyidagiga teng
bo‘ladi:

Sp = z f(&x) Axy
k=1
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Bu yig‘indi [a, b] oraligni nechta bo‘lakka bo‘lganligimizga va uni ganday
bo‘lishimizga hamda bu bo‘lakchalarda &, nugtani ganday tanlaganimizga bog‘lik
bo‘ladi.

A = max Axy
1<k=sn

ya’ni oraliqchalarning eng kattasini A deb belgilash kiritsak, A nolga intilgandan oo
ga intiladi. Ravshanki, agar oraliglar sonini orttira borsak, yuqoridagi yig‘indining
giymati egri chizigli trapetsiyaning yuziga yaginlashadi.
SHunday qilib, egri chizigli trapetsiyaning yuzasi sifatida quyidagi limitni gabul
Kilish mumkin ekan:
lim S, =S
n-oo
8.2. Aniq integralning ta’rifi
Aytaylik, y = f(x) funksiya biror [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bo‘lsin. Ushbu [a, b] kesmani a = xo, X1, X3, , Xp—1, Xn=b (xg < x1 < x5+ <
Xn—1 < Xp) Nugtalar yordamida nta [xy, x11, [x1, %21, .. Xk—1r Xkloeeos [ X1, Xl
bo‘laklarga bo‘lib chigamiz. Har bir bo‘lakning uzunligini Ax;, = x;, — x4_1, k = 1,n
deb belgilab, har bir bo‘lakda &, nuqgtani ixtiyoriy tanlaymiz va funksiyaning o‘sha
nuqtadagi qiymati f(&,) ni hisoblaymiz, hamda f(¢,)Ax;, ni topamiz. Barcha
ko‘paytmalarni qo‘shib chiqib quyidagi yig‘indini tuzamiz:

Sn =) ) A%, (8.1)
k=1

Ushbu (8.1) tenglik bilan aniglanadigan yig‘indini y = f(x) funksiyaning
[a, b] kesma bo‘yicha hisoblangan integral yig‘indisi deb ataladi.

YUQqoridagi kesmalar ichidagi eng katta uzunlikka ega bo‘lganini ~ A,, bilan
belgilaylik:

A, = max Ax
n 1<k<n k

8.1-Tarif. Agar A,, = 0 (n = o) da (8.1) ko‘rinishdagi integral yig‘indi biror

chekli I limitga ega bo‘lib, bu limit [a, b] kesmani bo‘laklarga bo‘lish usuliga hamda
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u bo‘laklardagi &, nugtalarning tanlanilishiga bog‘liq bo‘lmasa, uni biz y = f(x)
funksiyaning [a,b] kesma bo‘yicha aniq integrali deb ataymiz va quyidagicha

belgilaymiz:

b
I=] f(x)dx (8.2)
bu yerda, a va b sonlar aniq integralning mos ravishda quyi va yuqori chegaralari, x
integrallash o‘zgaruvchisi, f(x) esa integrallanuvchi funksiya deyiladi. Demak, tarifga

ko‘ra:

[7 f oy = limy, o Tty £ (&) A (8:3)
YUQqoridagi misolga asosan, aniq integral geometrik jihatdan x =a,x =b
vertikal to‘g‘ri chiziglar, Ox o‘qi hamda y = f(x) = 0 bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasini ifodalar ekan.
Biz quyidagi muhim teoremani isbotsiz keltiramiz.
8.1-Teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda

funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

8.3. Aniq integralning asosiy xossalari

1- xossa. Ta’rifga ko‘ra, a = b bo‘lsa, har doim

Jy fGdx =0
«lshot. a = b ekanligidan (1) integral yig‘indida barcha Ax; lar nolga teng. U
holda S,, = 0 va ta’rifga ko‘ra integral nolga teng. »
2-x0ssa. Aniqg integralda integrallash chegaralarining o‘rinlarini almashtirilsa,

uning qiymati teskari ishoraga o‘zgaradi

[, F@dx = = [} f(x)dx.

«Isbot. Aniglik uchun a < b deb olaylik. Tenglikning o‘ng tomonidagi integral
uchun bo‘linish b nugtadan boshlanganligi sababli barcha Ax;, manfiy bo‘ladi, chap
tomondagi integral uchun esa Ax;, lar musbat. SHu sababli tenglikning ikki tomonidagi
integrallar bir- biridan ishoraga farq giladi. »
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3-xossa. Aniq integrallarning qiymati integrallash o°zgaruvchisining
ko‘rinishiga bog‘liq emas:
[} fedx = [} f(O)dt = [} f()dz = --

4- xossa. Agar A = const # 0 bo‘lsa, ff Af(x)dx = A f; f(x)dx kabi
bo‘ladi.

«Isbot. Ta’rifga ko‘ra

f(f Af (x)dx = 1imxn—>o Y1 Af ) Ax = A limxn—m Yi=1f (&) Axy =
=A fff(x)dx. >

5- xossa. Agar f;(x), fo(x),..., fm(x) funksiyalar, [a,b] da integrallanuvchi

funksiyalar bo‘lsa, u holda:

ff[fl(x) + () £+ fr,(x)]dx = fffl(x)dx + f(ffz(x)dx + ..+

£ J) fn()dx
<«Isbot.

b :

fa [1(0) £ fo(x) & & fr () ]dx = limy o Xk [f1 () £ f2(§) £ £ &
JmékAxk=limAn—04=1n/1AxEHAimAn—>04=1n/2¢ Ak +... HimAn—>04=1n
JmékAxk=abf1vdx+abf2xdx+...+abfmxdy . W

6 — xossa. Agar ¢ € [a, b] bo‘lsa, u holda

[7 fdx = [ f(x)dx + [ f(0)dx (8.4)
kabi bo‘ladi. Aniq integralning ushbu additivlik xossasi chekli sondagi nugtalar
uchun ham o‘rinlidir.

«Isbot. Aniq integral ta’rifida [a, b] kesmaning bo‘linishi ixtiyoriy bo‘lganligi
uchun, bo‘linishni shunday tanlaymizki ¢ nuqta bo‘linish nuqtasi bilan ustma- ust
tushsin. Endi [a,b] kesmaga mos (8.1) integral yig‘indini shunday ikki gismga
ajratamizki, birinchi yig‘indi [a, c] kesmaga, ikkinchi yig‘indi [c,b] kesmaga mos

kelsin

Yo f (&) Axy = X5 f (&) Axy + X2 f (&) Axy
337



Bu tenglikda A,, — 0 limitga o‘tsak (4) tenglikni hosil gilamiz. »
7-xossa. Agar [a, b] kesmada f(x) = ¢(x) bo‘lsa,

b b
[, f)dx = [ p(x)dx (8:5)
«Isbot. Barcha nugtalarda f(x) = ¢(x) bo‘lganligi sababli, bu funksiyalarning

integral yig‘indilari uchun ham

D FEI A= D 00 by
k=1 k=1

kabi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Limitning xossalariga ko‘ra bu tengsizlikda limitga
o‘tish mumkin bo‘lib, limitga o‘tishda tengsizlik belgisi saqlanadi. Limitlar natijasiga
ko‘ra (8.5) tengsizlikni hosil gilamiz. »

8- xossa. Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, uning shu
kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari mos ravishda m va M lar bo‘lsa, u holda

har doim quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi:

m(b—a) < [} f(x)dx < M(b — a) (8.6)
<«Isbot: SHartga ko‘ra
m<f(x) <M
7- xossaga ko‘ra
f;m dx < fff(x) dx < f: M dx (8.7)

Lekin ['mdx = m(b — a) va [, M dx = M(b — a). Bularni (8.7) ga qo‘yib (8.6) ni
hosil gilamiz. »

9- xossa. (O‘rta giymat hagidagi teorema). Agar y = f(x) funksiya [a,b]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda [a, b] kesma ichida yotuvchi, shunday bir x = ¢
nugta mavjudki, uning uchun har doim quyidagi tenglik o‘rinlidir.

[ f)dx=f(c)b-a) (a<c<h).
<«Ishot: Agar m va M sonlar funksiyaning [a, b] kesmadagi eng Kichik va eng

katta qiymatlari bo‘lsa (8.6) ga asosan

mSﬁfff(x)deM.
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Bu yerda ﬁf:f(x) dx = p debolsak, m < u < M.
y = f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun, m va M sonlar
orasidagi barcha giymatlarni gabul giladi. O‘z navbatida shunday ¢ (a < c < b)

topiladiki, f(c) = u bo‘ladi, ya’ni
[P fx)dx=f(®b-a). >

8.4. Aniq integralda yuqori chegara bo‘yicha hosila.

Agar f: f(x)dx aniq integralda quyi chegarani o‘zgartirmasdan Yyuqori
chegarani o‘zgartira borsak, uning giymati ham yuqgori chegaraga nisbatan o‘zgara
boradi, ya’ni aniq integral yuqori chegaraning funksiyasi bo‘ladi.

<Qulaylik uchun integral yuqori chegarasini x deb olamiz, uni integral
o‘zgaruvchisi bilan farglash uchun integrallashni ¢ bo‘yicha deb olamiz. Natijada
f:f(t) dt kabi integralni hosil gilamiz. Quyi chegara a o‘zgarmas bo‘lganida u x ning
funksiyasiga aylanadi. Biz bu integralni

F(x) = [, f(t)dt (88)
kabi belgilaymiz. Bu yerda integral ishorasi ostidagi funksiyani [a,x] oraliqda
uzluksiz deb faraz gilamiz.

(8.8) tenglikda x ga Ax orttirma beramiz, u holda

Fx+8x) = [ ) de = [ f@ dt + [T f(©) dt
bo‘ladi.

Ushbu tengliklarni hadlab ayirsak,
Fx +Ax) — F(x) = [T f(6) dt
ya’ni F(x) funksiyaning orttirmasini hosil gilamiz
f(t)dt. (8.9)
(8.9) tenglikka o‘rta giymat hagidagi teoremani (9- xossa) qo‘llasak ,
AF = f(c)Ax (x <c<x+Ax)

x+Ax

AF = [

Bundan esa,
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=1 (8.10)

ni hosil gilamiz. (8.10) tenglikning har ikkala tomonida Ax — 0 da limitga o‘tamiz:

limyyoo 7 = Jim f(c)
Ax = 0 da c = x bo‘lganligi va hosila ta’rifiga ko‘ra
F'(x) = f(x)

ni hosil gilamiz. »

Demak biz quyidagi teoremani isbot gildik:

8.2-Teorema. Agar f(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa, F(x) = [ f(¢) dt funksiya
uchun F'(x) = f(x) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, aniq integralning yuqori chegarasi bo‘yicha hosilasi,
integral ishorasi ostidagi funksiyaning yuqori chegaradagi giymatiga teng bo‘lar ekan.

Yugorida isbot etilgan teoremadan uzluksiz bo‘lgan har ganday funksiyaning

boshlang‘ichi mavjudligi kelib chigadi.

8.5. Aniq integralni hisoblash. Nyuton- Leybnits formulasi.

Aniq integralni uning ta’rifidan foydalanib hisoblash juda noqulay bo‘lib
murakkab hisoblashlarni talab etadi. Aniq integralni hisoblash hagidagi muhim
bo‘lgan quyidagi teoremani isbotlaymiz.

8.3-Teorema. y = f(x) funksiya biror [a,b] kesmada aniglangan hamda
uzluksiz bo‘lib, F(x) uning uchun o‘sha kesmadagi biror boshlang‘ich funksiyasi

bo‘lsin, ya’ni F'(x) = f(x), u holda quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi.
[ f@ dx = F) | = Fb) — F(@) (3.11)

Bu tenglikka Nyuton-Leybnits formulasi deb ataladi.
«lshot: F(x) biror boshlang‘ich funksiya bo‘lsin. YUqoridagi teoremaga

asosan F(x) = f; f(t)dt ham f(x) ning boshlang‘ichi bo‘ladi. Ikkita boshlang‘ich
funksiyalar bir- biridan o‘zgarmas songa farq qilganligi uchun

[Sf®dt=F@) +C (8.12)
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kabi yozishimiz mumkin. Bu tenglik € ning mos tanlanganida barcha x lar uchun
o‘rinli. € ni aniglash uchun (8.12) tenglikda x = a deb olamiz, u holda
[If(t)dt=F(a)+C yoki 0=F(a)+C
bu erdan C = —F(a).
O‘z navbatida
J; f©dt = F(x) = F(a).
bu yerda x = b deb olsak, integral ostidagi o‘zgaruvchining ganday bo‘lishiga bog‘liq
bo‘lmaganligi uchun Nyuton — Leybnits formulasini hosil gilamiz:
[} f(x) dx = F(b) — F(a). »

SHuni ta’kidlashimiz lozimki, F(b) — F(a) ayirma, ya’ni Nyuton- Leybnits
formulasida boshlang‘ich funksiyaning tanlanishiga bog‘liq emas. Keltirilgan bu
formulaning qulayligi shundaki, anig integralni hisoblash uchun funksiyaning

boshlang‘ichini bilish etarli ekan. SHu sababli bu formula katta amaliy ahamiyatga

egadir. Aniq integralni hisoblashga doir misollar garaylik:

T T

1. » fgsinxdxz —cosx |2 = —cos=+ cos0 = 1; <
0 2
1 x _1 2|1 _1 . _
2. » [, —dx=-In|1+x ||0—2(ln2 Inl) = InV2. <

8.6. Bo‘laklab integrallash usuli
Faraz qgilaylik, u = u(x) va v = v(x) funksiyalar biror [a, b] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lIsin, u holda:
d(uv) = vdu + udv
bo‘lganligi uchun tenglikning har ikkala tomonini a dan b gacha bo‘lgan chegaralarda

hadlab integrallaymiz
f; d(uv) = f; vdu + f; udv.
Tenglikning chap tomoniga Nyuton-Leybnits formulasini qo‘llab, quyidagi formulaga

ega bo‘lamiz.

b b b
J, udv =uv |a — J, vdu (8.13)
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Mazkur formula, bo‘laklab integrallash formulasi deb ataladi.

8.1-Misol.
n u=uxdu=dx m - -
> J2xsinxdx = | dv = sinxdx |= —xcosx + [?cosxdx = ——cos~+
V = —CoSX
T
+0 - cos0 + sinx |2 = Sing —sin0 =1. <«
0
8.2-Misol.
u = arctgx
1 . _dx _ 1 1 xdx
> [, arctgxdx =| du=_—— |=xarctgx |0 o =

dv=dx, v=x

= arctgl — arctg0 —%lnll + x?| (1) = %—%lnz. <

8.7. O°‘rniga qo‘yish usuli.
Aytaylik, fff(x) dx ni hisoblash lozim bo‘lsin, bu erda f(x) funksiya

kesmada uzluksiz. Agar x = @(t) funksiya [a, 8] kesmada o‘zining 1-tartibli hosilasi

bilan birgalikda uzluksiz bo‘lib,
p(a) =a,¢(B) =b
shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda quyidagi formula har doim o‘rinli:
J; f@ydx = [ flo(0] ' (e (8.14)
Hagigatan ham, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u
holda
[f)dx=Fx)+C
[ flo®]e'()dt = Fp(t)) +C.
Bu tengliklarning birinchisini [a, b] oraligda integrallaymiz va N’yuton-
Leybnits formulasini qo‘llaymiz:
[? f(x)dx = F(x) = F(b) — F(a)

Ikkinchi tenglikka asosan

I Flo®1e' (©)de = F(p(t)) |§ =F(e(B)) — F(p(a)) = F(b) — F(a)
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Oxirgi tengliklarning o‘ng tomonlari teng, shuning uchun ularning chap
tomonlari ham o‘zaro teng.

Ushbu formula, odatda anig integralda o‘rniga qo‘yish yoki o‘zgaruvchini
almashtirish usulining formulasi deb ataladi. Ushbu usulga ko‘ra anig integralda
o‘zgaruvchini shunday bir funksiya bilan almashtirish lozimki, natijada yangi
o‘zgaruvchiga nisbatan hosil bo‘lgan integral sodda ko‘rinishga ega bo‘lishi lozim,
shuningdek almashtirish orgali anig integralning yangi o‘zgaruvchiga nisbatan

chegaradagi holi topiladi.

8.3-Misol.
x = sint
L dx = costdt ™ ™
[ Vi—x%dx=| t =0 |[=[2V1—sin’tcostdt= [?cos’tdt =
tz =§
m T
= FHCOStht = (£+lsin2t) 2 =2«
0 2 2 4 0 4

Eslatma: Aniq integralni hisoblashda yangi o‘zgaruvchidan eskisiga qaytish
kerak emas, balki yangi o‘zgaruvchining chegaralarini keyingi boshlang‘ich
funksiyaga qo‘yish kerak. Ba’zi hollarda o‘rniga qo‘yish usuli bilan integrallashda
yangi o‘zgaruvchiga nisbatan chegarani aniglash murakkab bo‘lishi mumkin. SHuning
uchun bunday hollarda yangi o‘zgaruvchiga nisbatan boshlang‘ich funksiya
hisoblangandan keyin eski o‘zgaruvchiga qaytiladi va eski chegaralarga nisbatan
Nyuton-Leybnits formulasi qo‘llanadi.

Ma’lumki,  biror oraliqda uzluksiz bo‘lgan funksiya uchun har doim
boshlang‘ich funksiya mavjud, ya’ni biror oraligda uzluksiz bo‘lgan funksiya
integrallanuvchi funksiya bo‘ladi. Lekin har doim ham berilgan oraligda berilgan
funksiya uchun boshlang‘ich funksiyani hisoblash mumkin bo‘lavermaganligi uchun
ko‘pgina aniq integrallarni tagribiy hisoblashga majbur bo‘lamiz. Aniq integrallarni
tagribiy hisoblash usullaridan eng samarali usullar to‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli,
trapetsiya usuli, hamda parabola usullari hisoblanadi. Ular Oliy matematikaning

maxsus kurslarida o‘rganiladi.

343



8.8. Xosmas integrallar
Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a, b] kesma bo‘yicha aniq integrali tushunchasi
Kiritilayotganda, uni o‘sha kesmada aniglangan hamda uzluksiz deb faraz gilgan edik.
Agar f(x) funksiya garalayotgan oraligning biror nugtasida uzluksiz bo‘lmasa, yoKi
[a,b] kesmaning uzunligi chekli bo‘lmasa, u holda biz odatdagidek aniq integral
tushunchasini kirita olmaymiz. Ana shu hollarda kiritiladigan aniq integrallarni

xosmas integrallar deb aytiladi.

l. CHegaralari cheksizlik bo‘lgan (I-tur) xosmas integrallar
Faraz qilaylik f(x) funksiya [a,+o) oraligda aniglangan, hamda uzluksiz
bo‘lsin. Ushbu oraligning uzunligi cheksizlik bo‘lganligi uchun ham odatdagidek aniq
integral tushunchasini kiritib bo‘lmaydi, lekin funksiya ixtiyoriy b (b > a) uchun
[a,b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun aniq integral mavjud bo‘ladi. Bu
integralning qiymati b ga bog‘lig, ya’ni b ning funksiyasida iborat. f:f(x) dx
integralning b — oo qanday o‘zgarishi masalasini qarab chigamiz.

8.4-Ta’rif. Agar

. b
Jim [ f (x) dx
chekli limit mavjud bo‘lsa, bu limitga f(x) funksiyadan [a, +o0) oraliq bo‘yicha
olingan I-tur xosmas integral deb ataladi va

J.” f(x) dx

kabi belgilanadi. Demak, ta’rifga ko‘ra:
[y fG)dx = lim [ f(x)dx (8.15)
Bu holda faoof(x) dx integral mavjud yoki yaginlashuvchi deb ataladi. Agar

limy_, ff f(x) dx chekli limit mavjud bo‘lmasa, fa°° f(x) dx integral uzoglashuvchi
deyiladi.

f(x) = 0 bo‘lganida xuddi aniq integraldagi kabi faoo f(x)dx integralning
giymati, y = f(x) funksiya grafigi, x = a to‘g‘ri chiziq va abssissa o‘qi bilan

chegaralangan cheksiz sohaning yuzasiga teng (8.2- rasm).
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/// y=f(x -

0] a X

8.2-rasm
Xosmas integralni hisoblash Nyuton-Leybnits formulasi va limitni hisoblashga
keltiriladi. Agar integral ostidagi f(x) funksiyaning boshlang‘ichi F(x) mavjud

bo‘lsa, ta’rifga ko‘ra
faoof(x) dx = l}im fff(x) dx = gim [F(b) — F(a)] = F() — F(a)
Demak l}im F(b) = F(o0) limit chekli bo‘lsa integral yaqinlashuvchi, aks holda

integral uzoglashuvchi.
8.4-Misol.

1
1+x2

bfloo 1+1x2 dx = él_’l}o flb dx = ll?L_r)r(}o arctgx Ii = lgirzlo[arctgb —arctgl] =
~1-5-1

Agar f(x) funksiya (—oo,b] oraligda aniglangan ham uzluksiz bo‘lsa, uning
shu oraliq bo‘yicha xosmas integrali f_boo f(x) dx kabi belgilanib, ta’rifga ko‘ra uning
ham yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun quyidagi tenglik

[0, fG)dx = lim  [7f(x) dx (8.16)
ning o‘ng tomonidagi limit mavjud bo‘lishi lozim.

Umuman f(x) funksiya (—o, ) oraligda aniglangan hamda uzluksiz bo‘lsa, u
holda shu oraliq bo‘yicha xosmas integralning mavjud bo‘lishligi uchun quyidagi
tenglik

JZ f@dx =], f@)dx + [ f () dx (8.17)
ning o‘ng tomonidagi har ikkala xosmas integrallarning bir paytda mavjud bo‘lishligi
lozimdir. (8.17) tenglikda O ning o‘rniga ixtiyoriy a sonini olganimizda ham

integralning qiymati o‘zgarmaydi.
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Ko‘pchilik misollarni echishda va xosmas integrallarning amaliy masalalarga
tadbiglarida bu integralning giymati emas, balki uning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini bilish, integralni baholash etarli bo‘ladi. Bu masalalarni
quyidagi xossalar aniglab beradi.

Xossalari

l.y=f(x) vay= () funksiyalar [a,+o0) oraligda aniglangan bo‘lib 0 <

f(x) < @(x) tengsizlikni ganoatlantirsin, u holda:

a) fa°° ¢ (x) dx yaginlashuvchi ekanligidan fawf(x) dx integralning yaginlashuvchi

ekanligi kelib chigadi va fawf(x) dx < faoo o(x) dx;

b) faoo f(x)dx integral uzoglashuvchi ekanligidan fa°°<p(x) dx integral

uzoqlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

2. faool f(x)|dx integral yaqginlashuvchi bo‘lsa, 1- xossaga ko‘ra faoo f(x)dx

integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va bu integral mutlog yaqinlashuvchi

deyiladi.

Funksiyaning o‘zidan olingan integral yaqginlashuvchi bo‘lib, uning modulidan
olingan integral uzoqlashuvchi bo‘lsa bu integralga shartli yaqginlashuvchi deyiladi.

Ko‘pchilik xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligini tekshirishda qo‘llaniladigan
quyidagi integralni garaylik:

I = flooz—z = ll)iirgo fj—z,a >0

a) a <1 bo‘lsa integral uzoglashuvchi, chunki

b__ 1 . 1-a _ 17 —
1= 1= Il)l_r)rgo[b 1] = oo,

xl—a

[=lim [P&=

b—oo x® b—ooo 1—a

b) a =1 bo‘lganida ham integral uzoqlashuvchi, chunki

I = lim fl”‘;—x = lim Inlx] |Ii = oo,

b—oo

V) a>1bo‘lsa

. b dx 1 ..
[ =1lim | —=—1I]im
b—oo vl x@ 1—& p—oo Lh¥~1

- 1] S ya’ni integral yaginlashuvchi.

a-1

SHunday qilib
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_ wdx _(a <1 dauzoqlashuvchi
I=] X« {a > 1 dayaqginlashuvchi (8.18)
8.5-Misol.
> x‘;’;x integral yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

x =1 giymatda ! <x—12 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Xosmas integrallarning

xZeX T
yuqoridagi (4) alomatiga ko‘ra [ 100% integral yaqinlashuvchi. 1 a) xossaga ko‘ra esa
berilgan integral ham yaqinlashuvchi. <

8.6-Misol.

o (x—1)cosxdx
> —

= integralni yaginlashishga tekshiring.

Integral ostidagi funksiya ishora almashinuvchi, shuning uchun

(x—1)cosx X 1
| <3 ==
X2 X2 X2
oo dx . bdx _ 1|b _ . 1 _
J; _%_ll)l—)oofl_?’__z_l 1__211,1330[\/_5_1]_2

X

bo‘lganligi uchun | 1°°d—3 yaqinlashuvchi integral. O‘z navbatida berilgan integral
x2

ta’rifga ko‘ra mutloq yaqinlashuvchi bo‘ladi. <

Il. 1l —tur xosmas integrallar
Aytaylik, y = f(x) funksiya (a,b] oraligning barcha nuqtalarida uzluksiz
bo‘lib, uning x = a chap chegarasida aniglanmagan yoki uzilishga ega bo‘lsin. Bu
holda ham odatdagi aniq integral tushunchasini kiritib bo‘Imaydi, ya’ni funksiyaning
ushbu kesma bo‘yicha integrali yana xosmas integral bo‘ladi. Funksiya (a, b] oraligda

uzluksiz bo‘lganligi sababli ixtiyoriy € > 0 uchun

b
Jie f () dx
aniq integral mavjud.
8.5-Ta’rif. y = f(x) funksiya (a, b] oraligda uzluksiz bo‘lib,

b
lsl_r)r(l) Joyuo f(X)dx
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chekli limit mavjud bo‘lsa, bu limitning giymatiga y = f(x) funksiyadan [a, b] kesma
bo‘yicha olingan I1- tur xosmas yoki chegaralanmagan funksiya integrali deb ataladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra:

[, fGdx =1lim [, f(x) dx (8.19)

Agar (8.19) limit mavjud bo‘lsa integral yaqginlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi
deyiladi.

Agar f(x) funksiya kesmaning barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lib, fagatgina

x = b o‘ng chegarada uzilishga ega bo‘lsa, f: f(x) dx xosmas integralning mavjud

bo‘lishi uchun quyidagi tenglik

J, fG)dx =1lim [ f(x) dx
ning o‘ng tomonidagi limitning mavjud bo°‘lishi lozim.
Aytaylik, y = f(x) funksiya [a,b] kesmaning barcha nugtalarida uzluksiz
bo‘lib, biror ichki x = s nugqtasida uzilishga ega bo‘lsin. Bunday holda ham aniq

integral mavjud bo‘lmasligi mumkin. SHuning uchun integral

[ fydx = [} Feo dx + [ f(x) dx
kabi ikkita xosmas integralga ajratiladi, hamda berilgan integral yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun tenglikning o‘ng tomonidagi ikkala integralning ham yaqinlashishi talab
ctiladi. Agar ulardan birortasi uzoqglashuvchi bo‘lsa berilgan integral ham uzoglashadi.
8.7-Misol.

0
Demak, garalayotgan xosmas integral mavjud emas ya’ni uzoglashuvchi ekan.

2 dx : 2—¢ dx : 2
> Jorz =lim Jy o = lim Inlx = 2|

£ = lirr%) [In|e| — In2] = .«
E—

Ko‘pchilik hollarda integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ichini topish
mumkin bo‘lmaydi yoki uni topish murakkab hisoblashlarga olib keladi. Bunday holda
integralni hisoblamasdan uning yaginlashuvchi ekanligini aniglash bilan chegaralanish
mumkin. Integralning yaginlashuvchiligini aniglash uchun quyidagi xossalardan

foydalanamiz.
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Xossalari
1.y = f(x) vay = @(x) funksiyalar [a, b] oraligda aniglangan va uzluksiz bo‘lib
fagatgina x = a nuqtada wuzilishga ega bo‘lsin hamda 0 < f(x) < ¢@(x)

tengsizlikni ganoatlantirsin, u holda:
a) f:go(x) dx yaqginlashuvchi ekanligidan fff(x) dx integralning yaginlashuvchi
ekanligi kelib chigadi va f:f(x) dx < f: o(x)dx;

b) f: f(x)dx integral uzoglashuvchi ekanligidan f; @(x)dx integral

uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.

2. f:l f(x)| dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, 1- X0ssaga ko‘ra f: f(x)dx integral

ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va bu integral mutloq yaqinlashuvchi deyiladi.

Funksiyaning o‘zidan olingan integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uning modulidan
olingan integral uzoqglashuvchi bo‘lsa bu integralga shartli yaginlashuvchi deyiladi.

CHeksiz oraliq bo‘yicha olingan xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligini

tekshirishda qo‘llaniladigan integral kabi quyidagi integralni qaraylik:

I = bd—x=1im bﬂa>0

0 x@ g0 xa’
a) « <1 bo‘lsa integral yaqginlashuvchi, chunki
b _ —_—

& 1-a g-0

xl—a

. b dx .
[ =1lim | = =1lim
-0 Y€ x% -0 1—-a

b) a =1 bo‘lganida integral uzoqlashuvchi, chunki
[ =lim fbd—x = lim In|x| |b = oo,

e-0 "€ x £-0 &
V) a >1 bo‘lsa integral uzoglashuvchi

. b dx 1 5. _ _
[=1lim [[ —=—Ilim [b'™% — £17%] = .
e—-0 "€ x%  1-a g-0

SHunday qilib

b dx a=>1 dauzoqlashuvchi

I'=)y== {a <1 dayaqinlashuvchi (8.20)

8.8-Misol.
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1d 0 d 1d
;f_17x=f_17x 07’5_18_)0]17+1 f——llm[lnlel In|1]] +

+lir51 [In|1] — In]e|]] = 0. 4
£

Demak, garalayotgan integral mavjud emas.

8.9-Misol.

0 1-¢ dx
>f 1v1 —x2 f 1\/1 —x2 +f0 V1-x2 ‘lc;_>0 f—1+8\/1 —x2 t ‘lg—>0 fO 1-x2
= lim arcsinx | + lim arcsinx |1 —E& -

-0 - £-0 0
= lm&[arcsmO — arcsm( 1+8)]+ llm[arcsm(l —¢) —arcsin 0] =
E—

= —arcsin(—1) + arcsinl = 2arcsinl = . 4

Demak, garalgan xosmas integral mavjud bo‘lar ekan.

Eslatma: Agar funksiya garalayotgan kesma ichida bir emas chekli dona

nuqgtalarda uzilishga ega bo‘lsa, o‘sha oraliq bo‘yicha xosmas integralni hisoblash

uchun aniq integralning additivlik xossasidan foydalaniladi.

e) f_z Vcosx — cos3xdx;

Mashglar
1. Aniq integrallarni hisoblang.
a) f7 (2x2 +2) dx; b) [ Vxdx;
dx
c) fl T+inx ' )fo x2+4x+5 '

) fO 1+W

2

g9) fﬁx5V1+x2dx; h) f02V4—x2dx;
~N O X
I)fl x x2+5x+ ’ J) fO 2x+V3x+1
2. Berilgan xosmas integrallar hisoblansin.
a) [ 1e Inxdx; b) fonxzcosxdx;
2
c) J, " cosvxdx; d) foﬁxarctgxdx;

0 2
&) I, ws £ [ e dx.
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3. Xosmas integrallarni hisoblang yoki ularning uzoglashuvchi ekanligini

ko‘rsating
o 2+Ssinx 1 dx 2 xdx
a) fl Vx dx; b) fOE x(inx)2’ C) J‘1 Vx=1’
T xdx o dx
d X , e .
)£16x4+1 ) !3 2 _Ax

8.9. Aniq integralning geometriya va mexanikaga tadbiqglari.

Ko‘plab geometrik, fizik yoki mexanik masalalarni echishda aniq integraldan
keng foydalaniladi. Jumladan, yassi figura yuzasi, egri chiziq yoyi, aylanish jismining
hajmi, bajarilgan ishni, momentni topish aniq integralni hisoblashga keltiriladi. Biz
quyida ana shu masalalarni hal etishga batafsil to‘xtalamiz.

1. Yuzalarni hisoblash.
Biz egri chizigli trapetsiyaning yuzasi aniq integral yordamida f:f(x)dx
formula bilan topilishini ko‘rgan edik.
Bu formula yordamida yugoridan f(x) = 0, yon tomonlaridan x =a, x =b
to‘g‘ri chiziglar, quyidan Ox o‘qi bilan chegaralangan har ganday figuraning yuzasini
hisoblasa bo‘ladi.

f(x) <0 bo‘lganida aniq integralning 7- Xo0ssasiga asosan f(f f(x)dx <0

bo‘ladi. SHuning uchun egri chiziqli trapetsiyaning yuzi S = — f; f(x)dx bo‘ladi.
Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmaning c;,c,,...,c, nuqgtalarida o‘zining

ishorasini bir necha marta o‘zgartiradigan bo‘lsa (1-rasm), u holda y = f(x) egri

chiziqg bilan chegaralangan figuraning yuzini hisoblash uchun [a, ¢,], [¢y, ¢2], ..., [¢n, D]

oraliglarda figuralarning yuzalari hisoblanib, so‘ngra ular qo‘shiladi.

A

%&\%/1

a 0| crets NS b ox

8.3-rasm
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Yuzalarni bitta integral yordamida hisoblash uchun [a, b] kesmada funksiyaning

qiymatini moduli bo‘yicha olib qarash yetarli, ya’ni
b
[P1FGoldx (8.21)

8.10-Misol. y = cosx funksiya va Ox o‘qi bilan chegaralangan sohaning

yuzasini toping, bu yerda 0 < x < 2m.

3 8.4-rasm
T T T
>0SXSE Va ?SXSLTCU&COSXZO, ESXS

> da esa cosx < 0
bo‘lganligi uchun

- 3m

S = |2cosxdx + [sn cosxdx — |z* cosxdx =
0 -
2 2

3n
2 21 —
. . , 2 , T , . , 3m , 3T
= sinx |2 + sinx (37 —sinx |7 = sin— — sin0 + sin2m — sin—— —sin—+
0 2 >
sin—-=4. 4

Agar bizga berilgan tekis figura yuqoridan y = f(x) egri chiziq, quyidan
y = g(x) egri chizig, yon tomonlaridan x =a va x = b to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan bo‘lib, [a, b] kesmada f(x) = g(x) bo‘lsa, bunday figuraning yuzasi
(8.5-rasm)

b b b
§=J, fOdx— [ g(x)dx = [ [f(x) — g(x)]dx (8.22)
formula bilan hisoblanadi. o
y|y=x
y=4x
A 16
y y=f(x)
y=9(x) 0 >
0 a b X" X
8.5-rasm 8.6-rasm
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8.11-Misol. y = x? parabola va y = 4x to‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan
sohaning yuzasini hisoblansin (8.6- rasm).
» Bu chiziglarning kesishish nugtasini topamiz
x? =4xdanx, = 0vax, = 4.
[0,4] kesmada 4x > x? bo‘lganligi uchun
S =[x —x?]dx = [2x? - 32%] |F =32 - L = 10
Biror egri chiziq o‘zining x = x(t) va y=y(t) (a<t<p) parametrik
tenglamasi bilan berilgan bo‘lib, bu funksiyalar o‘zlarining birinchi tartibli hosilalari
bilan birgalikda [«, f] da uzluksiz hamda x(a) = a, x(B) = b bo‘lsin.
y = f(x) = 0 funksiya [a, b] kesmada aniglangan bo‘lib, u parametrlanganida
yugoridagi chizigni aniqlasin. Ma’lumki, egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi
S = ff ydx
ga teng. Bu integralda o‘zgaruvchini almashtirsak x = x(t),dx = x'(t)dt
s=[Pyx'®adt (8.23)
Oxirgi tenglik egri chizig parametrik tenglamasi bilan berilganida yuzani aniglovchi
formula hisoblanadi.
8.12-Misol. x = acost, y = bsint ellips bilan chegaralangan sohaning yuzini
toping.
» Bu soha koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik bo‘lganligi uchun, uning

yuqori yarim bo‘lagidagi yuzini topish etarli. Bu sohada x o‘zgaruvchi —a dan a

gacha o‘zgarganligi uchun, t o‘zgaruvchi n dan 0 gacha o‘zgaradi. Demak,
§=2 f:f bsint(—asint)dt = —2ab f; sin’tdt = —ab f;(l — cos2t)dt ==
—ab (t — lsinZt) |0 = mab. 4
2 T

Aytaylik (p,08) qutb koordinatalar sistemasida (x = pcos6,y = psinf) egri
chizig p = p(0) tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bu erda a <6 < [. Bundan
tashgari p = p(6) funksiya [, B] kesmada uzluksiz bo‘lsin.
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Ma’lumki, 8 = a va 8 = B qutb koordinatalari sistemasida nurlarni aniglaydi.
SHuning uchun p = p(0) egri chizig, 8 = a va 8 = B nurlar bilan chegaralangan soha

egri chiziqli sektordan iborat bo‘ladi (8.7- rasm).

v

8.7-rasm

Bu egri chizigli sektorning yuzasini topish uchununi 8 =8, =a, 6 = 6,, 0 =
0,,...,0 = 6, = [ nurlar yordamida ixtiyoriy ravishda bo‘laklarga ajratamiz. Har bir
k- bo‘lakchaning A8, = 6, — 6,,_; burchagini va shu bo‘lakcha ixtiyoriy burchagi y;

ning p(yy) radius vektorini topib shu bo‘lakchalar yuzalarini tagriban hisoblaymiz
1
Qx = 5p* (Vi) Aby.
Bu yuzalarni yig‘ib egri chiziqli sektorning taqribiy yuzasini hosil gilamiz
1
Sn = Di=10k = > k=10 (Vi) Ab
Bu yig‘indi p? = p?(#) funksiyaning integral yig‘indisi bo‘lganligi uchun
max; A6, — 0 da limitga o‘tsak%ffpz(e)de integralni hosil gilamiz. Ikkinchi
tomondan bu limit egri chiziqgli sektorning yuzasi S ga teng.

SHunday qilib
s=11%p2(0)ds (8.24)
2Ja

8.13-Misol. (x2 + y?)? = a?(x? — y?) Bernulli lemniskatasi bilan

chegaralangan figuraning yuzi hisoblansin (8.8- rasm).

P Egri chizigning tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozib olamiz.

CHiziq tenglamasida x = pcos6, y = psinf almashtirish bajarsak
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p? = a%cos26
yoki
p = avcos2e.
Figuraning simmetrikligini hisobga olsak, qidirilayotgan yuzaning birinchi

chorakdagi bo‘lagi yuzini hisoblash yetarli

bis T
S=4-=[+a2c0s20d6 = 2a®->sin26|z = a?. 4
2Jo 2

0
A A
" p=avcos26 rd
/\ ‘ A/ 18y,
0 X X
0 axx X X1 b X
8.8-rasm 8.9-rasm

2. YOy uzunliklarini hisoblash

Aytaylik, y = f(x) funksiya [a, b] kesmada o‘zining birinchi tartibli hosilasi
bilan birgalikda uzluksiz funksiya bo‘lsin. Uning [a,b] kesmaga mos keluvchi AV
yoyining uzunligini aniglaydigan formulani topaylik. Buning uchun AV vyoyni
A My, M,, ..., M,,_4, B nugtalar yordamida n ta bo‘lakka ajratamiz. Bo‘linish nuqtalari
abssissalari a = x;, x4, x5, ... , X, = b bo‘lsin. Har ikkita ketma- ket bo‘linish nuqtalari
orqali vatarlar o‘tkazib AV yoy ichida siniq chizig quramiz (8.9- rasm). Agar

Ax; = x; — X0, Ay = f(x) = f(xi-1), (i=1n)
deb olsak, bu siniq chizigning L,, uzunligi

Ly =y (Ax)? + (Ay1)? + 3/ (8x)2 + (Ay)? + - + [ (Axp)? + (Ayp)? =

n
= > V@ + Gy
i=1
ga teng. YOKki shakl almashtirilsa
Ay; 2
L,=Y", 1+(A—zi) Ax;.
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Lagranj formulasiga ko‘ra

Wi JETT ) - (e, xy oy < & < %

Ax; Xi=Xj—1

SHuning uchun

Ly = z\/l + (&) Ax:

Hosil qilingan yig‘indi \/ 1+ (f ’(x))2 funksiyaning [a, b] kesmadagi integral

yig‘indisi bo‘ladi. f'(x) ni uzluksiz deb faraz gilganligimiz uchun, yuqgoridagi integral
yig‘indining limiti mavjud. Ikkinchi tomondan siniq chiziq uzunligi limiti AV yoy
uzunligiga teng. SHunday qilib L,, ning max; Ax; — 0 dagi limiti mavjud bo‘lib u AV
yoy uzunligiga teng

b 2
Lag = [, \/1 + (f'(x)) dx (8.25)
8.14-Misol. Egri chiziq y = gx/ﬁ tenglama bilan berilgan. Uning abssissalari
x; = 3 vax, = 8 bo‘lgan nuqtalar orasidagi yoyi uzunligini toping.

» YOy uzunligini topish uchun 3y’ =+/x ni hisobga olgan holda (8.25)

formuladan foydalanamiz

3
L:f38 1+(\/§)2dx=f38 ’1+xdx:§(1+x)§ 533=3_38_<

Agar egri chiziq o‘zining x = x(t) va y = y(t) parametrik tenglamasi bilan
berilgan bo‘lib, bu funksiyalar o‘zlarining birinchi tartibli hosilalari bilan birgalikda
[a, B] kesmada uzluksiz bo‘lsin. (8.25) formulada yangi o‘zgaruvchi t ga o‘tilsa va

Yy =% ,dx = x;dt ekanligi e’tiborga olinsa, u holda uning [a, ] kesmaga mos
t

keluvchi yoyining uzunligi quyidagicha aniglanadi

L=[f JGDZ+ D) dt (8.26)
8.15-Misol. y = a(1 — cost), x = a(t — sin t) sikloidaning birinchi arkasi

yoyi uzunligini toping.
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» Sikloidaning barcha arkalari bir xil bo‘lib, birinchi arkada parametr 0 dan 2m
gacha o‘zgaradi. y/ = asint, x; = a(1 — cost) ekanligini nazarda tutsak, (8.26) ga

ko‘ra:

L= fozn\/az(l — cost)? + a?sin’tdt = afozn\/Z(l —cost)dt =

2: = 8a. <

(p,0) qutb koordinatalar sistemasida p = p(8) tenglama bilan berilgan egri

2m .t t
= 2a [ sin-dt = —4acos-
0 2 2

chizigning 6 = a va 6 = £ nurlarning orasida joylashgan bo‘lagining uzunligini
topish uchun (8.26) formulada
x = pcosB, y = psinf
kabi almashtirish bajaramiz. Agar 6 ni parametr deb olsak
xy = p'cosf — psind, Vg = p'siné + pcos6
ga ega bo‘lamiz. Bularni (8.26) formulaga qo‘yib topsak, quyidagi formulani hosil
gilamiz
L= [} "+ () do (8.27)
Bu yerda ham p = p(6) funksiya o‘zining birinchi tartibli hosilasi bilan
birgalikda uzluksiz deb faraz gilinadi.
8.16-Misol. p = e? logarifmik spiralning bitta aylanishida hosil bo‘ladigan yoyi
uzunligini toping.

P Qutb koordinatalarida yoy uzunligini hisoblashning (8.27) formulasiga ko‘ra

L= fOZ” 020 1 020 dp = fozn\/ieedé’ = \/2e° |2(;T — V2(e2™ — 1). <

3. Aylanma jism hajmi va sirtini hisoblash

Aytaylik, y = f(x) egri chizig, x = a va x = b vertikal to‘g‘ri chiziglar hamda
Ox o‘qi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya garalayotgan bo‘lsin. Uni Ox o‘qi
atrofida aylantirganda biror aylanma jism hosil bo‘ladi (8.10- rasm). Bu jismni Ox ga
perpendikulyar bo‘lgan x = c tekisliklar bilan kesilganida kesimda radiusi f(c) ga

teng bo‘lgan doiralar hosil bo‘ladi.
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8.10-rasm

Faraz qilaylik, [a, b] kesma a = x,, x4, X5, ... , X, = b nuqtalar bilan bo‘laklarga
ajratilgan. Bu nuqtalar orqali abssissa o‘qiga perpendikulyar tekisliklar o‘tkazamiz.
Har bir [x;_4, x;] kesmadan ixtiyoriy ravishda &; nugta olib, radiusi f(&;) va balandligi
Ax; = x;—x;_4 bo‘lgan silndrik jism quramiz. Ravshanki, bunday silindrlar soni n ta
bo‘ladi. Barcha silindrlar hajmlarini hisoblab yig‘amiz, u holda yig‘indi aylanma

Jismning hajmiga taqriban teng bo‘ladi:

n

Vo= n(fE)" ax,

i=1
Agar bu yig‘indida max; Ax; - 0 da limitga o‘tsak aylanma jismning hajmini,
ikkinchi tomondan (f(x))2 funksiyaning [a, b] kesma bo‘yicha integralini hosil

gilamiz. Demak, aylanma jism hajmi
V=n['(f(x) dx=n[ y*dx (8.28)

formula bilan hisoblanadi.

8.17-Misol. Radiusi a ga teng, markazi (0,b) ( b > a) nuqtada bo‘lgan aylanani
Ox o‘qi atrofida aylanishidan hosil gilingan jismning hajmini toping.

» Bu jism tordan iboratdir (8.11- rasm). Aylananing tenglamasi

x?+ (y—b)? =a?

bo‘ladi. Bu yerdan y = b +Va? — x2. Torning hajmi y = b+ Va2 —x2 yuqori
yarim aylananing aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmidan, quyi yarim aylana
y=>b-— Va?z —x2 ning aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini ayirish natijasigan
teng. SHuning uchun

V= nf_aa(b +Va? - x2)2 dx — nf_aa(b —Va? - xz)z dx =
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X = asint
= 87Ibf0a\/a2 —x2dx =|t; =0,t, =

dx = acostd

A
= 8mba® [? cos*tdt =

NI

o~

= 4mba? fg(l + cos2t) dt = 4mba? (t + = stt) = 2m%a?bh. 4

ONI=|

O‘zining birinchi tartibli hosilasi bilan birgalikda uzluksiz bo‘lgan biror
y = f(x) funksiya grafigining [a, b] kesmaga mos keluvchi yoyini Ox o‘qi atrofida
aylantirganda biror aylanma sirt hosil bo‘ladi (8.10-rasm). Bu sirtning yuzasini
aniglaymiz. Buning uchun egri chizig yoyi uzunligini hisoblashdagi kabi vatarlar

o‘tkazib, ularning uzunliklarini Asy, As,, ..., As,, kabi belgilaymiz:

2
As; = \/1 + (f1(&)) Axy, x-q <& < x
Har bir i- vatar aylanishida kesik konus hosil bo‘lib uning yuzi
AQ; = 2m XX A,

ga teng. Ularni yig‘ib chigsak siniq chizigning aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzasi
kelib chigadi

Qn = Xiz1 AQ; = 2m XL W”\/H(f (§0) dx; =

= onyy, Lot 1)J1+(f €))” A,

Agar bu yig‘indida max; Ax; = 0 da limitga o‘tsak aylanma sirt yuzasini aniq

yordamida hisoblash formulasini hosil gilamiz

b 2
Q=2 f(x)\/l + (f'(x)) dx (8.29)
8.18-Misol. y? =2x+ 1 parabolaning x; =1 va x, = 7 abssissalar
oralig‘idagi yoyini aylantirishdan hosil bo‘lgan sirtning yuzasi hisoblansin (8.12-

rasm).
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Xy

8.11-rasm 8.12-

» (8.29) formula va 8.12- rasmdan quyidagilarga ega bo‘lamiz:
2
0 =2nf17\/2x+1J1+( — ) dx=2n [/ VZx+ 1+ 1dx =

V2x+1
_ 7 oo 1x+2)%2172 oy 1127
=2m [[V2x+2dx=2n Ty 137‘[(64 8)——3 . 4

4. Aniqg integral yordamida bajarilgan ishni hisoblash.

Aytaylik, M nuqgta biror F kuch ta’sirida Ox o‘qi bo‘ylab harakatlanayotgan
bo‘lsin. M nuqta shu kuch ta’sirida x = a nuqtadan x = b nuqtaga ko‘chganida
bajarilgan ishni topish masalasini qo‘yaylik.

Agar F kuch o‘zgarmas bo‘lsa, ravshanki bajarilgan ish

A=F(b—a)
ga teng bo‘ladi.

Faraz qilaylik, F kuch nuqtaning vaziyatiga, ya’ni x ga bog‘liq. Demak
qo‘yilgan kuch x ning funksiyasi bo‘ladi. [a,b] kesmani a = xg, xq, X3, ... , X, = b
nuqgtalar bilan ixtiyoriy ravishda n ta bo‘laklarga ajratamiz. Har bir Ax; = x; — x;_4
bo‘lakchada ixtiyoriy &; nugta olamiz. U holda [x;_,, x;] kesmadagi kuchning bajargan
ishining tagribiy giymati

A; = F(§;) Ax;
dan iborat bo‘ladi. [a, b] kesmada bajargan ishi esa
Ap =i Ay = 2o F(§) Axg.
Bu yerda A, yig‘indi F(x) funksiyaning integral yig‘indisidan iboratdir. Agar bu
tenglikda max; Ax; — 0 da limitga o‘tsak F kuchning [a, b] kesmada bajargan ishini

hosil gilamiz
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A= [ F(x)dx (8.30)
8.19-Misol. Agar prujinani 1 sm cho‘zish uchun 1 kN kuch sarf gilinsa uni
10 sm cho‘zish uchun bajariladigan ishni hisoblang.

» Guk qonuniga asosan, prujinani cho‘zadigan kuch, uning cho‘zilishiga
proporsional, ya’'ni F = kx, bu erda, x prujinaning cho‘zilishi (metrda), k
proporsionallik koeffitsienti. Masala shartiga ko‘rax = 0,01 m,F = 1 kN

1 = 0,01 - k tenglikdan k = 100 ekanligi kelib chigadi va F = 100x

(8.30) formulaga ko‘ra bajarilgan ish

A= [*"100xdx = 50x? 061 = 0,5 kDj. <

ga teng bo‘ladi.
5. Jismning og‘irlik markazini hisoblash
Jismning og‘irlik markazi mexanik tushuncha bo‘lib, biz uning ta’rifiga to‘xtalib
o‘tirmasdan, bu nuqta koordinatalarini aniglash masalasi bilan shug‘ullanamiz.
my,my,...,my massalar  tekislikning M, (xq,y1), M5 (x5, V2), oo, My (%0, Vi)
nugqtalariga jamlangan bo‘lsin. Mexanikadan ma’lumki bu tizimning og‘irlik markazi

M (&,n) ning koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniglanadi

£ = i1 X My _ i=1Yim,
7l'1=1 ml ?:1 ml
Agar moddiy nugtalar tizimi bir jinsli bo‘lsa, (m; = m, = - =m,) og‘irlik

markazi koordinatalari massa miqdoriga bog‘liq emas, balki faqatgina nuqtalarning
joylashuviga bog‘liq bo‘ladi:

M’ M

Nugta massasining uning biror o‘qgacha bo‘lgan masofaga ko‘paytmasi, shu
nuqgtaning o‘qqga nisbatan statik momenti deyiladi. SHuning uchun x;m; va y;m; lar
M; nugtaning mos ravishda Ox va Oy o‘qlarga nisbatan statik momentlari bo‘ladi.
Barcha nugqtalar statik momentlari yig‘indisi tizimning statik momenti bo‘ladi va biz
ularni M, va M, kabi belgilaymiz. O‘z navbatida moddiy nuqtalar tizimining statik

momentini
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kabi yozishimiz mumkin, bu yerda M massalar yig‘indisi. Bu erdan
M =M,, nM=M,

SHunday qilib material nugtalar tizimining og ‘irlik markazini shunday aniglash
mumkinki, agar bu nugtada barcha massani jamlansa, bu nugtaning biror o ‘gqa
nisbatan statik momenti shu tizimning mos statik momentiga teng bo ‘ladi.

Bir jinsli yupga plastinani qaraylik. Uning zichligini 6 (8 = const) bilan
belgilaymiz. Bu plastinani Oxy o‘qiga joylashtiramiz. Qo‘yilgan bu shartlarda
plastinaning og‘irlik markazi faqatgina uning geometrik formasiga bog‘liq bo‘ladi.
Faraz gilaylik, plastina Oxy tekislikda yuqgoridan y = f(x) funksiya grafigi, quyidan
Ox o‘qi, yon tomondan x = a,y = b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiya  shaklida bo‘lsin.  Trapetsiyani ixtiyorty  ravishda olingan
a = Xy, X1,%Xy, ... ,X, = b nuqgtalar orgali Oy o‘qiga parallel o‘tkazilgan to‘g‘ri
chiziglar yordamida n ta trapetsiyalarga ajratamiz. Har bir Ax; = x; —X;_4

itXi—1

bo‘lakchada &; = XT nuqgta olamiz va barcha trapetsiyalarni asosi Ax; ga balandligi

f (&) ga teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar bilan almashtiramiz (8.13- rasm). Hosil
qilingan to‘g‘ri to‘rtburchaklarning og‘irlik markazlari M; (fi,% f (fi)) nuqtalarda

bo‘ladi.

A

y=f(x)

1

0] ag& xé&,x; Xn-én_b X

8.13-

Har bir to‘rtburchakning massasi uning yuzasi va zichligi ko‘paytmasi
6f (&;)Ax; ga teng. To‘g‘ri to‘rtburchaklarning jami massalarini og‘irlik markaziga
to‘plab, hosil gilingan material nuqtalar tizimining og‘irlik markazini topamiz:
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g = SEa GO EMY ) S gl €)8f (§0)x;
i, 86f (DA’ YR 8F(E)Ax;

6 o‘zgarmas bo‘lganligi uchun

g = S GG ) IR (FED) A
iz fE0Ax; Yit1 FEDAx;

Agar max; Ax; > 0 (n - ) limitga o‘tsak (§™,n™) nugtalar plastina
og‘irlik markaziga yaqinlashadi. O‘ng tomondagi kasrlar suratlarida mos ravishda
xf(x) va f?(x) funksiyalar, maxrajlarda esa f(x) funksiyalar [a, b] kesma bo‘yicha
integral yig‘indilari turibdi. Demak, limitga o‘tsak,

f;xf(x)dx . 1fff2(x)dx

= 2 feoax 2 [P rwax

ff f(x)dx trapetsiya yuzasi S ga teng bo‘lganligi va y = f(x) ekanligidan

_f(fxydx _ 1ffy2dx
§= 5 M= (8.31)
Agar plastina y=fi(x),y=f,(x),x=a, y=b chiziglar  bilan
chegaralangan bo‘lsa, og‘irlik markazlari koordinatalari quyidagicha topiladi

x1fo ()1 ()] dx 1 LI 0-F@]ax
S ’ nm=3 s

§ = (8.32)
y = f(x) chizig bilan aniglangan bir jinsli egri chizigningx =a, y =b to‘g‘ri
chiziqlar orasidagi bo‘lagi og‘irlik markazi koordinatalari

f;’x f1+(f’(x))2dx ffy [1+(f’(x))2dx (8.33)
= n = .

L ’ L

formula bilan hisoblanadi, bu erda L — egri chizigningx = a, y = b to‘g‘ri chiziglar
orasidagi bo‘lagi uzunligi.

8.20-Misol. y = 6 — x? va y = 2 chiziglar bilan chegaralangan, bir jinsli yassi
figuraning og‘irlik markazi topilsin.

» Bu figuraning bir jinsli va simmetrik ekanligidan (8.14-rasm) & =0, n ni
topish uchun esa (8.32) formuladan foydalanamiz:

_ 1/5,(6-x?)?-2%dx _ 1f_22(32—12x2+x4)dx _ 1(32x —ax3 4+ |
T2 f ,(4—x%)dx T2 2f02(4—x2)dx 2 (4x— x3/3)|2 0
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_1192/5
"2 16/3

yA
6

/ \

/ N
y4 \
ya \

*M

= 3,6. 4

_\/g/ -2 0 2\\/6 X

8.14-rasm

SHuningdek, biror fazoviy jismning biror koordinata tekisligiga nisbatan kesimi
ma’lum bo‘lganda ham u fazoviy jismning hajmi aniq integral yordamida hisoblanishi
mumkin. Moddiy nuqgtaning harakat gonuni tezlikka nisbatan berilgan bo‘lsa, uning
ma’lum vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan masofasini topish ham integral orgali hal gilinadi.
SHuningdek, aniq integral yordamida mexanikaning hamda fizikaning boshqga

masalalarini hal etish mumkin bo‘ladi.

Nazorat savollari.
Aniq integral va uning xossalari. Aniq integralni hisoblashning asosiy formulasi.
Aniq integralda o’zgaruvchi almashtirish va bo’laklab integrallash formulalari.
Aniq integralning geometriya va mexanika masalalariga tadbigqi.

1 tur xosmas integral va uning xossalari.

o~ WD e

2 tur xosmas integral va uning xossalari.

Mashqlar
1. Ushbu y? =9x, y =3x chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzasini
toping.
2.  y=x%+4x, y=x+4 chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzasini
toping.
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x2

3. Ushbu y = (1+—lxz) y== chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzasini toping.
4. YOpiq y? = x? — x* chiziq bilan chegaralangan sohaning yuzasini toping.

5. y=a(l - cost),x = s(t — sint) sikloidaning birinchi arkasi va Ox o‘qi
bilan chegaralangan sohaning yuzasini hisoblang.

6.  Parametrik  ko‘rinishdagi x = 3t?, y=3t—t? chizig bilan
chegaralangan sohaning yuzasini hisoblang.

%2

7. y=xe z egrichizig va uning asimptotasi bilan chegaralangan sohaning
yuzasini hisoblang.

8. Kardioida bilan chegaralangan sohaning yuzasini hisoblang: p =
a(l — cosg).

9. Berilgan y = 2+/x parabolaning x,=0 va x,=1 abssissalari orasidagi yoy
uzunligini hisoblang.

10. x =acos3t, y = asin3t astroidaning uzunligi hisoblansin.

11. Kardioidaning uzunligini hisoblang p = a(1 — cosg).

12.  To‘g‘ri chizigli harakat gilayotgan nuqtaning tezligi v = te~%%1 m/s ga
teng. Nugtaning to‘la to‘xtaguncha bosib o‘tgan masofasini hisoblang.

13.  Uzunligi | ga teng, og‘irligi P ga teng bo‘lgan bir jinsli sterjenning
oxiriga nisbatan inersiya momenti topilsin.

14. Bir jinsli, zichligi 8=2,5 t/m®> qurilish materialidan, radiusi R=2m,
balandligi H=3m bo‘lgan konus ko‘rinishidagi qo‘rg‘onni qurish uchunsarflangan
ishni hisoblang.

15.  YAssi u=x vau=x>-2x chiziglar bilan chegaralangan bir jinsli figuraning
og‘irlik markazini toping.

16. Moddiy nugtaning tezligi v = 4tet’ m/s bo‘lsa, nuqgta harakat

boshlangandan to‘xtaguncha gancha yo‘l bosib o‘tadi.
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IX BOB. KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
9.1. Tekislikda sohalar
Fizika, texnika va bizni o‘rab turgan tabiatda turli jarayonlarni o‘rganishda ikki
va undan ortiq kattaliklarning o‘zaro bog‘lanishlariga duch kelamiz. Masalan, yassi
figuralarning yuzalari ikkita kattalik, hajmlar esa uchta erkli kattaliklar orqali
ifodalanadi. Ana shu ko‘rinishdagi masalalarni hal etish uchun ko‘p o‘zgaruvchili

funksiya tushunchasini kiritamiz.

Aytaylik xOy tekislikda biror (x,,y,) nugta garalayotgan bo‘lsin. Ana shu
nuqtaning “e- atrofi” deb, markazi (x,, y,) nuqtada bo‘lib, radiusi ¢ dan iborat bo‘lgan
(x —x0)%>+ (y — y9)? < & doiraga aytiladi. Agar biror (x,,y,) nugta o‘zining
istalgan kichik atrofi bilan ham M to‘plamda yotadigan bo‘lsa, uni M to‘plamning
ichki nuqgtasi deb ataladi. Fagatgina ichki nuqgtalardan tashkil topgan to‘plam ochiq
to‘plam deyiladi.

Agar (x,,y,) nugtaning istalgan kichik atrofida ham M to‘plamga tegishli, ham
M to‘plamga tegishli bo‘lmagan nugtalar mavjud bo‘lsa, (x,,y,) nugtani M
to‘plamning chegaraviy nugtasi deb ataladi. Barcha chegaraviy nuqtalar to‘plami esa
M to‘plamning chegarasi deyiladi. Masalan, biror L yopiq egri chizik bilan
chegaralangan tekislikdagi nugtalar to‘plami M ochiq to‘plam bo‘lib, L yopiq egri
chizig esa, M to‘plamning chegarasi bo‘ladi. Odatda, chegarasi bilan qo‘shib olingan
to‘plamni yopiq to‘plam deyiladi.

SHuningdek, agar biror to‘plamning har ganday ikki nuqtasini shu to‘plamning
ichki nugtalaridan tashkil topgan uzluksiz egri chizig yordamida birlashtirish mumkin
bo‘lsa, uni bog‘lamli to‘plam deb, aksincha bo‘lsa bog‘lamli bo‘lmagan to‘plam
deyiladi. Har ganday bog‘lamli ochiq to‘plam ochiq soha deyiladi. CHegarasi bilan

qo‘shib olingan soha esa yopik soha deb ataladi. Odatda ochiq va yopiq sohalar mos

ravishda D va D bilan belgilanadi. Soha deyilganda, bog‘lamli ochiq to‘plam
tushuniladi va biz ko‘pincha bir bog‘lamli sohalar bilan ish ko‘ramiz. Sohaga doira,

xalga, uchburchak kabi figuralar misol bo‘la oladi.
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9.2. IKKi o‘zgaruvchili funksiyalar haqida asosiy tushunchalar.

Aytaylik, tekislikda biror D soha garalayotgan bo‘Isin.
9.1-Ta’rif. x va y haqiqiy o‘zgaruvchilarning D sohadagi har bir juft (x,y)
giymatiga z o‘zgaruvchining bir sonli to‘plamdagi bir yoki bir necha hagigiy giymati
biror qonun yoki goida yordamida mos qilib qo‘yiladigan bo‘lsa, u holda D sohada x
va y haqigiy o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lgan z funksiya aniglangan deb ataladi.

SHuningdek, bir juft (x,y) giymatga o‘zgaruvchi z ning bittagina giymati mos
kelsa, funksiya bir giymatli, aksincha ko‘p qiymatli deyiladi. Ikki argumentli
funksiyalar ham jadval, grafik va analitik usullarda beriladi.

Analitik usulda berilgan funksiyalar z = f(x,y), z = ¢(x,y) ... kabi yoziladi.
Bu yerdagi f, ¢ va boshqalar o‘zgaruvchilar bilan funksiyalar orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydigan qonun yoki gqoidani anglatadi.

Bizga biror z = f(x,y) kabi funksiya berilgan bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra, ushbu
funksiyaning aniqlanish sohasi deyilganda (x, y) o‘zgaruvchilar juftligining gabul gila
oladigan shunday bir qiymatlari to‘plamiga aytiladiki, u qiymatlarning har birida
funksiya har doim ma’noga ega bo‘ladi. z ning gabul giladigan giymatlariga esa

giymatlar sohasi deyiladi.

9.1-Misol. z = \/9 — x2 -y? funksiyaning aniglanish sohasini toping.

» Funksiya ma’noga ega bo‘lishligi uchun 9 — x? -y2 > 0, yoki x> + y> <9
shart bajarilishi kerak. Demak, ushbu funksiyaning aniglanish sohasi xOy tekislikdagi
x? + y? <9 tengsizlikni ganoatlantiruvchi (x,y) kabi nugtalar to‘plamidan iborat
bo‘lib, bu to‘plam markazi koordinatalar boshida va radiusi 3 ga teng bo‘lgan yopiq
doiradan iborat (9.1-rasm). «

9.2-Misol. z = In(x? — y + 2) funksiyaning aniglanish sohasini toping.

» Funksiyaning berilishiga ko‘ra x> —y + 2 > 0 yoki y < x? + 2 shart o‘rinli
bo‘lishi kerak. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi nugqtalar to‘plami y = x? + 2

parabolaning tashgi gismidan iborat (9.2-rasm). <«

367



L
I
<
N
+
[y}
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9.2-rasm

Ma’lumki, y = f(x) kabi bir argumentli funksiya geometrik jihatdan xOy
tekislikdagi egri chiziqdan iborat bo‘lar edi. z = f(x, y) kabi ikki argumentli funksiya
esa, geometrik jihatdan Oxyz fazodagi biror sirtdan iborat bo‘ladi. Bu sirt uch
o‘lchovli fazodagi (x,, f(x,y)) nuqtalarming geometrik o‘rnidan iborat bo‘lib, bu
erda (x, y) funksiyaning aniglanish sohasidagi nuqtalar.

Analitik geometriya kursida ikkinchi tartibli sirtlarni o‘rganish jarayonida
kesimlar usulidan foydalaniladi. Bu usulga ko‘ra sirt, koordinata tekisliklariga parallel
tekisliklar bilan kesimlaridagi egri chiziglar orqgali tadqiq etiladi. Biz bu usulni
z = f(x,y) funksiya uchun ham qo‘llaymiz. Agar y ga o‘zgarmas y = y, qiymat
bersak, bir o‘zgaruvchili z = f(x,y,) funksiyani hosil qgilamiz. Hosil bo‘lgan bu
funksiyaga bir o‘zgaruvchili funksiyani tekshirish usullarni qo‘llab z ning x erkli
o‘zgaruvchiga nisbatan o°zgarish qonuniyatlarini aniglab olishimiz mumkin.
Geometrik jihatdan bu z = f(x,y) sirtni Oxz koordinata tekisligiga parallel bo‘lgan
y =y, tekislik bilan kesimidagi chizigni o‘rganishimizni anglatadi. Xuddi shu kabi
sirtni x = x, tekislik bilan kesimini ham garashimiz mumkin.

Endi erkli o‘zgaruvchilarga emas balki z ga z = z, qiymat beraylik. U holda

f(x,y) =z (9.1)

tenglik x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanishni beradi. Geometrik jihatdan biz
z = f(x,y) sirtning z = z, tekislik bilan kesimini hosil gilamiz. Oxy tekisiligida (9.1)

tenglama  z = f(x,y) sirtning z =z, tekislik bilan kesimidagi chizigning
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proeksiyasini beradi. Bu chiziq bo‘ylab harakatlanishda funksiyaning qiymati
o‘zgarmas bo‘ladi.

9.2-Ta’rif. z = f(x,y) funksiyaning sath chizig‘i deb Oxy tekisligining shunday
chizig‘iga aytiladiki, bu chizigning barcha nuqtalarida funksiyaning qiymati o‘zgarmas
bo‘ladi.

zy turli giymatlariga mos keluvchi sath chiziglari birgalikda sath chiziglari
tarmog‘ini tashkil etadi. Bu tarmoq z, ning qiymatlari bir- biridan kam farg gilganida
funksiya o‘zgarish xarakterini o‘rganishga yordam beradi.

Sath chiziglari amaliy masalalarda ikki o‘zgaruvchining funksiyasini tasvir
etishda foydalaniladi. Masalan, biror hududdagi nugtaning dengiz sathiga nisbatan
balandiligini garalganida- bu nuqtaning koordinatalari bo‘yicha ikki o‘zgaruvchili
funksiya deb olinib, kartada sath chiziglari chiziladi. Topografiyada ular gorizontallar
deb ataladi. Gorizontallar tarmog‘i yordamida hududning balandligini nazorat qilish
osonlashadi.

Xuddi yuqoridagi kabi uch o‘lchovli fazoda soha tushunchasini kiritib, uch
o‘zgaruvchili u = f(x,y, z) funksiyaga ta’rif Dberishimiz mumkin. Bunday
funksiyaning aniqglanish sohasi (x,y,z) sonlar uchligining gabul gilishi mumkin
bo‘lgan qgiymatlaridan iborat bo‘lib, u fazodagi biror sohadan iborat bo‘ladi. u =

f(x,y, z) funksiyaning grafigini geometrik talqin etib bo‘lmaydi.

9.3. Ikki o‘zgaruvchili funksiyalarning limiti va uzluksizligi.

Aytaylik, z = f(x,y), funksiya biror M,(x,,vy,) nuqgtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin (funksiya nuqtaning ozida aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin).
9.3-Ta’rif. Agar har ganday € > 0 son uchun, shunday & > 0 son mavjud bo‘lib,
|x — xo| < dvaly —y,| <& shartlarni ganoatlantiruvchi x va y lar uchun

lf(,y) —Al<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda A soni z = f(x, y) funksiyaning M, (x,, y,) nugtadagi
limiti deyiladi.
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Agar A soni f(x,y) funksiyaning M,(x,,y,) nugtadagi limiti bo‘lsa, u holda
quyidagicha yoziladi:

A= Jim f(xy) = lim f(x,y)
Y=Yo
Bir argumentli funksiyaning limitlari ustida ganday xossalar o‘rinli bo‘lsa, ikKi

argumentli funksiyaning limitlari ustida ham shunday xossalar o‘rinli bo‘ladi.

. T x%+y?
9.3-Misol. A = hm;:g T
» Limit belgisi ostidagi ifodada almashtirishlar bajarib, quyidagiga ega

limitni hisoblang

bo‘lamiz.
Lo (2 +y)(x2+y2+1+1)
= |llm =
Wiy +1-1)((Yx2+y2+1+1)
2 2 [+2 2
= llm;:g (x +yx1(_i_yxz:1y_:1+1) == llmg;:g (\/Xz + yZ + 1 + 1) = 24

Aytaylik, yana z = f(x,y) funksiya qaralayotgan bo‘lib, u My(xy,¥o)
nuqgtaning o°zida ham atrofida ham aniglangan bo‘Isin.
9.4-Ta’rif. Agar
lim f(x,y) = f(x0,¥0)

X—Xq
Y=Yo

kabi tenglik o‘rinli bo‘lsa, z = f(x,y) funksiyani M,(x,,y,) nuqgtada uzluksiz deb
ataladi.

Agar M,(x,,y,) nugtada ikkala argumentga ham mos ravishda Ax va Ay
orttirmalar bersak, o‘z navbatida funksiya

Az = f(xo + Ax, yo + Ay) — (%0, Y0)

orttirmaga ega bo‘ladi. Unga funksiyaning to‘la orttirmasi deyiladi.

To‘la orttirma yordamida yuqorida keltirilgan funksiya uzluksizligini
quyidagicha ta’riflashimiz mumkin bo‘ladi.
9.5-Ta’rif. Agar M, (x,, y,) hugtada

Aim Az = lim [f(xo + Ax, ¥ + Ay) — f(x0,¥0)] = 0

Ay—0 Ay—0
bo‘lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz deyiladi.
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Agar ikki argumentli funksiya biror D sohaning barcha nuqtalarida uzluksiz
bo‘lsa, uni o‘sha sohada uzluksiz funksiya deb yuritiladi. Agar funksiya uchun biror
nuqtada uzluksizlik shartlari bajarilmasa, u shu nugtada uzilishga ega deyiladi. Bir
o‘zgaruvchili funksiyalar kabi uzilish nugqtalarini xususiyatlariga ko‘ra, turlarga
ajratish mumkin.

xZ_y?
x%+y?

9.4-Misol. f(x,y) = funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

» Ravshanki, M,(0,0) dan tashqgari tekislikning barcha nuqgtalarida
funksiyaning limiti mavjud va uzluksiz. Funksiyaning limiti mavjud bo‘lishi uchun
M(x,y) nugtaning M,(0,0) ga qaysi yo‘sinda, ya’ni qaysi chiziq bo‘ylab
yaqinlashishiga bog‘liq emas. SHuning uchun y = kx deb olsak

! . xz_kzxz_l_ 1-k? 1-k?
/oy = e ~ T " T e
y—0 y—0 y=0

Demak, k ning turli giymatlarida limitning qiymati turlicha bo‘ladi, ya’ni
funksiyaning limiti mavjud emas va o‘z navbatida funksiya M,(0,0) nugtada uzilishga

ega. 4
9.5-Misol. f(x,y) =

xziyz funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

» Ko‘rinib turibdiki, agar x? — y? # 0 bo‘lsa funksiya uzluksiz. Bu funksiya
y = +x to‘g‘ri chiziglarning ustida, ya’ni Oxy tekisligining birinchi va ikkinchi
choraklari bissektrisalari ustida uzlishga ega. «

Bir argumentli funksiyaning uzluksizligi hagidagi barcha mulohazalar ikki
argumentli funksiya uchun ham o‘zgarishsiz qoladi. Xususan, ikki argumentli
elementar funksiyalarning aniglanish sohalari bilan uzluksizlik sohalari ustma-ust
tushadi.

9.4. IkKki o‘zgaruvchili funksiyalarning xususiy hosilalari.

Faraz gilaylik, z = f(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan hamda uzluksiz
bo‘lsin. Agar o‘zgaruvchi y ni o‘zgartirmasdan o‘zgaruvchi x ga biror Ax orttirma

bersak, natijada funksiya f(x + Ax,y) qiymatga ega bo‘ladi. Quyidagi A,z =
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flx+Ax,y) — f(x,y) ayirmani z = f(x,y) funksiyaning (x,y) nuqgtasidagi
o‘zgaruvchi x ga nisbatan xususiy orttirmasi deb yuritiladi.

Xuddi shunday o‘zgaruvchi x ni o‘zgartirmasdan o‘zgaruvchi y ga biror Ay
orttirma beramiz. Natijada funksiya f(x,y + Ay) qiymatga ega bo‘ladi. U holda
quyidagi f(x,y +Ay) — f(x,y) ifoda z = f(x,y) funksiyaning (x,y) nugtasidagi
o‘zgaruvchi y ga nisbatan xususiy orttirmasi deb yuritiladi va
Ayz = f(x,y + Ay) — f(x,y) kabi yoziladi.
9.6-Ta’rif. Agar xususiy ortirma A,z ning argument orttirmasi Ax ga bo‘lgan
nisbatining Ax — 0 dagi biror chekli limiti mavjud bo‘lsa, u limitni z = f(x,y)
funksiyaning (x,y) nuqtadagi o‘zgaruvchi x ga nisbatan xususiy hosilasi deb ataladi,

hamda u xususiy hosilani quyidagi z,,, Z—i, fr Z—i belgilarning biri orgali yoziladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra xususiy hosila mavjud bo‘lishi uchun
Az flx+Ax,y)—f(xy)
lim

| X

Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

kabi chekli limit mavjud bo‘lishi kerak ekan.

Xuddi shunday y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosila

Az fley+Ay) - f(xy)
lim — = lim
Ay—0 Ay Ax—0 Ay

kabi limit bilan aniglanib, z}, 2%, fy, 2L kabi belgilanadi.

Xususiy hosilalarni hisoblashda quyidagi qoidalarga rioya gilinishi lozim:

a) Hosila hisoblanayotgan o‘zgaruvchidan boshga o‘zgaruvchini o‘zgarmas deb
faraz gilinadi.

b) Hosila bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasini hisoblashdagi qoidalar
bo‘yicha hisoblanadi.

9.6-Misol. z = x% — 2xy + y3 funksiyaning xususiy hosilalarni toping.

» Ta’rifga va yuqorida keltirilgan qoidaga ko‘ra

9z _ 5. _ 0z _ _ 2
ax_Zx 2y, 3y 2x + 3y~. 4

9.7-Misol. z = arctg 5 funksiyaning xususiy hosilalarni toping.
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P Bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasini hisoblash qoidalariga ko‘ra

0z x\’ 1 x\’ y? 1 y .
5= (o) =—=() =75 =7
Y/ 1+(5) v/ yey y

9z (arct x)' 1 (x)' o y? ( x) . x
dy gy y 1+(£)2 vy o x%+y? y? x2+y?
y

0z

o, v Z—i xususiy hosilalarning absolyut giymati, mos ravishda fagat x yoki y

o‘zgarganida funksiyaning o‘zgarishining tezligini anglatadi. Ularning ishoralari esa
bu o‘zgarishning xarakterini, ya’ni o‘sishi yoki kamayishini bildiradi. <

Xususiy hosilaning geometrik ma’nosi: z = f(x,y) sirtning y = y, tekislik
bilan kesimiga M,(xy, Vo, Zo) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning Ox o‘qiga nisbatan
burchak koeffitsienti £/ (x,,V,) ga teng, ya'ni f; (xy, Vo) = tga (9.3- rasm). SHuning

uchun bu urinmaning tenglamasi

{Z —Zp = fx’(fo:YO)(x — Xo) (9.2)
Y =DYo
dan 1borat bo‘ladi.
Xuddi shu kabi z= f(x,y) sirtning x =x, tekislik bilan kesimiga

My(x9,Y0,2Z9) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning Oy o‘qiga nisbatan burchak

koeffitsienti f, (xo, o) ga teng.

v

yd / Ax

9.3-rasm
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9.5. To‘la differensial.

Faraz qilaylik z = f(x,y) funksiya biror D sohada aniqlangan bo‘lsin. Agar
o‘zgaruvchi x ga D sohadan chigmaslik sharti bilan biror Ax orttirma, o‘zgaruvchiy
ga ham D sohadan chigmaslik sharti bilan biror Ay orttirma bersak,

Az = f(x+ Ax,y + Ay) — f(x,y)
ifodaga z = f(x, y) funksiyaning (x, y) nugtadagi to‘la orttirmasi deb atalar edi.
9.7-Ta’rif. Agar z = f(x, y) funksiyaning to‘la orttirmasini M (x, y) nuqtada

Az = AAx + BAy + a(Ax, Ay) (9.3)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

Bu erda A va B lar Ax va Ay larga nisbatan o‘zgarmas sonlar, a(Ax,Ay) esa p =

JAx? + Ay? ga nisbatan cheksiz kichik migdor.
9.8-Ta’rif. Funksiya to‘la orttirmasining Ax va Ay larga nisbatan chiziqli bo‘lgan

qismiga (bosh gismiga) uning to‘la differensiali deb ataladi va
dz = AAx + BAy
kabi belgilanadi.
9.8-Misol. z = x? — xy + y? funksiyaning to‘la orttirmasi va to‘la differensialini
toping.
» Tarifga asosan
Az=(x+Ax)>—(x+Ax)(y +Ay) + (y + Ay)? — x? + xy — y? =
= x% + 2xAx + Ax? — xy — xAy — yAx — AxAy + y? + 2yAy + Ay? —
—x? + xy — y? = 2xAx — xAy + 2yAy — yAx + Ax? — AxAy + Ay? =
= (2x — y)Ax + 2y — x)Ay + Ax? — AxAy + Ay?

dz = (2x — y)Ax + (2y — x)Ay ifoda Ax va Ay larga nisbatan chizigli bo‘lib z
ning to‘la differensialidir, @ = Ax? — AxAy + Ay? kattalik esa Ap = \/m ga
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichikdir. Shunday qilib, Az = dz + . <
9.1-Teorema. Agar z = f(x,y) funksiya M (x, y) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa,

bu funksiyaning Z—i va Z—JZ/ xususiy hosilalari mavjud bo‘lib uning to‘la differensiali



kabi ifodalanadi.
<«Teorema shartiga ko‘ra
Az = AAx + BAy + a(Ax, Ay)
tenglik bajariladi. Xususan bu tenglik Ay = 0 da ham o‘rinli bo‘lib, bu holda to‘la
orttirma x bo‘yicha xususiy orttirmaga aylanadi. Demak,
A,z = AAx + a(Ax, 0)

Oxirgi tenglikning ikkala tomonini Ax bo‘lib limitga o‘tsak

Az a(Ax,0)
lim —=A4+ lim ————=
Ax—0 Ax Ax-0 Ax

a(Ax,Ay) = a(Ax,0) ifoda Ap = /Ax? + Ay? =+VAx?+ 0 =|Ax| ga nisbatan
cheksiz kichik bo‘lganligi uchun

Ax—0 “(i:‘)) =0
Demak,
0z
i A
Xuddi shu kabi
0z
@ =

ekanligini isbot gilishimiz mumkin.
SHunday qilib
0z 0z
dz = an + aAyb
Erkli o‘zgaruvchilar uchun Ax = dx va Ay = dy ekanligini nazarga olsak
0z 0z
dz = adx +£dy (9.4)
YUgqoridagi teoremaning teskarisi qo‘shimcha shartlar bajarilganida ma’noga
ega, ya’ni quyidagi teorema o‘rinli.
9.2-Teorema. Agar z = f(x,y) funksiya M (x, y) nugtada Z—i va :—i uzluksiz xususiy

hosilalarga ega bo‘lsa, funksiya bu nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

<« Funksiyaning to‘la orttirmasi

Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y)
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ni

Az =[f(x+Ax,y +Ay) = fOo,y + AN] + [f(x,y +48y) — f(x, »)] (9.5)
kabi shakl almashtiramiz. Birinchi ayirma x ga nisbatan xususiy orttirma bo‘lib,
ikkinchi argumentning gqiymati o‘zgarmas bo‘lib y + Ay ga teng. Ikkinchi ayirma esa
y ga nisbatan xususiy orttirma bo‘lib, bu holda x o‘zgarmas. Ikkala ayirmaga ham
Lagranjning chekli ayirmalar formulasini qo‘llasak

fOx+Ax,y +Ay) = fx,y +Ay) = £ (§,y + Ay)Ax, (x <& < x + Ax)
fey +4y) = f(x,y) = fy(x,MAy, (y <n <y + Ay)

Xususiy hosilalar M (x, y) nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun

Jlim £1(&,y +4y) = £(x,y) (9.6)
Ay—0
Jim £ Gem) = £Gx,y) (9.7)
Ay—0

(9.6) va (9.7) tengliklar va limitlar hagidagi teoremalardan foydalanib
Gy +A4y) = i (x,y) + a1 (Ax, Ay)
frGam = fy(x,y) + az(Ax, Ay)

larni yozishimiz mumkin. Bu erda a;(Ax, Ay) va a,(Ax,Ay) miqdorlar Ax va Ay ga
nisbatan cheksiz kichik. Hosil gilingan ifodalarni (9.5) qo‘ysak

Az = f(x,y)Ax + f; (x, Y)Ay + a(Ax, Ay) (9.8)
bu erda a(Ax, Ay) = a, (Ax, Ay)Ax + a,(Ax, Ay)Ay.»>
9.9-Misol. z = In?(x? + y?) funksiyaning to‘la differensialini toping.
» Avval xususiy hosilalarni topamiz:

0z 2x 0z 2
—=2In(x*+y?)- ;o —=2Inkx*+y%): 4

ox x? 4+ y? ay x? 4+ y?
(9.3) formulaga asosan quyidagilarga ega bo‘lamiz
dz = 4In(x? + y?) - —— - (xdx + ydy) <

x2+y?
Funksiyaning to‘la orttirmasi uchun (9.8) formula yordamida taqribiy
hisoblashlarni bajarishimiz mumkin. Bu formuladagi a(Ax,Ay) miqdor etarlicha

kichik bo‘lganligi uchun
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Az = fy (x, y)Ax + f, (x, y)Ay
olishmiz mumekin. Ikkinchi tomondan
Az = f(x+ Ax,y + Ay) — f(x,y)
ekanligini e’tiborga olsak,
flx+Ax,y +Ay) — f(x,y) = £ (x,y)Ax + fy(x,y)Ay
yoki
fO+Ax,y +Ay) = f(x,y) + f (x, y)Ax + fy (x, y)Ay (9.9)
9.10-Misol. (1,02)3°1 ni tagribiy hisoblang.
» z = xY funksiyani qaraymiz. x = 1 va y = 3 da quyidagilarga ega bo‘lamiz.
z=13=1; Ax=1,02-1=0,02, Ay =3,01—-3=0,01
z = x” funksiyaning ixtiyoriy nuqgtadagi to‘la differensialini topamiz:
dz = yxY 1Ax + x¥Inx Ay
Berilgan Ax = 0,02 va Ay = 0,01 orttirmalarni etiborga olgan holda buning
M(1; 3) nuqgtadagi giymatini hisoblaymiz.
dz=3-1%2-0,02 + 13In1-0,02 = 0,06
U holda z = (1,02)3°1~ z 4+ dz = 1+ 0,06 = 1,06. <

9.6. YUqori tartibli xususiy hosilalar

z = f(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan hamda uzluksiz bo‘lsin. Faraz

gilaylik z = f(x,y) funksiyaning D sohadagi ixtiyoriy (x,y) nuqtada Z—i = fi(x,y)

dz
va— =

™ fy (x, ¥) xususiy hosilalari mavjud bo‘lsin. U holda ularning har biri yana x va

U o‘zgaruvchilariga nisbatan funksiyalardan iborat bo‘ladi.

9.9-Ta’rif. Agar Z—i va Z—; xususiy hosilalardan har birining ham x, ham u

o‘zgaruvchilariga nisbatan xususiy hosilalari mavjud bo‘lsa, ularni z = f(x,y)
funksiyaning ixtiyoriy (x, y) nugtadagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi.
Har bir birinchi xususiy hosilalar ikkitadan xususiy hosilaga ega. SHunday qilib

to‘rtta xususiy hosilani hosil qildik va ularni quyidagicha belgilaymiz:
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" 0%z " " 0%z "

Zxx :ﬁ:fxx(x;yx Zxy :%:fxy(xJY)a
" 0%z " " 0%z "

Zyx :m:fyx(ny)i Zyy :ﬁ:fyy(xry)-

Demak, ikki argumentli funksiyaning biror nuqtadagi barcha ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari mavjud bo‘lsa, ularning soni 4 taga teng bo‘lar ekan.
9.11-Misol. z = X"V’ funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.

» Avval birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:

97 _ ox%y% . 9uy2 92 _ oxPy? 9,2
5 = € ny,ax—e 2x°y.
Yana bir marta differensiallab quyidagiga ega bo‘lamiz:
0%z _ ,x%y% | gy2)4 x%y? 942
7z = © 4x“y*+ e 2y°,
2
oz _ eX’Y*  4xty? 4 XV 242,
dy?
0%z
530y =¥V’ 4x3y3 4 XV . 4xy,
0%z
Far eX v 4x3y3 4+ ¥V . 4xy.
Oxirgi ikki ifodani solishtirib, =2 = 22 ekanligini ko‘ramiz. 4
" 9x0 0yox )

0%z

3y kabi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni aralash ikkinchi

0%z
Odatda, 3wy V2
tartibli xususiy hosilalar deb ataladi.
Aralash ikkinchi tartibli xususiy hosilalar tengligi hagidagi teoremani isbotsiz

keltiramiz.

. . 0z 0z 0%z 0%z
9.3-Teorema. Agar z = f(x,y) funksiya va uning 9’ 3y’ xay’ 3yax

Xususiy

hosilalari  biror nugta va uning atrofida uzluksiz bo‘lsalar, u holda o‘sha nugtada

aralash ikkinchi tartibli xususiy hosilalar giymatlari bir — biriga teng, ya’ni

0%z 0%z
9xdy  dydx (910)

bo‘ladi.
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Umuman, agar z = f(x,y) funksiyaning ixtiyoriy (x,y) nuqtadagi n — tartibli
Xususiy hosilalari mavjud bo‘lsalar, ularning soni 2™ ta bo‘ladi.

Masalan, uchinchi tartibli xususiy hosilalarning soni 8 ta bo‘lib, ular
quyidagilardir.

03z 03z 03z 03z 03z 03z 03z 03z
0x3’ 0x20y’ 0xdy?’ oxdyox’ dydx2’ dy2dx’ 0yoxdy’ ay3

Aralash hosilalarlarning tengligi hagidagi teoremadan quyidagi umumiy xulosa
kelib chigadi:

Ikki o zgaruvchili  funksiyaning ixtiyoriy tartibdagi xususiy hosilasi
o zgaruvchilar bo ‘yicha hosila olish tartibiga bog ‘lig emas.

Demak, uchinchi tartibli xususiy hosilalar uchun

9%z 9%z _ 03z va 9%z 9%z _ 93z
0x29y  0xdydx  9ydx2 xdy2  9ydxdy  9dy2dx

Ixtiyoriy sondagi o‘zgaruvchili funksiyalar uchun yuqori tartibli xususiy
hosilalar haqidagi keltirilgan fikr va mulohazalar o‘rinli bo‘ladi.

Masalan u = f(x,y,z) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari soni 9
ta bo‘lib

9%u  0%u 0%*u 0*u _ 9*u 9*u _ 0%*u 0*u __ 9%u
9x2’ 9y2’9z2’ 9xdy  9ydx’'9xdz  98zdx’'dydz  0zdy’

9.7. YUqori tartibli differensiallar
9.10-Ta’rif. Agar ikki argumentli funksiyaning ixtiyoriy (x,y) nugtasidagi to‘la
differensialining yana to‘la differensiali mavjud bo‘lsa, uni funksiyaning o‘sha
nuqtadagi ikkinchi tartibli to‘la differensiali deb ataladi va d?z yoki d? f(x,y) orgali
belgilanadi.
Demak, ta’rifga ko‘ra d?z = d(dz) ekan. Funksiyaning ikkinchi tartibli

differensialini hisoblash ifodasini topaylik.
d?z = d(dz) = d (5-dx + g—zdy) =d(5dx)+d (g—;dy) =
= 3 (x x )d 5 (Z )y + 52 (5 dy)d +35 (G dy) v =
d + Z—dxdy + dy
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Xuddi shunday mulohazalar asosida uchinchi tartibli differensialni hosil gilamiz

d3z =—d +3 dxzdy+3

dxdy + — dy
Demak, yugoridagi keltirib chiqarilgan formulalardan ko* rmyaptlki,
2, _ (9 9 2N g3, _ (2 2 20\
d“z = (axdx + aydy) ,d°z = (axdx +aydy)
Bu formulalarni ixtiyoriy tartibli differensiallarni hisoblash uchun ham qo‘llash

mumkin bo‘lib
n, - (2 2 )

d"z = (3= dx + - dy) (9.11)
9.12-Misol. z = x3 + y3 + x2?y? funksiyaning ikkinchi tartibli to‘la differensialini
toping.

» Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz.

0z 0z
— 2 2 2, 2 2 2.
o 3x+xy,ay 3y“+ 2x°y;

0%z 0%z 0%z
6——6 +2y,— 6y + 2x2; ay—4xy.

Shunday qilib,
0%z = (6x + 2y?)dx + 8xydxdy + (6y + 2x?)dy* <

9.8. Murakkab funksiyaning hosilasi

Aytaylik, biror sohada ikkita u = ¢@(x,y),v = (x,y) funksiyalar berilgan
bo‘lib, mos ravishda bu funksiyalarning qiymatlari sohasida z = f(u,v) funksiya
aniglangan bo‘lsin. Bunday holda x va y ning z=f(plxy), P y) =
F(x,y) murakkab funksiyasini hosil gilamiz. u va v funksiyalar x va y ga nisbatan,
f(u,v) esau vav ga nisbatan differensiallanuvchi bo‘lsin.

Agar x ga Ax orttirma bersak, u va v funksiyalar mos ravishda A,u va A,v
orttirmalar oladi. Murakkab funksiyaning xususiy orttirmasi esa A,z  bo‘ladi.
z = f(u,v) differensiallanuvchi bo‘lganligi uchun uning xususiy orttirmasini (9.3) ga
ko‘ra

A,z = Z—iAxu + Z—iAxv + a(Au, Av)
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kabi yozishimiz mumkin.

Bu tenglikni Ax ga bo‘lib Ax — 0 da limitga o‘tamiz

. Az 0z . 0z ,. A, v .
lim = == lim +—lim =+ lim
Ax—0 Ax ou Ax—0 Ax ov Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Ayu a(Au,A,v)

bu yerda A,u = 0,A,, v = 0 hamda a(A,u,A,v) = 0 va

. a(Ayu,Ay) . a(Ayu,Av) JAUuZ+A,v2
lim ———— = lim = x- 3 E X —

Ax—0 Ax Ax—0 JAyu?+A,v? Ax

= i ZaA) (Axu)z + (Axv)z ~0

Ax—0 A/ Ayu?+A,v2 Ax Ax

ekanligi uchun

az_az_au az_av
dx odu odx = Ov odx

(9.12)

Xuddi shu kabi

0z dz OJu dz OJv
Z 2. 2L (9.13)
ady Ju 0Jy dv Jdy

9.13-Misol. z = u? + v3, u=2x —y, v=x —y murakkab funksiyaning xususiy
hosilalarini toping.
9z _ 9z _ 5.2
> P 2U, 5 3v
ou

v ou ov
—=2—=1—=-1,—=-1
dx dx ay ay

Topilganlarni (9.12) va (9.13) larga olib borib qo‘ysak

2 =2u-2+3v%-1=4u+ 307,
g—i=2u-(—1)+3v2-(—1) = —2u — 312 <

Bizga u = ¢(x,y),v = Y¥(x,y) funksiyalar berilgan bo‘lib, mos ravishda bu
funksiyalarning giymatlari sohasida z = f(u,v) funksiya aniqlangan bo‘lsin. Agar
z = f(u,v) funksiya o‘zining aniqlanish sohasida differensiallanuvchi bo‘lsa, uning
to‘la differensiali

dz = 2= du + 5= dv
ga teng. Ikkinchi tomondan z = f(¢(x,y),¥(x,y)) ekanligi uchun uning to‘la

differensiali
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0z 0z
dz —adx+$dy

kabi topiladi. Bu yerda Z—i va ‘;—Zy ni (9.12) va (9.13) formulalardagi shakllari bilan

almashtirsak

dz Jdu dz Ov 0z O0u dz Ov
Z o — — —_— — — — — Y —
d (au O0x + av ax) dx + (au dy t v ay) dy

Agar bu tenglikni gayta guruhlab shakl almashtirsak

0z (ou du 0z (ov ov 0z 0z
dz = E(adx+5dy) +E(de+5dy) —%du+a—vdv

Demak,
dz == du + 3= dv
SHunday qilib, z = f(u,v) murakkab funksiya to‘la differensialining shakli
erkli o‘zgaruvchilar yoki ularning funksiyalari bo‘lishiga bog‘liq emas ekan. Bunga
birinchi tartibli differensialning invariantligi deyiladi.
Eslatma. Agar f yoki ¢, Y funksiyalar ikkidan ko‘p o‘zgaruvchilarga bog‘liq
bo‘lganida (9.12) va (9.13) formulalarni mos ravishda umumlashtirish mumkin.
Masalan, z = f(u,v,w), u= @(x,y),v =¥(x,y) murakkab funksiyaning x va y

bo‘yicha xususiy hosilalari

0z _ 0z 0w 0z 9v 9z ow
ax  du ox dv 0x ow 0dx

0z _ 0z ou 0z v 0z dw

dy odu 9y dv 9y ow dy
formulalar bilan hisoblanadi.
9.9. Oshkormas funksiyaning hosilasi.
Ikki o‘zgaruvchini bog‘lovchi tenglama, ya’ni ikki o‘zgaruvchining oshkormas
funksiyasiga duch kelgan edik. Eslatib o‘tamiz bir o‘zgaruvchining oshkormas
funksiyasi

F(x,y)=0 (9.14)

tenglik bilan aniglanadi.
SHuni ta’kidlashimiz lozimki (14) tenglamadan har doim ham y ni x ning
funksiyasi shaklida oshkor ko‘rinishda ifodalab bo‘lmaydi. Masalan, x% +

y? + 4 = 0 tenglama hagiqiy ildizga ega emas, demak y ni x ning funksiyasi deb
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qaray olmaymiz. Ba’zi murakkabroq hollarda (9.14) tenglama ildizlari mavjudmi,
gaysi x larda ildizga ega ekanligini aniglash qiyin, shuning uchun biror oshkor
funksiyani beradimi degan masala ochiq goladi. Biz gaysi hollarda (9.14) tenglamadan
o‘zgaruvchilardan birini ikkinchisining funksiyasi sifatida ifodalash mumkinligi
hagidagi teoremani keltiramiz.
9.4-Teorema. (oshkormas funksiyaning mavjudligi hagidagi teorema) F(x,y)
funksiya o‘zining xususiy hosilalari bilan birgalikda M,(x,,y,) nugtaning biror
atrofida uzluksiz bo‘lsin. Agar F(x¢,y,) = 0 va F;(xo,y,) # 0 bo‘lsa
F(x,y)=0

tenglama x, nuqgtaning atrofida y, = @(x,) shartni ganoatlantiruvchi yagona y =
@(x) echimga ega bo‘lib, bu funksiya uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi.
9.14-Misol. Oshkormas x2y + Iny — x = 0 funksiyani M,(1,1) nugtaning arofida
oshkor funksiya ko‘rinishida tasvirlash mumkinligiga tekshiring.

» Bu yerda F(x,y) = x?y + Iny — x bo‘lib M,(1,1) nugtada F(1,1) = 0.

F(x,y) =2xy—1, F(x,y) = x* +% xususiy hosilalar esa berilgan nugtaning

atrofida uzluksiz va F;(1,1) = 2 # 0. Demak yuqoridagi teoremaga asosan y = ¢(x)
oshkor funksiya mavjud va ¢(1) = 1. Biz bunday funksiyaning mavjudligini isbot
qilgan bo‘lsakda uni yaqqol ifoda eta olmaymiz, chunki berilgan tenglamani y ga
nisbatan algebraik echib bo‘lmaydi. «
Ikki o‘zgaruvchining oshkormas funksiyasi
F(x,y,z) =0
tenglik tenglik bilan aniglanadi. Bu tenglikdan z ni x va y ning oshkor funksiyasi
ko‘rinishida ifodalash haqidagi yuqoridagiga o‘xshash teoremani keltirishimiz
mumkin.
Faraz gilaylik
F(x,y)=0
oshkormas funksiya berilgan bo‘lib, bu funksiya yuqoridagi teoremaning barcha
shartlarini ganoatlantirsin, ya’ni y = ¢(x) funksiya mavjud bo‘lsin. Agar bu
tenglamada y ning o‘rniga ¢ (x) ni qo‘ysak ayniyat hosil bo‘ladi
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F(x, @(x)) =0
Oxirgi tenglikni murakkab funksiya kabi differensiallasak
E +F¢'(x)=0
y' = ¢'(x) ekanligi uchun oxirgi tenglikdan
y'=—-= (9.15)

ni hosil gilamiz. (9.15) ga oshkormas funksiya hosilasini hisoblash formulasi deb
ataladi.

Aytaylik, F(x,y,z) = 0 tenglama z ni x va y erkli o‘zgaruvchilarning biror
z = ¢(x,y) funksiyasi kabi aniglasin. Agar tenglamaga z ning o‘rniga ¢@(x,y) ni
qo‘ysak quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:

F(x,y,9(x,y)) =0

Bundan kelib chigadiki, F(x,y,z) funksiyadan x va y bo‘yicha olingan xususiy
hosilalar ham nolga teng bo‘lishi kerak. Bu tenglikni murakkab funksiya sifatida x va

y bo‘yicha differensiallab quyidagilarni topamiz

. , 0z , ,0z
Fx+an=O, Fy+FZ@=O
Bu tengliklardan topsak
_ _E u_ R
x- TH R (9.16)

(9.16) formulalar berilgan F(x,y,z) funksiyaning hosilalari orgali aniglanuvchi
z = @(x,y) oshkormas funksiyaning xususiy hosilalarini ifodalaydi.
9.15-Misol. Oshkormas ko‘rinishda berilgan xyz+ x> —y3—2z3+5=0
tenglamadan z funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
» (16) formulalardan foydalanib, quyidaglarga ega bo‘lamiz:
E; = yz + 3x?, Fy = xz — 3y?, E) = xy — 3 x?

9z _  yz+3x? 0z _  xz-3y?

ax xy—3 x?2' 5 T xy-3x2
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9.10. Ikki o‘zgaruvchili funksiya differensial hisobining geometrik tadbiqglari.
Sirtning biror nugtasidagi urinma tekisligi tenglamasi shu sirt tenglamasi bilan
bog‘liq bo‘ladi.

Faraz qilaylik S sirt, z = f(x,y) tenglama bilan berilgan bo‘lib My (x,, Vo, Zo)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu sirtning My (xy,V0,2o) huqgtasi orgali
o‘tuvchi urinma tekisligi tenglamasini aniglaymiz. Buning uchun S sirtning y = y,
va x = x, tekisliklar bilan kesimlarini qaraymiz. Kesimda hosil bo‘lgan yassi
chiziglarga urinmalar o‘tkazamiz. M, nuqtada kesishuvchi bu ikki urinma, sirtga M,
nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislikni aniqlaydi. (9.2) formulalarga ko‘ra

urinmalarning tenglamalari mos ravishda

{z — 2o = fx (%0, ¥0) (x — xo) (9.17)
Y =DYo
va
{z — 2 = fy (X0, Yo) (v — ¥o) (9.18)
X =X

dan iborat bo‘ladi. Analitik geometriya kursidan ma’lumki M,(x,, v, 2Z,) nugtadan
o‘tuvchi tekislik tenglamasi
ko‘rinishga ega. (9.17) va (9.18) to‘g‘ri chiziglar bu urinma tekislikda yotganligi
uchun uning tenglamasini ganoatlantirishi kerak, shuning uchun
fi (%0, ¥0) (x — %) = A(x — %)
bu erdan
fi (xo,¥0) = A
Xuddi shu kabi
fy’ (x0,¥0) =B
Demak sirtga M, (xq, Yo, Z2o) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi
z— 2y = fy (%0, ¥0) (X — %) + fyy (X0, ¥0) (Y — ¥o) (9.19)
dan iborat bo‘ladi.
Sirt tenglamasi oshkormas holdagi F(x,y,z) = 0 tenglama bilan berilgan
bo‘lsin. My(xy, Vo, 2,) nugtaning atrofida oshkormas funksiya mavjudligi hagidagi
teoremaga ko‘ra funksiya z = f(x, y) kabi ifodalanadi. (9.16) formulalardan

385



E{ (X0, Y0, Zo) , Fy’(xo»}’o:zo)
- F[ ) fy (xO' yO) = - ]
7 (X0, Y0, Zo) F; (%0, Y0, Zo)

ni yozishimiz mumkin. Bularni (19) formulaga qo‘yib shakl almashtirsak
F{ (%0, Y0,20) (x — %) + F;(x0,Y0,20) (Y — ¥o) + F; (X0, Y0, 20)(z — 2) =0(9.20)
hosil bo‘ladi.

fx (X0, ¥0) =

Sirtning biror M, (x,, o, Zo) nuqtasidagi normali deb, shu nuqgta orgali o‘tuvchi
hamda sirtning shu nuqgtasiga o‘tkazilgan urinma tekisligiga perpendikulyar bo‘lgan
to‘g‘ri chiziqga aytiladi.

My (xg, Yo, Zg) nuqtada sirtga o‘tkazilgan urinma tekislikning normali oshkor
tenglama bilan berilgan bo‘lsa

1= (fx,(xOIYO)»fyl(xOIyO):_l)
oshkormas tenglama bilan berilgan bo‘lsa
m= (Fx’(xOJYO»Zo)» F;;(xo»J’o»Zo)»Fz’(xo;YO:ZO))
dan iborat bo‘ladi.

Bu normal o°‘z navbatida normal to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori
bo‘ladi. SHuning uchun analitik geometriya kursidan ma’lum bo‘lgan fazodagi to‘g‘ri
chizigning tenglamalari formulalariga ko‘ra, sirtning oshkor tenglamasi uchun normal
to‘g‘ri chiziq tenglamasi

X—Xg Y—Yo zZ—2,
- = 9.21
fx(xoye)  fy(x0.¥0) -1 ( )

oshkormas tenglamasi uchun

X—Xo — Y—Yo _ Z—Zg (922)

Fy(X0,Y0,20) Fy(X0.Y0,Z0)  Fyz(X0,Y0.20)

dan iborat bo‘ladi.
9.16-Misol. x3 + y3 + z3 + xyz-6 = 0 sirtga M,(1,2,—1) nuqtadagi o‘tkazilgan
urinma tekislik va normal tenglamalarini toping.
» F(x,y,2) =x3+ y3+ 23 + xyz- 6 deb olib
F,(x0,Y0,20) = Bx* +y2) |y, = 1,
Fglz (X0, Y0, 20) = By* + x2) |M0 =11,
F, (x0,¥0,20) = (322 + yx) M, =5
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larni topamiz.
Bularni (9.20) va (9.22) tenglamalarga qo‘yib, mos ravishda urinma tekislik
tenglamasi
x—-D+11(y—2)+5(z—-1)=0
va normal tenglamalarini topamiz:

9.17-Misol. x2_2 + y?z + z% =1 ellipsoidning x + y + z = 0 tekislikka parallel urinma
tekisligi tenglamasini tuzing.
>FJ;(x0fyO'ZO) = X0 Fgll (X0, Y0, Z0) = Yo, Fz (X0, Y0, Z0) = 22
bo‘lganligi uchun, urinma tekislik tenglamasining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi
xo(x —x0) + ¥o(¥y — ¥o) + 224(z — zo) = 0.
Tekisliklar parallelligining shartiga ko‘ra

Xo __ Yo __ 229

)

Bu shartlardan (x,,v,,2z,) nugta koordinatalarini topsak Ml( 35

2 v

Gl

2 2 1

M (-5

32+ 30-3) 133 -0

). Urinma tekislik tenglamasi esa

yoki
x+y+z=+5 va x+y+z=—-/5
dan iborat. «

9.11. Ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun Teylor formulasi.

Bizga ikki o‘zgaruvchili z = f(x,y) funksiya berilgan bo‘lib, bu funksiyaning
(n + 1) tartibgacha bo‘lgan barcha xususiy hosilalari mavjud bo‘lsin. Teylor formulasi
f(xg + Ax,y, + Ay) ni Ax va Ay ning darajalari bo‘yicha yoyishni talab etadi. Y Angi

erkli o‘zgaruvchi t ni kiritamiz va
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X =x,+Axt, y=y,+ Ayt (9.23)

deb olamiz. Bunday holda bir o‘zgaruvchili

@) = f(x,y) = f(xo + Axt, yo + Ayt)
funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya uchun
©(0) = f(x0,¥0) va @(1) = f(xo + Ax,yo + Ay) (9.24)
@ (t) funksiya uchun Makloren formulasini Lagranj qoldig hadi bilan yozamiz

e™ () | ¢™*V(6)

_ <p<0) cp(O) _
(p(l) (p(0)+ Tt Tt n! (n+1)!

(9.25)

Endi ¢®(0) va <p("+1)(9) hosilalarni f(x,y) funksiyalar orgali ifodalaymiz.
(9.23) ga ko‘ra x va y lar erkli o‘zgaruvchi t ga nisbatan chiziqgli bo‘lib
dx = Axdt, dy = Aydt
Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli differensiali formulasiga ko‘ra

dhp(t) = d*f(x,y) = (Zdx +2dy) fGoy) = (Zax+20y) flxy)dt*

Bu yerdan
k
® () = (Z 9
[, (t)—(axAx+ayAy) f(x,y)
t=0da x=x5, y=y, va t=6dax=xy+A4x0, y=y,+ Ayf, shuning
uchun

0 0
09O = (5 Ax+a—Ay) fGiorv0)

n+1

™D (9) = (iAx + iAy) f(xo + Ax60,y, + AyO)
ox dy 0 '70

Topilganlarni (9.25) ga qo‘yib (9.24) ni hisobga olsak

0 %)
FGxo +8% 30+ 8) = [ (o, y0) + (578 + 507 ) o, 0) +

) bt (Lo Lay) .
2| a X ay y f(xoiyO) n! ax X ay y f(xOIyO)
1 a a n+1
(n+1)'( Ax +@Ay> f(xo + Ax0,y, + Ay0O)

Oxirgi ifodada gavslarni ochib yuborsak
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f o + 8%, o + ) = f (xo, o) + L5220 px 4 LELI Ay 4

1 92 f (x0,¥0) 2 92f (x0,¥0) 921 (x0,¥0) 2
= (T px? 4 2722020 Axiy + L2 ny )+t (9.26)

1,0 0 n 1 9 P n+1
+;(5Ax + gAy) f(x0,y0) + (— Ax + EAy) f(xo + Ax6,y, +

(n+1)! \ox
+A4y6.
Bu tenglikka ikki o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi deb ataladi.

9.12. IKKi o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumi

va uning zaruriy shartlari

Biror D sohada z = f(x,y) funksiya berilgan bo‘lib, bu funksiya sohaning
barcha nugtalarida aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.
9.11-Ta’rif. Agar D sohaga tegishli bo‘lgan biror M,(x,,y,) nugtaning etarlicha
kichik atrofidagi barcha nuqtalar uchun f(x,,y,) < f(x,y) kabi tengsizlik bajarilsa,
My (x9,¥0) nugtani  f(x,y) funksiyaning minimum nuqtasi deb, aksincha,
f(x0,¥0) > f(x,y) shart bajarilsa, uni maksimum nugqtasi deb yuritiladi.

Funksiyaning minimum va maksimum nugqtalari uning ekstremum nugqtalari, bu
nuqtalardagi giymatlari esa ekstremumlari deyiladi.
9.18-Misol. z = 4 — x? + 6x — y? funksiyaning ekstremum nuqtasini va bu nuqtadagi
giymatini toping.

» Funksiyaning ko‘rinishini shakl almashtiramiz:

z=4—x*+6x—y>=13—-x24+6x—9—y? =13 — (x — 3)? — y2.

So‘ngi ifoda eng katta qiymatiga erishishi uchun ayriluvchilar eng kichik
qiymatiga erishishi, ular ifodaning kvadratidan iborat bo‘lganligi uchun nolga teng
bo‘lishi zarur. Demak, funksiya x =3, y =0 da maksimumga erishadi, ya’ni
funksiyaning maksimum nuqtasi (3,0) va z(3,0) = 13. «

Avvalo funksiyaning ekstremumga erishishi uchun zarur bo‘lgan shartlarni
aniglaymiz.

Agar z = f(x,y) funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli bo‘lgan M, (x,, Vo)
nuqtadagi birinchi tartibli xususiy hosilalari nolga teng bo‘lsa:
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Z =0, 2—; =0

yoki ulardan hech bo‘lmaganda bittasi mavjud bo‘lmasa, M,(x,,y,) nugta shu
funksiyaning kritik nuqtasi deyiladi.
9.5-Teorema. (ekstremumning zaruriy sharti) Agar z = f(x,y) funksiya My(x,, o)
nugtada ekstremumga erishsa, uning 1-tartibli xususiy hosilalari o‘sha nuqgtada nolga
teng bo‘ladi yoki ulardan hech bo‘lmaganda bittasi mavjud bo‘Imaydi.

«dFaraz qilaylik z = f(x,y) funksiya M,(xy, y,) huqgtada ekstremumga
erishadi. Agar y =y, deb olsak, berilgan funksiya x ga nisbatan bir o‘zgaruvchili

funksiya sifatida ekstremumga erishadi. Bir o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi zaruriy

. 0
shartiga ko‘ra d

olx=x0 = 0 yoki mavjud emas. Xuddi shu kabi x = x, bo‘lganida

Y=Yo

0z
ay X=Xo
Y=Yo

= 0 yoki mavjud emas. »

Agar funksiya biror nugtada ekstremumga erishsa, yuqoridagi teoremaga asosan

u kritik nuqgta bo‘ladi. Ma’lumki, sirtga o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi
z—zo = [ (x0,¥0) (x — x0) + f (X0, Y0) (Y — ¥o)
tenglama bilan aniglanadi. Bu tenglikdan birinchi tartibli xususiy hosilalar mavjud
bo‘lganida ekstremum nugqtasida o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi
z—2zy5=0

ekanligi kelib chigadi.

Demak, ekstremum nuqtasida sirtga urinma tekislik o ‘tkazish mumkin bo ‘Isa, u

Oxy koordinata tekisligiga parallel bo ‘lar ekan.

9.13. IKkki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumining yetarli shartlari

Bir o‘zgaruvchili funksiyalardagi kabi ekstremumning zaruriy sharti ekstremum
mavjud bo‘lishi uchun etarli emas. YA’ni, berilgan nuqtada xususiy hosilalar nolga
teng ekaniligidan bu nuqtada ekstremumga erishilishi kelib chigmaydi. Masalan,

z = xy funksiyani olaylik. Uning =z, =y, 2z,

y = x Xususiy hosilalari koordinata

boshida nolga teng, lekin bu nugtada funksiya ekstremumga erishmaydi. CHunki,

390



z(0,0) = 0 va bu nugtaning ixtiyoriy atrofida funksiya turli ishorali giymatlarni gabul
qiladi: birinchi va uchinchi choraklarda funksiya musbat, ikkinchi va to‘rtinchi
choraklarda esa funksiya manfiy.

Ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun ekstremumning etarli shartlari bir
o‘zgaruvchili funksiyaga nisbatan biroz murakkabroq bo‘lib, ularni birinchi tartibli
hosilalar yordamida keltirib bo‘lmaydi.

azf(on’O) —

Etarli shartlarni keltirishdan oldin quyidagi belgilashlarni kiritamiz: Y

azf(xo,yo) _ azf(xO!yO) — — — 2
oy D gz O D=AC-B

9.6-Teorema. f(x,y) funksiya M,(x,,y,) nuqgtaning biror atrofida ikkinchi
tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lib, My(x,,V,) funksiyaning kritik
nugqtasi bo‘lsin, ya’'ni

af(XQ,yo) — 0 af(xO:YO) — 0
ox ’ dy

u holda M, (x,, y,) nugtada

a) D < 0 bo‘lsa, ekstremum mavjud emas;

b) D > 0 bo‘lsa, ekstremum mavjud bo‘lib, bunda agar A <0 bo‘lsa, funksiya
garalayotgan nugtada maksimumga, agar A > 0 bo‘lsa, minimumga ega bo‘ladi;

v) Agar D =0 bo‘lsa, bu nuqtada ekstremumning mavjud yoki mavjud emasligi
noanig qoladi. Bu holda funksiyaning ekstremumlarini aniglash uchun uni qo‘shimcha
tekshirish lozim bo‘ladi.

<« Qaralayotgan funksiya uchun (26) formulaga ko‘ra n = 1 da Teylor formulasini

yozamiz

f(XO + Ax,yy + Ay) = f(xOJYO) +MA + af(x;)/J’o) Ay +

1 (9%f(x,y) 92 f(xy) 2f(xy)
+5( L8 px? + 22050 ey 4 L2 Ay)

x=xo9+Ax60
y=Yo+Ay0

Teorema shartlarini e’tiborga olgan holda oxirgi tenglikni shakl almashtiramiz
Af = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(X0,¥0) =

2 2
_21( f(xy)A +26 f(xy)A Ay+a f(xy)Ay)

x=x¢+Ax60
y=yo+Ay0

ox 2
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p =+/Ax? + Ay?, Ax = pcosa, Ay = p kabi belgilashlar kiritamiz, u holda

x=x¢+Ax0 (9'27)
y=yo+Ay6

p? (9*f(xy) 02 f (x,y) , 92 f (x,y)
Af = o (T cos?a + ZWcosasmoc + oy

sinza)

Ikkinchi tartibli hosilalarning uzluksizligi va Ax, Ay, p larning cheksiz kichik
miqdor ekanligini nazarda tutsak, tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi tartibli
hosilalar yugorida kiritilgan A, B, C sonlaridan cheksiz kichikka farq giladi. SHuning
uchun (9.27) formuladagi ikkinchi tartibli hosilalarni mos ravishda A + §;, B + 65,
C + 65 sonlari bilan almashtirish mumkin bo‘lib, bu erda §;,8,, 63 cheksiz kichik

miqgdorlar. Bularni hisobga olgan holda (9.27) formulani quyidagicha yozib olamiz
Af = Z—T (Acos?a + 2Bcosasina + Csina + 6) (9.28)

bu erda § = §,cos?a + 28,cosasina + §3sin’a.
(9.28) formulani shakl almashtiramiz
Af = % [(Acosa + Bsina)? + (AC — B?)sin*a + §].

Funksiya maksimumi va minimumi ta’rifiga ko‘ra, p ning etarlicha kichik
giymatlarida Af ning ishorasi (—) bo‘lsa fuknsiya (x,,y,) nugtada maksimumga, (+)
bo‘lsa minimumga erishadi.

Quyidagi hollarni ajratamiz:

1. AC — B? > 0 bo‘lsin. Bunday holda AC > 0, A # 0 va

(Acosa + Bsina)? + (AC — B?)sin?a > 0.
& miqgdor p ga nisbatan cheksiz kichik bo‘lganligi uchun
(Acosa + Bsina)? + (AC — B?)sin*a + § > 0.
Demak Af ning ishorasi fagat A ga bog‘liq bo‘lib qoldi. SHunday qilib A > 0 bo‘lsa
Af > 0 va funksiya (x,,y,) nugtada minimumga erishadi, A < 0 da esa Af <0 va
funksiya maksimumga erishadi.

2. AC — B? < 0 bo‘lsin. Agar A # 0 bo‘lsa a = 0 giymatda

(Acosa + Bsina)? + (AC — B¥)sina+ 6 =A*+6 >0

Acosa + Bsina = 0 giymatda
(Acosa + Bsina)? + (AC — B¥)sin*a + 6 = (AC — B?)sin*a + § < 0.
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Demak (x,, yo) nugtaning atrofida Af ham musbat ham manfiy ishoralarni gabul gilar
ekan. Bunday holda ekstremum mavjud emas.
Agar A = 0 bo‘lsa,

2 2
Af = % (2Bcosasina + Csina + §) = ’;—' (sina(2Bcosa + Csina) + 6).

Bu erda a ni shunday tanlashimiz mumkinki 2Bcosa + Csina > 0. a ning ana shu
giymati va (—a) giymatlari uchun Af ning ishorasi turlicha bo‘ladi va ekstremum
mavjud emas.

3.  AC — B? = 0 yuqoriroq tartibli hosilalardan foydalanish talab etiladi. Biz
bu holga to‘xtalmaymiz.»

Demak berilgan funksiyaning ekstremum  giymatlarini topish uchun
quyidagilarni bajarish lozim bo‘ladi:

1. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi topiladi.

2. (xq,Y0) kritik nugtalari topiladi.

3. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalari hisoblanib, (x,,y,) nuqtada D =
AC — B? ifoda tuziladi.

Bunda:

a) Agar D < 0 bo‘lsa, bu nuqtada ekstremum mavjud emas.

b) Agar D > 0 bo‘lsa, ekstremum mavjud bo‘lib, bunda agar A < 0 bo‘lsa,
funksiya garalayotgan nuqgtada maksimumga, agar A > 0 bo‘lsa, minimumga ega
bo‘ladi.

v) Agar A = 0 bo‘lsa, bu nugtada ekstremumning mavjud yoki mavjud emasligi
noanig qoladi. Bu holda funksiyaning ekstremumlarini aniglash uchun uni qo‘shimcha
tekshirish lozim bo‘ladi.
9.19-Misol. z = x3 + y3 — 3xy funksiyaning ekstremum giymatlarini toping.

» 1) Bu funksiya butun Oxy tekisligining barcha nugtalarida aniglangan.

2) Funksiyaning kritik nuqgtalarini topamiz:

02 _ 3x? _3y =0
ox x y="=55
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0z

— =3y?-3x=0.
dy Y x
Tenglamalar sistemasini echamiz:
x2—y=0
{yz —icl —0 bundanx; =0,x, =1,y; =0,y, = 1.

SHunday qilib, M,(0,0) va M,(1,1) kritik nuqtalarga ega bo‘lamiz.
Quyidagilarni topamiz:
0%z 0%z 0%z

_— = 6 , = , _— = 6
0x? * dxdy dy? Y
M,(0,0) nugtada D =AC—B?=0-0—9=-9<0. Demak bu nugtada

ekstremum yo‘q.
M;(1,1) nuqtada D=AC—B?=6-1-6-1—-9=27>0 va A=6>0.
Bundan kelib chigadiki M, (1,1) nugtada funksiya minimumga erishadi: z,,,;, = —1 <«

9.14. Ikki argumentli funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

Ma’lumki, agar z = f(x,y) funksiya yopiq D sohada aniglangan va uzluksiz
bo‘lsa, u shu sohada o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi. Agar bu
nuqta sohaning ichida bo‘lsa, ravshanki u ekstremum nuqta bo‘ladi. Lekin shunday
bo‘lishi mumkinki, funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga sohaning
chegarasida erishadi. SHuning uchun eng katta va eng kichik giymatlarni hisoblash
uchun quyidagicha ish yuritamiz:

1)  Funksiyaning o‘sha sohadagi funksiyaning ekstremum giymatlarini
hisoblaymiz.

2) Funksiyaning chegaraviy nuqtalardagi giymatlarini tekshiramiz. (bunda bir
o‘zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini ganday hisoblasak,
xuddi shunday yo‘l tutamiz)

3) Olingan natijalarni tagqoslab, funksiyaning eng katta va eng Kichik
giymatlarini topamiz.

9.20-Misol. z = x2 + y2 —xy + x + y funksiyaning x =0, y =0, x+y =
—3 chiziglar bilan chegaralangan sohadagi eng katta va eng kichik giymatlarini

toping.
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» Quyidagi tenglamalar sistemasidan M; statsionar nugtani topamiz:

0z
E—Zx—y+1—0,

2—; =2y—x+1=0.
Bundan x = -1, y = —1. z(—1,—1) = 1 bo‘lgan M;(—1,—1) nugtani hosil
gilamiz.
Berilgan funksiyani chegaralarida tekshiramiz.
x = 0 bo‘lgan to‘g‘ri chizigda z; = y>+y ga ega bo‘lamiz va masala bir
o‘zgaruvchili funksiyaning OB oraligdagi eng katta va eng kichik giymatlarini
topishga keltiriladi.

Quyidagilarni topamiz:

: 1 ’
z, =2y +1=0, y=—§, Zyy = 2

Zy, = z(O;—%) = —% bo‘ladigan MZ(O,—%) shartli lokal minimum nugtani

hosil gilamiz. [—3,0] kesmaning chekka nugtalarida z; = z(0;—-3) =6, z, =
z(0;0) = 0 bo‘ladi.
Xuddi shu kabi y = 0 bo‘ladigan OA kesmada quyidagilarga ega bo‘lamiz:

z=x*+x,2,=2x+1,x= —%, Zyy = 2, yani M3(—%,0)— lokal minimum nuqta
bo‘lib, bu nugtada zs(—~,0) = — - bo‘ladi. (—3;0) nugtada Zg =

z(—3;0) = 6 bo‘ladi. x +y = —3 to‘g‘ri chiziqdagi kesmada y = —x — 3 ifodani
z funksiyaga qo‘yib, quyidagilarni hosil gilamiz.

z = 3x%+9x + 6,

Z,=6x+9=0, x=-2
2

Bundan, z; =z (— % — g) = — % bo‘ladigan M, (— %; — g) nuqtani topamiz. AB

kesmaning chetki nuqgtalaridagi funksiyaning giymatlari topilgan. z funksiyaning
barcha topilgan giymatlarini solishtirib, quyidagi xulosaga kelamiz, A(-3,0) va B(0,-3)
nugtalarda o‘zining eng katta giymatiga erishadi z,,,, = 6, Mi(-1,-1) statsionar

nuqtada esa z,,;;, = —1 bo‘ladi (9.4- rasm). «
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9.4-rasm

Nazariy savollar.
Soha tushunchasi. Ikki o’zgaruchili funksiyaning ta’rifi.
Ikki o’zgaruvchili funksyaning uzluksizligi va limiti.
Ikki o’zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari va differensiali.
Ikki o’zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilalari.
Yugori tartibli xususiy hosilalar va differensiallar.
Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari.

Mashglar

Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping.

1
a)z = yz—2x+4) b) z = =+ x -y
s) z =In x+In cos y d)yz=x2+y2-9
Ko‘rsatilgan funksiyalarning xususiy hosilalarini toping.
a) z =(x? + y? — xy?)® b) z =arcsin§
C)Z=x\/;+% d)Z:ln(x+ /x2_|_y2)
e)z=In(xXy+Inx Xy) f)u = InJ(x% + y2)(x2 + z2)
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. z=x +y++/x2 + y2 funksiyaning xususiy hosilalarining My(3,4) nugtadagi
giymatlarini hisoblang.

. z = In(x? + y?) funksiyaning to‘la differensialini toping.

. Funksiyalarning mos orttirmalarini ularning to‘la differensiallari bilan

almashtirib, berilgan ifodani tagribiy hisoblang:

a) (1,02)%-(0,97)%; b) \/(4,05)% + (2,93)2
. Agar u = xsiny, v = ycosx bo‘lsa, z=Vu?+ v? funksiyaning xususiy
hosilalarini toping.
. x> +y%+2z?—6x=0bo‘lsa z—i va g—; ni toping.
L Z= %xz —%yz sirtga = My(3,1,4) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik va
normal tenglamasini toping.

9%z | 9%z

o o . 2z | 9%z _ :
. z =e*(xcosy —ysiny)  funksiyaning 5z Tz = 0  tenglamani

ganoatlantirishini isbotlang.

10.z = x? — xy + y% + 9x — 6y + 20 funksiyaning ekstremumlarini toping.

11. z=x%y(4 — x — y) funksiyaning, x =0, y =0, x +y =6 to‘g‘ri chiziglar

bilan chegaralangan sohadagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping.
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