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 Книга содержит в основном результаты автора по построению и 
асимптотическому анализу непараметрических, полупараметрических 
оценок функционалов выживания в различных обобщенных моделях 
неполных наблюдений. Значительное внимание уделено задачам 
статистического оценивания функционалов в разнообразных смесях 
моделей зависимых и неоднородно-цензурированных наблюдений. 
Исследование свойств оценок при случайном объёме выборки и с 
использованием байесовского подхода также является целью данной 
книги. При исследовании свойств оценок наряду с асимптотическими 
методами теории вероятностей и математической статистики автором 
умело используются такие мощные методы как методы мартингалов, 
слабой и сильной аппроксимации нормированными суммами и 
гауссовскими процессами, а также и U-статистик. 
 Книга может быть рекомендована в качестве литературы при чтении 
специальных курсов для студентов и магистров университетов, а также 
специалистам занимающимся научными исследованиями в области 
статистики неполных наблюдений.  
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                                                                                                 Посвящаю памяти  
                                                                                                своих родителей 

От автора                                                                                  
 
 Книга представляет собой изложение асимптотической теории 
оценивания для различных обобщённых моделей неполных данных. 
Рассматриваемые в книге модели неполных наблюдений представляют 
собой смеси модели конкурирующих рисков с моделями  случайного 
цензурирования и усечения. Книга преследует две цели: рассмотрение 
задачи непараметрического статистического оценивания по неполным 
наблюдениям, подчёркивая при этом особенности решения этих задач по 
сравнению с соответствующими задачами классической математической 
статистики, а также построение новых оценок для функционалов 
выживания с доказательством асимптотических свойств оценок используя 
целый класс современных методов.  
 Появление настоящей книги неслучайное. Она содержит в основном 
результаты автора за последние два десятилетия. Автор использовал также 
и тексты лекций, читаемых для магистров кафедры «Теория вероятностей 
и математическая статистика », а также студентов направления 
«Статистика» бакалавриата Национального Университета Узбекистана. 
 Книга состоит из введения, где также изложены и основные 
результаты, трёх глав, разбитых на 19 параграфов, выводов по главам, 
общего заключения, списка литературы и приложений. 
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Список основных обозначений и сокращений 
 

)(AI  - индикатор события A ; 
},...,3,2,1{ k=ℑ ; 

}0{∪ℑ=ℑ ; 
}{\)( ii ℑ=ℑ ; 

),min( baba =∧ ;   
),max( baba =∨  

( )ℑ∈=∧
ℑ∈

iaa iii
,min ;   

( )ℑ∈=∨
ℑ∈

iaa iii
,max ; 

ii

k aa
ℑ∈
∨=)(  - максимум-норма вектора k

k Raaa ∈= ),...,( 1 ; 

)(AP  - вероятность события A ; 
ξM  - математическое ожидание случайного элемента ξ ; 
ξD  - дисперсия случайного элемента ξ ; 
⎯→⎯P  - сходимость по вероятности; 

D
⇒  - сходимость по распределению (слабая сходимость); 
D
=  - равенство по распределению; 
■ – знак, показывающий окончание доказательств, утверждений; 
T  - знак транспонирования: T(...) ; 

][a  - целая часть числа a ; 
log  - натуральный логарифм; 
exp  - экспонента; 
«cádlág функция» - непрерывная справа, имеющая предел слева функция; 

;0(N Σ) – случайный вектор, имеющий нормальное распределение с 
параметрами (0;Σ); 

)(UD  - пространство Скорохода cádlág функций, определенных на  
множестве U ; 

)()( UD k  - пространство Скорохода k -мерный cádlág функций, 
определенных на множестве U ; 

)(FD  - множество точек скачка функции F ; 
)(FC  - множество точек непрерывности функции F ; 
)(FSp  - носитель одномерного распределения F ; 

)(FSupp  - носитель многомерного распределения F ; 

� 2 (ℱ)–класс квадратично-интегрерируемых мартингалов, относительно 
потока σ -алгебр ℱ; 
� loc (ℱ)–класс локальных мартингалов, относительно потока σ -алгебр ℱ; 
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� 
2
loc (ℱ)–класс локально-квадратично интегрерируемых мартингалов, 

относительно потока σ -алгебр ℱ; 
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)()()( −−=Δ tftftf  - скачок в точке t  непрерывной справа функции f ; 
)(tf s  и )(tf d  - непрерывная и дискретная части функции )(tf ; 

∫
−∞ ];(

)()(
x

sdgsf  - интеграл Лебега-Стилтьеса для непрерывных справа функций  

f  и g ; 
Для последовательности случайных величин { }1, ≥nnξ  и последовательных 
констант { }1, ≥nan  записи; 
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xaP nnnx
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в) )( npn ao=ξ  означают, что 0⎯→⎯P

n

n

a
ξ  при ∞→n ; 

ВрБр – время безотказной работы; 
ВеБр – вероятность безотказной работы; 
ЗБЧ – закон больших чисел; 
ЗПЛ – закон повторного логарифма; 
к.ф.и. – кумулятивная функция интенсивности; 
ЛАН – локальная асимптотическая нормальность; 
МКР – модель конкурирующих рисков; 
МПИ – модель пропорциональных интенсивностей; 
н.о.р. – независимые и одинаково распределенные; 
ОМП – оценка максимального правдоподобия; 
п.н. – почти наверное; 
с.в. – случайная величина; 
СОП – статистика отношения правдоподобия; 
УЗБЧ – усиленный закон больших чисел; 
ф.р. – функция распределения; 
х.ф. – характеристическая функция; 
э.ф.р. – эмпирическая функция распределения; 
ЦПТ – центральная предельная теорема. 
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Введение 
 
На начальной стадии статистических исследований одной из важных 

задач является представление результатов наблюдений в виде наиболее 
удобном для обработки и принятии решений. Качества статистических 
выводов зависят не только от объема выборочных данных, но и от способа 
их получения. Одним из основных требований к сбору экспериментальных 
данных является наличие необходимой информации, т.е. множества 
данных используемого для принятия решений. Однако, сплошь и рядом 
приходится иметь дело с неполными наблюдениями и по ним делать 
выводы о неизвестном законе распределения одного или нескольких с.в. 
Неполные выборки наблюдений встречаются при анализе данных типа 
времени жизни, при контроле качества, в страховании, в демографии, в 
почвоведении, в астрономии и т.д. Так например, в испытаниях объектов 
(технических устройств, индивидумов) на безотказность, неполнота 
наблюдений над с.в, означающей продолжительность жизни объекта, 
может быть вызвана как причинами, связанными со структурой самого 
объекта (выход из строя объекта или части его элементов лишает от 
возможности наблюдения за неотказавшими его элементами), так и 
внешними причинами (исчезновение объекта с поля зрения наблюдателя и 
/ или попадание под наблюдение через некоторое время спустя с начала 
испытаний). В таких экспериментальных ситуациях наблюдению будет 
доступна неоднородная многомерная выборка, состоящая как из 
представляющих интерес с.в, так и от мешающих с.в.. Основной 
характеристикой, подлежащей к оцениванию по таким неполным 
выборкам  является ф.р. продолжительности жизни (ВеБР) одного или 
нескольких одновременно испытываемых объектов, а также и более 
сложные функционалы, называемые биометрическими. Структуры 
предлагаемых статистических оценок для таких функционалов в случае 
неполных данных, как правило, зависят от степени сложности схемы  
наблюдений. Другими словами, для одной и той же оцениваемой 
характеристики могут быть предложены различные «модельные» оценки. 
Такое разнообразие оценок особенно часто можно встречать в 
непараметрической статистике неполных наблюдений. Задачи 
математической статистики, в особенности непараметрического  
оценивания по цензурированным наблюдениям обладают специфическими 
особенностями по сравнению с их аналогами в случае полных 
наблюдений. Типичными представителями моделей неполных наблюдений 
на прямой являются модели цензурирования, усечения и их сочетания. На 
прямой различают модели (однократного, многократного и 
неоднородного) случайного цензурирования (усечения) с одной стороны 
(слева или справа), с двух сторон, интервалами наблюдения или 
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ненаблюдения. По степени сложности и оригинальности решаемых задач 
на передний план следует выдвигать моделей случайного цензурирования, 
хотя в литературе встречаются также и работы по статистическому 
оцениванию при усечении данных. В этой связи отметим, что 
систематическое использование терминов «цензурирование» и «усечение» 
впервые в статистике принадлежит Хальду [203]. В дальнейшем в целях 
сохранить математический аппарат в более простом состоянии развитие 
математической теории пошло в основном на базе модели случайного 
цензурирования справа [57,88,101,105,106,117,118,121-30,134,135,136,146-
157,167,168,176-179,185-198,200,202,205,209,210,218,227,228,235,236,243-
249,256,261,281-289,305-310,314-316,322]. Известно, что в случае полных 
наблюдений апробированной непараметрической оценкой для одномерной 
или многомерной ф.р. является э.ф.р. [59-63,67,76-79,97, 103,111,114, 119, 
140-145,158,162,164,180,222,226,250,253,260,264,267, 276,277,280,312,313]. 
Задача построения хорошей оценки для ф.р. на базе неполных данных, 
которая обладала бы аналогичными свойствами что и э.ф.р, была 
предметом исследований многих статистиков. Существующие в 
статистической литературе оценки для ф.р. по неполным  данным имеют 
сложные структуры чем э.ф.р.. С учетом особенностей рассматриваемых 
моделей при исследовании таких оценок приходится иметь дело и с 
нетрадиционными методами, разрабатывая особые подходы. Среди 
огромной литературы можно выделить ту часть, где глубокие результаты 
получены для моделей случайного цензурирования справа или усечения 
слева. Такое обстоятельство можно объяснить тем, что во первых вся 
теория, имеющаяся в случае цензурирования справа (усечения слева) без 
особых  трудностей переноситься на случай цензурирования слева 
(усечения справа). Во вторых, рассмотрение большинством  
исследователей именно цензурирования справа или усечения слева связано 
с рядом практических задач, где они возникают 
[64,74,107,132,184,191,203,227,228,236,238, 263,293,311,317,323]. Впервые, 
при случайном цензурировании справа PL  (product-limit)- оценка была 
предложена Капланом и Мейером [228] в 1958 году и последующем она 
была исследована многими авторами. Почти вся теория статистики 
случайного цензурирования справа основана на PL -оценке, хотя она не 
является единственной для этой модели. В литературе встречаются 
различные модифицированные варианты PL -оценки [57,167,183,191]. 
Исследованию и использованию этой оценки посвящены труды многих 
ученых, о чем свидетельствует литература в конце книги. Из огромного 
количества ученых следует выделить имена Ю.К. Беляева, Ю.Н. 
Благовещенского, R.D.Gill, O. Aalen, M. Csörgö, S. Csörgö, N. Breslow, B. 
Efron, P.K.Andersen, M.D. Burke, L. Horvàth, A.Földes, L.Rejto, 
D.M.Dabrowska, J.K. Ghorai, V.Susarla, J.Van Rayzin, P.Major, E.G. Phadia, 



 10

W. Stute, J.Wellner, N. Veraverbeke, которые своими исследованиями 
внесли существенный вклад развитию теории цензурирования наблюдений 
на базе PL -оценки. Позже независимо Альтшулером [106] и Бреслоу [117] 
была предложена экспоненциальная оценка для ВеБР. В [118] доказано, 
что обе оценки асимптотически эквивалентны. В работах автора данной 
книги [15,16,31,(324)] предложены оценки другой-степенной структуры  
при случайном цензурировании справа. В частности, оценка автора 
[31,324] в МПИ, называемая в литературе ACL-оценкой (ACL-
Abdushukurov – Cheng – Lin), является асимптотически эффективной 
оценкой по сравнению с остальными и она успешно используется в 
исследованиях других учёных (см. [147,150,151,155,262,263,297,301-303] и 
обзоры в них). 
 Благодаря трудам многих ученых, связанным с исследованиями в 
моделях цензурирования и усечения сейчас в математической статистике 
имеется отдельное направление, называемое статистикой неполных 
наблюдений. В своём арсенале (по свидетельству базы данных AMS Math. 
Sci.) она насчитывает около 5000 работ только по статистике 
цензурированных данных. Такие исследования продолжают ещё 
развиваться, пополняясь всё более новыми моделями и методами. 
Трудности, возникающие при решении задач непараметрической 
статистики, когда имеет место цензурирование случайных векторов были 
отмечены в обзорных статьях [64,65] Гилла. Он же (R.Gill) в своём 
пленарном докладе на 22-встрече европейских статистиков [199] (1998 г., 
Вильнюс) отметил также сходства и различия решаемых задач при анализе 
пропущенных пространственных данных (missing data) с 
цензурированными. По части оценивания неизвестных параметров по 
неполным наблюдениям глубокие результаты получены авторами 
[57,58,90,91]. Так в работах Благовещенского [57,58] разработаны более 
общие методы оценивания параметров, включающие в себя и метод 
максимального правдоподобия. Такие методы позволяют получить 
состоятельные, асимптотически нормальные и асимптотически 
эффективные оценки для неизвестных параметров. Тиховым [90] 
предложены методы построения и исследования оценок байесовского типа 
и максимального правдоподобия в случае неполностью известных 
параметрических семейств распределений и в случае цензурирования 
выборок по II типу.  
 Анализ имеющейся литературы по статистике неполных наблюдений 
показал, что работ по построению и исследованию непараметрических 
оценок в моделях двустороннего цензурирования не много. Отметим 
работы [73,131,213,292,293], в которых рассмотрены частные модели и 
соответствующие оценки типа Каплана-Мейера. Более того, результаты 
аппроксимации, установленные в [73,213] не являются  оптимальными. 
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Задачи непараметрического оценивания ф.р. многомерной с.в. при 
случайном цензурировании справа рассмотрены авторами 
[64,65,128,129,156,157,206,214216,217]. Предлагаемые в этих работах 
оценки являются в основном по структуре множительными и они 
неоднозначны.  В этих работах обсуждаются лишь вопросы 
состоятельности оценок. Неоднозначность определения этих оценок 
объясняется тем, что в многомерном случае нет единого подхода 
определения интеграл - произведения, на которого основывается PL-
оценка (см. [64,65]).  
 Дальнейшее развитие исследований по статистике неполных 
наблюдений показало необходимость рассмотрения более общих моделей, 
построения и исследования в них непараметрических оценок 
функционалов от распределений. Значительный интерес представляют при 
этом разнообразные смеси моделей зависимых и неоднородно-
цензурированных наблюдений. Не были проведены исследования 
непараметрических оценок при случайном объёме выборки. Исследования 
в моделях случайного цензурирования с двух сторон, а также 
многомерного цензурирования не велись в достаточной степени, 
имеющиеся оценки являются частными, установленные для них 
результаты не  являются окончательными. Настоящая монография в целом 
посвящена решению этих  задач. Рассматриваемые нами модели неполных 
наблюдений представляют собой обобщение моделей цензурирования с 
двух сторон и МКР. Отдельно исследованы модели информативного 
цензурирования. В основном рассматриваются три класса оценок – 
экспоненциальные, множительные и степенные соответственно для 
функционалов таких же структур. Предлагаемые нами оценки в общих 
моделях содержать в себе и известные оценки Каплана – Мейера и 
Альтшулера – Бреслоу. Все доказанные в настоящей книге результаты 
аппроксимации оценок гауссовскими процессами являются оптимальными 
по скорости аппроксимации. Предлагаемые и исследуемые оценки 
построены по универсальному методу подстановки. Этот метод в случае 
полных выборок описан в [62]. Следует особо отметить работы [211,255], 
основные результаты которых являются неверными. По статье [211] 
имеется критическое замечание А.А.Абдушукурова в реферате MR 
1 981 458 (см. Math.SciNet.: Mathematical Reviews (American Mathematical 
Society 2004). Соответствующее критическое замечание по поводу статьи  
[255] опубликовано в США в работе А.А.Абдушукурова [15]. 
 Вкратце изложим результаты, составляющие основное содержание 
книги. 

В первой главе вводятся базовые функционалы, их представления и 
статистические оценки в моделях неполных данных. Исследованы 
свойства трёх типов функционалов: экспоненциальной, множительной и 
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степенной структур. В специальной МКР более детально уточнены их  
свойства и взаимоотношения. Определены обобщенные модели неполных 
данных, включающие в себя как МКР так и модели случайного 
цензурирования на прямой. В этих моделях найдены представления для 
трёх классов функционалов через допускающие оценки распределения. 
Для одних и тех же функционалов построены различные статистические 
оценки в соответствующих моделях. Используя вышеупомянутые три типа 
функционалов построены непараметрические оценки для многомерной 
функции выживания при неоднородном зависимом цензурировании 
справа. Для функции выживания в регрессионной модели Кокса, когда 
присутствует цензурирование с двух сторон предложены параметрические 
– непараметрические оценки трёх типов. Аналогичные оценки построены 
также и в общей зависимой модели случайного цензурирования, когда 
выборка сама также зависит от времени. Доказан и ряд новых результатов 
для процессов эмпирического типов для разнораспределенных данных и 
выборок случайного объёма. 

Известно, что в случае полной выборки ( ) ( )1,...,
n

nX X X=  из 
независимых наблюдений над с.в. X с неизвестной ф.р. ( ) ( )F x P X x= ≤  
несмещенной и достаточной ОМП для ( )F x  является э.ф.р. 

( ) ( )
1

1 ,
n

n K
K

F x X x x R
n

∋

=

= Ι ≤ ∈∑ . Фадия [264] показал, что ( )nF x∋ является также и 

минимаксной оценкой для ( )F x  в классе статистик 

( ) ( )1
1

, , 0, 1
n

n
n k k k k kk

k

x a b X x a b a bϕ
=

=

⎧ ⎫= + Ι ≤ ≥ + ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑  относительно функции 

потерь  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
12

; 1 ,n nL F F x x F x F x dW xϕ ϕ
∞

−

−∞

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∫  

где ( )W ⋅  ненулевая конечная мера на ( ;R �) и �- борелевская σ -алгебра на 
R . Э.ф.р. обладает также и многими асимптотическими (при n →∞ ) 
свойствами, которые играют фундаментальную роль в асимптотической 
теории статистического оценивания и проверки гипотез. Исследования 
следующих учёных внесли существенный вклад в становление и развитие 
асимптотической теории с участием э.ф.р.: J. Bernoulli, E.Borel, 
В.И.Гливенко, F.P. Cantelli, А.Н.Колмогоров, Н.В.Смирнов, M.Kac, 
K.L.Chung, J.L.Doob, M.D.Donsker, A.Dvoretzky, J.Kiefer, J.Wolfowitz., 
Д.М.Чибисов, R.Pyke, M.Csörgö, S. Csörgö, Я.Ю. Никитин, B.R.James, W. 
Stute, R.S. Singh, J.Komlös, P. Major, G. Tusnady, R.Beran, J.A.Wellner, W. 
Philipp, P. Révész, И.С.Борисов, J. Bretagnolle, K. Alexander, R.M. Dudley, 
D.M.Mason, H.J.A. Degenhardt и другие. Однако, в случае неполных 
данных, когда число наблюдений интересующей нас с.в. X  образует 
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выборку случайного объёма, э.ф.р., построенная по такой выборке, вообще 
говоря, не является состоятельной оценкой ф.р.. Такая особенность 
неполных наблюдений на примере простой модели случайного 
цензурирования справа продемонстрирована в § 1.1. Существующие в 
статистической литературе непараметрические оценки для ф.р. хотя бы для 
модели случайного цензурирования справа имеют более сложную 
структуру чем э.ф.р.. 

В § 1.2. в целях построения в дальнейшем различных 
непараметрических оценок вводятся функционалы от субраспределений. 
Пусть Y ( ){ }1,..., KG G= - класс ограниченных неубывающих и непрерывных 
справа функций ( ) ( ){ }, ;iG x x i R∈ ×ℑ , для которых ( ) 0iG −∞ =  для всех i∈ℑ . 
Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1... , ...K KG x G x G x L x L x L x= + + = + + , где  

 

( ) ( )
( ) ( )( ];

,i
i

x

dG u
L x i

G G u−∞

= ∈ℑ
∞ − −∫ . 

 
Заметим, что L  и iL , i∈ℑ  являются обобщениями к.ф.и., неубывающими 
càdlàg функциями, ( ) ( )1, 1,iL x L x iΔ ≤ Δ ≤ ∈ℑ . Для них справедливо 
разложение Жордана: , ,c d c d

i i iL L L L L L= + = +  где  
 

.
)()(

)()()(,
)()(

)()(
)(],(

∑∑∫
≤∈−∞ −−∞

Δ
=Δ=

−−∞
=

xu

i

xDu
i

d
i

x

c
ic

i uGG
uGuLxL

uGG
udGxL

iG  
 

При ( );x i R∈ ×ℑ  введём следующие функционалы на Y:  
 

( )( ) ( )( ) ( )( )1,..., exp 1c
i k i i

u x

G G x L x L u
≤

Φ = − −Δ∏
 

. 
При x a> ≥ −∞ , функционалы ( )( )i xΦ ⋅  представимы также и в виде 
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } ( )( )1 1,..., ,..., exp 1c c
i k i k i i i

a u x

G G x G G a L x L a L u
< ≤

Φ = Φ − − ⋅ − Δ∏  .     (1) 

 
Рассмотрим интегральные уравнения типа Вольтерра при ( ) [ ); ;x i a∈ ∞ ×ℑ :
  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
[ ]

1 1 1
;

,..., ,..., ,...,i k i k i k i
a x

G G x G G a G G u dL uΦ = Φ − Φ −∫ .         (2) 

 
В следующем утверждении показано, что интегральное уравнение (2) при 
каждом i∈ℑ  имеет единственное решение представляемое в виде (1). 
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Представление (1) играет важную роль при построении множительных 
оценок.  

Лемма 1.2.3. При заданной к.ф.и. iL  интегральное уравнение (2) 
имеет единственное локально-ограниченное решение iΦ , представляемое в 
виде (1).  ■  

При доказательстве этой леммы существенно используются  
результаты работ  [191,246,299]. 

Легко видеть, что функционал iΦ представим в виде: ( )( )1,...,i kG G xΦ =   
( ) ( )( )exp c d

i iA x A x= + , где  
 

( ) ( ) ( ]{ } ( )
( ];

;c
i i G i

x

A x u C G T dL u
−∞

= − Ι ∈ ∩ −∞∫ , 

 
( ) ( ] ( ]{ } ( )( )

( )
; ; log 1

i

d
i G i

u D G

A x u x T L u
∈

= − Ι ∈ −∞ ∩ −∞ −Δ∑ , 

 
где ( ) ( ){ }sup :GT x R G x G= ∈ < ∞ . 
Функционалы (1) при a = −∞  и 2k =  впервые были рассмотрены Гиллом 
[192]. Он показал, что эти функционалы являются непрерывными по всем 

, ,j jG L j∈ℑ  при Gx T≤ , непрерывны справа, неотрицательны, невозрастают 
по x R∈  и ( )( ) 1iΦ ⋅ −∞ = .  

В § 1.2 рассматриваются также и следующие функционалы 
степенной структуры на Y: 

 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1,..., , ;
iR x

i KG G x G G x x i RΨ = ∞ − − ∈ ×ℑ⎡ ⎤⎣ ⎦ ,                                 (3) 
 

где ( ) ( ) ( ) ( )/i
iR x L x L x=  - функция отношения к.ф.и. (при 1∞

=
∞

). Очевидно, 

1)(...)(,,1)(0 )()1()( =++ℑ∈≤≤ xRxRixR ki . Следовательно,  
 

( )( ) ( ) ( )1
1

,..., ,
k

i K
i

G G x G G x x R
=

Ψ = ∞ − − ∈∏ . 

 
Пусть ( ) [ ];G GSp G Tτ= ≠ ∅ , где ( ){ }inf : 0G x R G xτ = ∈ > . 

Лемма 1.2.4. Для любых ( )1,..., KG G ∈Y  и ( ) ( );x i Sp G∈ ×ℑ : 
(а) ( )( ) ( )( )10 ,..., 1 ;i KG G x G< Ψ ≤ ∨ ∞  
(б) iΨ  являются непрерывными функционалами по 1,..., , , ,K iG G G L L  и ( );iR   ■ 
Рассмотрим специальные случаи функционалов iΨ . 
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Замечание 1.2.6. а) В формулах (3) функции { }ℑ∈jxGj ),(  заменим 
соответственно на нормированные ( ) ( ) ( ){ }0 / ,j jG x G x G j= ∞ ∈ℑ  и образуем  

        ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )1 ,..., 1 , ;
iR x

i KG G x G x x i R⎡ ⎤Ψ = − − ∈ ×ℑ⎣ ⎦
oo o o o ,                                    (4) 

где на самом деле ( ) ( ) ( ) ( )i iR x R x≡o . Функционалы (4)  будут использованы 
при построении степенных оценок функции выживания в различных 
моделях неполных наблюдений. 

б) Если существуют числа ( )0;1iα ∈ , такие, что 1 ... 1kα α+ + =  и для всех 
( ) ( ): i ix R G x G xα∈ = , то ( ) ( )i

iR x α≡ . В этом случае свойства iΨ  будут 
определятся только свойствами G . 

в) Пусть в (4) 1G F=o - непрерывная справа  ф.р. и для всех ( )1m∈ℑ : 
0mG ≡o . Тогда ( )( ) ( ),0,...,0 1i F x F xΨ = − −  и ( )( ) ( ),0,...,0 1 ,i F x F xΦ = − т.е. оба 

функционала различаются и в этом частном случае. 
В конце § 1.2 установлены двусторонние неравенства для  

функционалов, из которых в случае непрерывности всех функций { },iG i∈ℑ  
следует, что ( )( ) ( )( ) ( )( )expi i ix x L xΦ ⋅ ≡ Ψ ⋅ ≡ − , т.е получаются 
экспоненциальные функционалы. 

В § 1.3 определены основные модели неполных наблюдений и в них 
приведены представления и свойства функционалов  из § 1.2. При этом 
базовой считается модель ( );Z A . 

I. Модель (Z;A). На вероятностном пространстве ( ,Ω A , )P  
рассмотрим с.в. Z  с ф.р. ( ) ( ) ,H x P Z x x R= ≤ ∈ . Для фиксированного 
натурального числа k , пусть ( ){ },iA i∈ℑ  попарно несовместные события, 

такие, что ( )( ) 1i
iP A∈ℑ∪ = . Интерес представляют совместные свойства пар 

( )( ){ }; ,iZ A i∈ℑ . Пусть ( ){ ;H x i = ( )( ), iP Z x A≤ , ( );x i R∈ ×ℑ}- субраспределения и 
введём к.ф.и. 

( ) ( )
( )( ]

( ) ( )
( )( ]; ;

;
; ,

1 1H
x x

dH u i dH u
x i x

H u H u−∞ −∞

Λ = Λ =
− − − −∫ ∫ . 

 
Тогда ( ) ( ) ( ) ( )1 1

; , ;k k
Hi i

H x H x i x x i
= =

= Λ = Λ∑ ∑ . Наблюдается  выборка 
( ) ( ) ( )( ){ }1, ,..., , 1,...,

Tn k
j j jS Z j nδ δ= =o , где ( ) ( )( )i i

j jAδ = Ι  и ( ) ( )( ){ }1; ,..., , 1k
j j jZ A A j ≥ - 

последовательность независимых копий совокупности ( ) ( )( )1; ,..., kZ A A . В 
( );Z A  - модели основной задачей является оценивание к.ф.и. ( ){ }; ,i iΛ ⋅ ∈ℑ  и 
их функционалов по выборке ( )nSo .  В § 1.3 обсуждаются связи ( );Z A  - 
модели с МКР (с возможно зависимыми рисками), различные условия 
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встречающиеся в статистической литературе, используемые в задачах 
непараметрического оценивания в МКР, а также ( );Z A - модель с возможно 
совместимыми событиями ( ){ },iA i∈ℑ . Базовыми функционалами, 

подлежащими к оцениванию в ( );Z A -модели по ( )nSo  являются следующие 
варианты функционалов ( )exp ,i iL− Φ  и iΨ  из § 1.2: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )11 ; exp ; exp ; exp ;c

u x

F x i x i x i u i
≤

− = −Λ = −Λ −ΔΛ∏ , 

 
( ) ( )( ) ( )( )21 ; exp ; 1 ;c

u x

F x i x i u i
≤

− = −Λ −ΔΛ∏ ,                                                   (5) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); 1

31 ; 1 , ; ;
R x i

HF x i H x R x i x i x
−

− = − − = Λ Λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  .     

 
Пусть ( ){ }:0 ;

i

x R x i
∈ℑ

∈ < Λ < ∞ ≠ ∅I . Функционалы (5) обладают свойствами 

ф.р. и  при этом  для всех ( ) ( ) ( ) ( )2 1; : ; ;x i Sp H F x i F x i∈ ×ℑ ≥  и в частности, если 
H - непрерывная ф.р., то ( ) ( )1 3; ;F x i F x i≡ . А в случае непрерывности всех 

( ){ }; , :H i i⋅ ∈ℑ  ( ) ( )( )
( ]

( )1

;

; 1 exp 1 ; , 1, 2,3m
x

F x i H u dH u i m
−

−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪= − − − =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ . Отметим, что 

оценки Альтшулера – Бреслоу и Каплана – Мейера являются 
специальными случаями функционалов 1F  и  2F  соответственно, а 
степенные оценки Абдушукурова являются функционалами структуры 3F . 
В следующей теореме приводятся ряд полезных неравенств для 
функционалов (5). Обозначим  ( ) ( )( ) ( )[ ]∑

≤

ΔΛ⋅Λ−=
xu

c iuixix 2
1 ;;exp

2
1;ω ,  

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

22 1 1
2 3; ; 1 ; , 1H H

u x u x
x i u i u i x u uω ω

− −

≤ ≤

= ΔΛ −ΔΛ = ΔΛ −ΔΛ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑ ,  

 
( ) ( ) ( )4 2 3; ;x i x i xω ω ω= + , 

Теорема 1.3.1. Для произвольных субраспределений ( ){ }; ,H i i⋅ ∈ℑ  при 
всех ( ) ( );x i Sp H∈ ×ℑ  справедливы следующие неравенства:  

(I) ( ) ( ) ( )2 1 10 ; ; ;F x i F x i x iω≤ − ≤ ;    

(II) ( )( ) ( )( ) ( )2 1 20 log 1 ; log 1 ; ;F x i F x i x iω< − − + − < ; 

(III) ( )( ) ( )( ) ( )3 1 30 log 1 ; log 1 ;F x i F x i xω< − − + − < ; 

(IV) ( )( ) ( )( ) ( )2 3 4log 1 ; log 1 ; ;F x i F x i x iω− − + − < ; 

(V) ( ) ( ) ( )3 1 30 ; ;F x i F x i xω≤ − < ; 
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(VI) ( ) ( ) ( )2 3 4; ; ;F x i F x i x iω− < ;  ■ 
 
Пусть в ( );Z A - модели ( ) ( ) ( )( ),i i i

j j j j j
i

Z Y Z Yδ
∈ℑ

= = Ι =Λ , где 

( ) ( )( ){ }1 ,..., , 1k
j jY Y j ≥ -последовательность н.о.р. случайных векторов с 

совместной функцией выживания 
(1) ( )

1 1 1( ,..., ) ( ,..., ), ( ,..., )
kk

k j j k kL y y P Y y Y y y y R= > > ∈ . Интерес представляет 
оценивание маргинальных функций выживания ( ){ }( ) ( )1 ( ) ,i i

jF x P Y x i− = > ∈ℑ  
и соответствующих к.ф.и.  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ]

1

;

1i i i

x

x F u dF u
−

−∞

Λ = − − ⋅∫ . 

 Рассматриваемая  модель является МКР с зависимыми рисками. 
Пусть ( ) ( )1 ,...,H x L x x= −  и совместное распределение рисков ( ){ },iY i∈ℑ  

таково, что имеют место равенства ( ) ( ) ( ); ,i x x i iΛ = Λ ∈ℑ , которые для 
независимых рисков выполняются автоматически. Тогда функционалы (5) 
могут быть использованы для построения оценок для ( )1 iF−  по выборке 

( )nSo . 
В § 1.3 рассматриваются модели ( ) ( ) ( )( ); , ; , ;Z Y B Z L C и L Z Y D∧ ∨ ∨ ∧ , 

включающие в себя модели случайного цензурирования справа, слева и с 
двух сторон, а также и ( );Z A -модель (т.е. МКР). В них найдены 
представления для функционалов (5) и их усеченных аналогов. 
Рассмотрим здесь только модель ( )( );L Z Y D∨ ∧ , включающую в себя 
исследуемые в диссертации и другие модели.  Эта модель является смесью 
случайного  цензурирования с двух сторон с ( );Z A -моделью.  

II. Модель (L∨ (Z∧Y);D). Пусть в ( );Z A -модели с.в. Z  и события 
( ){ },iA i∈ℑ  подвергаются случайному цензурированию слева и справа с.в. L  

и Y  с ф.р. ( ) ( )K x P L x= ≤  и ( ) ( ) , , .G y P Y y x y R= ≤ ∈  Пусть с.в  { }, ,Z L Y  
являются независимыми в совокупности. Наблюдается выборка 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1
3 ; , ,..., , 1,...,

Tn K
j j j jS j nζ χ χ χ= =o , где ( ) ( ) ( )( ), i i

j j j j j jL Z Y Dζ χ= ∨ ∧ = Ι , 
( ), ji D∈ ℑ =o ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }: : ,j j j j j jZ Y L L Y Zω ω ω ω ω ω ω ω∧ < ∪ ≤ <  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: ,i i
j j j j jD A L Z Y iω ω ω ω= ∩ ≤ ≤ ∈ℑ  и ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1; ; , , ,..., , 1K

j j j j j j jZ L Y D D D D j ≥o -

последовательность н.о.р. копий совокупности ( ) ( ) ( )( )1, , ; , ,..., KZ L Y D D Do . Здесь  
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }: : ,D Z Y L L Y Zω ω ω ω ω ω ω ω= ∧ < ∪ ≤ <o

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }: ,i iD A L Z Y iω ω ω ω= ∩ ≤ ≤ ∈ℑ. Легко видеть, что события ( ){ },iD i∈ℑ  
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обладают теми же свойствами, что и ( ){ },iA i∈ℑ . В данной модели интерес 

представляют пары ( )( ){ }; ,iZ A i∈ℑ , а с.в. L  и Y  с ф.р. K  и G  считаются 

мешающими. Модель ( )( );L Z Y D∨ ∧  является обобщением моделей ( );Z Y B∧  
и ( );Z L C∨ , получаемых соответственно при ( ) 1P L = −∞ =  и 1)( =+∞=YP .  В 

( )( );L Z Y D∨ ∧ -модели рассматриваются следующие усеченные слева на 
уровне τ  версии функционалов (5) при [ );x τ∈ ∞ ×ℑ : 

 
( ) ( )( ) ( )( )11 ; exp ; exp ;c

u x

F x i x i u iτ τ τ
τ ≤ ≤

− = −Λ −ΔΛ∏ , 

 
                                   ( ) ( )( ) ( )( )21 ; exp ; 1 ;c

u x

F x i x i u iτ τ τ
τ ≤ ≤

− = −Λ −ΔΛ∏ ,                         (6) 

 

  ( ) ( )
( )

( );

31 ;
R x i

P L x Z Y
F x i

P L Z Y

τ

τ τ
⎡ ⎤≤ ≤ ∧

− = ⎢ ⎥≤ ≤ ∧⎣ ⎦
, 

 

где ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( ) ( ) ( )
1

;

; ; , ; ; ;
x

dP L u Z Y
R x i x i x i x i u i

P L u Z Yτ τ τ
τ

−
⎧ ⎫≤ ≤ ∧⎪ ⎪= Λ − Λ = Λ −Λ −⎨ ⎬≤ ≤ ∧⎪ ⎪⎩ ⎭
∫  и число τ  

удовлетворяет условиям при ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1x G x H xγ = − − − : 
 

                          
( ]

( ) ( )({ }
( )

;

, ,

inf 1 0,

.

x

t
K G

i

K x x
τ

τ

γ
∈ ∞

∈ℑ

⎧ − − >
⎪
⎨

Γ ≠ ∅⎪
⎩

I
                                      (7) 

 
В (7) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , , , 1: 0 ; , ; : 0 ;0i

K G K Gx R x i i x R xτ τ τ τΓ = ∈ < Λ < ∞ ∈ℑ Γ = ∈ < Λ < ∞o , где для 
к.ф.и. τΛ  и 1τΛ  справедливы представления при x τ≥   
 

( ) ( )
( )[ ];

;
; ,

x

dT u i
x i i

P L u Z Yτ
τ

Λ = ∈ℑ
≤ ≤ ∧∫ ,  ( ) ( )

( )[ )

1
1

;

;0
;0

x

dT u
x

E uτ
∞

Λ =
−∫ , 

а функции ),()())(()( xxKxYZLPxE γζ =≤∧∨==  
 

=);( ixT ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ];

, , 1 ; , ,i

x

P L Z Y Z x A K u G u dH u i i
−∞

≤ ≤ ≤ = − − ∈ℑ∫  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

( ]
1 2

;

;0 , , ;0 ,
x

T x P Z Y L L x u dK u T x P L Y Zγ
−∞

= ∧ < ≤ = − = ≤ <∫ ) ( ) ( )( ) ( )
( ];

1
x

Y x K u H u dG u
−∞

≤ = −∫  

обладают свойством ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
;0 ;0 ; ,k

i
E x T x T x T x i x R

=
= + + ∈∑ . Для 
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вероятности ( ) ( )q u P L u Z Y= ≤ ≤ ∧  имеет место выражение 
( ) ( ) ( ) ( )1 ;0q u K u E u T u= − − −Δ . Поскольку ( )E u  и ( )1 ;0T u  допускают 

эмпирическое оценивание по ( )
3

nS , то при оценивании ( )q u  основная задача 
состоит в оценивании ( )K u . Для оценивания ( )K x  используются 
следующие левосторонние аналоги функционалов (6) при x τ≥ : 

( ) ( )( ) ( )( )1 1 1;0 exp ;0 exp ;0c

x u

F x x uτ τ τ
≤

= −Λ −ΔΛ∏ , 

 
( ) ( )( ) ( )( )2 1 1;0 exp ;0 1 ;0c

x u

F x x uτ τ τ
≤

= −Λ −ΔΛ∏ ,                         (8) 

 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 1

13 0;,0; −∗ΛΛ== xxxdxExF E
xd

ττ , 
где  

( ) ( ) ( )
[ )

1

;
E

x

x E u dE u
−∗

∞

Λ = − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦∫ . 

 
В § 1.4 построены непараметрические оценки для функционалов из § 

1.3, используя их представления в соответствующих моделях. В модели 
( );Z A  для функционалов (5) предлагаются следующие оценки ( ) :nSo  

 
( ) ( )( )11 ; exp ;n n

u x

F x i u i
≤

− = −ΔΛ∏ , 

 
( ) ( )( )21 ; 1 ;n n

u x

F x i u i
≤

− = − ΔΛ∏ ,                                 (9) 

 
( ) ( ) ( );

31 ; 1 nR x i
n nF x i H x− = − −⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

 
где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ]

1 1

;

; ; , ; 1 ;n n n n n n
x

R x i x i x x i H u dH u i
− −

−∞

=Λ Λ Λ = − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ,  

 

∫
−∞

−−−=Λ
],(

1 )())(1()(
x

nnn udHuHx  и ( ) ( )( )
1

1; , 1 ,
n

i
n j j

j

H x i Z x i
n

δ
=

= Ι ≤ = ∈ℑ∑ ,   

( ) ( )
1

1 n

n j
j

H x Z x
n =

= Ι ≤∑ -эмпирические оценки 

( ){ }; ,H x i i∈ℑ  и ( )H x  соответственно. Поскольку оценки (9) сами являются 
функционалами типа (5), то для них теорема 1.3.1 имеет место. В теореме 
1.4.1 оценены правые части неравенств (I)-(VI) для статистик (9) и 
установлено, что они имеют порядок ( )( )( )( )121

−
− xHnO n  п.н. для всех 
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( ) { }( )1; ;max ,..., nx i Z Z∈ −∞ ×ℑ . В модели ( );Z Y B∧ , в которой наблюдается 

выборка ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1
1 , , ,..., , 1,...,n k

j j j jS j nξ= Δ Δ Δ =o , где j j jZ Yξ = ∧ , ( ) ( )( ) ,i i
j jB iΔ =Ι ∈ℑ, 

( ) ( ) ( ){ }:j j jB Y Zω ω ω= <o  и ( ) ( ) ( ) ( ){ }: ,i i
j j j jB A Z Yω ω ω= ≤I  i∈ℑ  для функционалов 

(5) предлагаются оценки при i∈ℑ   

( ) ( )
( )1

;
1 ; exp

1
n

n
u x n

M u i
F x i

N u≤

⎛ ⎞Δ
− = −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∏ , 

 

( ) ( )
( )2

;
1 ; 1

1
n

n
u x n

M u i
F x i

N u≤

⎛ ⎞Δ
− = −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∏ ,                                     (10) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1;

31 ; 1 , ; ;nR x i
n n n n nF x i N x R x i x i x

−
⎡ ⎤− = − − =Λ Λ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

 
Здесь ( ) ( )( ) ( )

( ]
( )1

;

; 1 ; , ,n n n n
x

x i N u dM u i i x
−

−∞

Λ = − − ⋅ ∈ℑ Λ =∫ ( )( ) ( )
( ]

1

;

1 ,n n
x

N u dN u
−

−∞

− − ⋅∫
 

( ) ( )( )1

1; , 1n i
n j jj

M x i x
n

ξ
=

= Ι ≤ Δ =∑  i∈ℑ  и ( ) ( )1

1 n
n jj

N x x
n

ξ
=

= Ι ≤∑ . Поскольку 

оценки (10) по структуре являются функционалами типа (5), то и для них 
теорема 1.3.1 остаётся в силе. В ( )( );L Z Y D∨ ∧ - модели каждому из 
функционалов (6) по выборке ( )

3
nS  при ( ) [ ); ;x i τ∈ ∞ ×ℑ  и 1, 2,3m =  

предлагаются соответственно по три оценок: 
 

( ) ( ) ( )( )11 ; exp ;m
n m n

u x

F x i u iτ τ
τ ≤ ≤

− = −ΔΛ∏ , 

 
( ) ( ) ( )( )21 ; 1 ;m

n m n
u x

F x i u iτ τ
τ ≤ ≤

− = − ΔΛ∏ , 

 

( ) ( ) ( )
( )

( );

31 ;
m nR x i

m mn
n

mn

q x
F x i

q

τ

τ τ
⎡ ⎤

− = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,                          (11) 

где  

( ) ( ) ( )( )
[ ]

( ) ( )( )
[ ]

( )
1

1 1

; ;

; ; ( ) , ; ;m n m n mn mn m n mn n
x x

R x i x i q u dq u x i q u dT u iτ τ τ
τ τ

−

− −⎧ ⎫⎪ ⎪= Λ − ⋅ Λ = ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ , 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 ;0mn mn n nq x K x E x T x= − − −Δ . При этом ( ) ( )1

1 ,n
n jj

E x x
n

ζ
=

= Ι ≤∑ ( )1 ;0nT x =  

( )( )11

1 , 1n
j jj

x
n

ζ χ
=

= Ι ≤ =∑ o  ( ) ( )( )1

1; , 1 ,n i
n j jj

T x i x i
n

ζ χ
=

= Ι ≤ = ∈ℑ∑ , а оценки для ( )K x  

определяются (согласно (8)) формулами при x τ≥ : 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 1exp ;0 , 1 ;0n n n n
x u

K x x K x uτ τ
+

≤

= −Λ = −ΔΛ∏ , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ )

( )
1

1

3 1
;

, ;0nd x
n n n n n n

x

K x E x d x x E u dE uτ

−
−

∞

⎧ ⎫⎪ ⎪= = Λ − − ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫   

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ )[ )

1 1
1 1 1 1

; ;

;0 ;0 , ;0 ;0n n n n n n
x x

x E u dT u x E u dT uτ τ
− −+

∞ ∞

Λ = − ⋅ Λ = ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ . 

Пусть в модели ( )( );L Z Y D∨ ∧  наблюдается выборка ( )
3
nS =%  

( ) ( ) ( )( ){ }1; ; , ,..., , 1,...,k
j j j j jL j nζ χ χ χ= =o . Тогда для вероятности ( )q x  может быть 

использована эмпирическая оценка ( ) ( )1

1 n
n j j jj

q x L x Z Y
n

∋
=

= Ι ≤ ≤ ∧∑ .Через 

( ) ( ) [ ){ }; , 1, 2,3; ; ;m nF x i m x iτ τ= ∈ ∞ ×ℑ%  обозначим  оценки функционалов (6) по 
выборке ( )

3
nS% , получаемые заменой в формулах (11) всех ( )mnq x  на ( )nq x∋ . 

Для оценок ( ) ( );m
j nF x iτ  и ( ); , , 1, 2,3;j nF x i j mτ =%   i∈ℑ  также имеет место аналог 

теоремы 1.4.1. В частности, справедлива 
Теорема 1.4.5. При ( ) { })1; ;max ,..., nx i τ ζ ζ∈ ×ℑ⎡⎣  и 1, 2,3m =  справедливы 

соотношения: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2

2 1
20 ; ; sup ,m m

n n mn
u x

F x i F x i q u
nτ τ

τ

−

≤ ≤
≤ − ≤ ⎡ ⎤⎣ ⎦  п.н. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2

3 1
20 ; ; sup ,m m

n n mn
u x

F x i F x i q u
nτ τ

τ

−

≤ ≤
< − ≤ ⎡ ⎤⎣ ⎦  п.н. 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
2 3

4; ; sup ,m m
n n mn

u x
F x i F x i q u

nτ τ
τ

−

≤ ≤
− ≤ ⎡ ⎤⎣ ⎦  п.н.                         ■ 

 
Пусть модель ( );Z A  есть МКР с ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, :i i i

j j j j j
j

Z Y A Z Yω ω ω
∈ℑ

= = =Λ , i∈ℑ , где 

( ) ( )( ){ }1 ,..., , 1k
j jY Y j ≥ - последовательность н.о.р. с. векторов и 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ]

1

;

; 1 i i

x

x i F u dF u
−

−∞

Λ = − −∫ - к.ф.и., ( ) ( ) ( )( ) ,i i
jF x P Y x i= ≤ ∈ℑ. Если требуется 

оценить условные функции выживания ( ) ( ) ( )( )1 ; ,i i
j jF x i P Y x Y iτ τ− = ≥ ≥ ∈ℑ  и 

( ) ( )1 ,j jH x P Z x Z xτ τ τ− = ≥ ≥ ≥ ,- элементов и самой системы, то для этих 
целей могут быть использованы соответственно оценки 

( ) ( ) ( )1 ; ,1 ;m
j n j nF x i F x iτ τ− − , а также ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1 ;Km m
j n j ni

H x F x iτ τ=
− = −∏  и 

( )1 j nH xτ− =% ( )( )1
1 ; ,K

j ni
F x iτ=

−∏ %  
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, 1,2,3j m = . Оценки (10),(11) подробно исследованы в главе 2. 
§ 1.5 книги посвящён построению непараметрических оценок для 

многомерной функции выживания при неоднородном цензурировании 
наблюдений справа. Отметим исследования G.Campbell, D.M.Dabrowska, 
L. Horvàth, J.A.Hanley, M.N. Parnes, Y.Huang, T.A.Louis, в которых 
рассматривались аналогичные задачи в специальных моделях случайного 
цензурирования. Ими были построены и частично исследованы различные 
непараметрические оценки множительной структуры. Неоднозначность 
определения  этих оценок объясняется тем, что интеграл-произведение  в 
многомерном случае можно ввести различными путями. Трудности, 
возникающие при анализе многомерных данных типа времени жизни 
подробно обсуждаются в обзорных статьях Р.Гилла [64,65]. Он заметил, 
что при многомерном цензурировании не удаётся исследовать оценки при  
помощи мартингальной техники. Действительно, в отличие от 
одномерного, в многомерном случае нет канонического способа 
определения понятий «прошлого», «настоящего», «будущего», на которых  
основывается само  понятие мартингал. Поэтому к настоящему времени 
нет универсальных методов построения и исследования оценок 
вероятности выживания в многомерном случае. Исследования в этом 
направлении показывают, что как в одномерном, так и в многомерном 
случаях при построении непараметрических оценок вероятности 
выживания оценивание накопленной функции риска является ключевой 
задачей. Отметим работу J.D.Fermanian [172], где получены глубокие 
результаты по исследованию многомерных оценок к.ф.и.. В данной книге, 
используя функционалы из § 1.2 построены и подробно исследованы три 
класса оценок двумерной функции выживания в общей модели зависимого 
и неоднородного случайного цензурирования справа. Отметим, что такая 
схема наблюдений в многомерном случае ранее никем не была 
рассмотрена.  
Пусть ( ){ }1 2, , 1i i iX X X i= ≥ - последовательность н.о.р. двумерных случайных 
векторов с общей непрерывной функцией выживания 
( ) ( ) ( ) 2

11 21; ; , ;F s t P X s X t s t R= > > ∈ . Эта последовательность цензурируется 
справа последовательностью ( ){ }1 2, , 1i i iY Y Y i= ≥ -независимых двумерных 
случайных векторов с функциями выживания 

( ) ( ) ( ){ } ( ) 2
1 2; , , 1 , ;i iiG s t P Y s У t i s t R= > > ≥ ∈ . Наблюдению доступна выборка 

( ) ( ){ }, ,1n
i iV Z i n= Δ ≤ ≤ , где ( ) ( )1 2 1 2, , ; ,i i i i i i ki ki kiZ Z Z Z X Yδ δ= Δ = = ∧  и 

( ) , 1, 2ki ki kiI Z X kδ = = = . Задача состоит в оценивании F  по выборке ( )nV  при 
мешающих функциях ( ){ }, 1iG i ≥ . Для ( );F s t  предлагаются следующие 
оценки: 
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( ) ( ) ( )( )( )1 1 2; exp ; ;n n nF s t s s t= − Λ −∞ +Λ% % , 

 
( ) ( )( ) ( )( )2 1 2; 1 ; 1 ;n n n

u s v t

F s t u s v
≤ ≤

= −Λ Δ −∞ −Λ Δ∏ ∏% % ,   (12) 

 
                             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); 1

3 ; ; , ; ; ;nR s t
n n n n nF s t H s t R s t s t s t

−
= = Λ Λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦% , 

 
где ),;();();(),;(~);(~);(~

2121 tsststssts nnnnnn Λ+−∞Λ=ΛΛ+−∞Λ=Λ  
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ]( ]
1 2

; ;

; ;
; , ;

; ;
n n

n n
n ns t

M du t N s dv
s t s t

H u t H s v−∞ −∞

Λ = Λ =
− −∫ ∫

% %
% % , 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ]( ]
1 2

; ;

; ;
; , ;

; ;
n n

n n
n ns t

M du t N s dv
s t s t

H u t H s v−∞ −∞

Λ = Λ =
− −∫ ∫ , 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1

1 1; , , ; ,
n n

n i i n i i
i i

H s t I Z s Z t M s t I Z s Z t
n n= =

= > > = ≤ >∑ ∑ , 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1
1 1

1 1; , , ; , , 1
n n

n i i n i i i
i i

N s t I Z s Z t M s t I Z s Z t
n n

δ
= =

= > ≤ = ≤ > =∑ ∑% , 

 

( ) ( )1 2 2
1

1; , , 1
n

n i i i
i

N s t I Z s Z t
n

δ
=

= > ≤ =∑% . 

Систематическое исследование свойств оценок (12) проводиться в § 2.4.  
В § 1.6 описывается модель Кокса при случайном цензурировании 

наблюдений с двух сторон. Эта модель характеризуется тем, что 
представляющие интерес с.в. и цензоры являются зависимыми. D.Cox 
[138,139] рассматривал следующую регрессионную модель. Пусть 
условная к.ф.и. объекта с временем жизни Z  удовлетворяет 
представлению  

                              ( ) ( ) ( )( )0 exp , , 0Tx v x v xβΛ = Λ ≥ ,                          (13) 
 

где базовая к.ф.и. ( ) ( )0 0x xΛ = Λ - непрерывна,  
 

( ) ( )
0

,lim
h

x v P Z x h Z x V v
↓

Λ = ≤ + ≥ = , 

 

( )1,..., pV V V= -вектор ковариат (величин регрессии или предсказывающих 
факторов) и ( )1,..., pβ β β= - вектор параметров регрессии. Задача состоит в 
оценивании базовой функции выживания ( ) ( )( )01 expH x x− = −Λ , 0x ≥  по 
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независимым наблюдениям над вектором ( );Z V . Модель Кокса широко 
применяется при анализе данных типа времени жизни (подробно см. [74]). 
К настоящему времени имеется обширная литература по исследованиям, 
связанным с этой моделью. При исследовании вышеизложенной задачи 
оценивания ( )H x  в основном рассмотрены только те случаи, когда с.в. Z  
либо наблюдаема, либо подвергается только правостороннему 
цензурированию. Следует упомянуть статью A. Tsiatis [294], в которой при 
случайном цензурировании справа для ( )H x  предлагается 
экспоненциальная оценка. В § 1.6 рассматривается более общая ситуация, 
когда с.в. Z  цензурируется с двух сторон и, используя функционалы из § 
1.2 предлагаются оценки трёх типов для условной функции выживания с.в. 
Z . Одна из этих оценок обобщает оценку из [294]. 
Пусть с.в. Z  подвергается случайному цензурированию слева и справа 
соответственно с.в. L  и Y с маргинальными условными ф.р.    ( )K x v =   

( ) ( ) ( ), , 0P L x V v G x v P Y x V v x= ≤ = = ≤ = ≥ . Пусть ( ) ( )H x v P Z x V v= ≤ = . 

Тогда согласно (13) ( ) ( ) ( )( ){ }0exp exp ;TH x v x vβ= −Λ . Рассмотрим условия:  

(С1) Совместное распределение вектора ( ), , ,Z L Y V  таково, что 
компоненты с. вектора ( ), ,Z L Y  условно независимы при заданном векторе 
ковариат  V  с ф.р.  ( ) ( )1 1,..., p pv P V v V vπ = ≤ ≤ , ( )1,...,

p
pv v v R+= ∈ . 

(С2) Совместное распределение вектора  ( ), , ,Z L Y V  таково, что для 
чисел    ( )0, ,T Tτ Λ < ∞    и     ( ) ( )inf 0

p
x T

R

P L x Z Y V v d v
τ

π
+

≤ ≤
≤ ≤ ∧ = >∫ . 

(С3) Наблюдению доступен вектор ( )1 2 3, , , , ,L Vλ ζ χ χ χ=  размерности 
( )5p + ,где  ( ) ( ) ( )1 2, ,L Z Y I Z Y L I L Y Zζ χ χ= ∨ ∧ = ∧ < = ≤ <  и ( )3 I L Z Yχ = ≤ ≤ . 
Заметим, что с.в.  Z  наблюдаема лишь в случае 3 1χ = . 
Пусть ( ) ( ){ }1 2 3, , , , , , 1,...,n

j j j j j jS L V j nζ χ χ χ= = -независимая повторная выборка 

наблюдений над с. вектором λ . Через €
nβ  обозначим ОМП параметра β , 

получаемую решением системы уравнений ( )log
0, 1,...,n

i

L
i p

β
β

∂⎧ ⎫
= =⎨ ⎬∂⎩ ⎭

, где  

          ( )
( )( )

( )( ) ( )

3

1

1

exp ,

exp ,

i

i

Tn i
n n

Ti
i j i j jT

j

v
L

v I L Z Y

χ

ζ

β
β

β ζ=
≤

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪≤ ≤ ∧
⎪ ⎪⎩ ⎭

∏
∑

. 
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Пусть ( ) ( ) ( )0 0 0x xτ τΛ =Λ −Λ − . Тогда ( ) ( ) ( )( )
[ ]

( )
10

0 3
;

; ;
x

x u dT uτ
τ

β ω β
−

Λ = ∫ , где 

( ) ( ) ( )3 3, 1
pR

T x P x V v d vζ χ π
+

= ≤ = =∫  и ( ) ( ) ( )( )
[ )

0

0;

; exp ,Tx vω β β
∞

= ⋅∫  

( ) ( )P L x Z Y V v d vπ⋅ ≤ ≤ ∧ = . Оценкой для ( )0 xτΛ  является 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

[ ]

1
0

0 3
;

€ €; ;n
n n n n

x

x u dT uτ
τ

β ω β
−

Λ = ⋅∫ , где ( ) ( )3 31

1 , 1n
n j jj

T x I x
n

ζ χ
=

= ≤ =∑  и 

( ) ( ) ( )( ) ( )0
1

1; exp ;n T
n j j j jj

x v I L x Z Y
n

ω β β
=

= ≤ ≤ ∧∑ . В § 1.6 предлагаются 

следующие оценки для условной функции выживания 
( ) ( )01 , 0 , :H x P Z x Z V xτ τ τ− = > ≥ = ≥  ( ) ( ) ( )0

€€1 ; ; , 1, 2,3;n
nm nH x m x m xτ β τ− = Ψ = ≥ , 

где  
( ) ( ) ( )( )1 0; exp ;n

n x xτβ βΨ = −Λ ,      ( ) ( ) ( )( )2 0; 1 ;n
n

u x

x uτ
τ

β β
≤ ≤

Ψ = − ΔΛ∏ , 

 

 );(3 βxnΨ ( ) ( ) ( ) ( )
( );0 0; ;

nR x

n nx
β

ω β ω τ β⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , и 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
[ ]

1
10 0

0
;

; ; ; ;n
n n n

x

R x x u d uτ
τ

β β ω β ω β
−

−⎧ ⎫⎪ ⎪=Λ − ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ .  

 
Тогда соответствующими оценками ( ) ( )1 ,H x v P Z x Z V vτ τ− = > ≥ =  являются 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )€exp ,€€1 ; , 1, 2, 3;
T
n v

n
m nm nH x v x m x

β

τ β τ⎡ ⎤− = Ψ = ≥⎣ ⎦ . 
 

Все оценки, введенные в §1.6 исследованы в § 3.1 данной книги. 
 В § 1.7 рассматривается задача оценивания ВеБР сложной 
технической  системы, функция надёжности которой удовлетворяет 
выражению ( ) ( )11 ,..., , 0kF x h p p xϕ− = ≥ ( см. [ ]50;51 : 
 

                      ( ) ( ) ( ) ( )
{ }

1 0
1

10,1

,..., 1 , 0 1jj

k

k UU
k j j

jU

h p p U p pϕ ϕ
−

=∈

= ⋅ − =∑ ∏ .                    (14) 

 
Здесь ( )1,..., kU U U= - описывает состояние системы из k  элементов, 

( )1j jp F x= −  - функция надёжности j - компоненты системы. Пусть имеется 
совокупность n  однотипных систем со структурной функцией (14) и 

jiX −ВрБР j - компоненты i - системы ( )1. ; 1.j k i n= = . Тогда 1 2, ,...,j j njX X X  
н.о.р. с.в. с ф.р. ( )jF x . Через iT  и iL  соответственно обозначим ВрБР и 
момент входа под наблюдение i - системы. Пусть iT  и iL  
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взаимонезависимые с.в. с ф.р. ( ) ( )iF x P T x= ≤ и ( ) ( )iK x P L x= ≤ . Заметим, 
что с.в. ijX   цензурируется справа с.в-ой iT  и они являются зависимыми.  
Схема наблюдений такова, что испытание систем на безотказность 
проводится в промежутке времени [ ]0;t . Тогда в момент времени t  будем 
наблюдать выборку ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 , ...,n n n

kC t Z t Z t= , где 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }, , 1n
j ij ijZ t t t i nξ δ= ≤ ≤ , 

 

)(tijξ ( )( ) ( ) ( )( )0 ,ij i i ij ij i iX t L T t I X T t Lδ= ∨ ∧ − ∧ = ≤ ∧ − . 
 

В данной модели, для j - компоненты i - системы наблюдается либо отказ 
( )( )1ij tδ =  либо цензурирование ( )( )0ij tδ = . Оценим 1 F−  по выборке ( ) ( )nC t  с 

учётом формулы (14). Пусть ( ) ( )( )
[ ]

( )1

0;

1j j j
x

x F u dF u
−

Λ = − −∫  к.ф.и. j -

компоненты. Введём считающие процессы при 0 x t≤ ≤ : 

( ) ( )( )
1

; ,
n

jn ij
i

N x t I t xξ
=

= ≥∑
 

);( txM jn ( ) ( )( )
1

, 1
n

ij ij
i

I t x tξ δ
=

= ≤ =∑  и 

соответствующую к.ф.и. );( txjnΛ ( ) ( )
[ ]

1

0;

; ;jn jn
x

N u t dM u t
−

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ , где 

( ) ( ) ( ); ; ;in jn jndM u t M u t M u t= − − . Для ( )1 jF x−  рассмотрим следующие оценки 
трёх типов при 0 , 1,...,x t j k≤ ≤ = : 
 

( ) ( ) ( )( )txtxF jnjn ;exp;1 1 Λ−=− , 
 

( )( )(2)1 ( ; ) 1 ( ; ) ( ; )jn jn jn
u x

F x t u t u t
≤

− = − Λ −Λ −∏ ,                            (15) 

 

( ) ( ) ( )
( )txR

jnjn

jn

txN
n

txF
;

3 ;1;1 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=− , 

 
где ( ) ( ) ( ) 1

; ; ;jn jn jnR x t x t x t
−∗⎡ ⎤= Λ Λ⎣ ⎦  и ( ) ( )( )

[ ]
( )1

0;

; ; ;jn jn jn
x

x t N u t d N u t
−∗Λ = − ⋅ −∫ . Пусть  

( );
jn

F x t�  одна из оценок из (15) для ( ) , 1,...,jF x j k= . Тогда согласно (13) 
соответствующие оценки для ( )1 F x−  определяются формулами 

( ) ( ) ( )( )11 ; 1 ; ,...,1 ;n n knF x t h F x t F x tϕ− = − −� � � , 0 x t≤ ≤ . Поскольку введенные 
непараметрические оценки (15) зависят от двух аргументов ( );x t , то путём  
дискретизации по t  вводятся их модифицированные варианты. В § 2.5 
исследуются последовательные аналоги множительных оценок. Эти 
результаты обобщают соответствующие исследования авторов [161,201]. 
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 § 1.8 книги является вспомогательным. В нем приводятся 
фундаментальные понятия  и утверждения из стохастического анализа. 
При этом особо выделяются мартингалы с непрерывным временем, 
образованные считающими процессами. Результаты из § 1.8 будут 
использованы при исследовании непараметрических оценок, введенных в 
данной книге.  
 В § 1.9 собраны основные результаты из асимптотической теории 
для эмпирических процессов как для одинаково распределённых, так и для 
разнораспределенных с.в.-н.. Хотя результаты § 1.9 являются 
вспомогательными, среди них имеются также и ряд представляющих 
самостоятельный интерес новых результатов, доказанных впервые в 
диссертации. К ним можно отнести теоремы , , , , , , ,E F G H K L L M и M∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ , 
установленные для эмпирических статистик Каца и их модификаций. 
 Во второй главе  исследованы асимптотические свойства 
непараметрических оценок функционалов, введенных в главе 1. Известно, 
что в случае полной выборки оптимальную аппроксимацию 
эмпирического процесса последовательностью броуновских мостов 
установили J. Komlös, P. Major, G. Tusnady [233]. Это – неулучшаемая 
аппроксимация порядка ( )1 2 logO n n−  на всей прямой. Этот результат 
обобщили M.D. Burke, S. Csörgö, L. Horvàth [125, 126], доказывая 
соответствующие аппроксимации для экспоненциальных и множительных 
оценок в ( );Z A - модели, а также P. Major, L. Rejtö [249] для оценки 
Каплана – Мейера при случайном цензурировании справа. В этих работах 
тот же оптимальный порядок получен на части прямой ( ];T−∞ , T < ∞ . 
Horvàth [213] доказал аппроксимацию оценки множительной структуры 
последовательностью гауссовских процессов для частной модели 
цензурирования с двух сторон. При этим установленная им скорость 
аппроксимации имеет порядок ( ) , 1 45000O n λ λ− = , т.е. очень далёкая от 
оптимальности. В § 2.1 нами доказаны результаты аппроксимации для 
непараметрических оценок, построенных в ( )( );L Z Y D∨ ∧  - модели в § 1.3. 
Установленные нами результаты аппроксимации на интервале [ );Tτ  
являются оптимальными и обобщают результаты вышеупомянутых работ. 
Учитывая то, что ( )K x  является мешающей ф.р., а её  оценки 

( ){ }, 1, 2,3mnK x m =  асимптотически эквивалентными, далее нами будет 
использована только экспоненциальная оценка ( )1nK x , так как она 
относительно легко исследуема. Обозначив её  через ( )nK x , 
соответствующие оценки (11) обозначим как ( ){ }; , 1, 2,3m nF x i mτ = , опуская 

верхние индексы. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )1
2 ; ; ,i

mn m n mV x n F x i F x iτ τ= −  



 28

ℑ×∞∈= );[);(;3,2,1 τixm  и для ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1,..., , ,..., kk

k mn mn mn kv v v R V v V v V v= ∈ = . 
Вектор–процессы ( )mnV v  аппроксимируем последовательностью 
гауссовских  вектор-процессов ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 ,..., , 1, 2,3;k
mn mn mn kW v W v W v m= =  где 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 ;i i
mn m nW x F x i N xτ= − − ⋅ , 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )[ ]

1

2
;

;k i
n ni n

n
x

B u u dT u i B x
N x

K x E xK u E uτ

λ+ −
= + −

−−
∫  

 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )[ ]

2
;

ii
nn

x

B u d K u E uB
K E K u E uτ

τ
τ τ

−
− −

− −
∫ , 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )[ )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )[ )

1 0 0
1 1 1

2 2
; ;

;0k
n n n

n
x x

B u dT u B x B u dE u
x K x

E u E x E u
λ

+

∞ ∞

⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⋅ + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ , 

 
- гауссовские процессы, являющиеся линейными функционалами от 
последовательности процессов ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1, ,..., k

n n nB x B x B x+  броуновского типа 
с нулевыми средними и заданной ковариационной структурой. Пусть 

( )k
i

i
a a

∈ℑ

=∨  - максимум–норма вектора ( )1,...,
k

ka a a R= ∈  и 

[ ) ( ){ }1; ,..., : ;k
k iT v v v v T iτ τ= = ≤ < ∈ℑ , где числа ,Tτ  таковы, что  для заданного 

0ε >  и 2n ≥ : 

               

( ){ } ( ){ }
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1
2

1
22

, : 0 1 : 0 1 ,

inf 0,

log2 1 ,

loginf 64 1 .
2

x T

x T

T x K x x E x

K x E x

nE
n

nE K x E x
n

τ

τ

τ

τ ε

τ ε

≤ <

≤ <

⎧ ∈ < < < <
⎪

− >⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞⎨ ≥ + ⋅⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪
⎪ ⎛ ⎞⋅ − ≥ +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎩

I

                         (16) 

 
Теорема 2.1.2. Пусть ( ) ( ) ( ){ }, , ; ,K E H i i⋅ ⋅ ⋅ ∈ℑ  непрерывны и 

выполнены условия (16). Тогда при 1,2,3m = : 
 

[ )
( ) ( ) ( ) ( )1 12

;
sup log

k

k
mn mn m m

v T
P V v W v R n n k Q n ε

τ

− − +

∈

⎛ ⎞
− > ⋅ < ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

 
где    ( ), ,m mR R K Eε=    и   mQ -   положительные постоянные.                            ■ 
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Доказательство теорему 2.1.2 основывается на теореме 2.1.1 об 
аппроксимации вектор- процесса от оценок к.ф.и. последовательностью 
гауссовских процессов, а также на пять лемм, среди которых одна (лемма 
2.1.8) играет ключевую роль при получении оптимального порядка 
аппроксимации. Аналогичное утверждение доказано и для оценок 

( ){ }; , 1,2,3m nF x i mτ =% . Пусть 

( ) ( ) ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) (( )( )11 2
1 ,..., , ; ;k i

mn mn mn k mn m n mV v V v V v V x n F x i F x iτ τ= = −% % % % % , 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1

1 ,..., , 1 ;k i i
mn mn mn k mn m nW v W v W v W x F x i N xτ= = − −% % % % % , где ( ) ( )i

nN x%  имеет 

такую же структуру, что и ( ) ( )i
nN x , с той лишь разницей, что вместо ( )n uλ  

 находится гауссовский процесс ( ) :n uλ%  

( ){ } ( )( ){ }; ;
D

n u u B K u uλ − ∞ < < ∞ = −∞ < < ∞%  и ( ){ },0 1B y y≤ ≤  - броуновский 
мост.  
 Теорема 2.1.13. Пусть ( ) ( ) ( ){ }, , ; ,K E H i i⋅ ⋅ ⋅ ∈ℑ - непрерывны, 
выполнены первые два условия (16) и 

( ) ( )
2

1
11

2
log18)()(sup ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≥−= −

≤≤

−

n
nxExKr

Tx
ε

τ
, 2n ≥ . Тогда при 1,2,3 :m =   

 

[ )
( ) ( ) ( ) ( )1 12

;
sup log

k

mn mn m m
v T

P V v W v R n n k Q n ε

τ

− − +

∈

⎛ ⎞
− > ⋅ ⋅ < ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
%% % % , 

 
где ( ), ,m mR R K Eε=% %  и mQ%  - положительные постоянные. ■ 
 Следствие 2.1.14. Из доказательства теорем 2.1.2. и 2.1.13 следует 
аппроксимация оценок ( );m nF x iτ и ( );m nF x iτ

%  через соответствующие 
кумулятивные процессы при 1,2,3m =  равномерно по всем ( ) [ ); ;x i Tτ∈ ×ℑ : 

( ) ( )) ( )( ) ( ) ( )( ) (( ); ; exp ; ; ;m n m n nF x i F x i x i x i x i R xτ τ ε τ τ− Λ = Λ −Λ + ,  

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ); ; exp ; ; ;m n m n nF x i F x i x i x i x i R xτ τ τ τ τ− Λ = Λ −Λ +% % % , 

 

где         ( ) ( )( )1 ; exp ;F x i x iτ τ− = −Λ ,      ( ) ( ). . 1
2su p lo g ,

п н

n
x T

R x O n n
τ

−

≤ <
=   

 
 ( ) ( ). . 1

2su p lo g ,
п н

n
x T

R x O n n
τ

−

≤ <
=%  .                          ■ 

Поскольку процесс ( ) ( ); ;m n x i x iτ τΛ −Λ%  представим через мартингал, 
порождаемый считающим процессом, то для оценок ( );m nF x iτ

%  справедлива 
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также следующая теорема о мартингальной аппроксимации с оценкой 
скорости.  
 Теорема 2.1.17. В условиях теоремы 2.1.13: 
(а) для всех 1, 2, 3m =  и i∈ℑ : 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
[ ]

( )
. .

1

;

€ 0
sup ; ; exp ; log

€

п нn i
m n n

x T nx

I nq u
F x i F x i x i dm u O n n

nq uτ τ τ
τ τ

−

≤ <

>
− Λ − =∫% ,     (17)              

где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ]1 ;

, 1 ;
n

i i
n j j j j j

j u

m u I u I L s Z Y d s iζ χ
= −∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ≤ = − ≤ ≤ ∧ Λ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫ , ( )nm u =  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 ,..., k
n nm u m u= ∈� 2

loc (� u ), � x =N ( )( )( )
0 , 1 , ,1 ,i

j jI u u x j n iσ ζ χ∪ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈ℑ . 
Интеграл в (17) также принадлежит классу  � 2

loc (� x ); 
(б) при , 1, 2,3n m→∞ =  и ( ) [ )1,..., ; k

kv v v Tτ= ∈ : 
 

( ) ( ))(),...,(,);();(~
11

2
1

kk

D

iinm iiFiFn νωνωνν ττ ⇒⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ℑ∈− , 

 
где ( ){ },i x iω ∈ℑ -независимые гауссовские процессы с нулевыми средними 
и ковариационной структурой при [ ), ;x y Tτ∈ и i∈ℑ : 
 

( )( ) [ ]∫
∧

−
−−−−−=

],[

12 );())(1))((1)(();(1);(1)()(
yx

ii iudHuHuGuKiyFixFyxM
τ

ττωω .    ■ 

 
 В § 2.2 доказаны свойства строгой состоятельности 
непараметрических оценок из § 1.3 в модели ( )( );L Z Y D∨ ∧ . Речь идет о 
законах типа повторного логарифма. ЗПЛ для эмпирических процессов в 
случае полной выборки от н.о.р. с.в. доказал J. Kiefer [229] а для 
разнораспределенных с.в. S. Csörgö, L. Horvàth [153]. Аналогичные 
результаты для оценки Каплана-Мейера в модели случайного 
цензурирования справа получены в работах A.Földes, L. Rejtö, E.G. Phadia, 
J.Van Ryzin, S.Csörgö, L. Horvàth. В рассматриваемой нами общей модели 

( )( );L Z Y D∨ ∧  аналогичные результаты для оценок трёх структур доказаны 
как при однородном так и при неоднородном цензурировании наблюдений.  
 Теорема 2.2.2. Пусть ( ) ( ) ( ){ }, , ; ,K E H i i⋅ ⋅ ⋅ ∈ℑ  непрерывны и 
выполнены первые два условия (16). Тогда для 1,2,3m =  и i∈ℑ : 
 

( ) ( )
( )( )

; ;
limsupsup , .

1 ;
m n m

m
xn m

F x i F x i
L п н

F n i
τ τ

τ τ λ≥→∞

−
=

−
. 
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где ( ) ( )( ), , , ;0 ,..., ;m mL L G K E T T k= ⋅ ⋅  положительные постоянные, 
последовательность ( ) ( ); mn nλ λ α τ= ≥  определяется как  
 

( ) ( ) ( )

1
2log logsup :1 , 2

2
m nn x R x n

E n
αλ γ
τ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= ∈ − ≥ ⋅ ≥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

. 

 

Числа mα  при 1, 2m =  удовлетворяют неравенству ( )0 03 4 2 4 1,
m m

M M
α α

⎡ ⎤
+ + + <⎢ ⎥

⎣ ⎦
 а 

при ( )( ) ( )0 0 0
2 2

3

6 8 23, 4 2 7 3 1 1m M M M
r rα
⎡ ⎤= ⋅ + + + + + <⎢ ⎥⎣ ⎦

, где 0 0M >  удовлетворяет 

ЗПЛ 

( ) ( )
1

2
02limsup sup , . .

log log n
n x

n K x K x M п н
n τ→∞ ≥

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
     ■ 

 
Аналогичный результат справедлив и для оценок ( ){ }; , 1, 2,3m nF x i mτ =% . 

Теорема 2.2.3. В условиях теоремы 2.2.2, при 1,2,3m =  и i∈ℑ: 
 

( ) ( )
( )( )

; ;
limsupsup , . .

1 ;
m n m

m
n x m

F x i F x i
L п н

F n i
τ τ

τ τ λ→∞ ≥

−
=

−

%
%

%
 

 
где ( ) ( )( ), , , ;0 ,..., ;m mL L G K E T T k= ⋅ ⋅% % - положительные постоянные, 
последовательность    ( ) ( ); mn nλ λ α τ= ≥% % %    определяется как     
 

( )nλ =%
 ( ) ( )

1
2log logsup :1 , 2

2
m nx R x n

E n
αγ
τ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= ∈ − ≥ ≥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

% . 

Здесь  числа mα
~  при 1,2m =  удовлетворяют неравенству ( )23 12 5 1m mα α− + <% % , а 

при ( )1 2 2
33, 6 140 1m r rα − −= ⋅ ⋅ + <% . ■ 

В § 2.2 установлены ЗПЛ, используя результаты аппроксимации из § 2.1.  
Теорема 2.2.4. Пусть в условиях теоремы 2.1.2 для каждого ℑ∈i : 
 

( ) ( )
2

sup i
n

x T
M N x

τ ≤ <

⎡ ⎤ < ∞⎣ ⎦ .  

Тогда при каждом 1, 2,3m =  и  i∈ℑ  
 

( ) ( )
1

2

limsup sup ; ; , . .
log log m n m

n x T

n F x i F x i п н
n τ τ

τ→∞ ≤ <

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
l

 



 32

 
где ( ),K E=l l -универсальная (по i )положительная постоянная. ■ 

Теорема  2.2.5. Пусть в условиях теоремы 2.1.13 для каждого i∈ℑ : 
 

( ) ( )
2

sup i
n

x T
M N x

τ ≤ <

⎡ ⎤ < ∞⎣ ⎦
% . 

 
Тогда при каждом 1,2,3m =  и i∈ℑ :  
 

( ) ( )
1

2

limsup sup ; ; , . .
log log m n m

x Tn

n F x i F x i п н
n τ τ

τ ≤ <→∞

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
%% l

 
 

где ( ),K E=% %l l  универсальная (по i ) положительная постоянная. ■  
В § 2.2 рассматривается и более общая ситуация, в которой 
цензурирование с двух  сторон является неоднородным. Пусть векторы 
( ){ }, , 1k kL Y k ≥  разнораспределены, имеют независимые компоненты,  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 1k k k

k k kK x P L x G x P Y x E x P x kζ= ≤ = ≤ = ≤ ≥ . 
 Пусть  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1; , ; ,n nk k
k k

K x n K x E x n E x x R
n n= =

= = ∈∑ ∑ . 

 
Теорема 2.2.6. Пусть распределения ( ) ( ) ( ) ( ), , 1k kK E k⋅ ⋅ ≥  и ( ){ }; ,H i i⋅ ∈ℑ  

непрерывны и ( ) ( )( )liminf inf ; ; 0
x Tn

K x n E x n
τ≤ <→∞

− > . Тогда при каждом 1, 2,3m =   и 

i∈ℑ:  

( ) ( )
1

2

limsup sup ; ; , . .
log log m n m m

x Tn

n F x i F x i L п н
n τ τ

τ

∗

≤ <→∞

⎛ ⎞
⋅ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠  
 

( ) ( )
1

2

limsup sup ; ; , . .
log log m n m m

x Tn

n F x i F x i L п н
n τ τ

τ

∗

≤ <→∞

⎛ ⎞
⋅ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
% %                  ■ 

В § 2.3. в модели ( );Z Y B∧  доказаны более глубокие результаты об 
аппроксимации оценок (10) гауссовскими процессами, когда 
правосторонняя граница аппроксимирующего интервала является членом 
вариационного ряда. Такие результаты для оценки Каплана-Мейера при 
случайном цензурировании справа были доказаны в работах [149,193,282] 
и оптимальные по скорости аппроксимации результаты доказал  S. Csörgö 
[149]. Поскольку модель ( );Z Y B∧  является обобщенным аналогом 
случайного цензурирования справа, то доказательство аналогичных 
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результатов для оценок ( ) ( )1 2; ;n nF x i и F x i  не представляет труда (теорема 
2.3.1.). Здесь нами будет сформулирован соответствующий результат и для 
оценок ( )3 ;nF x i .  
Пусть последовательность целых чисел { }, 1nk n ≥  такова, что 1 nk n≤ <  и для 
утверждений с вероятностью 1 выполнено условие: lognk n≥  для всех 

достаточно больших n  и последовательность , 1nk n
n

⎧ ⎫≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

-асимптотически 

невозрастает (например, [ ],n nk n k nαα ⎡ ⎤≡ ≡ ⎣ ⎦ , при ( )0,1α ∈ ); 

Обозначим ( ) ( ) ( )( ); ; 1 ;D x i d x i d x i= + , где ( ) ( )
( )( ) ( )( )( ]

2
;

;
;

1 1x

dH u i
d x i

H u G u−∞

=
− − − −

∫ , 

i∈ℑ . Пусть ( )( ) ( )( ){ }sup : 1 1 1x R G x H xτ > ∈ − − = . Через ( ) ( ){ },0 ,i
nW x x i< < ∞ ∈ℑ , 

( ) ( ){ }; , 0 , 1;iW x n x n i< < ∞ ≥ ∈ ℑ  и ( ) ( ) ( ){ }1
2 ; , 0 1, 1,i

nK y n K y n y n i−= ≤ ≤ ≥ ∈ℑ  

соответственно обозначим последовательности винеровских процессов,  
двухпараметрические  винеровские процессы (листы), процессы Кифера, 
где  ( );K y n - киферовский лист. Введём вектор-процессы ( )3 n vβ =  

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) )11 12
3 1 3 1 3 1 3 3 3;1 ;1 1 ( ;1 ,..., ; ; 1 ;n n k k kn F v F v F v F v k F v k F v k

− −= − − − − ,  

 

( ) ( ) (( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )11
2

3 3 1 3 1 3 1 1 3 3;1 ;1 1 ;1 1 ;1 ,..., ; ;n n n n k kv n F v F v F v d v F v k F v kσ
−

⎡ ⎤= − ⋅ − + −⎣ ⎦  
 

( )( ) ( )( ) )1
31 ; 1 ;k n kF v k d v k −⎡ ⎤− ⋅ +⎣ ⎦ ,     где      ( ) ( )

( )( );

;
; ,

1
n

n
nx

dM u i
d x i i

N u−∞

= ∈ℑ
− −∫ . 

 
Пусть ( ) ( ) ( )1 2 ... nξ ξ ξ≤ ≤ ≤ - вариационный ряд из данных     { }, 1,...,j j nξ = .  

Теорема 2.3.2. Пусть распределения ( ) ( ){ }, ; ,G H i i⋅ ⋅ ∈ℑ - непрерывны. 
Тогда для всех i∈ℑ  справедливы аппроксимации:  

 

)(
);(1

);();(
sup 2

1

3

33

)(

−

≤≤
=

−

−

−
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n

x
kO

ixF
ixFixF

nknξτ
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( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )11 1 2
3 1

;

sup ;1 ,..., ; log
k

n kn

k
k

n n n k p n
v

v W d v W d v k O k n n
τ ξ

β
−

−

⎡ ⎤∈⎣ ⎦

− = , 

 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )1 11 12 2

3 2
;

sup ;1 ; ,..., ; ; log
k

n kn

k
k

n k p nn W d n W d k n O k n n
ν τ ξ

β ν ν ν
−

−

⎡ ⎤∈⎣ ⎦

− = ⋅ , 
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( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )311 1 2 2
3 1

;

sup ;1 ,..., ; log
k

n kn

k
k

n n n k p n n
v

v B D v B D v k O k n n k n
τ ξ

σ
−

−−

⎡ ⎤∈⎣ ⎦

− = + , 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )1
3 1

;

sup ;1 ,..., ;
k

n kn

k
k

n n n k
v

v K D v K D v k
τ ξ

σ
−
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− =

 
 

( ) ( )( )2

31 1 11 22 2 2 2
2 log log log log

np nO k n n k n n n−−= + ⋅ ⋅ .     ■ 

Заметим, что в теореме 2.3.2 сформулированы слабые варианты (по 
вероятности) аппроксимационных результатов для оценок ( )3 ; ,nF i i⋅ ∈ℑ . 
Более того, в них левые границы интервалов зависят от числа ( ),G Hτ τ= . В 
этих аппроксимациях можно полагать τ = −∞ , однако теорема 2.3.4 
показывает, что это может привести к ухудшению скорости 
аппроксимации (см. замечание 2.3.5). 
 В §2.4 исследованы свойства оценок двумерной функции 
выживания, определенные в § 1.5. В частности имеет место следующий 
аналог теорем 1.3.1 и  1.4.1. Пусть ( ) { }1max ,..., , 1, 2m mnm nZ Z Z m= = .  

 Теорема 2.4.1. Для всех ( ) ( )( ) ( )( )1 2; ; ; :n ns t Z Z∈ −∞ × −∞  
 

(I) ( ) ( )
. .

1 2
10 ; ;

п н

n nF s t F s t O
n

⎛ ⎞≤ − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

(II) ( ) ( ) ( )1 3; ; ; ; . .n n nF s t F s t s t п нπ− ≤  

(III) ( ) ( ) ( )3 2
1; ; ; ; . .n n nF s t F s t s t O п н
n

π ⎛ ⎞− ≤ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ( ) ( ) ( ); log ; ;n n ns t H s t s tπ = − −Λ .                ■                

Пусть ( ) ( ) ( ) ( )1

1; ;nn
kk

G s t G s t
n =

= ∑  и ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,n n n n nH N M N M% %  означают 

математические ожидания соответствующих эмпирических полей 
, , , ,n n n n nH N M N M% % . Суть условий (С1)-(С6) из § 2.4 заключается в том, что 

все  эти шесть средние арифметические функции имеют соответствующие 
пределы , , , , ,G H N M N M% %  из отрезка [0;1] на носителях предельных 
функций. Пусть для носителей имеется условие 

( )Q Supp N= ( )Supp MI ( )Supp N%I I  

( )Supp M ≠ ∅%I . Также пусть ( ) ( ); , ;s t s tΛ Λ%  и ( );R s t  соответствующие 
предельные функции для ( ) ( ); , ;n ns t s tΛ Λ%  и ( );nR s t .  

Теорема 2.4.2. (I)В условиях (С2), (С5) и (С6) при 1,2m = : 
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( )
( ) ( )( )

;
lim sup ; exp ; 0 1mnn s t Q

P F s t s t
→∞ ∈

⎛ ⎞
− −Λ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
% ; 

 
(II) В  условиях (С2)-(С6): 
 

                                  
( )

( ) ( ) ( );
3

;
lim sup ; ; 0 1

R s t
nn s t Q

P F s t H s t
→∞ ∈

⎛ ⎞
− = =⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
.                            ■ 

 
В следующей теореме найдены условия, при которых  все три оценки 

стремятся к оцениваемой функций ( );F s t . 
  Теорема 2.4.3. Пусть последовательности с. векторов { }, 1iX i ≥  и 
{ }; 1iY i ≥  независимы. Тогда: (I) ( )( ) ( ) ( ) ( )exp ; ; , ; ;s t F s t s t Q II−Λ ≡ ∈%  В условиях 

(С1) и (С2), где ( );G s t -непрерывная функция: ( ) ( ) ( ) ( );
; ; , ;

R s t
H s t F s t s t Q≡ ∈⎡ ⎤⎣ ⎦ .  ■ 

В следующей теореме определены условия равномерной строгой 
состоятельности оценок, когда цензоры являются одинаково 
распределенными, однако не обязательно независимыми от 
цензурируемых с. векторов.  

Теорема 2.4.5. Пусть пары ( ){ }; , 1i iX Y i ≥  одинаково распределены и 
для случая 3m =  функция ( ) ( )11 21; ;G s t P Y s Y t= > >  непрерывна. Равенства  

 

( )
( ) ( )

;
lim sup ; ; 0 1, 1,2,3mnn s t Q

P F s t F s t m
→∞ ∈

⎛ ⎞
− = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

 
имеют место тогда  и только тогда, когда для всех ( );s t Q∈ : 
 

               
( ) ( )

( ) ( )
11 11 11 11

11 21 11 21 11 21 11 21

,
, , , ,

P Y s X s P Y s X s
P Y s Y t X s X t P Y s Y t X s X t

≥ = = ≥ >⎧⎪
⎨ > ≥ > = = > ≥ > >⎪⎩

.                ■ 

В § 2.4. доказаны также и результаты о слабой сходимости оценок к 
гауссовским полям (теорема 2.4.13) в случае, когда пары 
( ){ }, , 1i iX Y i ≥ распределены одинаково, а последовательности  { }, 1iX i ≥  и 
{ }, 1iY i ≥  взаимонезависимы.  

 В § 2.5 доказана теорема 2.5.1, об аппроксимации последовательных 
оценок функции надёжности из § 1.7 сложных систем 
последовательностью остановленных мартингалов. Из этого результата в 
частности следует справедливость ЗПЛ для оценок.  
 В третьей главе исследуется свойства статистических оценок в 
информативных моделях цензурирования. В § 3.1 исследованы 
непараметрические оценки функции выживания в модели Кокса при 
случайном цензурировании с двух сторон. Пусть параметр регрессии β  
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одномерный ( )1p = . В теореме 3.1.4 при выполнении условий (С1)-(С3) из 
§ 1.6, а также 
                            

( )
( ) 2

;
sup exp

t B
M V tV K

ε β∈
< < ∞⎡ ⎤⎣ ⎦

o

,                                          (18) 

где ( );B ε βo  окрестность β  радиуса 0ε >o , доказано существование сильно-
состоятельной ОМП €

nβ  для β . В теореме 3.1.6 установлено свойство 
асимптотической нормальности €

nβ  при справедливости условий (С1)-(С3), 
(18), а также 

 (С4) Функции ( ) ( )
[ )

( ) ( ) ( )
0;

; exp , 0,1, 2k ku t v tv P L u Z Y V v d v kω π
∞

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⋅ ≤ ≤ ∧ = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ - 

равномерно непрерывны по  ( ) [ ] ( ) ,; 0; ; Tu t T B βε β τ∈ × =o  и ограничены на ,T βτ .  
Пусть ( ) { }1max ,..., nnζ ζ ζ=  и vo -фиксированная ковариата.  

Теорема 3.1.10. Пусть выполнены условия (С1)-(С4), (18) и для 
случая 3m =  ф.р. ( )K x v  и ( )G x v  непрерывны по [ ];x Tτ∈ . Тогда при 
каждом 1, 2,3 :m =  

 
(I)      

( )

( ) ( ) ( )€sup 0;

n

n p
m n

x T
x

H x v H x vτ τ
τ

ζ

→∞
≤ ≤
<

− ⎯⎯⎯→o  

(II)     ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

2 n D
m vnn H x v H x v xτ τ τχ→∞− ⎯⎯⎯→

ooo      в    [ ];D Tτ ,  

 
где ( )v xτχ o

- центрированный гауссовский процесс с ковариацией при 
,x y τ≥ : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 ,v vM x y H x v H y v x y vτ τ τ τ τχ χ = − − Γ
o o o o o ,  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )[ ][ ]

( )
1

1

; ;

;
, exp 2

; ;x y x

d u u
x y v v v d u

u uτ
τ τ

ω β
β β

ω β ω β
−

∧

⎧ ⎡ ⎛ ⎞Λ⎪Γ = + ℑ ⋅ − ⋅ Λ ⋅⎤⎢ ⎜ ⎟⎨ ⎦⎜ ⎟⎢⎪ ⎝ ⎠⎣⎩
∫ ∫o

o o o oo o
  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ ] ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Λ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅ ∫

y

ud
u
u

;

1

;
;

τ

ν
βω
βω

ooo
, 

и ( )βℑ -функция информации.   ■ 
Результат теоремы 3.1.10 обобщен и на случай векторного параметра β .   
   
 В § 3.2  построена и исследована параметрическая – 
непараметрическая степенная оценка ф.р, когда МПИ подвергается 
неоднородному случайному цензурированию справа. Пусть 
( ){ }, , , 1k k kL Z Y k ≥  последовательность независимых с. векторов с 
независимыми в совокупности компонентами. Пусть 
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ф.р. ( ) ( ) ( ) ( ),k kH x P Z x G x P Y x= ≤ = ≤  непрерывны, независят от k  и 
( ) ( ) ( ) , 1,k

kK x P L x k x R= ≤ ≥ ∈ . Пусть пары ( );H G  отвечают  МПИ: 

( ) ( )( )1 1 ,G x H x x R
θ

− = − ∈ , где 0θ > - неизвестный параметр. Наблюдается 

выборка ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( ) ( ) ( )1 2, , , , , 1,..., , , ,n
k k k k k k k k k k k k kV L k n L Z Y Z Y Lζ δ δ δ ζ δ= = = ∨ Λ = Ι Λ <o o%   

( )1
kδ = ( ) ( ) ( )2,k k k k k k kL Z Y L Y ZδΙ ≤ ≤ = Ι ≤ < . Задача состоит в оценивании ф.р. H  
по выборке ( )nV  при мешающих параметрах ( ){ }, , 1kK kθ ≥ . Для ( )H x  

предлагается оценка ( ) ( ) ( )1 1 n

n n nH x E x K x
γ

= − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ,    где 
( ) ( )( ) 1

1 ,n n nγ
−

= Δ ⋅ − Δo o% %  
( ) ( )

1

1 , , 0,1nj j
n kk

j
n

δ
=

Δ = =∑ .  В теореме 3.2.5 при обычных условиях, налагаемых 

при неполных данных   на числа nτ  и nT  доказана аппроксимация  
 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1
2 . .

sup
1n n

п нn
n

x T

n H x H x
U x O n

H xτ
μ

≤ ≤

−
− =

−
% , 

 

где ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
12 2 2

1

11 ; log , ; n k
n k k

n H T K n n n K x n K x
n

θ
μ τ

− + − −

=
= − ⋅ ⋅ ⋅ = ∑ , а процесс  

( )nU x%  является линейным функционалом от эмпирических процессов, 
которые в свою очередь являются мартингал-процессами. Из этого 
результата, в частности следует оптимальная аппроксимация порядка 

( )1
2 logO n n−  и ЗПЛ на конечном отрезке [ ];Tτ . В § 3.2  оценка ( )nH x  

распространена и на модель ( )( );L Z Y D∨ ∧  с левосторонним неоднородным 
цензурированием. 

В § 3.3, используя модифицированные оценки Каца для ( )H x  и 
( ){ }; ,H x i i∈ℑ  введённые в § 1.9 в ( );Z A -модели, построены следующие 

оценки для   ( ) ( )( ); 1 exp ; ,F x i x i i= − −Λ ∈ℑ : 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2; 1 exp ; , ; 1 1 ;n n n n
u x

F x i x i F x i u i
≤

= − −Λ = − −ΔΛ∏o o o , 

 

( ) ( )( ) ( );

3 ; 1 1 nR x i

n nF x i H x= − −
o

o % , где ( ) ( ) ( ) 1
; ;n n nR x i x i x

−
⎡ ⎤= Λ Λ⎣ ⎦

o o o , 
 

( ) ( )
( ]

( ) ( ) ( ) ( )
( ]

1 1

; ;

; 1 ; , 1n n n n n n
x x

x i H u d H u i x H u d H u
− −

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Λ = − − Λ = − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫o o% % % %

 
 



 38

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 , ; 1 1 ; ; 1n n n n n nH x H x I H x H x i H x i I H x i∗ ∗ ∗ ∗= − − ≤ = − − ≤% %

, 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1; , ; , 1 ,
nk

i
n n n j j

i j

H x H x i H x i I Z x i
n

ν

δ∗ ∗ ∗

= =

= = ≤ = ∈ℑ∑ ∑% . 

Здесь { }, 1n nν ≥ -последовательность пуассоновских с.в.  с nM nν =  и 

независит  от  ( ) ( )( ){ }1; ,..., , 1k
j j jZ jδ δ ≥ . Свойства статистик Каца nH ∗  и 

( ){ }; ,nH i i∗ ⋅ ∈ℑ , а также их модификаций nH%  и ( ){ }; ,nH i i⋅ ∈ℑ%  исследованы в § 
1.9. Отметим, что статистику Каца в случае полной выборки исследовали 
М. Кас, M.Csörgö, W.Stute, S.Csörgö, Я. Ю. Никитин, А.А.Абдушукуров, 
Т.А.Азларов  (подробнее см. §1.9). В случае неполных наблюдений задачи 
непараметрического оценивания с использованием статистик Каца 
впервые рассматривается в данной монографии.  
Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 , ..., k
mn mn m n kQ t Q t Q t=  и ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 ,..., k
n n n kQ t Q t Q t= , где 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
2 ; ; ,i

mn mnQ x n F x i F x i= −o  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1, 2,3, exp ;i i
n nm Q x x i xϕ= = −Λ ⋅   и 

гауссовские процессы ( ) ( )i
n xϕ  определяются как 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )( )( ]( ]

2 2
; ;

;
,

11 1

i i
i n n n

n
x x

W u d H u i W x W u d H u
x i

H xH u H u
ϕ

−∞ −∞

= + − ∈ℑ
−− −

∫ ∫
o

.  

 
Здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, ,..., k

n n nW x W x W xo  гауссовские процессы винеровского типа с 
нулевыми средними и с заданной ковариационной структурой.  
 Теорема 3.3.5. Пусть последовательность чисел { }, 1nT n ≥  такова, что  
 

2 2 2332 , 2
log 2 n n

n rw b b n
n w w

εε⎛ ⎞≥ ∨ ∨ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

 

где ( )( ) 1

0, 2, 16 1 3
er wε

−

> ≥ = +  и  ( )( ) 1
1n nb H T

−
= − . Тогда для всех 1,2,3 :m =  

 

( ]
( ) ( ) ( ) ( )

;
sup

k
n

k
mn n m m

t T
P Q t Q t r n k R n β−

∈ −∞

⎛ ⎞
− > ≤ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21 122 2
1

1, 6 log ,
2 nr w r n r n n r n bβ ε ε−⎧ ⎫= ∧ = + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
 ( ) ( )2 3r n r n= =  

( )
12 2

1 ,nr n b n−= + ⋅  ( ) ( )
12 2 log , , ,n mr n b n n r Rε−= Φ ⋅ ⋅ ⋅ Φ = Φo o o  -положительные 

постоянные.                                            ■ 
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 Заметим, что аппроксимационные процессы в теореме 3.3.5 являются 
линейными функционалами от процессов винеровского типа. При этом 
скорость аппроксимации при nT T≡ < ∞  является оптимальной. В § 3.3 в 
случае, когда ( );Z A -модель является МПИ для функционалов ( ){ }; ,F x i i∈ℑ  
предложены параметрические-непараметрические степенные оценки с 
использованием модифицированных  оценок Каца. Для них также 
установлен соответствующий результат аппроксимации (теорема 3.3.6).  
 В § 3.4 для функционалов ( ) ( )( ){ }; 1 exp ; ,F x i x i i= − −Λ ∈ℑ  в ( );Z A -
модели предлагаются и исследуются три класса оценок, построенные с 
использованием байесовских оценок для распределений H  и ( ){ }; ,H i i⋅ ∈ℑ . 
Эти оценки построены по методу Фергюсона [170], используя априорные 
распределения Дирихле [92]. Отметим, что в случае случайного 
цензурирования справа байесовские оценки с использованием 
распределения  Дирихле построили и исследовали J.Rai, V.Susarla, J.Van  
Ryzin, T.S. Ferguson, E.G. Phadia, A.Földes, L.  Rejtö и другие (см. обзор в 
[88], а также [182,188,230-232,234]). Рассмотренные этими авторами 
байесовские оценки являются по структуре сложными и обладают 
некоторыми преимуществами над оценкой Каплана-Мейера. 
Предлагаемые  в § 3.4 оценки строго говоря не являются байесовскими в 
классическом смысле этого понятия. Нами получены оценки методам 
подстановки вместо распределений ( ){ }, ;H H i i⋅ ∈ℑ  их байесовских оценок. 
Оценки, получаемые сочетанием байесовского метода с методом 
подстановки часто используются в статистике (см. [88]). Построенные 
нами оценки в ( );Z A -модели обладают некоторыми преимуществами по 
сравнению с их небайесовскими аналогами из § 1.3. Например, 
байесовские оценки сглаживают их эмпирических аналогов и крайний 
элемент ( )nZ  вариационного ряда не является «опасной» за счёт 

присутствия априорного представления через меры ( ){ },i iα ∈ℑ , являющиеся 
параметром распределения Дирихле. В § 3.4 доказаны результаты типа 
ЗПЛ и сильной аппроксимации последовательностями гауссовских 
процессов для трёх классов оценок с оптимальными скоростями.  
 § 3.5 посвящен вопросам аппроксимации СОП в ( );Z A -модели, 
установлением сильного варианта свойства ЛАН. Предельные свойства 
СОП в случае полной выборки исследованы И.А.Ибрагимовым и Р.З. 
Хасьмынским [72]. Нами установлены обобщенные аналоги этих 
результатов в ( );Z A -модели для СОП и её усеченного  варианта через 
результаты сильной аппроксимации стохастическими интегралами от 
двухпараметрических винеровских процессов. Эти результаты могут быть 
использованы при исследовании ОМП и байесовского типа. 
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Глава 1. Базовые функционалы и их оценивание по неполным 
наблюдениям 

 
§ 1.1. Об особенностях непараметрического статистического 

оценивания по неполным выборкам 
 

В экспериментальных ситуациях, примеры которых перечислены во 
введении к книге, наблюдению будет доступна одномерная или 
многомерная неоднородная выборка, состоящая как из представляющих 
интерес с. в-н, так и от мешающих с. в-н. Основной характеристикой 
подлежащей к оцениванию по таким неполным данным является ф.р. (или 
ВеБР) продолжительности жизни одного или нескольких одновременно 
испытываемых объектов. Исследования в этом направлении показывают, 
что в отличие от случая полных наблюдений, в случае неполных 
наблюдений структуры предлагаемых статистических оценок зависят от 
степени сложности схемы наблюдений. Другими словами, для одной и той 
же оцениваемой характеристики могут быть предложены различные 
«модельные» оценки. Как правило, это сложные оценки содержащие в 
своей структуре также параметрические и непараметрические оценки. По 
степени сложности задачи непараметрического оценивания по неполным 
наблюдениям выдвигаются на передний план. Они обладают 
специфическими трудностями по сравнению с их аналогами для случая 
полных наблюдений. Естественно, по степени сложности и 
оригинальности решаемых задач математической статистики следует 
особо выделить модели случайного цензурирования. Так, хотя бы на 
прямой различают модели (однократного, многократного и 
неоднородного) случайного цензурирования с одной стороны (слева или 
справа), с двух сторон, интервалами наблюдения или ненаблюдения и т.д. 
Для демонстрации особенностей непараметрического оценивания на 
простых статистических моделях, рассмотрим оценивание ф.р. при 
полноте и случайном цензурировании справа наблюдений. 

а) Полная выборка. Пусть ),...,( 1
)(

n
n XXX =  независимая повторная 

выборка наблюдений над с.в. X  с неизвестной ф.р. )()( xXPxF ≤= . Тогда 
апробированной непараметрической оценкой для )(xF  является э.ф.р. 

RxxXI
n

xF
n

k
k

э
n ∈≤= ∑

=

,)(1)(
1

. 

Э.ф.р. обладает рядом хороших свойств. Она несмещенная и достаточная 
ОМП. Более того, э.ф.р. является минимаксной оценкой в классе 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤+≥≤+= ∑∑
==

1,0,,)()(
11

n

k
kk

n

k
kkn bababxXIaxϕ  относительно функции 
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потерь (см. [264]): ( ) [ ]∫
∞

∞−

−−−= )())(1)(()()();( 12 xdWxFxFxxFFL nn ϕϕ . При этом 

минимальный риск не зависит от выбора весовой функции )(xW . Известны 
также и многие асимптотические свойства (при ∞→n ) эмпирического 

процесса ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−= RxxFxFnxe э
nn ,)()()( 2

1

. Перечислим ряд основных из этих 

свойств э.ф.р. (подробно см. § 1.9.), которые широко применяются в 
асимптотической теории статистического оценивания: 

- равномерна сильная состоятельность (теорема Гливенко-Кантелли) 
[62,116,140,158,277,313]; 

- принцип инвариантности Дуба-Донскера [56,143,162,180]; 
- ЗПЛ в форме Чжуна-Смирнова [180], Кифера [62,229], 

Финкельштейна [162] и Штрассена [222,279]; 
- сильная аппроксимация Комлоша-Майора-Тушнади [233], 

различные её обобщения [124,143,180,145,267]; 
- результаты Чибисова [137], О’Рейли [260] и других о слабой 

сходимости в равномерной метрике с весом [142,276]; 
- асимптотическая оптимальность в смысле Берана [111]; 

и многие другие. 
Ряд из перечисленных результатов обобщены на случай 

неоднородных, слабозависимых наблюдений, а также для выборок 
случайного объема [84,85,104,119,141,144,250,300]. Э.ф.р. от многомерных 
наблюдений, а также от случайных элементов со значениями в 
произвольных пространствах исследована в работах [59-61,103,162]. 

Отметим также фундаментальную роль э.ф.р. при построении и 
исследовании оценок для широкого класса функционалов от неизвестной 
ф.р.. Э.ф.р. очень полезна и в прикладных областях научных исследований. 
Теперь рассмотрим одну из моделей неполных данных на прямой. 

б) Случайное цензурирование справа. Наблюдается следующая 
двумерная выборка объёма { }),(),...,,(: 11

)(
nn

n ZZCn δδ= , где iii YXZ ∧=  и 
)( iii XZI ==δ . Интересующие нас с.в. nXX ,...,1  с общей ф.р. )(xF  

цензурируются справа с.в-нами nYY ,...,1  с общей ф.р. )(yG . В этом случае iX  
наблюдаются лишь в том случае, когда 1=iδ  (т.е. ii YX ≤ ). Тогда числом 
наблюдаемых iX  будет с.в. nn δδν ++= ...1 . Покажем, что э.ф.р., построенная 
лишь по наблюденным iX  не является состоятельной оценкой для F . 
Пусть обе совокупности { }iX  и { }iY  взаимонезависимы и состоят из 
независимых с.в.. Определим с.в. { } 1,:inf)( ≥== mmem eνψ . Полагая 

−∞== 0
*
0 ZZ , определим с.в. )(

*
mm ZZ ψ=  для nm ν,...,1,0= . Тогда *

mZ  является m -
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нецензурированным наблюдением среди nZZZ ,...,, 10 . Образуем э.ф.р. со 
случайным объёмом 

RxxZIxS
n

m
m

n
n ∈≤= ∑

=

,)(1)(
0

*
ν

ν
.                                (1.1.1) 

Пусть ф.р. F  и G  и  
 

( ) RxudFuGudFuGxZPxS
x

ii ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−==≤=

−∞

∞−∞−
∫∫ ,)())(1()())(1(1)(

1

δ
 

 
-непрерывны. Согласно лемме 2.1 в [244] при 1≥nν  с.в. **

1 ,...,
n

ZZ ν -н.о.р. с 

ф.р. )(xS . Поскольку 0ν
ν

∞→
⎯→⎯
n

Pn

n
, где 0ν -биномиальная с.в. с 

∫
∞

∞−

−= )())(1(0 udFuGMν , то согласно следствию из теоремы 2.6.1 в [180] (см. 

п.III в § 1.9 данной монографии) имеем 0)()(sup
∞→∈

⎯→⎯−
n

P
n

Rx
xSxS . Однако, 

FS ≠ . Следовательно, э.ф.р. nS , построенная только по наблюденным iX  
(при 1≥nν ) не является состоятельной оценкой F . В данной ситуации 
задача оценивания F  по )(nС  сложна. Построение хорошей оценки для F  
на базе неполных данных, которая обладала бы аналогичными свойствами, 
что и э.ф.р. э

nF , было предметом исследования многих статистиков. 
Существующие в литературе оценки для F  в вышеуказанной простой 
модели цензурирования имеют более сложную структуру чем nS . Ряд 
новых оценок в более общих моделях предлагаются и исследуются в 
данной монографии. Они обобщают такие известные оценки как PL (-
product-limit) оценку Каплана-Мейера, экспоненциальную оценку 
Альтшулера-Бреслоу, а также степенную оценку Абдушукурова-Ченга-
Лина в простой МПИ. 

Исследуемые в данной книге работе модели включают в себя как 
модели случайного цензурирования так и МКР. Следующие простые 
примеры показывают целесообразность рассмотрения именно таких 
смесей моделей. 

Пример 1.1.1. Рассмотрим техническую систему с последовательной 
структурой, состоящую из k  элементов (подсистем) (рис.1).  

 )1(ξ   )2(ξ     )(kξ  
 1  2  …  k 

Рис. 1 
Пусть )(iξ -ВрБР i -элемента. Тогда ВрБР всей системы является с.в. 

)(i

i
ξη

ℑ∈
∧= . Здесь с.в. )(iξ  наблюдаема лишь в случае )(iξη = , а с.в. 



 43

)(

)(

)( j

ij

i ξη
ℑ∈
∧=  цензурирует )(iξ  справа. Если нас интересуют все { }ℑ∈ii ,)(ξ , 

то мы имеем дело с МКР, где одновременно интересующие нас с.в. 
являются также и цензорами. В этом случае наблюдается случайно-
цензурированная (конкурирующими рисками) выборка 

( ){ }njk k
j

i
jj

n ,...,1,,...,, )()()( == δδη , образованная в результате наблюдения за n  
однотипными элементами с последовательной структурой, где )(i

jij ξη
ℑ∈
∧=  и 

( ))()( i
jj

i
j I ξηδ == . ■ 

Пример 1.1.2. Теперь рассмотрим систему с параллельной 
структурой (рис. 2) с ВрБР )(i

i
ξη

ℑ∈
∨= , где )(iξ  цензурируется слева с.в. 

)(

)(

)( j

ij

i ξη
ℑ∈
∨= . В этом случае нас также могут интересовать все с.в. 

               )1(ξ              
  1   

              
)2(ξ  

 

  2   

  
M  

 
M  

 
( )kξ  

 
M  

  k    

{ }ℑ∈ii ,)(ξ . Выборка )(nk  теперь состоит из с.в. 
)(i

jij ξη
ℑ∈
∨=  и  ( ))()( i

jj
i

j I ξηδ == , ℑ∈= inj ,,...1 . ■ 
Эти два примера показывают, что 

цезурирование может произойти с.в-нами, 
зависящими от структуры наблюдаемого объекта. 
Однако, часто происходит, что вдобавок могут 
быть и внешние цензоры, мешающие 
наблюдению самого объекта, скажем некий 
интервал [ ]21;YY  наблюдения или ненаблюдения, со 

                 Рис. 2.     случайными границами с неизвестной совместной ф.р. 
2

21 );(),;();( RyxyYxYPyxQ ∈≤≤= . К тому же таких интервалов может быть 
несколько с различно распределенными границами. Такое цензурирование 
называется прогрессивным (многократным) неоднородным цензуриро-
ванием. Такие схемы наблюдения могут встречаться в космических 
исследованиях. В настоящей книге за основу исследуемых моделей взята 
модель );( AZ  (см. § 1.3). Предлагаемые и исследуемые оценки в этих 
моделях строятся при помощи базовых функционалов из § 1.2. ■ 
 

§ 1.2. Базовые функционалы и их свойства 
 
Многие характеристики генеральной совокупности являются 

функционалами от неизвестной ф.р. и поэтому свойства статистических 
оценок этих характеристик существенно зависят от качества используемой 
оценки для ф.р.. Пример из § 1.1 показывает, что э.ф.р., построенная на 
основе лишь наблюденных с.в. и являющаяся по структуре как среднее 
арифметическое индикаторов не является хотя бы состоятельной оценкой в 
простой модели случайного цензурирования справа. В связи с этим 
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возникает необходимость построения других оценок для ф.р., более 
сложных по структуре, чем э.ф.р.. 

Исследуемые в настоящей книге функционалы и их статистические 
оценки могут быть названы биометрическими («биометрия»-от лат. bios-
жизнь, metron-мера [78, стр. 7]). К таким функционалам относится и ВеБР 

F−1 . По свидетельству Б.Шейнина [55, стр.85] терминология «вероятный 
срок жизни» и методологическое использование распределения F−1  этой 
величины восходит ещё к работам Гюйгенса. Рассматриваемые в данной 
монографии функционалы представляют собой именно различные 
обобщенные варианты функции выживания (т.е. ВеБР) в моделях 
неполных наблюдений. 

В настоящем параграфе будут исследованы и далее использованы 
при построении непараметрических оценок в основном три типа 
функционалов. Рассматриваемые функционалы и их непараметрические 
статистические оценки имеют структуру: - экспоненциального типа 
(обобщение оценок Альтшулера-Бреслоу); - множительного типа 
(обобщение PL-оценок Каплана-Мейера); - степенного (показательного) 
типа обобщение ACL оценок Абдушукурова-Ченга-Лина, основанные на 
отношении к.ф.и.. Первые два типа функционалов основываются на 
представление ф.р. через к.ф.и.. Такое представление впервые встречалось 
в работах [191,192]. Обозначим множество скачков 

{ }xsFDsxDF ≤∈= :)()( распределения F  на множестве ];( x−∞ . 
Лемма 1.2.1. [191,192]. Пусть X -с.в. с ф.р. )()( xXPxF ≤=  и к.ф.и. 
 

( ]
∫
∞− −−

=Λ
x

F uF
udFx

; )(1
)()( .                                      (1.2.1) 

 
Тогда справедливо представление (при 000 = ) 
 

( ) ( )∏
∈

ΔΛ−Λ−=−
)(

)(1)(exp)(1
xDu

F
c
F

F

uxxF ,                             (1.2.2) 

 
где ∑

∈

ΔΛ−Λ=Λ
)(

)()()(
xDu

FF
c
F

F

uxx  и бесконечное произведение сходится 

абсолютно. ■ 
Отметим, что функциональное представление (1.2.2) ф.р. F  через 

к.ф.и. FΛ  получается также и как специальный случай экспоненциальной 
формулы Долеан-Дед для семимартингалов [98,246,315]. Гилл (см. [197]) 
отметил, что представление (1.2.2) в случае неотрицательной с.в. X  
эквивалентно следующему интеграл - произведению: 
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( ))(1)(1
0

duxF F

xu

u
Λ−=−

=

+=
π .                                            (1.2.2)’ 

Напомним [64,65,194-197], что интеграл – произведение )1( ψπ d+  cáglág 
функции ψ  ограниченной вариации определяется следующим пределом: 
 

( ) ( )
1

1max0 00

1 ( ) lim 1 ( ) ( )
i i

s x

i i
s s si m

d s s sψ ψ ψπ
−

=

−
= + − →≤ ≤

+ = + −∏ , 

 
где xsss m =<<<= ...0 10  - разбиение ( ]x;0 . 

Далее для экспоненциального представления (1.2.2) введём 

обозначение ))(()(1 xxF FΛ=− ε . Представление (1.2.2) показывает роль 

к.ф.и. (1.2.1) при исследовании свойств ф.р.. С учётом этого приведём 
некоторые свойства к.ф.и. [191]. Пусть }1)(:inf{ =∈= xFRxTF . Для 

[ )∞∈ ,FTx , )(xF  и )(xFΛ  постоянны. Если 1)( <−FTF , то ∞<Λ )( FF T . Нетрудно 
видеть, что 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧ <−
−−

Δ
=ΔΛ

.,0

,1)(,
)(1

)(
)(

случаепротивномв

xFесли
xF
xF

xF  

Следовательно, 1)( =ΔΛ FF T  или 0, в зависимости от того, ∞<FT  или ∞=FT . 
Отметим, что FΛ  - неубывающая и непрерывная справа функция. Если же 

1)( =−FTF , то ∞=−Λ
↑

)(lim FFTx
T

F

. Как отметил Гилл [191], правая часть 

представления (1.2.2) является непрерывным функционалом от F  и FΛ . 
Дискретную часть правой стороны равенства (1.2.2) можно выразить как  
 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−Δ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=ΔΛ− ∑∏∏

∈∈∈ )()()(

))(1log(exp
)(1

)(1))(1(
xDuxDuxDu

F
FFF

uF
uF
uFu . 

 
Тогда (1.2.2) примет вид 
 

( ))()(exp))(()(1 xxxxF d
F

c
FF Α+Α=Λ=− ε ,                               (1.2.3) 

где 
( ]{ }

( ]
∫
∞− −

∞−∩∈−=Α
x

F
c
F uF

udFTFCuIx
; )(1

)(;)()( , 

 
( ] ( ]{ }∑

∈

−Δ⋅∞−∩∞−∈=Α
)(

))(1log(;;)(
FDu

F
d
F uFTxuIx , 

 
- соответственно дискретная и непрерывная компоненты )(xFΛ− . В 
частности, если F  дискретное распределение, то из (1.2.2) 
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∏
∈

ΔΛ−=−
)(

))(1()(1
xDu

F
F

uxF ,                                           (1.2.4) 

если же F  непрерывное, то ))(1log()( xFxF −−=Λ  и  
 

))(exp()(1 xxF FΛ−=− .                                                 (1.2.5) 
Из (1.2.4) для э.ф.р. э

nF  будем иметь также и представление множительного 
типа 
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nFэ

nF
uF
uF

uF
uFxF .                (1.2.6) 

 
Учитывая представление (1.2.5) для F  по полной выборке )(nX  кроме э.ф.р. 

э
nF  можно рассматривать и оценку ))(exp()(1 )(* xxF n

Fn Λ−=− , где 

( ]
∫
∞− −−

=Λ
x

э
n

э
nn

F uF
udFx

;

)(

)(1
)()(  - оценка для к.ф.и. FΛ . Однако, *

nF  практически не 

используется в статистике, так как э
nF  проще и лучше чем *

nF . С другой 
стороны, экспоненциальная оценка Альтшулера – Бреслоу, являющаяся 
обобщённым аналогом *

nF  при случайном цензурировании справа 
считается одной из хороших оценок для F , по видимому ввиду отсутствия 
других, более простых оценок. 

Замечание 1.2.2. В работах [191,196,315] показано, что ф.р. F , 
удовлетворяющая представлению (1.2.2) является единственным решением 
интегрального уравнения 

( ]
∫
∞−

Λ−−=
x

F uduFxF
;

)())(1()( .    ■ 

Заметим, что это уравнение является уравнением типа Вольтерра. В лемме 
1.2.1 далее будет установлено обобщение этого факта для более общих 
функционалов, включающих в себя и ф.р. F . 
Для построения непараметрических оценок для ф.р. по неполным 
выборкам нами будут рассмотрены функционалы, являющиеся 
обобщенными аналогами правой части равенства (1.2.2). С целью 
построения этих функционалов, введём У { }),...,( 1 kGG=  - класс функций 
{ }ℑ×∈ RixxGi );(),( , где iG  ограничены, не убывают, непрерывны справа на 

R  и 0)( =−∞iG  для всех ℑ∈i . Пусть RxxGxG
k

i
i ∈= ∑

=

,)()(
1

, 

( ]
ℑ×∈

−−∞
= ∫

∞−

Rix
uGG

udGxL
x

i
i );(,

)()(
)()(

;

,    и 
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i
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. 
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Заметим, что iL  и L  представляют собой обобщения к.ф.и. и 
являются неубывающими и непрерывными справа функциями, 

1)(,1)( ≤Δ≤Δ xLxLi , ℑ×∈ Rix );( . Для этих функций также имеет место 
следующее представление Жордана для cádlág функций ограниченной 
вариации: )()()( xLxLxL dc += ,   ℑ∈+= ixLxLxL d

i
c

ii ),()()( ,  где  

( ]
∫
∞− −−∞

=
x

c
ic

i uGG
udGxL

; )()(
)()( , 

 

∑∑
≤∈ −−∞

Δ
=Δ=

xu

i

xDu
i

d
i uGG

uGuLxL
iG

)()(
)()()(

)(

, 

 
При этом )()()( −−∞≤Δ xGGxGi  и )()()( −−∞≤Δ xGGxG . Введём в 
рассмотрение следующие функционалы на У: 
 

( )∏
≤

Δ−−=Φ
xu

i
c
iki uLxLxGG ))(1()(exp))(,...,( 1 , ℑ×∈ Rix );( .                  (1.2.7) 

Функционалы (1.2.7) при 2=k  рассмотрены Гиллом [192]. Согласно лемме 
2 в [192], функционалы iΦ  непрерывны по всем jG  и jL  ( ℑ∈j ) при 

{ })()(:sup ∞<−∈=≤ GxGRxTx G  и непрерывны справа, неотрицательны, не 
возрастают по Rx∈  и 1))(( =−∞•Φi . Функционалы (1.2.7) далее обозначим 
также через ))(( xLiε . Для −∞≥a  введём следующую усеченную версию 

при ax ≥  и ℑ∈i : 
 

( ){ } ∏
≤<

Δ−⋅−−⋅Φ=Φ
xua

i
c
i

c
ikiki uLaLxLaGGxGG ))(1()()(exp))(,...,())(,...,( 11 .               (1.2.8) 

Рассмотрим также и следующие неоднородные интегральные уравнения 
типа Вольтерра: 
 

( ]
∫ −Φ−Φ=Φ

xa
ikikiki udLuGGaGGxGG

;
111 )())(,...,())(,...,())(,...,( ,   ℑ×∞∈ );[);( aix .  (1.2.9) 

 
Покажем, что интегральное уравнение (1.2.9) при каждом ℑ∈i  имеет 
единственное решение, представляемое в виде (1.2.8). При этом нами 
будут использованы доказательства лемм 18.7 и 18.8 из [246] и 
предложения А.4.1 из [191] (см. также [299]).   

Лемма 1.2.3. При заданном iL  интегральное уравнение (1.2.9) имеет 
единственное локально – ограниченное решение iΦ , представляемое в 
виде (1.2.8).   ■ 

Доказательство леммы 1.2.3. Используем следующую формулу 
интегрирования по частям в интеграле Лебега – Стилтьеса для двух 
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непрерывных справа и имеющих ограниченные вариации на R  функций 
)(1 xQ  и )(2 xQ : 

( ] ( ]
−∞≥≥+−+⋅=⋅ ∫∫ axudQuQudQuQaQaQxQxQ

xaxa

,)()()()()()()()(
;

12
;

212121 ;        (1.2.10) 

что эквивалентно 
 

( ) )()()()()()( 122121 xdQxQxdQxQxQxQd +−=⋅ .                                (1.2.10)’ 
 

Из [191, стр. 154] при ,...2,1=m  имеем 
 

( ) )()()()()( 1
1

111
1

1 udQumQuQdudQumQ mmm −− ≤≤− .                               (1.2.11) 
 

Пусть при каждом ℑ∈i : 
 

( )∏
≤<

Δ−Φ==
xua

ikii uLaGGxQxQ )(1))(,...,()()( 111 ,          ( ))()(exp)()( 22 aLxLxQxQ c
i

c
ii −== . 

 
Тогда из (1.2.8) и (1.2.10) получаем следующую цепочку равенств: 
 

( ]
( ) =−−−+−−Φ=Φ ∑∫

≤< xua
iii

xa

c
iiikiki uQuQuQudLuQuQaGGxGG )()()()()()())(,...,())(,...,( 112

;
2111

 
 

( ]
−Φ=Δ−−−−Φ= ∑∫

≤<

))(,...,()()()()()()())(,...,( 121
;

211 aGGuLuQuQudLuQuQaGG ki
xua

iii
xa

c
iiiki

 
 

( ] ( ]
∫∫ −Φ−Φ=−−

xa
ikiki

xa
iii udLuGGaGGudLuQuQ

;
11

;
21 )())(,...,())(,...,()()()( , 

 
где использовано также и равенство )()( 22 −= uQuQ ii , ( ] ℑ×∈ xaiu ;);( . Отсюда 
получается правая часть уравнения (1.2.9). Теперь покажем 
единственность решения. Пусть axxi ≥•Φ∗ ),)(( ,- другое, отличное от 

))(( xi •Φ  решение (1.2.9). 

Положим axxxx iii ≥•Φ−•Φ=•Φ ∗ ),)(())(())((~
. Тогда из (1.2.9) при 

))((~sup)( ux i
xua

i •Φ=
≤<

α , для всех ];( xau ∈  будем иметь неравенство  

 

( ]
∫ ≤−≤−•Φ≤•Φ

ua
iiiiiiii uLxaLuLxsdLsu

;

)()())()()(()())((~))((~ αα . 

Используя верхнюю границу в последнем неравенстве под интегралом для 
))((~ −•Φ si , получаем оценку  
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( ]( ]
∫ ∫ =≤−≤•Φ

ua
i

ua
iiiiii sdLsLxsdLsLxu

; ;

)()()()()()())((~ αα
 

 

)()(
2
1))()()((

2
1 222 uLxaLuLx iiiii αα ≤−= , 

 
где воспользовались также и неравенством (1.12.11) при m=2. Повторяя эту 
процедуру m раз приходим к последовательности неравенств 

( ]xaumuLx
m

u m
iii ;;,2,1),()(

!
1))((~ ∈=≤•Φ Kα . Переходя к пределу при ∞→m , 

получаем, что 0~ ≡Φ−Φ=Φ ∗
iii , что означает единственность решения  iΦ  

уравнения (1.2.9). Лемма 1.2.3 доказана. ■ 
Согласно (1.2.7) следующее представление функционала iΦ  является 

обобщенным аналогом (1.2.3):  
 

))()(exp())(())(,,( )(
1 xAxAxLxGG d

i
c
i

i
ki +==Φ εK ,                              (1.2.7)’ 

где  
( ]{ }

( ]
∫
∞−

∞−∩∈−=
x

iGi
c
i udLTGCuIxA

;

)(;)()( , 

 
( ] ( ]{ }∑

∈

Δ−⋅∞−∩∞−∈=
)(

))(1log(;;)(
iGDu

iG
d
i uLTxuIxA . 

Отметим, что iΦ  не являются единственными функционалами, 
исследуемыми и используемыми нами в данной монографии. На Y 
рассмотрим ещё одно семейство функционалов, используемых далее для 
построения непараметрических оценок в различных моделях неполных 
наблюдений. Впервые функционалы такой степенной структуры в моделях 
случайного цензурирования справа (включая и МПИ) для построения 
непараметрических оценок для ф.р. были использованы автором 
настоящей книги [1-3,15,16,17,18,26,31,32,38,46]. Для ∈),...,( 1 kGG У  
определим класс функционалов степенной структуры 

[ ] ℑ×∈−−∞=Ψ RixxGGxGG xR
ki

i

);(,)()())(,...,( )(
1

)(

,                             (1.2.12) 
где )()()()( xLxLxR i

i =  - функция отношения к.ф.и. (рисков) определена при 

1=∞∞ . Легко видеть, что для всех ℑ×∈ Rix );( : 1)(,1)(0
1

)()( =≤≤ ∑
=

k

i

ii xRxR . 

Отсюда следует, что 

RxxGGxGG
k

i
ki ∈−−∞=Ψ∏

=

),()())(,...,(
1

1 .                                  (1.2.13) 

Свойства функционалов iΨ  будут установлены на носителе [ ]GG TGSp ;)( τ=  
функции )(xG , где }0)(:inf{ >∈= xGRxGτ  и )}()(:sup{ ∞<−∈= GxGRxTG . 
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Далее предполагается, что ≠)(GSp Ø. Для функции )(xa , пусть 
)(sup)(

)(
xaxa

GSpx

TG

G ∈
=

τ
. 

Лемма 1.2.4. Для любых ∈),...,( 1 kGG У   и ℑ×∈ )();( GSpix : 
а). )(1))(,...,(0 1 ∞∨≤Ψ< GxGG ki ; 
б). iΨ  является непрерывными функционалами по ik LLGGG ,,,...,1  и )(iR ; 
Доказательство леммы 1.2.4. Левая часть (а) очевидна. Если 

1)()( ≤−−∞ xGG , то имеет место и правая часть, так как 1≤Ψi . При 
1)()( >−−∞ xGG  для всех ℑ×∈ )();( GSpix : 

−∞=
•Ψ=∞≤−−∞≤•Ψ

xii xGxGGx )()()()()())(( . 
Докажем (б). Фиксируя ∈),...,( 1 kGG У, выбираем ∈),...,( *

1
*

kGG У так, чтобы 

при 0)()( >=−−∞ δGTGG  и 
k2

0 δε <<  имели места неравенства 

ℑ∈<−
∈

ixGxG ii
Rx

,)()(sup * ε . Тогда справедливы соотношения: 

εkxGxGxGxG
k

i
ii

RxRx
<−≤− ∑

= ∈∈ 1

** )()(sup)()(sup ; 

 
02))()(())()(())()(()()( **** >−>−−∞+−−−−∞−∞=−−∞ εδ kTGGTGTGGGTGG GGGG ; 

 
)()()()()( **

GGGGG GkGGGG τεττττ +<+−≤ ; 
 

02))()(())()(())()(()()( ******** >−>−−∞>−−−−−−∞=−−∞ εδττ kTGGGTGTGGGG GGGGG . 
С учетом свойств (а) функционалов iΨ , нам достаточно доказать 
непрерывность iΨlog . Пусть ℑ∈•Ψ=Ψ iGG kii ),)(,...,( **

1
* . Тогда  

 

.))()(log())()(log()(

))()(log()()(loglog

**)(

*)()(*

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

TTi

TTiiT

ii

xGGxGGxR

xGGxRxR

ττ

τττ

−−∞−−−∞⋅+

+−−∞⋅−≤Ψ−Ψ
 

Теперь используем неравенство 
ba
ba

u
duba

ba

ba ∧
−

≤=− ∫
∨

∧

loglog , а также и 

следующие 
G

G

G

G

G

G

G

G

T
T

i

T

iiTii

xLxL
xLxL

xL
xL

xLxLxRxR
τ

τ
τ

τ )()(
)()(
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)()()()( *
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*)()( −
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−
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[ ] ( )
)(

)()(
)()(

)()(
1

1

G

GG

G
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G
GTG

GG
GxL G

G τ
τδ

τ
τ

τ

−−+
<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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−−∞

≤
−

−
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ετ
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TGxL G

G
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i
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G 2
)(
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1
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*1
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−
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⎞
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⎝
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−−∞
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))()(log())()(log( −−∞≤−−∞ G
T TGGxGG G

Gτ
,             1)(*)( ≤G

G

Ti xR
τ

. 

Тогда получаем 

);;())()(log()()(
))((

)2(

)()2(
)))()(()()((

)(
))()(()()(loglog

**

**

GGTGGxLxL
kG

k

Gk
GTGTG

G
GTGxLxL
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GGG
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⎬
⎫

−⋅
−

−
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⎨
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где  

εδ
ε

εδδ
εω τ

k
k

k
k

TGGTGG

xGxGGG
GG

GG

TG

G

2
2

))2((
2

))()(())()((

)()()()(
);( **

**

*

−
<

−∧
<

−−∞∧−−∞

−−−+∞−∞
= ; 

 
 Непрерывность отображения ( ) LGG k →,...,1  показана в доказательстве 
леммы 2 в работе [192]. Аналогично устанавливается и непрерывность 
( ) ik LGG →,...,1 , ℑ∈i . Следовательно, для ранее определённого 0>ε  

существуют также числа 2,1,0)( =>= mmm εεε , такие, что 1
* )()( ε

τ
<− G

G

T
xLxL , 

2
* )()( ε

τ
<− G

G

T

ii xLxL , ℑ∈i , причём 2,1,0 =→ mmε  при 0→ε . Таким образом, 

)),,(max(loglog 21
* εεε
τ

OG

G

T

ii =Ψ−Ψ , что указывает на справедливость и части (б). 

Лемма 1.2.4 доказана. ■ 
Остановимся теперь на некоторых специальных вариантах 

функционалов iΨ , ℑ∈i . Для )(, 21 HSpxx ∈  таких, что 21 xx ≤  рассмотрим при 
каждом ℑ∈i  отношения: 

 
)(

1

12);(
2

11

21
1

)(

21
)(

)()(
))()((1))()((

))(,...,(
))(,...,(

xR
xx
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i

i

xGG
xGxGxGG

xGG
xGG

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−∞
−−−

−−−∞=
Ψ
Ψ χ ,             (1.2.14) 

 

где ( )))()()(())()((
)(

1)()();( 122
)(

12
1

1
)(

2
)(

21
)( xLxLxRxLxL

xL
xRxRxx i

ii
iii −−−=−=χ . 
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Замечание 1.2.5. Легко видеть, что 0)()( =−∞=−∞ iLL , а также 
iLL, , ℑ∈i , - непрерывны справа и неубывают по x . Из (1.2.14) видно, что 

непрерывность iΨ  по x  следует из соответствующих свойств G , L  и iL : 
 

( )))()(log()()()()(
)(

1
))(,...,(
))(,...,(log 21212

11

2 −−∞⋅−+−≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ xGGxLxLxLxL

xLxGG
xGG

ii
kii

kii . 

 
В частности, при )(, 21 HSpxxxx ∈+=−=  из (1.2.14) получаем 
 

( ))()()(
))()()((

))()(log(
))(,...,(
))(,...,(log )(

1

1 xGxRxG
xGGxL

xGG
xGG
xGG i

i
ki

ki Δ−Δ⋅
−−∞−

−−∞
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Ψ
+Ψ . 

 
Отсюда )()()( GDGDD ii ∪=Ψ , ℑ∈i . Очевидно, в случае непрерывности всех 
{ } )()(:, GCCiG ii =Ψℑ∈ , ℑ∈i . ■ 

Замечание 1.2.6. а). В формулах функционалов { iΨ , ℑ∈i } функции 
{ }ℑ∈jGj ,  заменим на нормированные функции { }ℑ∈∞= jGxGxG jj ,)()()(0 . 
Тогда соответствующие функционалы 

 
( ) [ ] )(000

1
0

)(
0)(1)(,..., xR

ki

i

xGxGG −−=Ψ ,    ℑ×∈ Rix );( ,                            (1.2.15) 
 

сохраняют все свойства iΨ . При этом ф.р. )()()(0 ∞= GxGxG  и 
субраспределения )(0 xGj  ( )1)(0 ≤∞jG ℑ∈j , непрерывны справа, 

)()()( 00)(
0 xLxLxR i
i = ,    

( ]
∫∑
∞−= −−

==
x

k

i
i uG

udGxLxL
;

0

0

1

00

)(1
)()()( ,  

( ]
∫
∞− −−

=
x

i
i uG

udGxL
;

0

0
0

)(1
)()( . 

Функционалы (1.2.15) далее будут играть ключевую роль при построении 
и исследовании степенных оценок функций выживания в различных 
моделях неполных наблюдений. 
б) Остановимся на одном из важных частных случаев. Если существуют 
числа 10 << iα , такие, что 1...1 =++ kαα  и для ℑ∈i  и всех 

)()(: xGxGRx ii α=∈ , то RxxR i
i ∈≡ ,)()( α , ℑ∈i . В этом случае, согласно 

(1.2.14) 

)))()(log())()((log(
))(,...,(
))(,...,(log 12

11

21 −−∞−−−∞⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ψ
Ψ xGGxGG

xGG
xGG

i
ki

ki α , 

 
следовательно свойства iΨ  будут определятся соответствующими 
свойствами функций G . Следующий вариант представления (1.2.15) в 
данном случае также будет полезным далее неоднократно: 
 

ixGxGi
α))(1())(( 000 −−=Ψ , Rx∈ , ℑ∈i ;                                     (1.2.16) 



 53

в) Рассмотрим ещё один частный случай, когда в (1.2.15) FG =0
1  - 

непрерывная справа ф.р. и для всех 0:)1( 0 ≡ℑ∈ mGm . Тогда 
)(1))(0,...,0,( −−=Ψ xFxFi , ℑ×∈ Rix );( , в то время как )(1))(0,...,0,( xFxFi −=Φ , 

ℑ×∈ Rix );( , т.е. iΨ  и iΦ  могут быть трактованы как ВеБР на );( x−∞  и ];( x−∞  
соответственно. Это ещё раз подтверждает различие между 
функционалами iΨ  и iΦ  и в этом частном случае. ■ 

Помимо вышерассмотренных функционалов, введём в также и 
следующий: 

∏
≤

Δ−−=−=Φ
xu

c uLxLxLxG ))(1())(exp())(exp())((0 . 

Пусть 
( ]
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=
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c
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i uGuGG
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uGG
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)()()(
)(

)()(
)()(

;

,  ℑ∈i .                    (1.2.17) 

 
Очевидно, если все { }ℑ∈iGi , , а следовательно и G  непрерывны, то 
 

( ]
∫
∞−

+

−∞
==

x

i
ii uGG

udGxLxL
; )()(

)()()( ,   ℑ∈i ,                                    (1.2.18) 

 
и следовательно )()(...)(1 xLxLxL k

+++ =++ , для )(GSpx∈ : 
 

)()())(,...())(,...()(
1

1
1

10 xGGxGGxGGG
k

i
ki

k

i
ki −∞=Ψ=Φ=Φ ∏∏

==

.                       (1.2.19) 

В конце настоящего параграфа докажем одно утверждение, в 
котором установлены двусторонние неравенства для функционалов iΦ  и 

0Φ . 
Лемма 1.2.7. Для всех ∈),...,( 1 kGG У, )(GSpx∈  и ℑ∈i  справедливы 

неравенства: 
 

( )

( )

1

0

exp ( ) ( ,..., )( ) exp( ( )), ,

exp ( ) ( )( ) exp( ( )),

i i k iL x G G x L x i

L x G x L x

+

+

− ≤ Φ ≤ − ∈ℑ

− ≤ Φ ≤ −

                                (1.2.20) 

 
где +L  и +

iL  определены формулами (1.2.17). 
Доказательство леммы 1.2.7. Используем элементарные неравенства  
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С≤ -log(1-C)=∑
∞

=1 !m

m

m
С

C
C
−

≤
1

, 0≤С<1.                                     (1.2.21) 

 
Положим С=ΔL i (u)/(G(∞ )-G(u-), где  u∈Sр(G). Тогда 0≤С<1 и согласно 
(1.2.21)  
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тем самым верхние неравенства в (1.2.20) установлены. Нижние 
доказываются вполне аналогично. Лемма 1.2.7 доказана.   ■ 

Следствие 1.2.8. Из (1.2.20) следует, что в случае непрерывности 
всех { }ℑ∈iGi , : iΨ =Ф i , ℑ∈i . В этом случае в неравенствах (1.2.20) 
достигаются равенства с обеих сторон. Кроме того, если непрерывна 
только функция G (но не обязательно все ℑ∈iGi , ), то согласно верхнему 
правостороннему неравенству: 
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   ■ 

Функционалы ii ΨΦ ,  и )exp( iL−  по ходу изложения материала 
настоящей книги будут применены для построения непараметрических 
оценок в различных моделях неполных наблюдений, включающих в себя 
как частный случай и модель полных наблюдений. ■ 

 
§ 1.3. Основные модели неполных данных. Представления для 

функционалов от распределений 
 

В настоящем параграфе будут приведены некоторые полезные 
свойства функционалов от распределений в моделях неполных 
наблюдений. «Отправной точкой» при построении моделей неполных 
наблюдений является МКР из работ [123, 125, 127, 152, 212]. Для удобства 
изложения материала книги введём обозначения для моделей. 
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I. Модель (Z;A). Следуя [123, 125, 127] опишем МКР. На 
вероятностном пространстве ,(Ω A ),Р  рассмотрим с.в. Z , с непрерывной 
справа ф.р. )(xH = )( xZP ≤ , Rx∈ . Для фиксированного натурального числа 
k , пусть ( ) ( ) ( )kΑΑΑ ,,, 21 K  - попарно несовместные события (или хотя бы 

( ) ( )( ) ℑ∈≠=∩ jijiAAP ji ,,,0 ), такие, что ( )( ) 1=∪
ℑ∈

i

i
AP . Для статистика 

интерес представляют не только с.в. Z , но и совместные свойства пар 
( )( ){ }ℑ∈iAZ i ,; . Определим супраспределения 

( ) ( )( ) ( ){ }ℑ×∈≤= RixAxZPixH i ;,,, , для которых ( ) ( ) .,;
1

RxxHixH
k

i

∈=∑
=

 Введём 

также и к.ф.и. ( ) ( )
( )( ]

( ) ℑ×∈
−−

=Λ ∫
∞−

Rix
uH

iudHix
x

;,
1

;;
;

 и 

( ) ( )
( )( ]

( ) Rxix
uH
udHx

k

ix
H ∈Λ=

−−
=Λ ∑∫

=∞−

,;
1 1;

. Пусть ( ) ( ){ }njZS Tk
jjj

п
о ,...,1,,...,, )()1( == δδ  - 

независимая повторная выборка объёма n , где ( ))()( i
j

i
j AI=δ  и 

( ){ }1,,...,, )()1( ≥jAAZ k
jjj  - последовательность независимых копий 

совокупности ( )(1) ( ); ,..., kZ A A . В данной модели ( )AZ ;  основная задача 
непараметрической статистики состоит в одновременном оценивании 
к.ф.и. { }*),;( ℑ∈Λ iix  или функционалов от них. Здесь *ℑ -непустое 
подмножество ℑ . В данной книге исследованы три типа функционалов от 
к.ф.и. и построенные на их основе непараметрические оценки. Ряд свойств 
этих функционалов следуют из результатов § 1.2 с учетом особенностей 
МКР. В статистической литературе в основном рассматривают два подхода 
к описанию МКР. В рассматриваемой нами ( )AZ ;  - модели требование 
попарной несовместимости событий  )()1( ,..., kAA  является в ряде случаях 
ограничительным. В примере 1.1.1 отказ всей системы может случится в 
результате одновременного отказа нескольких её элементов. В медико – 
биологических исследованиях это означает смерть пациента по причине 
одновременного осуществления нескольких событий. В этой связи, следуя 
Хорват [212] отметим следующее: в случае произвольных событий 

)()1( ,..., kAA  рассмотрим разбиение Ω  на попарно несовместимые события 

12,,...,1 +≤ k
e eCC , (или хотя бы jiCCP ji ≠=∩ ,0)( ), такие, что 1

,1
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∪
=

j
ej
CP  

и при каждом ℑ∈i  положим 
mjim

i CA
,1

)(

=
∪= . Введём субраспределения 

ejCxZPxQ jj ,...,1),;()( =≤= , для которых RxxQxQixH
ijj ∈++= ),(...)();(

1
. 

Тогда задача оценивания );( ixH  сводится к оцениванию { }imxQ
mj

,...,1),( = , 
ℑ∈i , т.е. субраспределений, соответствующих случаю попарно 

несовместимых событий. Теперь рассмотрим другое описание МКР. Для 
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фиксированного натурального числа k , пусть ( ){ }1,,...,, )()2()1( ≥jYYY k
jjj  - 

последовательность н.о.р. случайных векторов с совместной функцией 
выживания ( ) k

kk
k

jjjk RyyyYyYyYPyyyL ∈>>>= ),...,(,,...,,),...,,( 1
)(

2
)2(

1
)1(

21 . Наблюдается 

выборка ( ){ }njZ Tk
jjj ,...,1,,...,, )()1( =δδ , где )(i

jij YZ
ℑ∈
∧=  и )( )()( i

jj
i

j YZI ==δ , ℑ∈i . 

Здесь с.в. (риски) { })()1( ,..., k
jj YY  для каждого j  могут быть и зависимыми, а 

с.в. jZ  имеют общую ф.р. RxxxLxH ∈−= ),,...,(1)( . Иногда на практике 
удобно работать с логарифмически преобразованными временами жизни и 
поэтому в данной МКР )(i

jY  могут быть и отрицательными. В случае, когда 
)(i

jY  означают время жизни j -индивидума, умершего по i -причине, jZ  
будет означать смерть того же индивидума. Как и выше, смерть может 
наступать из-за одновременно наступающих нескольких причин. В 
подобной ситуации задача состоит в одновременном оценивании всех 12 −k  
маргинальных вероятностей выживания  

RxxYPxL i
j

i
∈∈ℑ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ >∧=

ℑ∈ℑ
,,)( *)(

*
* π , где π - совокупность всех непустых 

подмножеств ℑ . Типичными условиями рассматриваемыми в литературе 
являются следующие:  
(У1) С. в. { )(i

jY , ℑ∈i } при каждом j - независимы в совокупности; 
(У2) Отказ (смерть) не является результатом одновременного 
осуществления нескольких причин (событий) 

( )( )1,,,,0)()( ≥ℑ∈≠== jliliYYP l
j

i
j ; 

(У3) Маргинальные распределения с.в. { )(i
jY , ℑ∈i } не имеют общих точек 

разрыва; 
(У4) Совместное распределение { )(i

jY , ℑ∈i } абсолютно непрерывно; 
Эти условия (или часть из них) используются при оценивании в МКР. Так 
Петерсон ([240]), в условиях (У1)-(У3) обобщил оценку Каплана-Мейера 
для оценивания )(* xL

ℑ
. Он же рассматривал и случай зависимых рисков, 

когда (У1) не имеет место. Аналогичные задачи рассмотрены Лангбергом, 
Прошан и Куинзи [239,240]. Они ослабили условие (У3) и предложили 
следующее:  
(У3)’ Функции { }πε ∈ℑℑ=≤=ℑ *** ),;();(~

jj tZPtH  не имеют общих точек 
скачка, где  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ℑ∉≠ℑ∈=ℑ

=
.,

;, *)(*)(*

случаепротивномвО

iкаждогодляYZиiкаждогодляYZесли i
jj

i
jj

jε  

Авторы [239,240] исследовали свойства маргинальных распределений 
)(* xL

ℑ
 при выполнении условия (У3)’ и установили состоятельность оценок 

Каплана-Мейера для них. В ряде работ [3,123,127] рассматривается также 
следующее, более слабое условие чем (У3): 



 57
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Бюрк [123], Бюрк, Хорват [127] и Абдушукуров [3] рассматривали задачи 
оценивания плотностей в МКР при условиях (У3)’’ и (У4). Отметим [74], 
где авторы рассматривают следующее условие, являющееся специальным 
случаем (У3)’’ и названное условием «квазинезависимости»: 
 

( ) ( )
ℑ×∈

Δ
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=

Δ

≥≥=Δ+<≤
↓Δ↓Δ

Rix
xYxYxPxYxYxYxP i
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j
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jj
i

j
i

j );(,
/
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,...,/1;

lim
)()(

0

)()1()()(

0

δ .  (1.3.1) 

 
Таким образом, к описанию МКР имеются два подхода: 
- подход, основанный на введении с.в. Z  и несовместимых k  событий 
( );( AZ -модель); 
- подход, основанный на введении k  с.в. (рисков), которые могут быть и 
зависимыми. 
Отметим в связи с этим одно важное обстоятельство. В работах [239,240] 
Лангберг, Прошан и Куинзи установили эквивалентность этих двух 
подходов к описанию МКР. Они показали, что в );( AZ -модели можно 
построить последовательность независимых случайных векторов 
{ }1),,...,( )()1( ≥jLL k

jj  с независимыми компонентами, такие, что если )(* i
jij LZ

ℑ∈
∧= , 

)( )(**)( i
jj

i
j LZI ==δ , то справедливо следующее равенство по распределению: 

{ } { }ℑ∈=ℑ∈ iZiZ i
jj

D
i

jj ;;;; )(*)(* δδ . 
Таким образом, конструкция [239,240] позволяет получить МКР с 
независимыми рисками, хотя совпадение )(i

jL  с )(i
jY -не обязательно. Отсюда 

в свою очередь следует, что при рассмотрении МКР с зависимыми рисками 
достаточно потребовать выполнения условия (У3)’’, чтобы можно было 
использование результатов имеющих место и в );( AZ -модели. Более того, 
ряд результатов );( AZ -модели могут быть перенесены и на случай 
совместимых событий { }ℑ∈iA i ,)( . Как показал Хорват [212], результаты 
сильной аппроксимации для процессов эмпирической структуры, 
доказанные в );( AZ -модели остаются справедливыми и в случае 
совместимых событий. Исходя из вышеизложенного, в дальнейшем нами 
для построения более сложных моделей неполных наблюдений будет 
использована в основном );( AZ -модель (см. также замечание 1.9.13 главы 
1). 

Зададимся теперь базовыми функционалами, подлежащими к 
оцениванию в модели );( AZ  при помощи выборки )(

0
nS . Они являются  
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вариантами функционалов )exp( iL− , iΦ  и iΨ  из § 1.2 специально в модели 
);( AZ  и определяются при ℑ×∈ Rix );(  формулами: 

 
∏
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Далее будем предполагать выполненным условие 
≠

ℑ∈

)(i

i
ГI Ø,                                                      (1.3.2) 

где { } ℑ∈∞<Λ<∈= iixRxГ i ,);(0:)( . Отметим, что для функционалов 
{ }ℑ∈=• imiFm ;3,2,1),;(  справедливы все утверждения из § 1.2. Здесь мы 
укажем ещё некоторые из их свойств более подробно в модели );( AZ . 
Легко видеть, что для всех ℑ×∈ Rix );( : 3,2,1,1);(0 =≤≤ mixFm  (для 3F  см. 
лемму 1.2.4). Из леммы 1.2.7 в случае произвольных распределений 
{ }ℑ∈• iiH ),;(  и всех ℑ×∈ )();( HSpix  следует неравенство 
 

);();( 12 ixFixF ≥ ,                                                      (1.3.3) 
 

в частности, если ф.р. H -непрерывна, то согласно следствию 1.2.8: 
 

);();();( 312 ixFixFixF ≡≥ ,                                                 (1.3.4) 
 

и наконец, в случае непрерывности всех субраспределений { }ℑ∈• iiH ),;(  
будем иметь только одно представление 
 

( ]
3,2,1,

)(1
);(exp1);(

;

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
⎧

−
−−= ∫

∞−

m
uH
iudHixF

x
m .                                   (1.3.5) 

 
В следующей теореме собраны ряд полезных неравенств, сравнивающие 
функционалы 3,2,1, =mFm . Первое из этих неравенств, как частный случай 
включает в себя и (1.3.3). Введём обозначения: 
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Теорема 1.3.1. Для произвольных субраспределений { }ℑ∈• iiH ),;(  

при всех ℑ×∈ )();( HSpix  справедливы следующие неравенства: 
 
(I) );();();(0 112 ixixFixF ω≤−≤ ; 
(II) );());(1log());(1log(0 212 ixixFixF ω<−+−−< ; 
(III) )());(1log());(1log(0 313 xixFixF ω<−+−−< ; 
(IV) );());(1log());(1log( 432 ixixFixF ω<−+−− ; 
(V) )();();(0 313 xixFixF ω<−≤ ; 
(VI) );();();( 432 ixixFixF ω<− . 
Доказательство теоремы 1.3.1. Для доказательства неравенств (I) – 

(VI) нами будут использованы следующие элементарные неравенства:  
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                           (1.3.6) 

 
Согласно второму неравенству в (1.3.6), с одной стороны: 
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и с другой стороны, используя сначала первое, а затем второе из 
неравенств (1.3.6), имеем 
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что доказывает (I). Для доказательства (II) рассмотрим разницу 
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iuiuixFixF );();(1log);(1log);(1log 12 . 

Положим ( ) );();(1 iuius ΔΛΔΛ−= . Из третьего неравенства (1.3.6) следует 
(II). Легко проверить, что 
 

( ) ( ) ( )

[ ]

( ) )7.3.1(,))(1log()())(1log();(

))(1log()())(1log();(

)())(1log();();(1log);(1log 13

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ΔΛ−+ΔΛ−Λ−−=

=ΔΛ−+Λ−−−=

=Λ−−−−=−+−−

∑
≤

xuuixR

xxxHixR

xxHixRixFixF

H
xu

HH

HH

H

 

где последнее равенство получается применением представления (1.2.2) 
для H−1  и разложения d

H
c
HH Λ+Λ=Λ . Теперь воспользуемся третьим 

неравенством (1.3.6) для слагаемых внутри суммы в последнем выражении 
в (1.3.7) при ( ) )()(1 uus HH ΔΛΔΛ−= , а также и левой частью (1.2.21), что даёт 

( ) )()(1log xx HH ΔΛ−≤ΔΛ− . Тогда, учитывая и то, что 1);( <ixR , получаем (III). 
(IV) следует из (II), (III) и неравенства треугольника. Наконец, (V) и (VI) 
являются результатами применения следующего, а также и четвертого из 
неравенств (1.3.6) соответственно: 
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При этом необходимо учесть также и неравенства (III) и (IV). Теорема 1.3.1 
доказана. ■ 

Отметим, что правые части неравенств (I) – (VI) ещё будут уточнены 
при их применении к непараметрическим оценкам, рассматриваемым в 
различных моделях неполных наблюдений. 

Замечание 1.3.2. В утверждении теоремы 1.3.1 говорится, что 
неравенства (I) – (VI) справедливы для произвольных субраспределений. 
На самом деле, случай непрерывности всех субраспределений здесь 
исключается, так как в этом случае имеет место (1.3.5). ■ 

Введём в рассмотрение следующие множительные функционалы от 
распределения H : 
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∏∏∏
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. 

В следующем утверждении приведены аналоги неравенств (I) – (VI) 
теоремы 1.3.1 для функционалов 3,0),)(( =Φ mxHm . 

Теорема 1.3.3. В случае произвольного распределения H  при всех 
)(HSpx∈  справедливы неравенства: 

 
(I) )())(())((0 521 xxHxH ω≤Φ−Φ≤ ; 
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(III) )())((log))((log0 313 xkxHxH ω<Φ+Φ−< ; 

(IV) )();())((log))((log 3
1
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(V) )())(())((0 331 xkxHxH ω<Φ−Φ< ; 

(VI) )();())(())(( 3
1

223 xkixxHxH
k
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ωω +<Φ−Φ ∑
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; 

(VII) )())(())((0 601 xxHxH ω<Φ−Φ≤ ; 
(VIII) )())(())(( 602 xxHxH ω<Φ−Φ ; 
(IX) )())(())((0 03 xHxHxH Δ=Φ−Φ≤ ; 

где );(2 ixω , )(3 xω  из теоремы 1.3.1 и  
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Доказательство теоремы 1.3.3. Дважды используя первое, а затем 

второе неравенство в (1.3.6) получаем (I): 
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Аналогичным образом, учитывая неравенства (II) – (VI) теоремы 1.3.1 
получаем доказательства неравенств (II) – (VI) в утверждении теоремы 
1.3.3. Далее, (VII) доказывается по тому же пути, что и (I). И наконец, 
(VIII) и (IX) следуют из следующих соотношений: 
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)())(())(())(())(( 60102 xxHxHxHxH ω<Φ−Φ≤Φ−Φ ; 

 
)()()())(())((0 03 xHxHxHxHxH Δ=−−=Φ−Φ≤ . 

 
Теорема 1.3.3 доказана. ■ 

До настоящего времени функционалы { }ℑ∈=• imiFm ;3,2,1),;(  были 
исследованы вместе и для них установлены различные неравенства. Теперь 
продолжим подробное исследование этих функционалов в отдельности при 
каждом 3,2,1=m . 

Для функционалов { }ℑ∈=• imiFm ;3,2,1),;(  справедливы равенства: 
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mx                                                        (1.3.8) 

 
Первое равенство в (1.3.8) – очевидно. С учётом (1.3.3), второе равенство 
достаточно установить при 1=m  и 3=m . Поскольку для всех ℑ×∈ Rix );( : 

1);(0 ≤≤ ixR  и кроме того 0)(lim))(1(lim =≥=−−
∞↑∞↑

xZPxH
xx

, то для 3=m  второе 

равенство (1.3.8) также верно. Заметим, что условие (1.3.2) эквивалентно 
≠•=

ℑ∈
));(( 1 iFSpГ

i
I Ø,                                                 (1.3.9) 

где { }1);(0:));(( 11 <<∈=• ixFRxiFSp . Для ( ) ℑ×∩∈ )();( HSpГix , ввиду 
монотонной неубываемости );(1 ixF  по x , можно найти число [ ) Гx ∩∞∈ ;*τ , 
такое, что имеют место неравенства 
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Поскольку ∞=Λ
∞↑

)(lim xHx
, то из (1.3.10) следует требуемое равенство при 

1=m . Более, того функционалы { }ℑ∈=• imiFm ;2,1),;(  непрерывны справа 
по x , при этом если ));(( iHDx •∈ , то 
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Следует напомнить, что функционалы { }ℑ∈•− iiF ),;(1 2  и { }ℑ∈Φ ii ,  
одинаковы по структуре и поэтому для 21 F−  справедливо представление 
(1.1.7)’. Вполне аналогично, для { }ℑ∈• iiF ),;(1  также можем записать 
представление: 

( ) ( ] ℑ×∞−∈+=− )(;);(,);();(exp);(1 111 iTixixBixBixF dc ,                      (1.3.12) 
где 
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и { }1);(0:sup)( 1 <<∈= ixFRxiT . С учётом (1.3.11) для 11 F−  вместо (1.3.12) 
можно записать также и функциональное представление: 
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Заметим, что правая часть (1.3.13) не является функционалом вида 

iΦ  по );(...,),1;( kHH •• . Однако, непрерывные составляющие );(1 iF •  и );(2 iF •  
идентичны. Кроме того, из доказательства неравенства (I) теоремы 1.3.1, а 
также из (1.3.1) для всех ( ] ( )( )( ) ℑ×•∩Τ∞−∈ iHDix H ;;);(  имеем следующую 
оценку для скачков  
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Теперь подробнее остановимся на свойствах функционалов { }ℑ∈• iiF ),;(3 . 
Отметим, что ввиду леммы 1.2.4 );(3 iF •  является непрерывным  
функционалом по );(,, iH H •ΛΛ  и );( iR • . Исследуем эти функционалы как 
функции от x : 
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(А) Пусть );(1)(),(/))(1log()( ixRxbxxHxа iH −=−Λ−−−= , )()()( xbxaxc ii ⋅= , 
ℑ∈i . Так как для всех )(HSpx∈  и ℑ∈i : 0)(,0)( ≥≥ xbxa i , следовательно 

0)( ≥xci . Из замечания 1.2.5 имеем  
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Таким образом, свойства );(3 ixF  в точке x  зависят от свойств к.ф.и );( ixΛ  и 

)(xHΛ . Из (1.3.15) нетрудно получить  и неравенства  
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В частности, когда );(3 ixF  определяется формулой (1.2.16), то из (1.3.15) 
следует, что  
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(В) Пусть H  непрерывная ф.р.. В этом случае ))(1log()( xHxH −−=Λ  и 

следовательно для любых чисел 2121 ),(, xxHSpxx <∈  и ℑ∈i  
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Последнее, в свою очередь эквивалентно неравенству 0);();( 1323 ≥− ixFixF . В 
частности, 
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т.е. ℑ×∈≥−−+ )();(,0);();( 33 HSpixixFixF  и функции );(3 ixF  и );( ixH  имеют 
скачки в одних и тех же точках. ■ 

(С) Пусть субраспределения );(),...,1;( kHH ••  не имеют общих точек 
скачка на )(HSp  (условие ')3(У ):  

{ }=•∩
ℑ∈

));(()( iHDHSp
i
I Ø.  
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Тогда для ));(()( iHDHSx •∩∈  при каждом ℑ∈i , ),();( xHixH Δ=Δ  
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0);();( 33 ≥−−+ ixFixF  и в этом случае  );(3 ixF  и )(xH  имеют скачки в одних и тех 
же точках. ■ 

(D) Пусть в );( AZ -модели )(, )()()( i
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δ  и интерес 

представляют маргинальные функции выживания рисков 
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ℑ∈i . Очевидно, в общей ситуации ),();( )( xix iΛ≠Λ  ℑ∈i . Пусть 
ℑ×∈=≤=−= RixxZPixHxxLxH i

jj );(),1,();(),,...,(1)( )(δ  и совместное 
распределение рисков { }ℑ∈iY i ,)(  таково, что имеет место условие ,)3( "У  т.е. 
для всех  ℑ×∈ Rix );( : )();( )( xix iΛ=Λ , которое  автоматически выполняется 
для независимых рисков [31]. Тогда согласно лемме 1.2.1 (см. также (1.2.1) 
и (1.2.2)) для всех ℑ×∈ Rix );( : ),;()( 2

)( ixFxF i =  т.е. функционал );(2 ixF  может 
быть использован  для оценивания )()( xF i .  
Однако, ввиду теоремы 1.3.1 для этой же цели могут быть использованы 
также и функционалы );(1 ixF  и );(3 ixF  так как при условии близости к нулю 

);( iuΔΛ  и )(uHΛ  для всех ( ] Rxxiu ∈ℑ×∞−∈ ,;);( , );();( 2 ixFixFm ≈ , 3,1=m . 
Отметим, что для эмпирических аналогов к.ф.и. эти скачки имеют порядок 

)( 1−Ο n . В случае независимости рисков { }ℑ∈iY i ,)(  легко получит выражения 
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                  (1.3.17) 

 
Более того, если { }ℑ∈• iiH ),;(  непрерывны, то для всех 3,2,1=m ; 

);()()( ixFxF m
i = , ℑ×∈ Rix );( , что ещё раз подтверждает актуальность 

исследования и использования трех классов функционалов. ■ 
Задаче оценивания различных биометрических функционалов в МКР 

посвящены работы [112,122,123,125-127,152,239,240,318,319,], среди 
которых особо выделим цикл работ Бюрка, Чёрге и Хорват [122,123,125-
127,152], где исследуются асимптотические свойства оценок типа Каплана-
Мейера и Альтшулера-Бреслоу. При этом основным методом исследования 
в этих работах является метод сильной аппроксимации Комлоша-Майора-
Тушнади, адаптированный специально для );( AZ -модели (см. теоремы А и 
М из § 1.9 монографии). Однако, в этих работах не велись исследования 
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функциональных свойств оценок. В данной книге наряду с исследованием 
трех классов функционалов и их статистических оценок в );( AZ -модели, 
рассмотрены также и задачи ЛАН для СОП. Аналогичные задачи 
рассмотрены также и в более общих моделях неполных наблюдений 
включающих в себя и );( AZ -модель. При этом используются методы 
сильной аппроксимации, мартингалов, а также U -статистик. Следует 
отметить, что некоторые авторы рассматривают модель случайного 
цензурирования справа как частный случай МКР при 2=k  и 
независимости рисков. Однако мы не будем придерживаться такой точки 
зрения, так как в МКР интерес представляют все с.в. { }ℑ∈iY i ,)(  (или 
события { }ℑ∈iA i ,)( ), тогда как при случайном цензурировании справа одна 
из с.в., скажем )1(Y  представляет интерес, а с.в. )2(Y  считается мешающей. 
Вводимая в данной монографии обобщённая модель включает в себя не 
только модель случайного цензурирования справа, но и с двух сторон, а 
также и );( AZ -модель (следовательно и МКР). 

Теперь остановимся на одном важном частном случае );( AZ -модели, 
а именно МПИ, относящейся к числу информативных моделей [102]. 

Определение 1.3.4 [31]. Модель );( AZ  называется МПИ, если для 
всех ℑ×∈ Rix );( : 

)();( )( xHpixH i= ,                                        (1.3.19) 
где ℑ∈∈= iAPp ii ),1,0()( )()(  и 1... )()1( =++ kpp . ■ 
Заметим, что из (1.3.19) следует равенство 
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В МПИ функционалы { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  могут быть представлены как 
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(см. также (1.2.16)). Заметим, что представления (1.3.20) и (1.3.21) следуют 
из независимости с.в. Z  и событий { }ℑ∈iA i ,)( . В работе автора [31] 
установлено, что если H -непрерывная ф.р., то верно и обратное, т.е. из 
(1.3.20) следует и независимость. Это свойство и характеризует МПИ. 
Очевидно, в случае непрерывности ф.р. H  
 

[ ] ℑ×∈=−=−=− RixmxHxFixF
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Таким образом справедлива 
Лемма 1.3.5. [31]. Если H -непрерывная ф.р., то равенства (1.3.22) и 

(1.3.19) эквивалентны. ■ 
По представлению (1.3.22) автором [31] была введена и исследована 

новая статистика в МПИ (см. [147-151] и обзоры в них). МПИ является 
полезной параметрической - непараметрической моделью неполных 
данных [147], обладающей также и интересными парадоксальными 
свойствами (подробнее см. [151]).  

Пример 1.3.6. Пусть 2,)2()1( =∧= kYYZ , где )1(Y  и )2(Y  независимы и 
при 2,1=i : 

⎩
⎨
⎧

>≥−−
<

=≤=
.0,0),exp(1

,0,0
)()( )()(

ii

ii

xx
x

xYPxF
λλ  

 
Тогда в (1.3.22), )( 21

)( λλλ += i
ip , 2,1=i . ■ 

В настоящей монографии будут рассмотрены также и некоторые 
разновидности и обобщения моделей. Построение и исследование 
параметрических–непараметрических оценок функционалов 
{ }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  в таких информативных моделях неполных данных 
также составляет часть исследований данной книги. До настоящего 
момента нами в основном были приведены представления и свойства 
оцениваемых функционалов трёх типов в модели );( AZ , являющейся 
аналогом МКР. Далее рассмотрим аналогичные вопросы, когда и с.в. Z  и 
события { }ℑ∈iA i ,)(  подвергаются случайному цензурированию (с одной 
стороны или с двух сторон). 

II. Модель (Z∧Y;B). Пусть в модели );( AZ  совокупность 
{ })()1( ,...,; kAAZ  подвергается случайному цензурированию справа, 
независящей от Z  с.в-ой Y  с непрерывной справа ф.р. 

RyyYPyG ∈≤= ),()( . Наблюдению доступна совокупность 
},...,,;{ )()1()0( kBBBYZ ∧ , где { })()(:)0( ωωω ZYB <=  и { })()(:)()( ωωω YZAB ii ≤∩= , 

ℑ∈i . С учётом свойств событий { }ℑ∈iA i ,)(  легко видеть, что события 
},...,,{ )()1()0( kBBB -также попарно несовместны (или хотя бы 

ℑ∈≠=∩ jijiBBP ji ,;,0)( )()( ) и 1)( =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

ℑ∈

i

i
BP U . Обозначим эту модель через 

);( BYZ ∧ . В ней и с.в. Y  и ф.р. G  считаются мешающими. Интерес 
представляют с.в. Z , события { }ℑ∈iA i ,)(  и рассматривается задача 
оценивания функционалов { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  по выборке 

( ){ }njS Tk
jjjj

n ,..,1,,...,,; )()1()0()(
1 =ΔΔΔ= ξ , где jjj YZ ∧=ξ , ℑ∈=Δ iBI i

j
i
j ),( )()(  и 

}1,,...,,;;{ )()1()0( ≥jBBBYZ k
jjjjj  - последовательность независимых и одинаково 

распределенных копий совокупности },...,,;{ )()1()0( kBBBYZ ∧ . Из-за 
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присутствия цензурирования нам необходимо найти представления для 
оцениваемых функционалов { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  в данной модели. В 
связи с этим введём субраспределения 

 
);();( )(i

jj BxPixM ≤= ξ ,  ℑ×∈ Rix );( , 
где 

( ]
∫
∞−

−=<≤=
x

jjj udGuHZYxYPxM
;

)())(1();()0;( , 

 

( ]
∫
∞−

−−=∧≤=
x

i
jjj iudHuGAxYZPixM

;

)( );())(1();();( , ℑ∈i . 

 
Далее, так как RxxHxGxPxN j ∈−−−=≤= )),(1))((1(1)()( ξ , то к.ф.и. );( ixΛ , 

ℑ∈i  могут быть представлены как 
 

( ]
∫
∞− −−

=Λ
x uN

iudMix
; )(1

);();( , ℑ×∈ Rix );( .                          (1.3.23) 

 
в данной модели );( BYZ ∧  будем предполагать выполненным следующий 
аналог условия (1.3.2): 

≠
ℑ∈

)(i
G

i
ГI Ø,                                            (1.3.24) 

где { } ℑ∈∞<Λ<∈= iixRxГ i
G ,);(0:)( , при этом для ℑ∈i , );( ixΛ  

определяются формулами (1.3.23) и для 0=i  и )0(
GГx∈ : 

 

( ] ( ] ( ]
∫∫∫
∞−∞−∞−

ΛΔΛ−Λ=
−−−−

−
=

−−
=Λ

x
GHG

xx

udux
uHuG

udGuH
uN

udMx
;;;

)()()(
))(1))((1(

)())(1(
)(1
)0;()0;(    (1.3.25) 

 
- к.ф.и., соответствующая )0;(xM . Очевидно 

                                  
RxxNixMxM

k

i
∈=+∑

=

),();()0;(
1

.                             (1.3.26) 

Легко заметить, что равенство (1.3.26) следует также из формулы (1.2.10) – 
интегрирования по частям для интеграла Лебега – Стильтеса при 

)(1)(1 uGuQ −= , )(1)(2 uHuQ −=  и −∞=a . Следует отметить, что функционалы 
{ }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  в данной модели будут представлены через к.ф.и. 
{ );( i•Λ , ℑ∈i }, используя формулы (1.3.23). Утверждения из § 1.2, а 
следовательно и из предыдущего пункта I настоящего параграфа остаются 
в силе. При этом следует лишь помнить, что при )(NSpx∈ : 
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Функционалы { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  в данной модели );( BYZ ∧  могут быть 
представлены следующими тремя формулами при ℑ×∈ )();( NSpix : 
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2 ,                 (1.3.27) 

 
[ ] );(

3 )(1);(1 ixRxNixF −−=− ,                                                 
 

где ℑ∈
Λ
Λ

= i
x
ixixR

N

,
)(
);();( . В рассматриваемой модели при оценивании 

функционалов { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  в качестве мешающих выступают 
функционалы { }3,2,1),0;( =• mFm , соответственно, определяемые формулами, 
аналогичными (1.3.27), где вместо { );( ixM ; ℑ∈i } будет присутствовать 

)0;(xM . При этом, в частности, если H -непрерывная ф.р., то )()0;( xx GΛ=Λ  и 
тогда все три функционала { }3,2,1),0;( =• mFm  будут зависеть только от GΛ . 
Если же вдобавок и G -непрерывная ф.р., тогда ))(1log()( xGxG −−=Λ  и при 
всех 3,2,1=m : RxxGxFm ∈≡ ),()0;( . ■ 

Замечание 1.3.7. Легко видеть, что рассматриваемая модель 
);( BYZ ∧  включает в себя модели случайного цензурирования справа и 

конкурирующих рисков (т.е. );( AZ -модель), получаемые соответственно 
при ( )Ω== )1(1 Ak  и 1)( =+∞=YP . ■ 
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Замечание 1.3.8. В модели );( BYZ ∧  также можно ввести МПИ, 
полагая (см. (1.3.19)) 

)(~);( )( xNpixM i= ,     ℑ×∈ Rix );( ,                                         (1.3.28) 
 

где ℑ∈∈= iBPp ii ),1,0()(~ )()(  и 1~...~~ )()1()0( =+++ kppp . В частности, если ф.р. N  
и G  непрерывны, то (1.3.28) равносильно (согласно лемме 1.3.5) 
представлению функционалов в следующем виде для всех 3,2,1=m : 
 

[ ] )(~
)(1);(1

ip
m xNixF −=− ,    ℑ×∈ Rix );( . 

 

В свою очередь, это равенство является необходимым и достаточным 
условием для независимости jξ  и 1,)( ≥Δ ji

j . ■ 
Таким образом, представления (1.3.27) для функционалов 

{ }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  являются ключевыми для построения 
непараметрических оценок для них в модели );( BYZ ∧ . 

III. Модель (Z∨L;C). Теперь рассмотрим случай, когда пары 
{ }ℑ∈iAZ i ),;( )(  модели );( AZ  подвергаются случайному цензурированию 
слева с.в-ой L  с непрерывной справа ф.р. RssLPsK ∈≤= ),()( . При этом Z  
и L  независимы. Наблюдению доступна совокупность },...,,;{ )()1()0( kCCCLZ ∨ , 
где { })()(:)0( ωωω LZC <=  и { })()(:)()( ωωω ZLAC ii ≤∩= , ℑ∈i . При этом 

1)( =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

ℑ∈

i

i
CP U  и =

≠

)()( j

ji

i CC I Ø, ℑ∈ji,  (или хотя бы 0)( )()( =∩ ji CCP , ℑ∈ji, ). В 

данной модели также интерес представляют с.в. Z  и события { }ℑ∈iA i ,)( , а 
с.в. L  и её ф.р. K  считаются мешающими. Наблюдается выборка 

( ){ }njS Tk
jjjj

n ,...,1,,...,,; )()1()0()(
2 == εεεη , где jjj LZ ∨=η , ( ) ℑ∈= iCI i

j
i

j ,)()(ε  и 
}1,,...,,;;{ )()1()0( ≥jCCCLZ k

jjjjj -последовательность независимых и одинаково 
распределенных копий совокупности },...,,;;{ )()1()0( kCCCLZ . Поскольку для 
нас интерес представляют функционалы { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm , то с целью 
построения для них непараметрических оценок найдём соответствующие 
представления в данной модели );( CLZ ∨ . Введём вспомогательные 
распределения: RxxHxKxPxB j ∈=≤= ),()()()( η , - ф.р. с.в. jη , 
cубраспределения, определяемые равенствами ),();( )(i

j CxPixQ ≤= η , 
ℑ×∈ Rix );( . Здесь  

=≤<= ),()0;( xLLZPxQ
( ]

RxudKuH
x

∈−∫
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,)()(
;

, 

и для всех ℑ×∈ Rix );( :  

( ]
∫
∞−

=≤≤=
x

i iudHuKAxZLPixQ
;

)( );()();();( . 

Как и в пункте II (см. (1.3.26)) согласно формуле (1.2.10) (естественно, 
предполагая ≠•∩ ℑ∈ ));(( iQSpi Ø), имеем  
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. 

Данная модель характерна и тем, что нам приходится иметь дело с 
усеченными слева версиями к.ф.и. { }ℑ∈•Λ ii);;( , а следовательно и 
функционалов { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm . Выберем число );( HKττ =  из 
условий: 
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где { } ℑ∈∞<Λ<∈= iixRxГ i
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в данной модели рассмотрим следующие усеченные версии функционалов 
при [ ) ℑ×∩∞∈ ))(;();( HSpix τ : 
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где [ ]
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Отметим ещё одну, на наш взгляд существенную особенность 
данной модели. Вероятность 

)())(1)(( ZuLPuHuK ≤≤=−−                                             (1.3.32) 
не является монотонной функцией по Ru ∈ . Поэтому, правая часть 
представления для к.ф.и. { }ℑ∈•Λ ii);;(  (т.е. (1.3.30)) в данной модели может 
и не обладать свойствами функционалов { }ℑ∈• iiL );;(  из § 1.2. Заметим, что 
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структуры оценок функционалов (1.3.31) существенно зависят от вида 
оценок для вероятности (1.3.32). В этой связи следует различать 
следующие два случая: а) Пусть вместо выборки )(

2
nS  наблюдается более 

богатая выборка )(
2

~ nS , в которой параллельно с jη  наблюдается и jL : 
( ){ }njLS k

jjjjj
n ,...,1,,...,,;;~ )()1()0()(

2 == εεεη . Тогда вероятность (1.3.32) можно 
оценить либо следующей эмпирической функцией 

∑
=

≤≤
n

j
jj ZuLI

n 1
)(1 ,                                              (1.3.33) 

либо, используя представление 
)0;()()())(1)(( uQuBuKuHuK Δ−−−=−− ,                              (1.3.34) 

в правую часть которого входят функции, допускающие обычное 
эмпирическое оценивание по выборке )(

2
~ nS . Представление (1.3.34) следует 

из формулы );( iuQ  и равенства )()()()()();(
0

uBuHuKuKuHiuQ
k

i
Δ=Δ+Δ−=Δ∑

=

.  

б) В общей ситуации, когда наблюдаема лишь выборка )(
2

~ nS , ф.р. )(uK  
будет мешающей и вероятность (1.3.32) можно будет оценивать по 
формуле (1.3.34). При этом функции )(uB  и );( iuQΔ  допускают 
эмпирическое оценивание, однако ф.р. )(uK  может быть оценена с 
использованием следующих функционалов (аналогов (1.3.31)) при τ≥x : 
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где,  
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В частности, если )(xK  дискретная ф.р., то оценку для неё можно 
построить по )0;(2 xF τ . В случае же непрерывного распределения )(xK , для 
этих целей можно использовать )0;(1 xF τ  и )0;(3 xF τ . Нетрудно убедится в том, 
что если ))(1)(( −− xHxK  и { }ℑ∈Λ iix );;(  непрерывные функции для всех 

τ≥x , то );();();( 321 ixFixFixF τττ ≡≡  для всех [ ) ℑ×∞∈ ;);( τix . Вполне 
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аналогично, если для всех τ≥x  функции )(xK  и )(xH  непрерывны, то 
)0;()0;()0;( 321 xFxFxF τττ ≡≡ , τ≥x . 

IV. Модель (L∨ (Z∧Y);D). Рассмотрим более общую модель, в 
которой интересующая нас с.в. Z  с ф.р. H  и события { }ℑ∈iA i ,)(  
подвергаются случайному цензурированию справа и слева с.в-нами Y  и L  
соответственно с ф.р. G  и K . Все распределения считаются непрерывными 
справа. Предполагается также, что с.в.-ны { }LYZ ,,  независимы в 
совокупности. В данной модели наблюдается выборка 

( ){ }njS Tk
jjjj

n ,...,1,,...,,; )()1()0()(
3 == χχχζ , где )( jjjj YZL ∧∨=ζ ,  ℑ∈= iDI i

j
i

j ),( )()(χ ,  
{ } { })()()(:)()()(:)0( ωωωωωωωω jjjjjjj ZYLLYZD <≤∪<∧= , { })()()(:)()( ωωωω jjj

i
j

i
j YZLAD ≤≤∩= , 

ℑ∈i  и }1,,...,,;;;{ )()1()0( ≥jDDDYLZ k
jjjjjj -последовательность независимых и 

одинаково распределенных копий совокупности },...,,;;;{ )()1()0( kDDDYLZ , где 
{ } { })()()(:)()()(:)0( ωωωωωωωω ZYLLYZD <≤∪<∧= , { })()()(:)()( ωωωω YZLAD ii ≤≤∩= , 

ℑ∈i . Таким образом, в данной модели интерес представляют c.в. Z  и 
события };{ )( ℑ∈iA i , а с.в-ны Y  и L  c ф.р. G  и K  соответственно считаются 
мешающими. Легко видеть, что события { }ℑ∈iD i ;)(  также обладают 
свойствами событий };{ )( ℑ∈iA i . Рассматриваемая модель является 
обобщением моделей );( BYZ ∧  и );( CLZ ∨ , получаемых соответственно при 

1)( =−∞=LP  и 1)( =+∞=YP . Легко видеть, что с.в. )( YZL ∧∨=ζ  имеет ф.р. 
)))(1())(1(1()()()( xHxGxKxPxE −⋅−−⋅=≤= ζ . В этой модели пары );( )(i

jj AZ  
наблюдаемы лишь в случае ℑ∈= ii

j ,1)(χ . Учитывая это обстоятельство 
введём вспомогательные субраспределения: ,),0;()0;()0;( 21 RxxTxTxT ∈+=  где  
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 а также для всех ℑ×∈ Rix );( : 
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Используя формулы (1.2.10) и (1.2.10)’ получаем 
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( ]
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т.e. требуемое свойство субраспределений имеет место. В данной модели 
представления для усеченных слева версий к.ф.и. имеют вид: 
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Здесь число ),,( HGKττ =  удовлетворяет условиям:  
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                             (1.3.38) 

где )),(1))((1(1)( xHxGx −−−=γ  { } ,,);(0:)(
,, ℑ∈∞<Λ<∈=Γ iixRxi

GK ττ  
{ }∞<Λ<∈=Γ )0;(0: 1

)0(
,, xRxGK ττ . Легко видеть, что в представлении )0;(1 xτΛ  

функции  )0;(1 xT  и )(xE  допускают эмпирическое оценивание. В 
представлении );( ixτΛ  функции );( ixT  также оцениваются эмпирически. 
Однако, вероятность )()( YZuLPuq ∧≤≤=  допускает различные оценки. Как 
и в предыдущем пункте рассмотрим два случая: (А) Наблюдается 
следующая более богатая выборка, чем )(

3
nS : 

( ){ }njLS k
jjjjj

n ,...,1,,...,,;;~ )()1()0()(
3 == χχχζ , где наряду с jζ  одновременно 

наблюдаются и jL . Тогда вероятность )(uq  можно оценить эмпирической 
функцией    

∑
=

=∧≤≤
n

j
njjj uqYZuLI

n 1
)(€)(1 .                                 (1.3.39) 

Однако, есть и другой способ оценки рассматриваемой вероятности, 
основанный  на следующее, легко проверяемое равенство: =∧≤≤ )( YZuLP  

)()()()())(1()( uuKuEuKuuK γγ Δ+−=−−⋅= . Так как +Δ+Δ=Δ )0;()0;()( 21 uTuTuE  

)()()0;()0;( 1
1

uuKuTuT
k

i
γΔ+Δ=Δ+∑

=

, следовательно,  

)0;()()()( 1 uTuEuKYZuLP Δ−−+=∧≤≤ .                 (1.3.40) 
Все функции, входящие в правую часть равенства (1.3.40) могут быть 
оценены      
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эмпирическими функциями по выборке )(
3

~ nS  (см. § 1.4). (В) Представление 
(1.3.40) может быть использовано при оценивании той же вероятности и по 
выборке )(

3
nS . Разница с предыдущим случаем будет лишь в том, что ф.р. 

)(uK  теперь невозможно оценить эмпирически. Для этой цели могут быть 
использованы следующие аналоги функционалов (1.3.34) при τ≥x : 
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где ]1;0[)(/)0;()( *

1 ∈ΛΛ= xxxd Eτ ; 
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Правые части функционалов (1.3.41) могут быть оценены по выборке )(

3
nS . 

Теперь введем представления функционалов от  к.ф.и. );( ixτΛ  следующими 
формулами при [ )( ) :)(;);( ℑ×∩∞∈ γτ Spix   
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В функционалах (1.3.42) вероятность (1.3.40) (а следовательно и );( ixτΛ  
можно будет оценить двумя способами, как это было отмечено в пунктах 
(А) и (В) соответственно по выборкам )(

3
~ nS  и )(

3
nS .  
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В заключении настоящего параграфа сделаем несколько замечаний 
общего характера: 

а) Непараметрические оценки для функционалов, определенных в 
различных моделях цензурирования будут построены в § 1.4. ■ 

б) До сих пор нами были рассмотрены модели однородного  
цензурирования, когда интересующие нас с.в.-ны были одинаково 
распределенными. Некоторые обобщения на случай неоднородного  
цензурирования с исследованием  свойств оценок  приведены  в § 2.2. ■ 

с) Аналогичные результаты для моделей пропорциональных  
интенсивностей, а также многомерного цензурирования  приведены в § § 
3.2.и 2.4 соответственно. ■ 

д) Если вероятность (1.3.40) и { }ℑ∈•Λ ii),;(τ  непрерывные функции  
для всех τ≥x , то функционалы (1.3.42) становятся идентичными. Вполне 
аналогично, если таковыми являются ф.р. GK ,  и H , то совпадают и 
функционалы  (1.3.41). ■ 

е) Отметим, что если базовая );( AZ -модель есть МКР с )(i

i
YZ

ℑ∈
∧=  и 

{ } ℑ∈== iYZA ii ,)()(: )()( ωωω , где с.в. { }ℑ∈iY i ,)(  могут быть зависимыми и 
удовлетворяют условию ( )"3У  настоящего параграфа, т.e. для всех 

ℑ×∈ Rix );( : 
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)(
)(; ,                                     (1.3.43) 

 
то доказанные все свойства функционалов { }3,2,1;),;( =ℑ∈• miiFm  остаются 
в силе. Более того, аналог условия (1.3.43) можно ввести и в общей 

));(( DYZL ∧∨ -модели, отказавшись от условия независимости с.в. 
{ }ℑ∈iYL i ,, )(  и рассмотрев следующее равенство для всех [ ) :;);( ℑ×∞∈ τix  
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Ряд свойств оценок рассматриваемых трёх классов функционалов остаются 
в силе и при зависимой модели с условием (1.3.44). ■ 

к) В настоящей книге будет рассмотрена ещё одна разновидность 
зависимой ));(( DYZL ∧∨ -модели, в которой с.в. { }YZL ,,  будут 
независимыми в совокупности при заданном векторе ковариат ),...,( 1 pVVV = . 
Специальный случай такой модели, т.е. модель Кокса рассматривается           
в § 1.6. ■ 
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§ 1.4. Построение непараметрических оценок для базовых 
функционалов по неполным выборкам 

 
В настоящем параграфе нами будут построены  непараметрические 

оценки для функционалов, введённых в § 1.2. При этом будут 
использованы представления для них, введенные в § 1.3 в различных 
моделях неполных данных. 
 I. Модель (Z;A). Рассмотрим следующие функционалы из § 1.3, при ℑ∈i : 
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эмпирические оценки )(xH  и ),;( ixH  построенные по выборке )(
0

nS . 
Методом подстановки оценим и функционалы (1.4.1): 
 

( )[ ] ,11);(

)),;(1(1);(

)),;(exp(1));(exp(1);(

);(
3

2

1

ixR
n

xu
nn

n
xu

nn

nxHixF

iuixF

ixiuixF

−−−=

ΔΛ−−=

Λ−−=ΔΛ−−=

∏

∏

≤

≤

                      (1.4.2) 

 
где  
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ixixR
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n Λ
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];( )(1
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x n

n
n uH

iudHix , -оценки для 

),;( ixR  )(xHΛ  и );( ixΛ  соответственно. 
Следует отметить, что экспоненциальная оценка );(1 ixF n  является 

обобщенным аналогом оценки Альтшулера-Бреслоу [106,117] в модели 
);( AZ . Эта оценка в непараметрической теории оценивания по неполным 

данным была использована в качестве вспомогательной при исследовании 
известной оценки Каплана-Мейера [228], которая представляет собой 
специальный случай оценки  );(2 ixF n . В свою очередь, обе эти оценки в 
модели );( AZ  довольно подробно были исследованы в работах [125, 126, 
152, 153, 212]. Имеется огромное количество работ, среди которых следует 
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отметить [118,126,149,152,177-179,193,249,282], где множительная оценка 
nF2  (или некоторые её модификации) в специальной модели случайного 

цензурирования справа исследованы в основном  с асимптотической точки 
зрения. Отметим, что при довольно общих условиях обе оценки являются 
равномерно строго состоятельными и при соответствующих нормировках 
асимптотически гауссовыми с одним и тем же предельным законом. 
Оценка же nF3 );( ix  впервые предложена автором настоящей монографии. 
Эта оценка также  асимптотически эквивалентна первым двум. Однако, 
она обладает и некоторыми преимуществами по сравнению с 
предыдущими двумя. Поскольку оценки { }3,2,1, =mFmn  являются 
специальными случаями функционалов (1.4.1), то для них справедливы ряд 
утверждений, доказанные в § 1.3. В частности, из теоремы 1.3.1 получаем 
утверждение, очень полезное для сравнения оценок (1.4.1). Сперва 
заметим, что 
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Пусть ( ) { }.,,max 1 nn ZZZ K=  
Теорема 1.4.1. При ( ) ( )( ) ℑ×∞−∈ nZix ;;  неравенства (I)-(VI) из §1.3 

остаются справедливыми, если функционалы ( ){ }3,2,1,; =mixFm  
заменить на их оценки (1.4.1), а функционалы ( ) ( ){ }xkixk 3;2,1,; ωω =  на 

( )xnϕ , где  
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.. −
Η−= xnOx n
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nϕ .                                           (1.4.4) 
Доказательство теоремы 1.4.1. Нам остаётся лишь показать, что 

при каждом ( ) :nZx <  
( ) ( ){ } ( ),;2,1,;,max 3 xikixx nkn ϕωω ≤ℑ∈=                                 (1.4.5) 

где knω -оценки для kω , получаемые  заменой  H  и );( iH •  на их оценки. 
Легко установить, что согласно (1.4.3):  
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этим и завершается доказательство теоремы 1.4.1. ■ 
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Из только, что доказанный теоремы следует «грубая» 
асимптотическая эквивалентность трёх оценок. Однако, согласно 
неравенствам (I) и (V) при конечном объёме выборки n  справедливы также 
и следующие интересные соотношения: ( ) ( ) ( ) ( ).;;;;; 1213 ixFixFixFixF nnnn ≥>  
Следует отметить, что оценки nF1  и nF2  (согласно лемме 2 в [192]), а также 

nF3  (согласно лемме 1.2.4) являются непрерывными функционалами от 
эмпирических оценок. Далее, наряду с оценкой nF3   рассмотрим также и 
следующую её модификацию:  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) .;,11; ;
3 ℑ×∈−−=+ RixxHixF ixR

nn
n .                           (1.4.6) 

Согласно четвёртому неравенству (1.3.6), формуле Тейлора и 
первому  из равенств (1.4.3) для ( ) ( )( ) ℑ×∞−∈ nZix ;;  справедлива оценка  
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где ( ) ( ) ( )[ ].1;1 −−−∈ xHxHx nnnθ  ■ 
С учётом этой близости оценок +

nF3  и nF3  в дальнейшем будем иметь дело с 
одной из них. Через +

nF3  обозначим  функционал (аналог 3nF ), получаемый 
из F3 заменой H(x-) на H(x). Теперь остановимся на одном из важных 
преимуществ оценки +

nF3 . При помощи трех классов оценок образуем 
следующие множительные оценки: 
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где функционалы Фm, m=0,1,2 были исследованы в § 1.2. Аналогично 
теореме 1.4.1, ввиду теоремы 1.3.3 легко установить соответствующие 
оценки и для функционалов (1.4.8). Однако, мы покажем достоинства +

nF3  
при произвольном объёме выборки n . Рассмотрение множительных 
оценок (1.4.8) представляет интерес, если функционалы 

( ){ }ℑ∈=− imixFm ;3,2,1;;1 , например, могут быть истолкованы в качестве  
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ВеБР k  независимо испытываемых объектов (подсистем). Тогда 

( )( ) ( )( ) ( )∏
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+ −=−=
k

i
о xHixFxHФ

1
3 1;1  более подходит в качестве ВеБР некоего 

основного объекта (системы), чем функционалы  
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с
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1 1
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С другой стороны, в случае непрерывности всех субраспределений 

( ){ }ℑ∈• iiH ,;   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ),121 xHxHФxHФxHФо −===  т.е. оФ  остается прежним. 
Однако, в этом случае, согласно (1.4.8) ( )( ) ( )хНхНФ пп −≠ 11  и 

( )( ) ( )хНхНФ пп −≠ 12 , т.е. только оценка +
nF3   остаётся отвечающей модели 

(Z;A) ввиду свойства идентифицируемости функционала +
nF3 (x;i) с 

рассматриваемой моделью. Поскольку встречающиеся в испытаниях на 
выживаемость распределения в основном являются непрерывными, то 
целесообразно использование 1- +

nF3  в качестве оценки для ВеБР. С другой 
стороны, множительная оценка F2n определяется через скачки к.ф.и. ( )i;•Λ  
и поэтому она подходящая оценка для случая дискретных распределений. 
Отметим ещё одно достоинство +

nF3 . Пусть ( )
( )i
пδ  индикатор, 

соответствующий Z(n). Нетрудно заметить, что 
( )( ) ( )( ) 1;;,1; 21 =ℑ∈∀< iZFiiZF nnnn   или 0 в зависимости от того, ( )

( )i
пδ =1 или 

( )
( )i
пδ =0. Однако, ( )( ) .,1;3 ℑ∈∀=+ iiZF nn   

В приложении 1 к данной книге приведены численные примеры, 
иллюстрирующие достоинства оценки +

nF3 . Как нами было отмечено в § 1.3 
модель (Z;A) и функционалы ( ){ }ℑ∈=• imiFm ;3,2,1,;  являются базовыми и 
далее они будут использованы при построении и исследовании более 
сложных по структуре оценок, чем рассмотренные здесь. При этом чаще 
всего будут рассмотрены множительные и степенные оценки. Стоит 
отметить, что в МПИ (см. определение 1.3.4) могут быть рассмотрены 
функционалы (1.3.21) и соответствующие им оценки. Такие оценки будут 
исследованы в § 2.7 главы 2. ■ 

II. Модель (Z∧Y;B). Как следует из описания этой модели (§1.3), 
при наличии мешающего распределения G, для функционалов (1.4.1) 
имеют место представления (1.3.27). Тогда аналогами оценок (1.4.2) 
являются  



 81

( ) ( )
( ) ( )( ),;exp1

1
;exp1;1 ix

uN
iuMixF n

xu n

n
n Λ−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

Δ
−−= ∏

≤  
 

( ) ( )
( ) ( )( )∏ ∏

≤ ≤

ΛΔ−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

Δ
−−=

xu xu
n

n

n
n iu

uN
iuMixF ,;11

1
;11;2                               (1.4.9) 

 
( ) ( )[ ] ( )ixR

nn
nxNixF ;

3 11; −−−= ,                ( ) ( )[ ] ( )ixR
nn

nxNixF ;
3 11; −−=+ , 

 
где 

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

=≤=
n

j

k

i
njn ixMxI

n
xN

1 0
;1 ξ , 

 

( ) ( )( ) ( )∑ ∑
= =

ℑ∈=Δ≤=∧≤=
n

j

k

i

i
jj

i
jjjn ixAxYZI

n
ixM

1 0
,1,;1; ξ , 

 

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

=Δ≤=<≤=
n

j

k

i

o
jjjjjn xZYxYI

n
oxM

1 0
,1,,1; ξ  

 

( ) ( )
( )( ]

∫
∞−

ℑ∈
−−

=Λ
x n

n
n i

uN
iudMix

;

,
1

;; , ( ) ( )
( )x

ixixR
n

n
n Λ

Λ
=

;; , ( ) ( )
( )( ]

∫
∞− −−

=Λ
x n

n
n uN

udNx
; 1

, 

 
оценки, построенные по выборки ( )nS1 . Легко видеть, что по структуре 
оценки (1.4.9) в (Z∧Y;B)- модели аналогичны оценкам (1.4.2) в (Z;A)-
модели. При их исследовании приходиться учесть наличие мешающей с.в. 
Y и ф.р.G. B частности, имеет место аналог теоремы 1.4.1 и соотношения 
(1.4.7), с той лишь разницей, что вместо э.ф.р. Hn(x) в этих соотношениях 
будет находится э.ф.р. Nn(x) и ( ) i

ni
nnx ξξξ

,1
)(,

=
∨=< . Экспоненциальные и 

множительные оценки довольно подробно исследованы в МКР и при 
случайном цензурировании справа. Модель (Z∧Y;B) включает в себя обе 
эти модели и результаты аппроксимации из [149] в § 2.3 будут доказаны и 
для оценок (1.4.9). При этом отметим, что оценки (1.4.9) в целом обладают 
всеми теми свойствами, что и их аналоги в (Z;A)-модели и в частности, 
степенные оценки сохраняют свои достоинства перед двумя остальными. 
Оценки для ф.р. G могут быть построены при помощи функционалов 
{Fm(x;o),m=1,2,3}. Если в частности, ф.р. Н и G непрерывны, то для этих 
целей более подходящим является функционал F3(x;o), так как он 
идентифицируем с (Z∧Y;B)-моделью и F3(x;o)=1-G(x), x R∈ . ■ 

Теперь рассмотрим более общую модель, включающую в себя 
(Z∧ Y;B)- и (Z∨L;G)-модели. 
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III. Модель (L∨(Z∧ Y);D). В этой модели основная задача состоит в 
оценивании функционалов (1.3.42) по выборке ( )nS3  (или ( )nS3

~ ). Сначала 
оценим субраспределения ( ){ }ℑ∈iixT ,;  по выборке ( )nS3  эмпирическими 
функциями ( ){ }ℑ∈iixTn ,; , где  
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n
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оценивания к.ф.и. (1.3.37) рассмотрим два случая:  
а) Наблюдению доступна выборка ( )nS3

~ . Тогда вероятность 
( ) ( )YZuLPuq ∧≤≤=  можно оценить оценкой (1.3.29) или же по формуле 

(1.3.40) через ( ) ( ) ( ) ( )ouTuEuKuq nn
э
n

э
n ;1Δ−−−= , где  ( ) ( )∑
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j
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э
n uLI

n
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Далее в наших исследованиях непараметрических оценок функционалов 
более предпочтительной является оценка э

nq . Через );(~ ixnτΛ  обозначим 
оценку для к.ф.и. по выборке ( )nS3

~ , где )(uq  оценивается через )(uqэ
n : 

 
ℑ∈=Λ ∫ i

uq
iudTix

x
э
n

n
n ,

)(
);();(~

];[τ
τ .                                     (1.4.10) 

 
Тогда функционалы (1.3.42) оцениваются соответственно через: 
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где  
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б) Теперь рассмотрим более общую ситуацию, когда наблюдается выборка 

)(
3

nS . Согласно (1.3.40)  к.ф.и. );( ixτΛ  оценим статистикой  
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где )0;()()()( 1 xTxExKxq nnmnmn Δ−−−=  и )(xK mn  оценка для ф.р. )(xK , 
построенная с использованием функционалов (1.3.41) (при 2=m  оценка 
модифицирована): 
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являются соответственно: 
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где ;3,2,1=m [ ) ℑ×∞∈ ;);( τix  и 
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Замечание 1.4.2. 1) Формулами (1.4.13) предложены по три оценок к 

каждому из функционалов (1.3.42). Поскольку ф.р. K  в рассматриваемой 
модели присутствует в качестве мешающего распределения, то для нее мы 
будем использовать далее только оценку nK1 , так как она относительно 
легко исследуема. Следовательно, из совокупности оценок (1.4.13) будут 
использованы только те, которые соответствуют случаю 1=m . Далее в 
главе 2 мы их обозначим без верхнего индекса, как 
{ }ℑ∈= imixF nm ;3,2,1),;(τ . ■ 

Замечание 1.4.3. При исследовании непараметрических оценок 
(1.4.13) могут быть требованы условия непрерывности ф.р. K  и E  (§ 2.1). 
В этих условиях 0)0;()( 1 ≡Δ=Δ xTxE  и следовательно в оценках вероятности 

)(xq  можно отбросить слагаемые )(xEnΔ  и )0;(1 xT nΔ , которые согласно УЗБЧ 
при ∞→n  стремятся к нулю п.н.. Однако в этих случаях всё таки мы будем 
исследовать оценки общего вида (1.4.13). ■ 

В следующем утверждении установлено одно из важных свойств 
оценок к.ф.и. );(~ ixnτΛ  и ℑ∈=Λ imixnm ;3,2,1),;(τ . Пусть i

ni
n ζζ

,1
)(

=
∨= . 

Лемма 1.4.4. Для всех [ ] ℑ×∈ )(;);( nix ζτ  и 3,2,1=m : 
1);(),;(~0 ≤ΔΛΛΔ≤ ixix nmn ττ .                                    (1.4.14) 

Доказательство леммы 1.4.4. Поскольку ℑ∈
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Левая часть (1.4.15) очевидна, а правая часть эквивалентна  
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Выражение в левой части (1.4.16) отрицательное. С другой стороны, 
для всех Rx∈ : 

0))(1)((1)()(
1

≥≤∧−≤=− ∑
=

n

j
jjjn

э
n xYZIxLI

n
xExK ,                      (1.4.17) 
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т.е. (1.4.16), а потому и (1.4.15) очевидны. Для доказательства (1.4.14) для 
nmτΛ  нам остаётся показать справедливость аналога (1.4.17), где вместо э

nK  
будет находится одна из оценок mnK , 3,2,1=m . Используя неравенства (I) и 
(V) из теоремы 1.3.1 для оценок mnK , 3,2,1=m , для всех τ≥x  будем иметь 
соотношения: 1);();()( 1312 ≥≤≤ nxKKxKxK nnnn . Следовательно, нам остаётся 
доказать аналог (1.4.17) только для nK2  и nK3 . Поскольку 1)( ≤xdn  для всех 

1≥n  и τ≥x , то для nK3  имеем 
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а также для всех Ru ∈ : 0);()0;()0;()(
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что и треболось доказать. Лемма 1.4.4. доказана. ■ 

Только, что доказанная лемма нам позволяет применять теорему 
1.3.1 для оценок (1.4.11) и (1.4.13). В частности, справедливо утверждение. 

Теорема 1.4.5. Для оценок (1.4.13) при [ ] ℑ×∈ )(;);( nix ζτ  справедливы 
соотношения: 
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Замечание 1.4.6. Модель (L∨(Z∧ Y);D) содержит в себе и );( CLZ ∨ -
модель, которая получается при 1)( =+∞=YP . Учитывая это в § 1.3, а также 
и в настоящем параграфе мы отдельно не рассматривали );( CLZ ∨ -модель, 
которая в свою очередь содержит в себе простую модель случайного 
цензурирования слева, получаемую при 1=k  и Ω=)1(A . Результаты 
установленные в (L∨(Z ∧ Y);D)-модели, следовательно будут верными и в 
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);( CLZ ∨ -модели и поэтому мы не будем отдельно их доказывать для этой 
частной модели.      ■ 

Замечание 1.4.7. Легко видеть, что для вероятности )( YZuLP ∧≤≤  
кроме представления (1.3.40), играющей ключевую роль при построении в 
данной монографии непараметрических оценок, справедливо и следующее: 

))(1))((1)(()( −−−−=∧≤≤ uHuGuKYZuLP . В правую часть этого равенства 
входят ф.р. G  и H , не допускающие обычное эмпирическое оценивание по 
выборкам )(

3
nS  и )(

3
~ nS . По этой причине предпочтительной является формула 

(1.3.40). ■ 
Замечание 1.4.8. Пусть базовая модель );( AZ  есть МКР с )(i

jij YZ
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ii udFuFix
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одновременном оценивании функционалов { =≥≤= )();( )(
1

)(
1 ττ

ii YxYPixF  
}ℑ∈Λ−= iix )),;(exp( τ , τ≥x . Тогда для этой цели могут быть использованы 

статистики (1.4.11) и (1.4.13), построенные по выборкам )(
3

~ nS  и )(
3

nS  
соответственно. ■ 

Замечание 1.4.9. Пусть )(xH -непрерывная ф.р. и задача состоит в 
оценивании условной ф.р. )()( ττ ≥≤= ZxZPxH , τ≥x . Тогда учитывая 

равенство ∏
=

Λ−−=
k

i

ixxH
1

));(exp(1)( ττ  для этого могут быть использованы 

оценки ∏
=

−−=
k

i
nmnm ixFxH

1

));(1(1)( ττ , 3,2,1=m ; а также 

∏
=

−−=
k

i
nmnm ixFxH

1

));(~1(1)(~
ττ , 3,2,1=m ;  - построенные по выборкам )(

3
nS  и )(

3
~ nS  

соответственно. ■ 
 

§ 1.5. Непараметрическое оценивание двумерной функции выживания 
при неоднородном цензурировании наблюдений 

 
В настоящем параграфе используя методы построения оценок из § 

1.4. предлагаются три типа оценок для двумерной функции выживания при 
неоднородном цензурировании наблюдений справа. Рассмотрение нами 
двумерного случая и цензурирования справа объясняется лишь 
упрощением довольно громоздких формул и технических выкладок, 
возникающих при рассмотрении многомерных схем. 

Пусть { }∞== 121 ),( iiii XXX -последовательность независимых и одинаково 
распределенных двумерных случайных векторов с общей непрерывной 
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функцией выживания ),();( 2111 tXsXPtsF >>= , 2),( Rts ∈ . Эта последо-
вательность цензурируется справа последовательностью ( ){ }∞== 121 , iiii YYY -
независимых двумерных случайных векторов с функциями выживания 

( )( ) ( ){ } ( ) 2
121 ;,,; RtstYsYPtsG

iiii ∈>>= ∞

=
. Через ,(Ω A ), P  обозначим 

вероятностное пространство, в котором определены обе 
последовательности случайных векторов. Статистическая модель такова, 
что в n –шаге испытаний наблюдается выборка ( ) ( ){ }niZV ii

n ≤≤Δ= 1,, , где 
( ) ( )iiiiii ZZZ 2121 ,,, δδ=Δ= , kikiki YXZ ∧= и ( ) 2,1, === kXZI kikikiδ . Задача 

состоит в оценивании F по выборке ( )nV , при мешающих функциях 
( ) ( )K21 ,GG . Пусть ( )( ) ( ) ( ) 2

21 ;,,; RtstZsZPtsH iii ∈>>= . Рассматриваемая модель 
является обобщенной моделью двумерного неоднородного случайного 
цензурирования справа, где векторы iX  и iY  могут быть и зависимыми. 
Анализ имеющейся литературы по исследованиям в этом направлении 
показывает, что такая модель обобщенного двумерного случайного 
цензурирования ранее никем не рассматривалась. 

Предлагаемые нами оценки для F  будут построены посредством 
оценивания двумерной к.ф.и. );();(log tsLtsF =− . Определим усредненные 
функции 

,);(1);(,);(1);(
1

)(
)(

1
)(

)( ∑∑
==

==
n

i
i

n
n

i
i

n tsH
n

tsHtsG
n

tsG
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)( ∑∑
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)( ∑∑
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n tsN
n

tsNtsM
n

tsM  

где  
),();( 21)( tZsZPtsM iii >≤= , ),();( 21)( tZsZPtsN iii ≤>= ,  

 
)1,,();(~

121)( =>≤= iiii tZsZPtsM δ , )1,,();(~
221)( =≤>= iiii tZsZPtsN δ . 

 
 Введём следующие аналоги к.ф.и.: 
 

( ] ( ]
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tduMts

 
 

( ] ( ]
.

);(
);(~
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и их оценки по выборке )(nV : 



 88

 

( ] ( ]
,

);(
);();(,

);(
);();(

;
2

;
1 ∫∫

∞−∞− −
=Λ

−
=Λ

t n

n
n

s n

n
n vsH

dvsNts
tuH
tduMts
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−
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n
n vsH

dvsNts
tuH
tduMts  

Здесь 

,),(1);(,),(1);(
1

21
1

21 ∑∑
==

≤>=>≤=
n

i
iin

n

i
iin tZsZI

n
tsNtZsZI

n
tsM

 
 

∑∑
==

=≤>==>≤=
n

i
iiin

n

i
iiin tZsZI

n
tsNtZsZI

n
tsM

1
221

1
121 )1,,(1);(~,)1,,(1);(~ δδ  

- эмпирические аналоги вышеопределённых усредненных функций 
);()( tsM n , );()( tsN n , );(~ )( tsM n  и );(~ )( tsN n . Пусть );();();( )(

2
)(

1
)( tssts nnn Λ+−∞Λ=Λ , 

);(~);(~);(~ )(
2

)(
1

)( tssts nnn Λ+−∞Λ=Λ , );();();( 21 tssts nnn Λ+−∞Λ=Λ , );(~);(~);(~
21 tssts nnn Λ+−∞Λ=Λ . 

Для функции двух аргументов );( tsψ , пусть: );();();( tststs −−=Δ ψψψ , 
);();();( −−=Δ tststs ψψψ . Введём функционалы трех типов  

 
( )( ));(~);(~exp));(~exp();( )(

2
)(

1
)()(

1 tsststsF nnnn Λ+−∞Λ−=Λ−= , 
 

( )( ) ( )

( )( ) ( )∏

∏

≤

≤

ΔΛ−Λ−⋅

⋅
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tv
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nnn
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ustsF

c
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)(
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)(
2

)(
1

)(
1

)(
2

,                                                (1.5.1) 

 
[ ] );()()(

3

)(

);();( tsRnn
n

tsHtsF = , 
 

где 
);(
);(~

);( )(

)(
)(

ts
tstsR n

n
n

Λ
Λ

= . Тогда соответствующими оценками функционалов 

(1.5.1) являются 
( )( ));(~);(~exp));(~exp();( 211 tsststsF nnnn Λ+−∞Λ−=Λ−= , 

 
( ) ( )∏∏

≤≤

ΔΛ−−∞ΔΛ−=
tv

n
su

nn vsutsF );(~1);(~1);( 212 ,                                 (1.5.2) 

 
[ ] );(

3 );();( tsR
nn

ntsHtsF = , 
 

где 
);(
);(~

);(
ts
tstsR

n

n
n Λ

Λ
= . 
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Легко проверить следующее представление для F : 
 

( )( ));();(exp));(exp();( 21 tsLsLtsLtsF +−∞−=−= ,                            (1.5.3) 
 

где )/(log);(),(log);( 11212111 sXtXPtsLsXPsL >>−=>−=−∞ . 
 
Формулу (1.5.3) согласно (1.2.2) можно представить также и в виде 
 

( )( ) ( )( )∏∏
≤≤

Δ−−−∞Δ−−∞−=
tv

c

su

c vsLtsLuLsLtsF ));(1();(exp));(1();(exp);( 221 .          (1.5.6) 

Последнее выражение играет ключевую роль при установлении свойств 
сходимости оценок (1.5.2) к );( tsF . Отметим, что идея оценивания к.ф.и. в 
настоящей работе взаиметвована из [172]. Однако, как выше отмечалось, 
нами рассматривается более общий случай зависимых компонент 
наблюдаемого вектора, предлагается новая степенная оценка для функции 

);( tsF  и установлены свойства асимптотической нормальности введенных 
оценок. Эти результаты нами доказываются в § 2.4.  

 
§ 1.6. Модель Кокса при случайном цензурировании наблюдений с 

двух сторон. Оценки для функции выживания 
 

В анализе данных типа времени жизни одной из широко 
применяемых регрессионных моделей является модель пропорциональных 
интенсивностей Кокса [138,139]. Согласно этой модели, условная функция 
интенсивности отказа испытываемого на выживаемость объекта с 
временем жизни Z  удовлетворяет представлению 

 
0)),,exp(()()/( 0 ≥Λ=Λ xvxvx Tβ ,                                       (1.6.1) 

где базовая к.ф.и. )0/()(0 xx Λ=Λ  - непрерывна, 
),/(lim)/(

0
vVxZhxZPvx

h
=≥+≤=Λ

↓
, 

),...,( 1 pVVV = -вектор ковариат (величин регрессии или предсказывающих 
факторов) и ( )nβββ ,...,1= -вектор параметров регрессии. В модели Кокса 
основная задача заключается в оценивании базовой функции выживания 
 

0)),(exp()(1 00 ≥Λ−=− xxxH ,                                          (1.6.2) 
 

соответствующей начальному состоянию объекта при ( )0, ,0V O= = K , по 
независимым наблюдениям над вектором );( VZ . К настоящему времени 
имеется обширная литература по исследованиям в модели Кокса 
[110,117,219,252,258,268,269,294,295]. В частности, при исследовании 
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вышеизложенной задачи оценивания рассмотрены только те случаи, когда 
с.в. Z  либо наблюдается полностью, либо подвергается только 
цензурированию справа [110,268,294]. Нами рассматривается более общая 
схема, когда Z  подвергается случайному цензурированию слева и справа 
с.в. нами L  и Y  соответственно. Заметим, что данную модель при 
заданном векторе ковариат можно рассматривать как специальный случай 
модели ( )DYZL );( ∧∨  при 1=k  ( Ω=)1(A ) и поэтому вышеупомянутая задача 
сводится к оцениванию условной функции выживания )(1 0 xHτ− , где 
 

τττ ≥=≥≤= xoVZxZPxH ),,/()(0 ,                                     (1.6.3) 
 

где число [ )∞∈ ;0τ  выбирается надлежащим образом. В рассматриваемой 
модели предполагаются выполненными следующие условия: 
(С1) Совместное распределение вектора ),,,( VYLZ , заданного на 
вероятностном пространстве ,(Ω A, )P  таково, что компоненты случайного 
вектора ),,( YLZ  условно независимы при заданном векторе ковариант V . ■ 
Пусть  

p
ppp RvvvvVvVPvVPv +∈=≤≤=≤= ),...,(),,...,()()( 111π , 

+∈=≤==≤==≤= RxvVxYPvxGvVxLPvxKvVxZPvxH ),/()/(),/()/(),/()/(
, 

- соответственно совместное распределение вектора V  и маргинальные 
условные распределения LZ ,  и Y . Легко видеть, что согласно (1.6.1) и 
(1.6.2): 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }xvvхНvxH o
TT

о Λ−=−−= ,expexp,exp)1(1)/( ββ .                       (1.6.4) 
 

(С2) совместное распределение вектора ( )VYLZ ,,,  таково, что для чисел τ  и             
( ) ∞<Λ< ТТТ о,, τ , и  

( )∫
+

>=∧≤≤
≤≤

pR
Tx

vdvVYZxLP 0)(/inf π
τ

.                             (1.6.5) 

Условие (1.6.5) согласно (С1) эквивалентно  
                               ( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫

+

>−−−−
≤≤

pR
Tx

vdvxHvxGvxK 0/1/1/inf π
τ

.             ■    

(С3) Наблюдению доступен вектор ( )VL ,,,,, 321 χχχξλ = , где )( YZL ∧∨=ζ , 
)(1 LYZI <∧=χ , )(2 ZYLI <≤=χ  и  ( )YZLI ≤≤=3χ .   ■ 

Заметим, что с.в. Z  наблюдается лишь в случае 13 =χ . Легко видеть, 
что данная модель включает в себя цензурирование случайным 
интервалом (так как ( ) 0≥< LYP ).  
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Пример  1.6.1. 1) Пусть с.в. L  и Y  при заданной ковариате V  имеют 
равномерные распределения на [ ]1;0  и [ ]2;1  соответственно. Тогда 
( 1)/ ==≤ vVYLP , т.е. модель является моделью случайного цензурирования 

интервалом наблюдения [ ]YL;  и для любого ( ) ( )2;0∈= vεε : 
( ) 0/inf

2
>==≤≤

−≤≤
ε

εε
vVYxLP

x
, следовательно, εττ === ,2,0 Gk T  и ε−= 2T . ■  

2) Пусть L  и Y  при заданном vV =  отвечают простой МПИ, т.е. 
существует число ( ) ( )∞∈= ,0vαα  и ( ) ( )( )αvxKvxG /1/1 −=− , для всех 
( ) )1(; ++∈ pRvx . Тогда GkGk TT == ,ττ  и 
( ) ( ) ( )( )

[ )
∫
∞

−−==≤=
;0

)/(/1/ vxdKvxGvVYLPvp  и в частности, если ф.р. )/( vxG и 

)/( vxK  непрерывны, то ( )1,0
1

1)( ∈
+

=
α

vp . ■ 

Пусть ( ) ( ){ }njVLS jjjjjj
n ,,1,,,,,, 321 K== χχχζ  независимая повторная 

выборка наблюдений над вектором λ . Аналогами распределений, 
введенных в модели ( )( )DYZL ;∧∨  в § 1.3  являются: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )vxTvxTvxTvxHvxGvxKvVxPvxE ////1/11)/(// 321 ++=−−−⋅==≤= ζ , (1.6.6) 

где 
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
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∫ ==≤=−−−−=

xo

vVxPvudKvuHvuGvxT
;

11 ,/1,)/(/1/11/ χζ
 

 
( ) ( )( ) ( )
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xo

vVxPvudHvuGvuKvxT
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33 ,/1,)/(/1)/(/ χζ
 

 
Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) p

ppp RttttVtVPtVPt +∈=≤≤=<= ,,,,, 111 KKπ , -ф.р. вектора V  и 
согласно (1.6.6) ( ) ( )∫

+

++=≤==
pR

xTxTxTxPvdvxExE )()()()(/)( 321ζπ -безусловная 

ф.р. с.в. ζ , где  
 

     ∫
+

=⋅=
pR

mm mvdvxTxT 3,2,1),()/()( π .                                                 (1.6.7) 

Введём соответствующие эмпирические оценки для )(xE , 3,2,1),( =mxTm  и 
)(tπ : 
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Сначала рассмотрим случай одномерной ковариаты )1( =p . Пусть  

[ )
2,1,0,)()/()exp();(

;0

)( ==∧≤≤= ∫
∞

svdvVYZuLPvvu ss πββω . 

Легко проверить, что по определению )/(3 vxT  и согласно (1.6.1): 
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3
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0
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( / ) ( / ) ( / )

exp( ) ( / ) ( )
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T x v P L u Z Y V v d u v

v P L u Z Y V v d uβ
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∫

∫
                          (1.6.8) 

Интегрируя равенство (1.6.8) по )(vπ , и затем разрешив полученное 
интегральное уравнение относительно )(0 xΛ , будем иметь следующее 
выражение для )()()( 000 −Λ−Λ=Λ ττ xx : 
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∫=Λ=Λ

x u
udTxx

;
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00 );(
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ττ βω
β .                                         (1.6.9) 

 
Введём следующую, промежуточную оценку для к.ф.и. (1.6.9), зависящую 
от β : 
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Здесь );()0( βω un  соответствующая оценка );()0( βω u , определяемая при 0=s  

из формулы 2,1,0,)()exp(1);(
1

)( =∧≤≤= ∑
=

sYZuLIvv
n

u
n

j
jjjj

s
j

s
n ββω .  

По аналогии со случаем цензурирования справа введём усечённую 
функцию частичного правдоподобия 
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где { }1)(:sup <= xExT . Параметр β  будем оценивать решением следующего 
уравнения частичного правдоподобия: 
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β ,                           (1.6.11) 

 
где )()( uYZLIuN iiii ∧≤≤= -считающий процесс. 

Пусть nβ€  есть решение уравнения (1.6.11). Тогда соответствующую 
оценку для )(0 xτΛ  получим методом подстановки: τβττ ≥Λ=Λ xxx n

nn ),€;()(€ )(
0

)(
0 . 

Используя функционалы (1.3.42) для )(1 0 xHτ−  предложим следующие три 
типа оценок: 

τβψτ ≥==− xmxmxH nnm
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0 ,                                  (1.6.12) 
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⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∏                                            (1.6.13) 

 

и 
1

];[
)0(

)0(
)(
0 );(

);(
);();(

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Λ= ∫

x n

nn
n u

ud
xxR

τ
τ βω

βω
ββ . Свойства оценок (1.6.12) будут 

исследованы в § 3.1. ■ 
 
 
§ 1.7. Непараметрическое оценивание функции выживания сложных 

систем по зависящим от времени цензурированным данным 
 

В теории надёжности приходится иметь дело с техническими 
системами более сложной структуры, чем параллельная и 
последовательная. Рассмотрим системы, надёжность которых зависить от 
надёжности её элементов. Пусть имеется совокупность n  независимых 
систем с одной и той же структурной функцией ϕ  и k  статистически 
независимыми компонентами. Пусть i -компонента каждой системы 
характеризуется случайным состоянием ju  так, что 1=ju  или 0=ju  в 
зависимости от того, j -компонента в рабочем состоянии или нет. 
Следовательно, каждая система сама может находится в рабочем 
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состоянии или состоянии отказа. Тогда известно (см. [50,51]), что функция 
надёжности (ВеБР) системы F−1  удовлетворяет выражению 

0),,...,()(1 1 ≥=− xpphxF kϕ , где 

∏∑
=

−

∈

−=
k

j

U
j

U
j

U
k

jj

k

ppUpph
1

1

}1,0{
1 )1()(),...,( ϕϕ .                                   (1.7.1) 

 
Здесь ),...,( 1 kUUU = , )(1 xFp jj −= -функция надежности j -компоненты и 
будем считать, что 100 = . Далее индекс i  будет означать номер системы, а 
j -номер компоненты той же системы. Так пусть ijX -ВрБР j -компоненты 
i -системы. Следовательно, njjj XXX ,...,, 21 -независимые и одинаково 
распределенные с.в.-ны с общей ф.р. )(xFj . Через iT  и iL  обозначим 
соответственно ВрБР и момент входа под наблюдение i -системы. 
Предполагается, что с.в.-ны iT  и iL  взаимонезависимы и имеют ф.р. 

)()( xTPxF i ≤=  и )()( xLPxK i ≤= . Таким образом, { }kjniLTX iiij ≤≤≤≤ 1;1;,, -
совокупность неотрицательных с.в., где с.в. ijX  цензурируется справа с.в.-
ой iT . Заметим, что в данной схеме с.в. ijX  и iT  зависимы. Так например, 

для системы с последовательной или параллельной структуры ij

k

ji XT
1=
∧=  

или ij

k

ji XT
1=
∨= . Примеры более сложных систем смотрите [50,51]. Схема 

наблюдений такова, что испытание системы на надежность проводится в 
промежутке времени ];0[ t . Тогда в календарный момент времени t  
наблюдению будет доступна выборка { })(),...,()( )()(

1
)( tZtZtC n

k
nn = ,где 

( ){ }nitttZ ijij
n

j ≤≤= 1,)(),()()( δξ , { }iiijij TLtXt ∧−∧∨= )(0)(ξ , ))(()( iiijij LtTXIt −∧≤=δ . 
Таким образом, для каждой компоненты под номером j  системы под 
номером i  наблюдается либо время отказа )1)(( =tijδ  либо цензурирования 

)0)(( =tijδ . Мы оценим F−1  по выборке )()( tC n  с учётом формулы (1.7.1). 
Как правило, для решения поставленной задачи, зададимся к.ф.и. j -

компоненты по формуле  
 

0,
)(1

)(
)(

];0[

≥
−−

=Λ ∫ x
uF
udF

x
x j

j
j .                                        (1.7.2) 

 
Тогда, согласно формуле (1.2.2): 
 

( ) 0,))(1()(exp)(1
)(

≥ΔΛ−Λ−=− ∏
∈

xuxxF
xDu

j
c
jj

jF

.                   (1.7.3) 

Для tx ≤≤0  определим считающие процессы 
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∑∑
==

=≤=≥=
n

i
ijijjn

n

i
ijjn txtItxMxtItxN

11

)1)(,)(();(,))(();( δξξ . 

Считая 000 = , в каждый календарный момент времени t  для 
функционалов (1.7.2) и (1.7.3) введём соответствующие оценки 
 

[0; ]

( ; )
( ; ) , 0 ,

( ; )

1 ( ; ) (1 ( ; )), 0 ,

jn
jn

jnx

jn jn
u x

dM u t
x t x t

N u t

F x t u t x t
≤

Λ = ≤ ≤

− = −ΔΛ ≤ ≤

∫

∏
                               (1.7.4) 

 
где );();();( tuMtuMtudM jnjnjn −−=  и );();();( tututu jnjnjn −Λ−Λ=ΔΛ . Тогда при 
каждом фиксированном t , оценку для )(1 xF−  получаем по формуле (1.7.1): 
 

txtxFtxFhtxF knnn ≤≤−−=− 0)),;(1),...,;(1();(1 1ϕ .                                 (1.7.5) 
 

Следует отметить, что авторы [161] также рассматривали оценивание 
ВеБР вида (1.7.1) в частном случае, когда +∞=t  и niLP i ≤≤== 1,1)0( . 
Оценка (1.7.5) и рассматриваемая далее её модификация обобщает оценку 
из [161]. Модификация оценки (1.7.5) заключается в её дискретизации по 
переменной t . Этот процесс нами взаимствован из [201]. Авторы статьи 
[161] переопределили схему цензурирования с целью обойти трудности, 
возникающие из-за зависимости с.в. ijX  и iT . Центральным результатом 
этой работы является установление следующего равенства: для каждого j  
существует с.в. ijY  такая, что  

( ) ( ))(,)(, ijijiijiijiij YXIYXTXITX ≤∧=≤∧ ,  
где ijX  и ijY независимы и       
 

( ))(1),...,(1,1),(1),...,(11)()( 111 xFxFxFxFhxYPxG kjjijj −−−−−=≤= +−ϕ . 
Далее необходимы условия: 

(CI). ( ) ∞<∧ l
jj YXM 11  для некоторого kjl ≤≤> 1;0 ; 

(CII). Пусть число 1)(,0 <> ττ jF  и kj
uG
udF

j

j ≤≤∞<
−−∫ 1,

)(1
)(

];0[ τ

; 

Определим число { }0)(:0inf >≥=> xKxa kτ  так, что 0)( >−aK . Оценивание 
)(xFj  (а следовательно и )(xF ) осуществим для at ≥  и atx −≤ . 

(CIII). а) Пусть разбиение [ )∞;a  такое, что 

∞=<<<<= + )1()()1()0( ... nn k
n

k
nnn tttta  и при ∞→n    ( ) 0)1()(

1
→−∨ −

∞

=

m
n

m
nm

tt ; 

б) ∞→)( nk
nt  так, что ( ))( nk

n
b tOn =  для некоторого lb 1> ; 
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с) )( r
n nOk =  для некоторого br > ; 

Теперь для заданного [ )∞∈ ;at , определим )(m
nn tt = , если 

n
m

n
m

n kmttt ,...,1,0,)1()( =<≤ + . 

(CIV). Пусть 0>c  и 
2
1

3
1

<< α  и 0>nε  выберем так, что для 

некоторого 
2
αγ <  при ∞→n , 0→nε  и ∞→γε nn ; 

Теперь модифицированную оценку для ВеБР (1.7.1) получаем из (1.7.4) и 
(1.7.5) следующим образом: 
 

( ));(€1),...,;(€1);(€1 1 txFtxFhtxF knnn −−=− ϕ ,                                (1.7.6) 
 

где [ ] [ )∞×−∈ ;;0);( aattx , 
 

[ ]( )( ) kjtxFBItxxFBItxF njnjnnjCnnjnjnjn ≤≤−+∧=−
−

1),;())(1()()();(€1 *
,α ,           (1.7.7) 

 
( ){ }nnnjCnnjnjn ttxFB εα −<=

−
1);(*

]),[(
 и )(...)()( *

),(
*

),2(
*

),1( txtxtx jnjj ≤≤≤ -вариационный 
ряд, построенный по выборке { })(),...,(),( 21 ttt njjj ξξξ  в момент времени t .  

Исследование свойств оценок (1.7.6), (1.7.7) проводится в § 2.5.  
Наряду с множительными оценками вида (1.7.4) мы можем 

рассматривать также и следующие оценки экспоненциального и 
степенного типов: 

,0,);(1);(1

,0)),;(exp();(1

);(
*
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txtxN
n

txF

txtxtxF

txR

jnjn

jnjn

jn

≤≤⎥⎦
⎤
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≤≤Λ−=−

                            (1.7.8) 

где  

,
);(
);(

);( * tx
tx

txR
jn

jn
jn Λ

Λ
=  ∫

−
−=Λ

];0[

*

);(
);(

);(
x jn

jn
jn tuN

tudN
tx . 

 
Затем по оценкам (1.7.8) аналогично (1.7.6) и (1.7.7) строятся их 
модификации. Однако, мы ограничимся исследованием лишь оценок 
множительной структуры. ■ 
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§ 1.8. Вспомогательные результаты для считающих процессов и 
мартингалов 

 
Свойства непараметрических оценок, построенных по неполным 

данным в значительной степени будут основываться на мартингальные 
свойства процессов, входящих в структуры самих оценок. В настоящем 
параграфе приведём некоторые фундаментальные понятия и утверждения 
из стохастического анализа. Основное внимание будет уделено на 
мартингалы с непрерывным временем, образованные считающими 
процессами. 

Пусть ,(Ω A, )P -полное вероятностное пространство, что в свою 
очередь означает, что σ -алгебра A является полной: для события ∈A A, 
такого, что 0)( =AP  из AB ⊂  следует, что ∈B A. На измеримой паре ,(Ω A) 
выделим семейство σ -подалгебр (поток) � {= A }; Χ∈xx  полной σ -алгебры 
A, обладающее свойствами: 

(I) �-неубывает: A ⊆s A x , для всех xs ≤ ; 
(II) �-непрерывно справа: A =s A

sxs >+ ∩= A s ; 

(III) �-является полным: � содержит P -нулевые события из A, 
совокупность которых обозначим через N0; 

Поток �, удовлетворяющий условиям (I)-(III) называется 
фильтрацией, а четвёртка ,(Ω A,�, )P -стохастическим базисом [80,98,191]. 
Поток � описывает историю некоторого явления и A x  является 
совокупностью всех событий, предшествующих моменту x . С.в. 

R→Ω= :)(ωττ  называется моментом остановки, если для каждого Χ∈x  
событие { }∈≤ x)(: ωτω A x , Rx ⊆Χ∈ . Если τ -момент остановки, то 
случайный процесс { }Χ∈∧= xxx );()(* τξξ  называется «остановленным» в 
момент τ . Напомним, что )()()()()(* ττξτξξ ≥+<= xIxIxx . В частности, если 

1)( == xP τ , то τ  будет моментом остановки. Поток � можно построить 
различными способами. В частности, его можно порождать процессами, 
заданными на ,(Ω A, )P . 

Процесс { }Χ∈xx);(ξ , заданный на ,(Ω A) называется A x -
адаптированным (или A x -согласованным), если для всех фиксированных 

Χ∈x , с.в. );( ωξ x  является A x -измеримым: { }∈∈ Bx );(: ωξω A x  для любого 
борелевского множества B . A x -адаптированность процесса )(xξ  обозначим 
записью ( )(xξ ,A x ) Χ∈x . С каждым случайным процессом )(xξ  можно связать 
поток σ -алгебр, с которым он согласован. Минимальный поток получится, 
если считать, что ничего, кроме )(xξ  не наблюдается. При этом )(xξ  может 
быть и векторзначным случайным процессом. 
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Пусть A ξ
x -σ -алгебра, порожденная событиями вида 

{ } xsBs ≤∈ ,);(: ωξω . Совокупность таких событий обозначим 
� {=ξ A }););(( Χ∈≤= xxssx ξσξ . Эта совокупность удовлетворяет лишь 
условию (I) монотонности и поэтому не является фильтрацией. Однако, 
если � ξ  пополним совокупностью N 0 - P -нулевых событий из A, то 
� =ξ

p N ∪0 � ξ  будет фильтрацией, а ,(Ω A, � ξ
p , )P -стохастическим базисом, 

порожденным процессом { }Χ∈xx);(ξ  до момента x  включительно. 
Далее наше внимание будет сосредоточено на двух важных классах 

адаптированных случайных процессов – на мартингалах с непрерывным 
параметром и считающих процессах. Действительнозначный случайный 
процесс ( )(xξ ,A x ) Χ∈x  называется мартингалом относительно фильтрации �, 
если 

∞<
Χ∈

)(sup xM
x

ξ ;                                                      (1.8.1) 

и  
/)(( xM ξ A s ) )(sξ= , - P -п.н.                                         (1.8.2) 

где xs ≤ . Здесь условие (1.8.1) означает интегрируемость, а (1.8.2) – 
мартингальность процесса )(xξ . 

Пример 1. а) Пусть [ ){ }∞=Χ∈= ;0);()( xxWxξ -винеровский процесс. 
Покажем, что этот процесс является мартингалом относительно 
фильтрации � {=W

p N ∪0 A }; Χ∈xW
x , где A ));(( xssWW

x ≤= σ . Условие (1.8.1) 
очевидно. Далее /)(( xWM A W

s ) /)(( sWM= A W
s )+ /)()(( sWxWM − A W

s )= 
= xssWsWxWMsW ≤=−+ ),())()(()( . Здесь воспользовались свойством 
условного математического ожидания, а также и тем, что )()( sWxW −  не 
зависит от всех событий σ -алгебры A W

s , порождённой любыми конечными 
наборами с.в. { }suuuWuW kki ≤≤≤≤ ...0),(),...,( 1 . 

б) Мартингальность { }]1;0[),(0 =Χ∈xxW  стандартного винеровского 
процесса относительно � {

0

=W
p N ]}1,0[),),(( 0

0 ∈≤∪ xxssWσ , устанавливается 
вполне аналогично. ■ 

Пример 2. Рассмотрим случайный процесс 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =Χ∈

−
= ]1;0[,

1
)()(* x
x

xBxW , где { }]1;0[),( ∈xxB -броуновский мост. Легко 

проверить, что ]1;0[,
1

)(* ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

= x
x

xWxW
D

, 

где [ ){ }∞∈ ;0),( ssW  винеровский процесс из примера 1 а). Таким образом, 
{ }]1;0[),(* ∈xxW  также является мартингалом относительно � *W

p . ■ 
Если { }Χ∈xx),(2ξ  удовлетворяет условию (1.8.1), то процесс 

{ }Χ∈xx),(ξ  называется квадратично-интегрируемым. Мартингал 
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( )(xξ ,A )(x ) Χ∈x  называется квадратично-интегрируемым, если )(2 xξ  
является интегрируемым. 

Пусть ,(Ω A,�, )P -стохастический базис. В пространстве Ω×Χ  
выделим минимальную σ -алгебру π (�), порождённую случайными 
множествами { }τω ≤xx :);( , где )(ωττ = -момент остановки. Случайный 
процесс { }Χ∈xx),(ξ  называется предсказуемым, если функция );( ωξ x  на 

Ω×Χ  является π (�)-измеримой. Далее нами будут рассмотрены только 
адаптированные процессы, и поэтому их предсказуемость будем понимать 
относительно π (�). 

Рассмотрим также класс процессов, обладающих тем или иным 
свойством (мартингальность, ограниченность и т.д.)-локально. Пусть 
{ }1, ≥nnτ -локализируящая последовательность моментов остановки, таких, 
что при 1)(, =∞↑∞→ nPn τ  и для каждого n , остановленный процесс 
{ }Χ∈∧= xxx nn );()( ** τξξ  обладает требуемым свойством. Следовательно, 
процесс )(xξ  называется локально-квадратично интегрируемым 
мартингалом, если соответствующий остановленный процесс является 
квадратично интегрируемым мартингалом. Класс локально-квадратично 
интегрируемых мартингалов относительно фильтрации � обозначим 
� 2

loc (�) (см. [80]). 
Случайный процесс ( )(xξ ,A x ) Χ∈x , R=Χ , называется считающим, 

если для почти всех Ω∈ω  траектории )(xξ  является неубывающими 
непрерывными справа целочисленными функциями, ∞<)(xξ , с 
вероятностью 1 и имеют скачки величиною +1. Например, если X -с.в., то 
адаптированный процесс ( );()( xXIx ≤=ξ A ) Χ∈≤= xx xss ));((ξσξ  является 
считающим процессом. Далее считающие процессы обозначим как 
{ }Χ∈xxN ),( . Вектор ( ))(),...,()( 1 xNxNxN k= , где каждая компонента 
{ }Χ∈xxNi ),(  является считающим и при )(,,, xNjiji iℑ∈≠  и )(xN j  не 
имеют скачков в одних и тех же точках, называется многомерным 
считающим процессом. Другими словами, k -мерный считающий процесс 
указывает осуществление k  типов случайных явлений, которые не могут 
произойти одновременно. Для одномерного считающего процесса )(xN  
очевидно )()(lim)(sup +∞==

+∞↑∈
NxNxN

xRx
. Пусть ,(Ω A,�, )P -стохастический базис 

и ( )(xN ,A N
x ) Χ∈x - k -мерный считающий процесс, A ););(( ℑ∈≤= ixssNi

N
x σ , 

Χ∈x . Для каждого считающего процесса )(xNi  существует непрерывный 
справа неубывающий предсказуемой процесс 0)(),( =−∞ii AxA , с локально 
ограниченной вариацией, называемой компенсатором (или дуально 
предсказуемой проекцией), такой что согласно разложению Дуба-Мейера 
[80,98]: ∈−= )()()( xAxNxm iii � (loc � Χ∈xN

p ), , где � )(•loc -класс локально-
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интегрируемых мартингалов. В условиях регулярности (см. [100,191]) 
( ))(),...,()( 1 xAxAxA k=  будет абсолютно непрерывным вектор-процессом, т.е. 

( ]
ℑ×∈= ∫

∞−

RixdssxA
x

ii );(,)()(
;

α , где )(xiα  процесс интенсивности для )(xNi , 

является предсказуемым и  
/)()((1lim)(

0
xNxxNM

x
x iixi −Δ+

Δ
=+

↓Δ
α A N

x )= 

 

                                               /1)()((1lim
0

=−Δ+
Δ

=
↓Δ

xNxxNP
x iix

A N
x ).                      (1.8.3) 

 
Модели считающих процессов )(xN , для которых справедливы 
представления 

ℑ×Χ∈= );(),()()( ixxxx iii νλα ,                                       (1.8.4) 
где )(xiλ -неотрицательные, неслучайные, неизвестные функции, а )(xiν  
случайные процессы наблюдаемые на R , называются 
мультипликативными моделями Аалена [100,191]. 

Пример 3. Пусть X -с.в. с абсолютно непрерывной ф.р. )(xH  с 
плотностью )(')( xHxh = . Тогда для считающего процесса 
{ }RxxXIxN ∈≤= ),()(  согласно леммы 4.1 в [100] компенсатором является 
случайный процесс ))(1log()()( XxHXxxA H ∧−−=∧Λ=  и 

∈−= )()()( xAxNxm � (2
loc � H

N
p Tx ≤), , где { }1)(:sup <∈= xHRxTH . Поскольку 

при 1)1( −−= Hhλ : 

( ] ( ]
∫∫
∞−∞−

−−=≤=
xx

dssNsdsXsIsxA
;;

))(1)(()()()( λλ , 

то рассматриваемая модель является мультипликативной с )(1)( −−= xNxv . 
■ 

Замечание 1.8.1. Если X -с.в. с непрерывной справа ф.р. H , то 
повторив доказательство леммы 4.1 в [100] можно установить, что 

∈∧Λ−≤= )()()( XxxXIxm H � (2
loc � H

N
p Tx≤), , где 

( ]
∫
∞− −−

≥=∧Λ
x

H sH
sdHsXIXx

; )(1
)()()( . ■ 

Следует отметить, что при помощи считающего процесса 
)()( xXIxN ≤=  можно образовать мартингалы других структур, чем в 

примере 3. 
Лемма 1.8.2. Пусть X -с.в. с непрерывной справа ф.р. H . Тогда при 

)()( xXIxN ≤= :  ∈
−
−

=
)(1

)()()(*

xH
xHxNxm � (2

loc � H
N
p Tx≤), . 

Доказательство леммы 1.8.2. очевидно, 0)(* =xMm  и 
( ) 1* )(12)( −−≤ HTHxm  для всех HTx ≤ . Пусть { }sXA >= )(:1 ωω  и 
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{ }rXA == )(:2 ωω , где HTxsr ≤<≤≤∞− . Тогда свойство (1.8.2) достаточно 
показать для 1A  и 2A . Оно следует из равенств 

( ) Psm
sH

sHAxmM ),(
)(1

)(/)( *
1

* =
−

−= -п.н., 

 
( ) Prm

xH
xHrXxXPAxmM ),(1

)(1
)()/(/)( *

2
* ==

−
−=≤

−= -п.н.. 

 
остальные свойства мартингала очевидны. Лемма 1.8.2 доказана. ■ 

Другие примеры мартингалов, образованных считающими 
процессами можно найти в работах [191,193,278].  

Пусть { }RxxNxNxN k ∈= );(),...,()( 1 -многомерный считающий процесс, 
для которого справедливо разложение Дуба-Мейера: 

∈−= )()()( xAxNxμ � (loc � )N
p  (теорема 5 в [80]). Тогда согласно теореме 2.3.1. 

в [193]: ∈ℑ×∈≤ΔΛ≤ )(,);(,1)(0 xRixxi μ � (2
loc � )N

p  и для компонент 
)()()( xAxNxm iii −=  предсказуемые ковариационные процессы 

определяются при Rx∈  и ℑ∈ji,  равенствами 
 

( ]

( ]⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠Δ−

=Δ−

=><
∫

∫

∞−

∞−

.,)())(

,,)())(1(

)(;

;

;

jisdAsA

jisdAsA

xmm

x
ji

x
ii

ji                             (1.8.5) 

 
В качестве локализирующей последовательности моментов остановки 
может быть взята любая неубывающая последовательность { }1, ≥nnτ  
моментов остановки такая, что ( ) 1lim =∞=

∞→ nn
P τ  и для каждого 

[ ] ∞<∑ =

k

j njNMn
1

)(: τ . Например, nτ  можно определить формулой 

{ } 1,)(:inf
1

≥≥= ∑ =
nnxNx k

j jnτ , при этом для некоторого ℑ∈= *jj , 
1)(* =Δ nj

N τ . 
На некотором стохастическом базисе ,(Ω A,� ), Pp  нами будут 

рассмотрены также и случайные процессы вида 
�

( ]
RxuduLx

x

∈= ∫
∞−

,)()()(
;

ξ ,                                           (1.8.6) 

являющиеся стохастическими интегралами, т.е. интегралами Лебега-
Стильтеса от L  по ξ  по интервалу ( ]x;∞−  при каждом x  [98,191]. Здесь 
{ }RxxL ∈),(  измеримый случайный процесс и { }Rxx ∈),(ξ -случайный 
процесс ограниченной вариации. В рассматриваемых нами стохастических 
интегралах как правило )(xξ -мартингал. Так, пусть ∈)(xiξ � (2

loc � )p , )(xiξ  
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имеют траектории локально-ограниченной вариации, 0)( =−∞iξ  и 
,2,1),( =ixLi  -предсказуемы и локально-ограничены. Тогда известно [98,191], 

что интегралы �
( ]
∫
∞−

=
x

iii uduLx
;

)()()( ξ  существуют, � ∈)(xi � (2
loc � )p  и их 

предсказуемые ковариационные процессы определяются равенством 
<� ;1 �

( ]
)(;)()()(

;
21212 uduLuLx

x
∫
∞−

><=> ξξ .                                  (1.8.7) 

Более того, 
(M � ⋅)(1 x � Mx =))(2 <( � ;1 � ))(2 x> .                                    (1.8.8) 

При 2,1=i : � −)(2 xi <� ;i � ∈> )(xi � (loc � )p  и если τ -момент остановки, то 
M � Mi =)(2 τ <( � ;i � ))(τ>i . 

При исследовании предельных свойств непараметрических оценок 
по неполным выборкам нами будет использован многомерный аналог 
центральной предельной теоремы для мартингалов с непрерывным 
временем. Приводимая ниже теорема А из [191] является обобщением на 
k -мерный случай результатов Реболледо [272]. Пусть 

( ){ }1,,)(),...,()( 1
)( ≥∈= nRxxxx knn

n ζζζ  - последовательность случайных 
процессов, для которой справедливо ε -разложение при каждом 1≥n : 

ℑ×∈+= Rixxxx ininn );(),()()(1

εε ζζζ ,                                      (1.8.9) 
где  

(А) εζ ≤Δ
∈

)(sup x
inRx

, п.н. 

(В) )(xin

ε
ζ  имеет траектории локально-ограниченной вариации и для 

каждого ℑ∈ji, : ( ) 00)(0)(: =≠Δ≠Δ∈∃ xuxRxP jnin

εε ζζ . 
Теорема А. [191]. Пусть { }Rxxn ∈),()(ζ  допускает ε -разложение 

(1.8.9) и ( ){ }Rxxxx k ∈=∞ ,)(),...,()( 1
)( ζζζ -гауссовский вектор-процесс, 

компоненты которого независимы, имеют непрерывные выборочные 
траектории, некоррелированные приращения, при 

0)(,0)(, ==−∞ℑ∈ xMi ii ζζ  и )()()( 2121 xxAxxM iii ∧=ζζ , где 
{ }ℑ∈∈ iRxxAi ,),( -неубывающие непрерывные функции с 0)( =−∞iA . 
Далее, если при каждом ℑ×∈ Rix );(  

0)(;
∞→

⎯→⎯><
n

P
inin x
εε

ζζ ,                                              (1.8.10) 

и для каждого Rx∈  и ℑ∈ji,  

⎩
⎨
⎧

≠
=

⎯→⎯><
∞→ ,,0

,),(
)(;

ji
jixA

x i

n

P
jnin ζζ                                       (1.8.11) 

то в )()(),( )()()( xxRD
D

n

nk ∞

∞→
⇒ ζζ . Кроме того, если )(xinζ  имеет траектории 

локально-ограниченной вариации для всех ℑ∈i  и 1≥n , то 
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⎩
⎨
⎧

≠
=

⎯→⎯ΔΔ
∞→

≤
∑ ,,0

,),(
)();(

ji
jixA

ss i

n

P

xs
jnin ζζ  

для всех Rx∈  и ℑ∈ji, . ■ 
Приведённую теорему можно применять также и для одномерных 

интегральных мартингалов структуры (см. [278]) 

( ]
,...2,1,)()()(

1 ;

2
1

== ∑ ∫
= ∞−

−
nsdmshnx

n

k x
kknζ ;                                   (1.8.12) 

где { }Rxnkxmk ∈= ,,1),( -взаимоортогональные мартингалы с нулевыми 
средними и { }Rxnkxhk ∈= ,,1),( -измеримые функции. 

Замечание 1.8.3. Нами далее будут рассмотрены случайные 

процессы также и следующих структур: ,...2,1,)()()(
1

2
1

* == ∑
=

−
nxmxhnx

n

k
kknζ ; и 

( ]
,...2,1,)()()(

1 ;

2
1

** == ∑ ∫
= ∞−

−
nsdhsmnx

n

k x
kknζ ; где kh  и km  определяются как в 

(1.8.12). для таких последовательностей будут использованы аналоги 
теоремы А для мартингалов с весами из работы [278]. ■ 

При исследовании предельных свойств последовательности 
мартингалов очень полезным является следующее неравенство Ленгляра-
Реболледо.  

Теорема 1.8.4. [98,191,244]. Пусть )(xξ  и )(xη  являются �-
адаптированными, непрерывными справа неотрицательными случайными 
процессами на [ )∞;0 , при этом )(xη  также и неубывает, 0)0( =η , а также 
предсказуем. Предположим также, что )(xη  доминирует процесс )(xξ , т.е. 
для любого момента остановки τ  )()( τητξ MM ≤ . Тогда для любого 
марковского момента τ  и чисел 0, >ba  

))(())((1)(sup bPbM
a

axP
x

>+∧≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥

≤
τητηξ

τ
. ■ 

Следствие 1.8.5. 1) Пусть ∈)(xξ � (2
loc � )p  и τ -локализирующий � p-

измеримый момент остановки. Тогда  
 

))(;()(sup bxP
a
bauP

xu
>∧><+≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥

∧≤
τξξξ

τ
. ■ 

 
2) Пусть ∫=

];0[

)()()(
x

udNuLxξ  и ∫=
];0[

)()()(
x

udAuLxη , где )(xN -считающий 

процесс, )(xA -соответствующий компенсатор, ∈−= )()()( xAxNxμ � (2
loc � )N

p  и 
)(uL -неотрицательный, ограниченный, предсказуемый процесс. Тогда 
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� ∈=−= ∫
];0[

)()()()()(
x

uduLxxx μηξ � (2
loc � )N

p , для любого момента остановки τ , 

M � 0)( =τ  и ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
>+≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≥ ∫∫

];0[];0[

)()()()(
ττ

audAuLP
a
baudNuLP .      ■ 

Замечание 1.8.6. Как известно, стохастические интегралы, 
применяемые в теории точечных процессов имеют форму (1.8.6). Однако, 
если )(xξ  мартингал и )(xL  непредсказуем, то интеграл (1.8.6) теперь не 
будет мартингалом и следовательно мы не можем вычислить дисперсию 
таких интегралов через предсказуемую вариацию. ■ 

 
§ 1.9. Результаты аппроксимации для эмпирических и связанных 

сними случайных процессов  
 

I. На основе многих результатов, доказываемых в настоящей 
монографии лежат свойства эмпирических и связанных сними случайных 
процессов. Пусть { },..., 21 XX -последовательность н.о.р.с.в. с непрерывной 
справа ф.р. RxxF ∈),( , определена на вероятностном пространстве 

,(Ω A ), P . Эмпирический процесс, основанный на с.в. { }nXX ,...,1  

определяется как (см. § 1.1.) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−= RxxFxFnxe э
nn ,)()()( 2

1

, где 

RxxXI
n

xF
n

k
k

э
n ∈≤= ∑

=

,)(1)(
1

, -соответствующая э.ф.р. Со свойствами )(xen  

тесно связаны определяемые далее случайные процессы.  
Броуновский мост }10);({ ≤≤ yyB  является сепарабельным 

гауссовским процессом с M 0)( =yB  и 212121 )()()( yyyyyByMB −∧= , т.е. 
)1()()( ** yWyWyB −= , где { }10);(* ≤≤ yyW -стандартный процесс Винера (см. 

пример 2 из § 1.8). 
Процесс Кифера { }∞<≤≤≤ tytyK 0,10);;(  является 

двухпараметрическим действительнозначным сепарабельным гауссовским 
процессом с 0);( =tyMK  и )))((();();( 2121212211 yyyytttyKtyMK −∧∧=⋅ . Для 
фиксированного 0>T  легко видеть, что  

 

{ }.10);(10);;(2
1

≤≤=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤⋅
−

yyByTyKT
D

                       (1.9.1) 

 
Согласно классической теореме Дуба –Донскера (принцип 
инвариантности): 

))(()( ⋅⇒⋅
∞→

FBe
D

nn        в   )(RD .                                           (1.9.2) 
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Для )(xen  справедливы и более сильные результаты, чем (1.9.2). 
В следующей теореме Комлоша-Майора-Тушнади эмпирический 

процесс аппроксимируется последовательностями броуновских мостов и 
процессов Кифера. 

Теорема А.  [ ]233,143 . Если основное вероятностной пространство 
достаточно богато, то можно определить для каждого n  броуновский мост 
{ }10);( ≤≤ yyВn  и процесс Кифера ( ){ }∞<≤≤≤ tytyK 0,10;;  так, что  

 

 ( )( ) ( )( ) ( )ZAAZnAnxFBxeP nn
x

321
2
1

explog)(sup −≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+>−

−

∞<<∞−
,                  (1.9.3) 

 

( )( ) ( )( ) ( )ZAAnZnAkxFKxekP k
xnk

654
2
1

1
exploglog;)(supsup −≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+>−

∞<<∞−≤≤
,          (1.9.4)  

 
для всех n  и действительного Z , где 61 ,, AA K -положительные абсолютные 
постоянные.  

Замечание  1.9.1. Здесь фраза «если вероятностное пространство 
достаточно богато» подразумевает, что на вероятностном пространстве 

,(Ω A ), P  можно будет построить последовательность независимых 
винеровских процессов, которая независить от последовательности н.о.р. с. 
в. { }1, ≥kХ k . ■  

Замечание  1.9.2. В соотношениях (1.9.3) и (1.9.4) процесс ( )xе j  есть 
либо оригинальный процесс, определяемый выше равенством, когда 
вероятностное пространство ,(Ω A ),Р  достаточна богато, либо является 
версией оригинального процесса на новом вероятностном пространстве. ■  

Замечание  1.9.3. На самом деле теорема Комлоша-Майора-Тушнади 
[ ]233  доказана в случае, когда F  является равномерным распределением на 
(0,1). Для случая, когда F  является вполне произвольным распределением 
соотношения (1.9.3) и (1.9.4) доказал Ш.Чёрге [ ]145 . Более того, по 
свидетельству автора [ ]145 , Тушнади установил новое доказательство 

(1.9.2) и получил следующие значения постоянных: 
50
1,10,100 321 === ААА . 

Таким образом, из (1.9.4) также следует обобщение результата Дуба-
Донскера (1.9.2) для случая произвольного F .  ■ 

Следующие следствия соответственно из (1.9.3) и (1.9.4), 
получаемые по лемме Бореля-Кантелли при подходящем выборе Z  (т.е 

( ) 0;6,3,log11
>=+= bknb

A
Z

k

) также нами будут использованы далее:  
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( )( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

−

∞<<∞−
nnOxFBxe

нп

nn
x

log)(sup 2
1..

,                                        (1.9.5) 

 

                       
( )( ) ( )nOnxFKxen

нп

n
x

2
..

2
1

log;)(sup =−
∞<<∞−

,                                      (1.9.6) 

 
Более того, из (1.9.5) для многих известных функционалов )(•ψ  (см. 
[143,145]) также имеем: 
 

1
2sup ( ( ( ) )) ( ( ( ( )) )) logn

s
P e s P B F s O n nψ ψ

−

−∞< <∞

⎛ ⎞
• < − • < = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                            (1.9.7) 

 
Объединив теорему 2. С в [125] и лемму 5.3 в [142], сформулируем 

результаты об оценивании приращения броуновского моста. 
Теорема В. 1) Если )1,0(∈h  и 0, >εν , тогда 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>−+

≤≤−≤≤ ε
νεν

2
exp)()()(supsup

2
2
1

010 h
ChsBtsBP nn

hths
,                               (1.9.8) 

где 2

328)(
ε

ε +=C . 

2) Почти наверное 
2
1

010

2
1

)2()()(supsup)(logsuplim hsBtsBn nn
hthsn

≤−+
≤≤−≤≤

−

∞→
.                             (1.9.9) 

■ 
Следующий результат Гливенко-Кантелли (1933) устанавливает  

равномерную сильную состоятельность э.ф.р. для произвольной ф.р. F  
 

10)()(suplim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =−

∞<<∞−∞→
xFxFP э

n
xn

.                                       (1.9.10) 

Известны результаты, при помощи которых могут быть оценены скорости 
сходимости э

nF  к F . Одним из таких является теорема Дворецкого-
Кифера-Вольфовитца. 

Теорема С. [164]. Пусть F  непрерывная ф.р.. Тогда для всех 
действительных 0>z  и ,...2,1=n  

 
)2exp()(sup 2zDzxeP n

x
−≤⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ >

∞<<∞−
,                                           (1.9.11) 

 
где D -абсолютная постоянная. ■ 
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В частности, из (1.9.11) могут быть получены следующие полезные 
неравенства: 

(С1) [178,313]. Пусть 0)(1 >>− δTF . Тогда 
 

)exp(2
)(1
)(1sup 1cn
xF
xFP э

nTx
δ−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−

≤<∞−
,                                      (1.9.12) 

 
где 1c -абсолютная постоянная. 

(С2) [125]. Пусть { }1, ≥nTn -числовая последовательность, 
удовлетворяющая условиям 

 
{ }1)(:inflim =∈==

∞→
xFRxTT Fnn

                                      (1.9.13) 
 

и для некоторого 0>ε  
 

( ) 2)(12
log

−−≥ nTF
n

n ε .                                                    (1.9.14) 

Тогда 
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11 )(12)(1sup .                                  (1.9.15) 

(С3) Из (1.9.11) при 
2
1

log
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⎠
⎞
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⎛= nz ε  и 0>ε  получаем 
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)()(sup ,                               (1.9.16) 

откуда, в свою очередь, при 1>ε  также 
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  ■ 
Для э

nF  справедливы и более точные скорости о равномерной 
сильной состоятельности э

nF , чем (1.9.16) и (1.9.17), а именно различные 
формы законов типа повторного логарифма. Сформулируем результат 
Кифера. 

Теорема Д. [62.229]. Если F -непрерывная ф.р., то 
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   ■ 
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Следует отметить, что результат (1.9.18) Кифера справедлив и в случае 
многомерного эмпирического распределения. На основе этого результата 
лежит неравенство, являющееся многомерным аналогом (1.9.11) и 
доказанное в [229] в случае произвольной ф.р. F . На самом деле, в 
рассматриваемом нами одномерном случае имеет место следующий ЗПЛ 
Чжуна-Смирнова, являющийся более точным, чем (1.9.18) и получаемый 
из известного ЗПЛ Хартмана-Винтнера для частичных сумм [180]: 
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λ ,                      (1.9.19) 

 
где [ ]

2
1))(1)((sup)( 2

1
≤−=

∞<<∞−
xFxFF

x
λ . Для наших целей в дальнейшем более 

приемлемым является результат (1.9.18). 
Функциональные законы повторного логарифма тесно связаны с 

принципами инвариантности (в частности результатами аппроксимации 
вида (1.9.6)). Пусть )(RB -пространство ограниченных и непрерывных 
действительнозначных функций на действительной прямой R  с супремум 
нормой { }∞≤≤∞−= xxff :)(sup . Выделим класс Штрассена функций f  
из  

)(RB : [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤==→∈= ∫ 1)(',0)1()0(,]1,0[::)(
1

0

2 dttfffRfRBfK .  

Пусть { }KfFfK F ∈= :)(  и 3,,
)loglog2(

)(
)(

2
1 ≥∈= nRx

n

xe
xV n

n . 

Приведём ЗПЛ Финкельштейна в форме Штрассена. 
Теорема Е. [180,222]. Последовательность { }3),( ≥• nVn  почти 

наверное относительно компактна в )(RB со множеством предельных точек 
FK . ■ 

Следует обратить внимание на то, что теорема Е справедлива и для 
произвольной ф.р. F  [180]. 

II. Теперь остановимся на некоторых свойствах эмпирического 
процесса, когда последовательность с.в. является разнораспределенной. 
Пусть RxkxXPxF k

k ∈=≤= ,...;2,1),()()( . Э.ф.р. )(xF э
n  будем рассматривать 

в сопровождении со средним арифметическим RxxF
n

nxF
n

k

k ∈= ∑
=

,)(1);(
1

)( .  

Пусть ( ));()()( nxFxFxd э
nn −= . Аналог неравенства (1.9.11) доказал 

Бретагнолли [119] (см. Доказательство леммы в [153]). 
Теорема А*. [119,153]. Для действительного 0>z  и всех 1≥n , 

существует абсолютная постоянная 0* >C , такая, что 
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    ■ 
Используя неравенство (1.9.30) авторы [153] установили ЗПЛ.  

Теорема В*. [153]. Справедливо равенство 
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Кроме того, если при достаточно больших n : 
4
1));(1)(;(sup =−

∞<<∞−
nxFnxF

x
 (что 

возможно когда все )(kF -непрерывны), то в (1.9.31) достигается равенство. 
Результат имеет место и для э.ф.р. k -мерных случайных векторов, где 
супремум берётся по )1( >kR k . ■ 

Следует отметить, что результаты типа (1.9.30) и (1.9.31) для 
эмпирических процессов с весом были доказаны Маркусом и Зинном 
[250]. 

Некоторые полезные неравенства для э.ф.р. разнораспределенных 
с.в. установил Ван Зьюижлен [300]. Для формулировки этих результатов 

введём модифицированную э.ф.р. )(
1

)(
1

1)(€
1

xF
n

nxXI
n

xF э
n

n

k
k

э
n +

=≤
+

= ∑
=

. 

Теорема С*. [300]. Для любых 0,0 >> δε , существуют постоянные 
2,1),;( == iKK ii δε  такие, что ∞<<< 210 KK  и для фиксированного n  и всех 

x : 
( );()(€);( 21 nxFKxFnxFKP э

n ≤≤ , для ) δ−≥> 10)(€: xFx э
n , 

 
( ));(1()(€1));(1( 21 nxFKxFnxFKP э

n −≤−≤− , для ) δ−≥+< 1)1()(€: nnxFx э
n , 

[ ] δε −≥⎟⎟
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−≤− − 1));(1)(;();()(€ 2

1

2
2
1

nxFnxFKnxFxFnP э
n .  ■ 

Заметим, что первые два неравенства в этой теореме являются 
аналогами (1.9.12). 

Легко представить ( ));()(2
1

nxFxFn э
n −  в виде (см. замечание 1.8.3) 

∑
=

−
=

n

k
kkn xmxhnx

1

2
1

* )()()(ζ , где )(1)( )( xFxh k
k −=  и 

1)()( ))(1))(()(()( −−−≤= xFxFxXIxm kk
kk . Следовательно, согласно лемме 1.8.2 )(* xnζ  

является нормированной суммой квадратично-интегрируемых 
мартингалов с весами. Поэтому для )(* xnζ  можно применять центральную 
предельную теорему из работы Сринивасана и Зоу [278]. Далее нами 
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неоднократно будут использованы некоторые полезные неравенства для 
разнораспределенных случайных величин. 

Теорема Д*. [86]. Пусть nξξξ ,...,, 21 -независимые случайные 
величины со средним 0, nnS ξξ ++= ...1  и nU λλ ,...,, 1  положительные 
действительные числа, такие, что 

( )
2

2
1 tt k

k eeM
λξ ≤   для   UtUnk ≤≤−= ;,...,1 .                      (1.9.32) 

Пусть nλλ ++=Λ ...1 . Тогда 
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Используя это утверждение теперь докажем неравенства для 

последовательности бернуллиевских с.в. 
Следствие 1.9.10. Пусть nδδδ ,...,, 21 -независимые бернуллиевские с.в. 

с iiii PP αδαδ −==== 1)0(,)1(  и nnA αα ++= ...1 . Тогда для nn δδ ++=Δ ...1  и 
произвольного числа 0>ε  справедливо неравенство 
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,                                      (1.9.33) 

и при 2
1

)log(2 nnAn ε≥  
( ) ε−−− ≤>Δ nAP nn 22 11 .                                             (1.9.34) 

Доказательство следствия 1.9.10. Поскольку kk Mδα = , тогда для 

2
1

<t , используя элементарное неравенство 211 ttet t ++≤≤+  имеем 

{ } { } { }4/exp)(1)()(1)(exp 22222 tMMtMtMtMMtM kkkkkkkk ≤−+=−+−+≤− δδδδδδδδ
,  

где очевидно 1≤− kk Mδδ  и 
4
1)1()( 2 ≤−=− kkkk MMMM δδδδ . Следовательно 

(1.9.32) имеет место при 
2
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=kλ  и 
2
1

=U . Теперь (1.9.33) следует из теоремы 

Д* при 2
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)log( nnz ε= . Неравенство (1.9.34) является следствием следующих 
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Теперь докажем аналогичное утверждение для пуассоновских с.в..  
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Следствие 1.9.11. Пусть ,...,...,1 nνν  последовательность 
пуассоновских с.в. с nM n =ν . Тогда для любого 0>ε  при выполнении 
условия  

)1exp(,

3
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n ε ,                               (1.9.35) 

справедливо неравенство 
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Доказательство следствия 1.9.11. Пусть ,..., 21 γγ  последовательность 

пуассоновских с. в. с 1=kMγ  для всех ,...2,1=k . Тогда очевидно  
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отметить, что условие (1.3.35) означает Unennz Λ=⎟
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т.е. условие теоремы Д* на z  справедливо. ■ 
 
III. Теперь остановимся на свойствах э.ф.р., когда число слагаемых n  

(или объём выборки) заменяется на некоторую с.в.. Пусть )(xF э
n -э.ф.р., 

построенная по независимым и одинаково распределенным с.в.-нам 
nXX ,...,1  с ф.р. )(xF  (см. п.I данного параграфа) и { }1, ≥nnν -некоторая 

последовательность положительных целочисленных с.в., таких, что  
∞⎯→⎯

∞→n

P
nν . Рассмотрим эмпирический процесс, когда n  заменяется на nν : 
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Свойства слабой сходимости )(xe
nν

 исследовали М.Csörgö. S. Csörgö 
[141] и М.Csörgö [140]. В частности установлено, что если F -непрерывная 
ф.р. и 

ν
ν

⎯→⎯Pn

n
,                                                 (1.9.37) 

где ν -некоторая положительная с.в., то имеет место принцин 
инвариантности вида (1.9.2): 
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         в   )(RD .                             (1.9.38) 

(По поводу ослабления условия (1.9.37) до слабой сходимости см. [84]). 
М.Csörgö заметил [180], что при общем условии (1.9.37) строгая версия 
теоремы Гливенко-Кантелли не может иметь место, хотя из него следует, 
что 
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Далее нами будет использована следующая э.ф.р. Каца [226] и 
некоторые её обобщённые модификации: 
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где последовательность пуассоновских с.в. { }1, ≥nnν  с nM n =ν , независит 
от последовательности { }1, ≥nX n -н.о.р. с.в. с ф.р. )(xF . Заметим, что 
статистика *

nF  может удовлетворять и неравенству 1)(* >xFn  и, в частности 
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nF  является несмещённой оценкой для F :  
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Более того, так как { }RxxnFn ∈),(*  является пуассоновским процессом с 
параметром )(xnF , то )(* xnFn  имеет независимые приращения. Поэтому, 
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естественно ожидать, что эмпирический процесс Каца 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈−= RxxFxFnxe nn ,)()()( *2
1

*  при ∞→n  стремится (в отличие от )(xen ) к 

винеровскому процессу: 
))(()( ** xFWxe

D

nn ∞→
⇒          в   )(RD ,                             (1.9.38)* 

где { }]1,0[),(* ∈yyW -стандартный процесс Винера. Этот факт впервые 
эвристическими рассуждениями был установлен Кацом [226]. Предельные 
и точные распределения некоторых функционалов от )(* •ne  исследованы в 
работах [85,140,141,144,180], среди которых отметим более глубокие 
результаты Никитина [85]. Остановимся на результате Штута-Чёрге 
[144,180] об сильной аппроксимации )(* •ne  последовательностью 
винеровских процессов. 

Теорема Е*. [144,180]. На достаточно богатом вероятностном 
пространстве ,(Ω A ),Р  существует последовательность винеровских 
процессов { }10),( ≤≤ yyWn , такая, что 
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где 2≥r  произвольное целое и 7A  зависит только от r . ■ 
Таким образом, из (1.9.39) согласно лемме Бореля-Кантелли 
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причём этот порядок не может быть улучшен. ■ 
Далее наряду со статистикой *

nF  рассмотрим также и следующую её 
«усеченную» модификацию, свободную от вышеупомянутых недостатков: 
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Введём соответствующий эмпирический процесс 
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∈−= RxxFxFnxe nn ,)()(~)(~ 2
1

. Докажем ряд результатов для *
nF  и nF~ . 

Следующая теорема утверждает результаты о равномерной 
состоятельности. 
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Теорема Е**. Пусть { }1, ≥nnν  последовательность пуассоновских 
с.в. с nM n =ν . Тогда при условии (1.9.35) 
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где 

)3/1(16
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+
= , 2+= DL  и D  из теоремы С. 

Доказательство теоремы Е**. Используя формулу полной 
вероятности и неравенство треугольника, имеем: 
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где использовали также (1.9.11), (1.9.36) и то, что 

4
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<w . Тем самым (1.9.41) 

верно. Докажем (1.9.42). Пусть { }1)(~:inf~ == xFxT nn . Если nTx ~≥  и nn >ν , то 
1)(~ =xFn  и 0)(~)()()( ** ≥−≥− xFxFxFxF nnn . Тогда в предположении, что nn >ν , 
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Учитывая полученное неравенство, а также то, что при nn ≤ν  очевидно 

RxxFxF nn ∈∀= ),()(~ * , используя формулу полной вероятности и (1.9.41) 
получаем (1.9.42). Теорема Е** доказана. ■ 

Пусть { }1, ≥nTn  числовая последовательность, удовлетворяющая 
условиям (1.9.13) и  
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где w  из теоремы Е**. 
Теорема F*. Пусть последовательность { }1, ≥nTn  удовлетворяет 

условию (1.9.43), тогда для любого числа 0>ε  
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Доказательство (1.9.44) и (1.9.45) полностью повторяет 

доказательство леммы 4.1 в [125], используя соответственно (1.9.41) и 
(1.9.42), а также то, что (1.9.43) влечет (1.9.35). Поэтому нет 
необходимости её приводить. ■ 
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бернуллиевские с.в. с pP k == )1(δ , pP k −== 1)0(δ , nννν ,...,, 21 -пуассоновские 
с.в. с nM n =ν  и обе последовательности взаимонезависимы. Введём в 
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Следствие 1.9.12. Для произвольного числа 0>ε  
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Теперь установим аналоги (1.9.46) и (1.9.47) для np*  и np~ . Отметим, что в 
нижеприводимых утверждениях постоянная w  из теоремы Е*. 
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Доказательство теоремы G*. Используя неравенства               
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Тем самым неравенство (1.9.48) установлено. Доказательство (1.9.49) 
полностью повторяет доказательство неравенства (1.9.42) и поэтому оно 
опускается. ■ 

Теперь установим аналоги оценок (1.9.47) для ∗
np  и np~ . 

Теорема H*. Пусть для 0>ε  и 2
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силу условия теоремы, и затем используя (1.9.48), получаем (1.9.50). Далее 
(1.9.51) следует из следующих соображений: 
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где использованы также (1.9.50) и (1.9.47). Остается показать выполнение 
условия теоремы для (1.9.50) и (1.9.51):  
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 Теорема Н* доказана. ■ 

Эту часть параграфа завершим доказательством утверждений об 
аппроксимации вида (1.9.39) для nF~  и np~ . 

Теорема К*. Пусть последовательность { }1;~ ≥nTn  удовлетворяет 
условиям 
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Тогда при выполнении условия (1.9.35) на вероятностном пространстве 
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где LAA += 8
*
8 . 
Доказательство теоремы К*. С учётом того, что 
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где воспользовались (1.9.39). Оценим вторую вероятность так:  
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Последняя оценка является следствием (1.9.41). Тем самым неравенство 
(1.9.54) установлено. Теорема К* доказана. ■ 

Таким образом, согласно (1.9.54) 
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Аппроксимацию для )~(2
1

ppn n −  можно установить непосредственно или же 
получить из (1.9.54). Второй способ доказательства является коротким и 
поэтому мы его и используем. 

Теорема L. Пусть  
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Тогда для последовательности винеровских процессов { }10:)(* ≤≤ yyWn  из 
теоремы К* 
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Доказательство теоремы L. С. в.-ны kδ  и kδ−1 , где kδ  слагаемое в 
определении *

np , имеют ф.р. 
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соответственно. Введём в рассмотрение также и функцию 
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- согласно теоремы К*, так как определенная выше последовательность 
{ }1, ≥nTn  удовлетворяет условию (1.9.52). Таким образом, (1.9.52) 
установлено. ■ 

В конце настоящего пункта III рассмотрим случай 
разнораспределённых независимых с.в. nX  с непрерывными ф.р. 

,...2,1),()()( =≤= nxXPxF n
n . Наряду с ранее определенными функциями 

)(~),(),;(),(€),( * xFxFnxFxFxF nn
э

n
э

n , определим также )(
1

)(€ ** xF
n

nxF nn +
= , 
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∑
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)(0 )(1);( , )1);(());(1(1);( 00 ≤−−=Δ nxFInxFnxF . Следующее 

утверждение обобщает теоремы С* и Е**. 
Теорема L*. В условиях теоремы Е** справедливы неравенства: 
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где 2K  и δ  из теоремы С*, N=С*+2, M=N+2 и С* из теоремы А*. 
Доказательство теоремы L*. Первое неравенство следует из =)(€* xFn  

n
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, теоремы С* и следствия 1.9.11. 

Второе неравенство устанавливается повторив доказательство (1.9.41), 
используя при этом неравенство (1.9.30). Для доказательства третьего 
неравенства достаточно использовать соотношения 

);();();()();()( 00*0* nxFnxFnxFxFnxFxF nn −+−≤− ,  
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второе неравенство, (1.9.36) и 4
1=w . Четвёртое и пятое неравенства 

являются следствиями );()();()(~ 0*0 nxFxFnxFxF nn −≤− ,      

);()();()(~ 0* nxFxFnxFxF nn −≤− Δ , и третьего неравенства. Теорема L* доказана. 
■ 

IV. Модель (Z;A). Рассмотрим модель, описанную в п.I § 1.3. 
Напомним, что в этой модели наблюдается независимая выборка 

( ){ }njZS k
jjj

n ,...,1,,...,; )()1()( == δδ , где ( ))()( i
j

i
j AI=δ  и ( ){ }1,,...,, )()1( ≥jAAZ k

jjj -
последовательность независимых и одинаково распределённых копий 
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совокупности ( ))()1( ,...,; kAAZ . Для ф.р. )(xH  и субраспределений 
ℑ×∈≤= RixAxZPixH i );(),,();( )(  сперва рассмотрим обычные эмпирические 

оценки ∑
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)(δ , и образуем 

векторзначный эмпирический процесс  
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Далее )(xH  и );( ixH , ℑ×∈ Rix );( , предполагаются непрерывными. 
Следующая теорема Бюрка-Чёрге-Харват является обобщённым аналогом 
результата (1.9.3) Комлоша-Майора-Тушнади. 

Теорема М. [125]. Если вероятностное пространство ,(Ω A ),Р  
достаточно богато, то можно определить 1+k  последовательностей 
гауссовских процессов )(),...,(),( )()1()0( xBxBxB k

nnn  таких, что для )(tan  и 
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- для всех действительных Z , где )12/(,)12(,)12( 321 +=+=+= kAAkKAkM λ , 
а абсолютные постоянные 321 ,, AAA -из теоремы А (см. 1.9.3). Более того, 

)(tBn  является )1( +k -мерным векторзначным гауссовским процессом с 
такой же ковариационной структурой как у )(tan , т.е. 
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и для любых Ryxjiji ∈≠ℑ∈ ,,,, : 
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    ■ 
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 Если в неравенстве (1.9.58) для 0>ε  положим nZ log1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
λ
ε , то 

получаем результат, который далее нами будет использован неоднократно:  
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12/11 log)(sup
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KnnCntBtaP k
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Rt k
,                               (1.9.61) 

 
где ( ) ( )( )31 /112 AAkC ε+++= . Теперь из (1.9.61) легко следует аналог (1.9.5),  
 

( ) ( )nnOtBta
нnk

nn log)()( 2/1
..1 −+ =− .                                            (1.9.62) 

 
На самом деле, в доказательстве теоремы 31 в [ ]125  (т.е. теоремы М здесь) 
конструируются последовательности двухпараметрических гауссовских 
процессов );(,),;(),;( )()1()( nxQnxQnxQ ko K  таких, что для )(tan  и 
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n
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где );( ntQ  является ( )1+k -мерным векторзначным гауссовским процессом, 
имеющем такую же ковариационную структуру, что и )(2/1 tan n , т.е.  

( ) RxinxQM i ∈ℑ∈= ,,0);( ,                                           (1.9.64) 
и для любых Ryxjiji ∈≠ℑ∈ ,,,, : 

( ) { })()()()()();();( )( yHxHyHxHmnmyQnxMQ oo −∧∧= , 
 

( ) { });();();();()();();( )( iyHixHiyHixHmnmyQnxMQ ii −∧∧= , 
 

( ) { });();()();();( )( jyHixHmnmyQnxMQ ji ⋅−∧= ,                             (1.9.65) 
 

( ) ( ) ( ){ }yHixHiyHixHmnmyQnxMQ oi );();();()();();( −∧∧= . 
 

Легко видеть, что ( ){ }ℑ∈iQ i ;  являются процессами Кифера. Они имеют 
следующие представления: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ℑ∈⋅−= inWixHnixHWnxQ ii
D

i ),;1();();;(; )( ,                  (1.9.66) 
 

где, в свою очередь },0,10);;({ )( ℑ∈≥≤≤ inynyW i - двухпараметрические 
винеровские процессы с 0);()( =nyMW i  и 

.),)(();();( )()( ℑ∈∧∧= iuymnmuMWnyMW ii  Следует отметить одно важное 
обстоятельство, что хотя процессы Кифера };{ )( ℑ∈iQ i  зависимы, 
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соответствующие им винеровские процессы  };{ )( ℑ∈iW i  является  
независимыми. Действительно, из доказательства теоремы 3.1 в [125] 
следует справедливость следующих представлений: 
                                          ),);1;((~);()1( nxHKnxQ
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x

 а процесс Кифера 

}0;10);;(~{ ≥≤≤ nynyK  выражается через двухпараметрический винеровский 
процесс }0;10);;({ ≥≤≤ nynyW  равенством 
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                 (1.9.67) 
 

Следовательно, согласно (1.9.66) и (1.9.67) винеровские процессы 
};{ )( ℑ∈iW i  также допускают представления для всех Rx∈ : 
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Теперь непосредственным подсчётом ковариаций процессов };{ )( ℑ∈iW i  
легко убедится в их независимости.  

Следует ещё отметить, что в специальной модели );( AZ , т.е. МПИ 
процессы )()0( xBn  и });({ )( ℑ∈∞ iB i

n  (а следовательно );()0( nxQ  и });;({ )( ℑ∈∞ inQ i ) 
согласно равенству (1.3.19) также будут независимыми.  

Теперь введём в рассмотрение статистики типа Каца для )(xH  и 
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{ }1, ≥nnν -последовательность пуассоновских с.в. с nM n =ν , независит от 
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jjj δδ .  
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)*( ,- 
соответствующие эмпирические процессы. Аналогом теоремы Е* является 
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Теорема М*. Если вероятностное пространство ,(Ω A ),Р  достаточно 
богато, то можно определить )1( +k  последовательность гауссовских 
процессов )(,...,),( )()1()0( xWWxW k

nnn  таких, что для 
( ))(),...,(),()( )*(

1
)*1(

0
)*0(*

k
k

nnnn tatatata =  и ( ) 1)(
1

)1(
0

)0(* ,)(),...,(),()( +∈= k
k

k
nnnn RttWtWtWtW , 

имеем 
rk

nn
Rt

nKnnCtWtaP
k

−−+

∈
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >−

+

*2/1*)1(** log)()(sup
1

,                         (1.9.68) 

 
где 2≥r  произвольная постоянная, *C  зависит только от r , *K -абсолютное 
постоянное. Более того, )(* tWn  есть )1( +k -мерный векторзначный 
гауссовский процесс с RxixMW i

n ∈ℑ∈= ,,0)()(  и для любых 
Ryxjiji ∈≠ℑ∈ ,,,, : 
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Доказательство теоремы М*. Согласно представления (7) в [144]: 
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Следовательно аппроксимационная последовательность имеет вид 

21

*
)()( )();()()(

n
nWixHxBxW ii

n n
+= ν , где )()( xB i

nν
-гауссовский процесс из теоремы М 

с индексом, замененным на nν , а )(* xW -процесс Винера на [ )∞;0 . Теперь 
утверждение (1.9.68) теоремы следует из доказательства теоремы 1 в [144] 
с учётом теоремы М. Нам остается лишь заметить, что для всех 1≥n : 

{ } { }ℑ∈∈=ℑ∈∈ iRxixHWiRxxW
D

i
n ;));;((;);( *)( .  

Отсюда и следуют равенства (1.9.69). Теорема М* доказана. ■ 
В [125] установлен следующий аналог неравенства (1.9.11): для 

1, ≥ℑ∈ ni  и всех действительных 0>z , 
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   ■ 
Пусть  ( ) ( )1)()(11)(~ ** ≤−−= xHIxHxH nnn  и 

( ) ( )1);();(11);(~ ** ≤−−= ixHIixHixH nnn  ℑ×∈ Rix );( . При справедливости условия 
(1.9.35), с учётом (1.9.71), повторив доказательства неравенств (1.9.41) и 
(1.9.42) нетрудно установить справедливость следующих оценок при ℑ∈i : 

 



 125

εε w
n

x
nD

n
nixHixHP −

∞<<∞−
+≤

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>− )1(2

2
log2);();(sup

2
1

* ,                       (1.9.72) 

 

εε w
n

x
nD

n
nixHixHP −

∞<<∞−
+≤

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>− )1(2

2
log2);();(~sup

2
1

.     ■               (1.9.73) 

Пусть ( ))(~),...,(~),(~)(~ )(
1

)1(
0

)0(
k

k
nnnn tatatata = , где ( ))()(~)(~ 2

1
)0( xHxHnxa nn −= , 

( ));();(~)(~ 2
1

)( ixHixHnxa n
i

n −= , ℑ×∈ Rix );( . Аппроксимируем )(~ tan  вектор-
последовательностью )(* tWn  гауссовских процессов.  

Теорема М**. Пусть имеет место условие (1.9.35). Тогда на 
достаточно богатом вероятностном пространстве ,(Ω A ),Р  можно 
определить )1( +k  последовательность гауссовских процессов 
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nnn  с нулевыми средними и ковариационной структурой 
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где K~ -абсолютная постоянная, )(~~ εCC =  и )( εβ wr ∧= . 

Доказательство теоремы М**. Пусть { }1;~;* ≥nTT nn -две 
последовательности чисел, удовлетворяющие условиям 
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Вероятность в (1.9.74) оценивается следующей цепочкой неравенств, 
получаемой использованием доказательства теоремы К* и результатов 
теорем Е**, М*: 
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где согласно (1.9.72) 
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    (1.9.76) 

 
Теперь (1.9.74) следует из (1.9.75) и (1.9.76). Теорема М** доказана. ■ 

Замечание 1.9.13. Результат аппроксимации (1.9.58) теоремы М 
является основным при исследовании свойств непараметрических оценок. 
Хотя этот результат требует попарную несовместимость событий 
{ }ℑ∈iAi , , а также непрерывность распределений )(xH  и ℑ∈iixH ),;( , как 
показал Хорват [212], он остаётся в силе, если мы откажемся от этих 
условий. При формулировке соответствующего результата разница будет 
лишь в ковариационной структуре (1.9.60), т.е. появится дополнительное  
слагаемое в формуле  

jijijxHixHyHxHxBxMB ijijj
n

i
n ≠ℑ∈−∧= ,,),;();()()()()( )()( , 

 где ( ))()(,)( jiij AAxZPxH ∩≤=  (см. также § 1.3 главы 1). ■ 
В заключении настоящего параграфа приведём одно полезное 

неравенство Гофдинга для широкого класса ограниченных случайных 
величин. 
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Лемма 1.9.14. [208]. Пусть nXXX ,...,, 21  независимые с.в., 10 ≤≤ iX , 

niMX i ,1,2 =∞< . Тогда для )1;0( μγ −∈ ; ∑
=

=
n

j
jn X

n
X

1

1  и  nXM=μ : 

( ) )2exp(2 2γγμ nXP n −≤≥− . ■ 
 

 Выводы  
 

Исследования в области статистики неполных наблюдений показало 
необходимость рассмотрения более общих моделей, построения и 
исследования в них непараметрических оценок функционалов от 
распределений. В главе 1 предложены и исследованы базовые 
функционалы, найдены представления для этих функционалов в 
различных моделях неполных наблюдений и по этим представлениям для 
них построены непараметрические оценки (§§ 1.2-1.4). Эти оценки 
обобщают ранее известные оценки Каплана-Мейера и Альтшулера-
Бреслоу в частной модели случайного цензурирования справа. Для 
функционалов и их оценок установлены ряд полезных неравенств, далее 
используемых в главах 2 и 3. Задачи непараметрического оценивания 
различных функционалов от распределений, называемых 
биометрическими функциями в случае многомерного цензурирования 
рассмотрены в [64,65,128,129,156,157,206, 214,216,217]. Следует отметить, 
что в многомерном случае аналоги известных множительных оценок 
определяются неоднозначно, так как в этом случае нет однозначного 
определения интеграл - произведения, на которого основаны сами оценки. 
В § 1.5 на основе функционалов из § 1.2 построены три класса оценок для 
двумерной функции выживания, рассматривая при этом общую модель 
зависимого и неоднородного случайного цензурирования справа. В § 1.6, в 
случае случайного цензурирования с двух сторон в модели Кокса 
предлагаются три класса параметрических-непараметрических оценок для 
функции выживания. При этом экспоненциальная оценка обобщает оценку 
Тсиатис [294], а две остальные являются новыми. В § 1.7, в общей, 
зависимой модели случайного цензурирования, когда выборка сама также 
зависит от времени, предлагаются оценки для функции надежности 
сложных систем. § 1.8 является вспомагательным, в нем приведены 
известные результаты для считающих процессов и связанных с ними 
мартингалов с непрерывным временем. Хотя § 1.9 также является 
вспомагательным, в нём наряду с известными результатами, доказан и ряд 
новых результатов для эмпирических процессов для разнораспределенных 
данных и выборок случайного объема. Эти результаты представляют также 
и самостоятельный интерес. 

Все предложенные новые оценки для функционалов будут 
исследованы в главах 2 и 3 данной монографии. ■ 



 128

Глава 2. Асимптотическая теория для непараметрических оценок 
базовых функционалов 

 
§ 2.1. Гауссовские аппроксимации непараметрических оценок в 

модели случайного цензурирования с двух сторон 
 

Сначала рассмотрим модель ));(( DYZL ∧∨ , в которой наблюдается 
выборка )(

3
nS  (см. § 1.3, § 1.4). В качестве оценок для функционалов (1.3.42) 

рассмотрим статистики (1.4.13), в которых оценками к.ф.и. );( ixτΛ , 
[ ) ℑ×∞∈ ;);( τix  являются (1.4.12) при 1=m . С целью исследования всех этих 

оценок образуем векторзначный эмпирический процесс от 
2
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n −=+α , ℑ∈−= iixTixTnx n
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n )),;();(()( 2
1

)(α . В дальнейшем для 
упрощения изложения материала книги мы предполагаем, что 
распределения )(xE  и );( ixT , ℑ×∈ Rix );(  являются непрерывными (по 
поводу этого условия см. замечание 1.9.13). Согласно теореме М процесс 

)(tnα  аппроксимируется гауссовским векторзначным процессом 
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ковариационную структуру, что и )(tnα , т.е. 
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n ,                                      (2.1.1) 

и для любых Ryxjiji ∈≠ℑ∈ ,,,, : 
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Здесь предполагается, что распределения )(xE  и { }ℑ∈iixT ),;( -непрерывны. 
Тогда для достаточного богатого основного вероятностного пространства 

,(Ω A ),Р  имеем аппроксимацию (см. (1.9.61)): 
)1(02
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где ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++=

3
1

0 )1()32(
A

AkC ε , 2
0 )32( AkK += -абсолютные постоянные и 0>ε  

произвольное число. ■ 
Таким образом, в данной модели справедливыми являются также и 
соотношения (1.9.62)-(1.9.67). Ясно, что свойства оценок (1.4.13) следуют 
из соответствующих свойств оценок к.ф.и. (1.4.12). В связи с этим введём 
также и следующие векторзначные процессы: ( ))(),...,()( )(

1
)1(

k
k

nnn vMvMvM = , 
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( ))(),...,()( )(
1

)1(
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k
mnmnmn vVvVvV = , где k

k Rvvv ∈= ),...,( 1 , ( ));();()( 2
1

)( ixixnxM n
i

n ττ Λ−Λ= , 

( ) 3,2,1,);();()( 2
1

)( =−= mixFixFnxV mnm
i

mn ττ ; [ ) ℑ×∞∈ ;);( τix . Мы аппроксимируем 
вектор-процесс )(vM n  гауссовским вектор-процессом 
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При этом гауссовский процесс 
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является аппроксимирующим для процесса τλ ≥−= xxKxKnx nn )),()(()( 2
1

* , 
где гауссовский процесс )()0(

1 xB n  определяется из соотношений (при каждом 
1≥n ): 
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Напомним, что { }]1,0[),( ∈yyB -броуновский мост. 

Аппроксимацию вектор-процессов )(vM n  и 3,2,1),( =mvVmn  
осуществим на фиксированном кубе [ ) { }ℑ∈<≤== iTvvvvT ik

k ,:),...,(; 1 ττ , 
где числа T,τ  таковы, что T<τ , 
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Легко видеть, что согласно (2.1.5) при ))(1))((1(1)( xHxGx −−−=γ  

∞<−=−=< −−

≤<

− 111 )))(1)((())()((sup0 TKxExKr
T

γτ
τ

 (см. также пример 1 из § 1.6). 

Таким образом, для ];[ Tx τ∈  процессы { }ℑ∈ixN i
n ),()(  являются вполне 

определёнными линейными функционалами от гауссовских процессов 
типа броуновского моста. Сперва аппроксимируем процесс )(vM n . 

Теорема 2.1.1. Пусть { }ℑ∈• iiHEK ),;(,,  непрерывны и выполнено 
условие (2.1.5). Более того, для )(0 τγ E= , заданного 0>ε  справедливы 
неравенства при 2≥n : 
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тогда на вероятностном пространстве теоремы М 
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где ),,( 000 γεrRR =  и 0Q  положительные постоянные. ■ 

Теперь мы введём аппроксимирующий векторзначный гауссовский 
процесс для )(vVmn , а именно ( ))(),...,()( )(

1
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k
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mnmnmn vWvWvW = , где 
( ) )();(1)( )()( xNixFxW i

nm
i

mn τ−−= , 3,2,1=m  и [ ) ℑ×∞∈ ;);( τix . 
Используя теорему 2.1.1 докажем следующее утверждение. 
Теорема 2.1.2. В условиях теоремы 2.1.1, при 3,2,1=m : 
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где ),,( 0γεrRR mm =  и mQ  положительные постоянные. ■ 

Для доказательства теорем 2.1.1 и 2.1.2 будем использовать 
несколько лемм. Во-первых напомним, что согласно (1.9.11) и (1.9.71), для 
всех 0>z , 1≥n  и ℑ∈i : 
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   ■ 
Аналогичное неравенство справедливо и для процесса )(* xnλ . ■ 

Лемма 2.1.3. Пусть ф.р. EK ,  непрерывны, справедливо (2.1.5) и 
0)(0 >= τγ E . Тогда для всех 0>z , 
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Следствие 2.1.4. В (2.1.12) при 2≥n  положим 
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В следующей лемме случайный процесс )(* xnλ  аппроксимируется 
гауссовским процессом )(xnλ  на интервале [ )∞;τ . 

Лемма 2.1.5. Пусть ф.р. EK ,  непрерывны и справедливы условия 
(2.1.5), (2.1.6). Тогда на вероятностном пространстве теоремы М, 
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где )(εAA =  и B  положительные постоянные. При этом 0)( =xM nλ  и для 
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Далее нам понадобится также и результат (более точный, чем 
теорема 1.4.3), показывающий близость оценок (1.4.13). 

Лемма 2.1.6. Пусть )(nx ζτ <≤ . Тогда при каждом ℑ∈i : 
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В следующем утверждении мы показываем, что знаменатель у 
);( ixnτΛ  также может быть конечным на интервале [ )T;τ . 
Лемма 2.1.7. В условиях теоремы 2.1.1  
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Наконец в следующей основной лемме мы оцениваем уклонения 
интегральных эмпирических процессов, играющих ключевую роль при 
установлении оптимальной скорости аппроксимации в теоремах 2.1.1 и 
2.1.2. 

Лемма 2.1.8. Пусть ф.р. EK , -непрерывны и справедливо (2.1.5). 
Тогда для каждого ℑ∈i : 
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Более того, если )(0 τγ E=  удовлетворяет также и (2.1.6), то  
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где mA  и 5,1, =mBm , некоторые положительные постоянные,  причём  

( ) 5,4,; == krAA okk γ  ■ 
Теперь мы приступим к доказательству основных теорем.  
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Согласно (1.4.3), при каждом ℑ∈i ,  
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Учитывая (2.1.3), лемму 2.1.5 и (2.1.15), имеем  
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Используя оценки (2.1.10), (2.1.13), (2.1.15), лемму 2.1.7, условие (2.1.5) и 
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оценим четвертое выражение следующим образом:  
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Первое слагаемое в )()(
5 xA i

n оценим используя неравенства (II) и (IV) леммы 
2.1.8, а для оценки второго дважды используем оценку )()(
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n . Таким 
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Теперь складывая оценки (2.1.16)-(2.1.21), получаем (2.1.14). Теорема 2.1.1 
доказана.   ■ 

Доказательство теоремы 2.1.2. Сперва заметим, что в условиях 
теоремы  
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Подставив последнюю оценку в )()( xN i
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Отметим, что (см. также (2.1.4)) для всех 1≥n : 
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Тогда, используя в (2.1.25) следующее неравенство для броуновского 
моста ([125], стр. 98): 
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Теперь, учитывая (2.1.14), (2.1.24) и (2.1.27) получаем 
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Тогда (2.1.9) при 1=m  следует из соотношений (2.1.14), (2.1.23) и (2.1.28). 
Для доказательства (2.1.9) при 2=m , мы используем лемму 2.1.6, 
равенство (2.1.22) и тогда 
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т.е. (2.1.9) верно и при 2=m . Доказательство (2.1.9) для случая 3=m  
довольно рутинное. Далее для удобства введём обозначения 
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Используя разложение Тейлора имеем 
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где );( 0 rγχχ = -положительная постоянная, то и с учётом (2.1.28) и (2.1.33) 
имеем следующую оценку в (2.1.32): 
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Согласно неравенства (V) леммы 2.1.8, 
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Тогда из второго неравенства в (2.1.30), а также из (2.1.36)-(2.1.39) будем 
иметь 
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Поскольку  ( )
)(

)(
)()(

)()(
);(

)(
);(

)(
);( 2/1)(

xq
nxM

xqxq
xqxq

ix
xq

ix
xq

ix i
n

n
nn

n
−

+−
Λ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Λ
−

Λ
− τττ , то 

согласно лемме .1.7, соотношений (2.1.28), (2.1.30), (2.1.33) и (2.1.34) для 
)()(

5 xi
nω  имеем оценку  

 

( ) ( )

)41.1.2(.)1412(log
2

)1()34(log

2log
2

)1(11622log
2

)1(1168)(sup

)1(
0

2/1
2

0
22/1

0

2/1
2/1

2
0

22/1
2/1

2
0

2/13)(
5

ε

τ

ε
γ

ε
γ

ε
γω

+−−−−

−−−−−−−

<≤

++<
⎟
⎟

⎠

⎞
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+++

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+>

nDQnrnnR

nnrnnnrxP i
n

Tx

 
Наконец, с учетом последнего неравенства в (2.1.30 аналогично имеем) 
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Поскольку согласно (2.1.29) 
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то требуемый результат (2.1.9) при 3=m  следует из соотношений (2.1.14), 
(2.1.28), (2.1.31), (2.1.32), (2.1.36)-(2.1.42). Теорема 2.1.2 доказана. ■ 

Следствие 2.1.9. Из (2.1.9) при каждом 3,2,1=m  и ℑ∈i , согласно 
лемме Бореля-Кантелли 
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   ■ 
Следствие 2.1.10. Согласно (2.1.43) 
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где );( ⋅⋅ρ  расстояние Леви-Прохорова между двумя мерами )(i
mnν  и 0)(i

mnν , 
индуцированными процессами )()( , i

mn
i

mn WV , определенными в пространстве 
Скорохода [ ]TD ;τ . ■ 

Следствие 2.1.11. Из теорем 2.1.1 и 2.1.2 соответственно при 
1)( =+∞=YP  и 1)( =−∞=LP  получаем результаты аппрокстмации для 

моделей );( CLZ ∨  и );( BYZ ∧ . Однако более глубокие результаты для этих 
моделей будут доказаны в последующих параграфах. ■ 

Замечание 2.1.12. Как видно из (2.1.43) скорость аппроксимации в 
теоремах 2.1.1 и 2.1.2 является оптимальной, т.е. такой же как в теореме 
Комлоша-Майора-Тушнади (см. теорему А в § 1.9) для обычного 
эмпирического процесса. Отметим, что такие окончательные результаты 
впервые установлены в настоящей монографии. В частном случае, когда 

1)(,,1 )1( =≤Ω== YLPAk  и с.в. L  также наблюдается, т.е. наблюдаема 
выборка )(

3
~ nS  для специальных оценок множительного типа результаты 

аппроксимации впервые были установлены Хорватом [213]. Однако 
скорости аппроксимации в соответствующих теоремах были порядка 

)( λ−nO , где 
45000

1
=λ , т.е. очень слабыми. Методы доказательства 

аппроксимационных результатов в настоящей книге основываются на 
свойства эмпирических процессов структуры U -статистики и отличны от 
метода Хорвата [213], основанного на результаты Филлипа-Пинцура [267] 
об аппроксимации многомерного эмпирического процесса. Полностью 
повторив доказательства теорем 2.1.1 и 2.1.2 для оценок (1.4.11), 
построённых по выборке )(

3
~ nS , мы можем установить аппроксимационные 

результаты с оптимальной скоростью (см. теорему 2.1.13 далее). ■ 
По выборке )(

3
~ nS  рассмотрим оценки (1.4.11) с 
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будет находится гауссовский процесс )(~ unλ : 

{ } { }∞<<∞−=∞<<∞− uuKBuu
D

n )),((),(~λ . Следующее утверждение является 
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где ),,(~~

0γεrRR mm =  и mQ~  положительные постоянные. ■ 
Доказательство теоремы 2.1.13 полностью повторяет доказательство 

теоремы 2.1.2, с той лишь разницей, что вместо экспоненциальной оценки 
(2.1.12) будет использована теорема С (из § 1.9) Дворецкого-Кифера-
Вольфовитца для эмпирического процесса ( ))()(2/1 xKxKn э

n − . Поэтому оно 
опускается. Результат (2.1.44) оптимален по сравнению с результатами 
Хорвата [213] по скорости аппроксимации. ■ 

Теперь переходим к доказательствам вспомогательных утверждений. 
Доказательство леммы 2.1.3. Используя четвертое неравенство 

(1.3.6), а затем интегрируя по частям имеем 
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Отсюда для всех 0>z  
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Теперь, используя (2.1.10) и (2.1.11) для )()0(

1 xnα  в (2.1.46) и (2.1.47) из 
(2.1.45) получаем (2.1.12). Лемма 2.1.3. доказана. ■ 
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Доказательство леммы 2.1.5. Заметим, что с.в. L  цензурируется 
слева с.в.-ой YZ ∧ , и следовательно )(xK n  является левосторонним 
вариантом экспоненциальной оценки для )(xK . Тогда лемму можно 
доказывать двумя независимыми способами. Первый способ 
подразумевает полное повторение доказательства теоремы 1 Бюрка-Чёрге-
Хорват [126]. Для осуществления второго способа, сперва мы должны 
правостороннее цензурирование преобразовывать в левостороннюю , а 
затем использовать теорему 1 из [126]. Этот второй способ является 
относительно коротким. Детали доказательства опускаются. Лемма 2.1.5 
доказана. ■ 

Доказательство леммы 2.1.6. Оценки ℑ∈= imixF nm ;2,1),;(τ  
допускают представления 
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и с другой стороны, 
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Лемма 2.1.6 доказана. ■ 
Доказательство леммы 2.1.7. Подобно доказательству (2.1.46) и 

(2.1.47) с учётом (2.1.7) и (2.1.13): 
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Тем самым лемма 2.1.7 доказана. ■ 
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Доказательство леммы 2.1.8. Мы воспользуемся частично 
доказательством леммы из [126]. Сперва выразим эмпирические процессы 

{ }{ }1,),()( +∪ℑ∈∈ kiRxxiα  через равномерный эмпирический процесс 
{ }10),( ≤≤ ttun  (см. § 1.9). Это, в свою очередь нам даёт возможность 
представить интегральные эмпирические процессы из леммы 2.1.8 через 
вырожденную U -статистику с соответствующими остаточными членами. 
Сперва для доказательства соотношений (I) и (II) для фиксированного ℑ∈i  
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где nXX ,...,1 -независимы и одинаково-равномерно распределены на [0;1],  
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Здесь ( ) ( ) ( ){ }txTxtQ o <= 0;:sup -функция, обратная для ( )0;xT . Легко видеть, 
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Таким образом, правая часть равенства (2.1.49) выражается через 
вырожденную U -статистику )(хU п  с ядром );(~ )( tsh o

x  (см.[159]) и с 
остаточным членом )(xDn : 
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где );();();(~ )0()0()0( sthtshtsh xxx += . Далее для доказательства неравенства (I) нам 
остаётся воспользоваться ходом доказательства леммы из [126]. 
Аналогично для соотношений (II) и (III) мы укажем ядра соответствующих 
U -статистик. Для каждого ℑ∈i : 
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Здесь ( ) ( ) ( ){ }tixTxtQ i <= ;:sup -обратная функция для ( )ixT ; , теперь 
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Отсюда для каждого ℑ∈i : 
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В данном случае для всех 1,0, ≤≤<≤ tsTxτ  и ℑ∈i , имеем 21*)( 4);( −−≤ rtsh o
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x γ  

и аналоги равенств (2.1.50), (2.1.51) также имеют место. Для 
доказательства (IV) введем функции )(log)( uKuL nn −= , 
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где ( ) ( ))()()()()( * uLuLuuLuL nnn ∨≤Θ≤∧ . Интегрированием по частям имеем 
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С другой стороны, 
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Оценим каждый из интегралов в (2.1.53) отдельно. Нетрудно видеть, что 
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Согласно (2.1.10) и (2.1.11) для всех ℑ∈i  
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Аналогично, сперва интегрируя по частям, а затем используя неравенства 
(2.1.10), (2.1.11) и (III) из леммы (2.1.8) для ℑ∈i  имеем 
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Интеграл )(
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nI . Следовательно, для ℑ∈i  
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Учитывая также и оценку (2.1.47), 
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Для внутреннего интеграла в формуле )(
5

i
nI , мы имеем 
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Аналогично (2.1.57), используя неравенство (I), имеем 
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Наконец, для τ≥− uuLuLn n )),()((2/1 , используя неравенство в (1.3.6) и 
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Теперь, комбинируя (2.1.52)-(2.1.60) мы установим и оценку (IV). Для 
доказательства (V) соответствующий интеграл представим так: 
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Оценим каждое из этих процессов. Согласно разложению (2.1.52) 
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Слагаемые в (2.1.61) могут быть оценены с использованием всего арсенала 
неравенств и разложений, которые были применены при доказательстве 
соотношений (I)-(IV). В частности надо учесть (2.1.33), (2.1.53)-(2.1.60), а 
также 
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При этом довольно рутинным является оценивание 2b , для которого надо 
использовать разложение (2.1.33) и методы доказательства неравенств (I)-
(IV). Опуская эти детали имеем 
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где ( ))0;()0;()( 11
2/1)0(

1 uTuTnu nn −=α -субэмпирический процесс. Таким образом, 
последние три процесса в правой части неравенства (2.1.63) такой же 
структуры, что и )(2 xnβ . Следовательно, согласно (2.1.62): 
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следует и неравенство (V). Тем самым лемма 2.1.8 доказана полностью. 
Следствие 2.1.14. Из доказательства теорем 2.1.2 и 2.1.13 легко 

следует следующая аппроксимация надлежащим образом центрированных 
и нормированных оценок (1.4.11) и (1.4.13) через соответствующие 
кумулятивные процессы при 3,2,1=m  и равномерно по всем [ ) ℑ×∈ Tix ;);( τ : 

 
( ) ( ) ( ) )();();();(exp);();( xRixixixixFixF nnmnm +Λ−Λ=Λ− τττττ , 

 
( ) ( ) ( ) )(~);();(~);(exp);();(~ xRixixixixFixF nnmnm +Λ−Λ=Λ− τττττ , 

 
где );( ixFτ  определяется равенством (2.1.22) и  
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Следствие 2.1.16. Из (2.1.9) и (2.1.44) мы можем вывести также и 

свойства равномерной сильной состоятельности оценок (аналог (1.9.17)) 
при каждом 3,2,1=m  и ℑ∈i : 
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Известно, что для всех действительных 0>z  и 1≥n : 
 

)2exp(2)(sup 2

10
zzyBP n

y
−≤⎟

⎠
⎞
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⎛ >
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,                                       (2.1.66) 

 
где { }1,10),( ≥≤≤ nyyBn -последовательности броуновских мостов, 
которые согласно структуре )()( xN i

n  и равенств (2.2.30) при 

0,
2

log)1( 2/1
0 >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= εε nz , обеспечивают оценку 
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,   ℑ∈i .                             (2.1.67) 

 
Здесь 1λ  и 2λ -положительные постоянные. Теперь первое соотношение 
(2.1.65) следует из (2.1.43), (2.1.67) и неравенства  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ))()()(;; )(2/1 xNxWxVnixFixF i
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i
mn

i
mnnm +−≤− −

ττ . 
 

Второе равенство в (2.1.65) устанавливается вполне аналогично. ■ 
В § 2.2 будут установлены более точные результаты о равномерной 

сильной состоятельности оценок, а именно законы типа повторного 
логарифма. ■ 

Теперь обсудим одно из важных свойств оценок (1.4.11), в которых 
для вероятности ( )uq , будет использована частотная оценка ( )uqn€ , 
определяемая формулой (1.3.39) (хотя из §1.4 известно, что ( ) ( )иquq э

nn =€ ). 
Тогда ввиду (1.4.40):  
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В ниже приводимой теореме оценки (1.4.11) аппроксимируются 
мартингалами и найден слабый предел. В связи с этим отметим, что слабая 
сходимость здесь понимается в пространстве Скорохода [ )TD k ;)( τ  k -
мерных cádlág функций. Заметим, что это топология сильнее, чем продукт-
топология на [ ) [ )TDTD ;...; ττ ××  для топологии Скорохода на каждом 
экземпляре. Однако, используемый нами достаточный критерий слабой 
компактности и сходимости применим к топологии Скорохода на [ )TD k ;)( τ . 

Теорема 2.1.17. В условиях теоремы 2.1.13: 
(а) для всех 3,2,1=m  и ℑ∈i : 
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где ( ) ( )∑ ∫
= −∞
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(б) при ∞→n , 3,2,1=m  и [ )k

k Tvvv ;),...,( 1 τ∈= : 
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где { }ℑ∈ixi ),(ω  независимые гауссовские процессы с нулевыми средними 
и ковариационной структурой при [ )Tyx ;, τ∈  и ℑ∈i  

( )( ) )();(1);(1)()( )( yxdiyFixFyxM i
ii ∧−−= ττωω , где 
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Доказательство теоремы 2.1.17. Поскольку для всех ℑ∈i  
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то (2.1.69) получается из второй части следствия 2.1.14 и равенства 
(2.1.71). Для доказательства (2.1.70) сначала установим свойство 
мартингальности интеграла в правой части (2.1.71). Введём считающий 
процесс ( ) ( ))()()( ,1,)( i

kkkk
i

jj
i

j AxYZLIxIxn ∧≤≤==≤= χζ , где ℑ∈i  и nj ≤≤1 . 
Определим пополненные потоки σ -алгебр, порожденные считающими 
процессами )()( xn i

j : � =ji
x
, N ( )xuun i

j ≤∪ ),()(
0 σ , 
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x N ( )njxuun i
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0 σ , где 

N 0 -совокупность всех P -нулевых событий из σ -алгебры A основного 
вероятностного пространства ,(Ω A ), P . Тогда (см. § 1.8) � x  является 
фильтрацией, порожденной совокупностью считающих процессов 
{ }ℑ∈≤≤≤ injxuun i

j ,1,),()( , а ,(Ω A,� x ), P -стохастическим базисом. Тогда 
согласно разложению Дуба-Мейера случайные процессы 
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являются мартингалами, причем ∈)()( ui
jμ � (2

loc � ), ji
x . Согласно (1.8.5) и 

условий непрерывности субраспределений предсказуемые 
ковариационные процессы этих мартингалов определяются равенствами 
при ℑ∈ji, : 
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Учитывая независимость { }nkk ≤≤1,ζ , получаем ∈)()( ui
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x , а также 
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согласно (2.1.72) компоненты )(umn  ортогональны: 
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Поскольку ( )( ) 1)(€0)(€ −> uqnuqnI nn  является ограниченным предсказуемым 
случайным процессом на ];[ xτ  (так как является непрерывным слева 
адаптированным процессом), то согласно рассуждениям из [100, стр. 703], 
[191, стр. 10] и (2.1.71) ( ){ }∈ℑ∈Λ−Λ iixixn n ,);();(~2/1

ττ � (2
loc � )x  причем ввиду 

(2.1.73) и (1.8.7) квадратическая характеристика равна 
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Ввиду следствия 2.1.14 сходимость (2.1.70) эквивалентно 
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где гауссовские процессы { });[,),());(1()( 1* TxixixFx ii τωω τ ∈ℑ∈−= − . Теперь в 
свою очередь, для доказательства (2.1.75) (см. теорему А в § 1.8 или [278, 
стр. 501]) достаточно показать, что при каждом ℑ∈i  и );[ Tx τ∈  согласно 
(2.1.74) при ∞→n  
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Однако, последние две сходимости являются следствием теоремы 
Гливенко-Кантелли для эмпирической оценки )(€ uqn . Теперь (2.1.75), а 
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следовательно и (2.1.70) следуют из теоремы А Реболледо (§ 1.8). Теорема 
2.1.17 доказана. ■ 

Следствие 2.1.18. Из соотношений (2.1.44) и (2.1.70) следует, что 
для всех 3,2,1=m  и 1≥n : ( ) ( ))(),...,()(~),...,(~

11
)(
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kk

D

k
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mnmn vvvWvW ωω= , и 
следовательно для );[, Tyx τ∈  и ℑ∈i : 0)(~ )( =xWM i

mn , 
( )( ) )();(1);(1)(~)(~ )()()( yxdiyFixFyWxWM ii

mn
i

mn ∧−−= ττ . ■ 
Замечание 2.1.19. Из теоремы 2.1.17 следует, что оценки 

{ }3,2,1,),;(~ =ℑ∈• miiF nmτ  при подходящей центровке и нормировке могут 
быть аппроксимированы одной и той же последовательностью 
квадратично-интегрируемых мартингалов. Учитывая это свойство оценок, 
полностью повторив доказательство теоремы из [308], о состоятельности 
оценки Каплана-Мейера, мы можем записать следующий её аналог: для 
всех ℑ∈i  и 3,2,1=m  при ∞→n , 
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Результат (2.1.76) показывает максимально возможный интервал, в 
котором «остановленные» оценки являются равномерно состоятельными. 
Строгая состоятельность этих оценок будет установлена в § 2.2. ■ 

Замечание 2.1.20. При доказательстве мартингальной 
аппроксимации (2.1.69) представление (2.1.71), в котором )()( um i

n  являются 
мартингалами, сыграло ключевую роль. Формально аналогичное 
представление можно записать и для оценок );( ixnτΛ : 
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где ( ) ( ))0;()()(1,)( 1
1

)()( uTuEuKnuIuk nnn

n

j

i
jj

i
n Δ−−−−=≤= ∑

=

χζ . Однако наличие 

оценки )(uK n  экспоненциальной структуры в последнем выражении 
затрудняет что либо сказать о свойствах )()( uk i

n , а следовательно и о 
полезности представления (2.1.77).    ■ 
 

§ 2.2. Строгая состоятельность непараметрических оценок 
функционалов от распределений при случайном цензурировании с 

двух сторон 
 

В модели ( )DYZL );( ∧∨  рассмотрим оценки (1.4.13) для 
функционалов (1.3.42). Здесь мы докажем законы типа повторного 
логарифма. Отметим, что различные формы ЗПЛ для обычной э.ф.р. были 
установлены Кифером, Чжуном-Смирновым, Финкельштейном, 
Джеймсом, а также для случая разнораспределенных с.в. Ш.Чёрге-Хорват 
(см. § 1.9). Аналогичные резултаты для множительных оценок Каплана-
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Мейера при случайном цензурировании справа доказаны в работах 
[153,177-179,266], а в частной модели цензурирования с двух сторон (см. § 
2.1) в [213]. Поскольку в рассматриваемой нами общей модели с.в. L  
ненаблюдаема полностью, то для её ф.р. мы (как в § 2.1) рассмотрим 
экспоненциальную оценку ))0;(exp()( 1 xxK nn τΛ−=  (см. замечание 1.4.2). 
Прежде чем привести закон типа повторного логарифма, сперва приведём 
соответствующий результат для )(xK n . 

Лемма 2.2.1. Пусть ф.р. EK , -непрерывны и 0)(0 >= τγ E . Тогда  
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где 0M -положительная постоянная. ■ 

Теорема 2.2.2. Пусть распределения EK , , { }ℑ∈• iiH ),;(  непрерывны 
и выполнены условия (2.1.5). Тогда для 3,2,1=m  и ℑ∈i  
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где ( ));(),...,0;(,,, kTTEKGLL mm ••= -положительные постоянные, 
последовательность ταλλ ≥= );()( mnn  определяется как 
 

2,
2

loglog
)(1:sup)(

2/1

0

≥
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥−∈= n

n

n
xRxn m

γ

α
γλ . 

Здесь числа mα  при 2,1=m  удовлетворяют неравенству 
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Доказательство теоремы 2.2.2. Пусть 1=m . Ясно, что для каждого 
ℑ∈i  
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Теперь пользуясь разложением из доказательства теоремы 2.1.2 для 
[ ))(; nx λτ∈  имеем 
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Поскольку 
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Для [ ]xu ;τ∈  для почти всех элементарных событий ω , существует число 

)(00 ωnn =  такое, что для )(nx λ<  и )(0 ωnn >  
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Заметим, что );( iuT  есть значение распределения двумерного случайного 
вектора ( ))(

11 , iχζ  в точке )1;(u . Применим в (2.2.4) ЗПЛ Чжуна-Смирнова к 
)()( uEuEn − , Кифера (двумерный) к );();( iuTiuTn −  и лемму 2.2.1. Тогда с 

учётом и (2.2.5), для почти всех ω , можем указать число )()( 011 ωω nnn ≥=  и 
для всех 1nn ≥  и )(nx λ< : 
 

1
0

];[
2

0 )))(1()((4
))()((

);(1)1)((2);();( −−+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++<Λ−Λ ∫ xn

uEuK
iudT

n
Mnixix

x

n
n γγμμ

τ
ττ ,     (2.2.6) 

 
где ℑ∈i , 2/1)2/log(log)( nnn =μ . Поскольку 
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то интегрированием по частям имеем 
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а второе слагаемое оценим так: 
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Из соотношений (2.2.6)-(2.2.9) для )(1 ωnn ≥  и [ ))(; nx λτ∈  получаем 
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Согласно выбору последовательности )(nλ : 
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Тогда ввиду неравенства 
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3
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из (2.2.3) и (2.2.11) при )(1 ωnn ≥  получим 
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Поскольку при каждом ℑ∈i : 
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то из (2.2.10) и (2.2.13) следует 
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Теперь из (2.2.2) и (2.2.14) получим (2.2.1) при 1=m  и 
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ввиду (2.1.22) получим: 
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Теперь для завершения доказательства для случая 2=m , используем 
аналог (2.2.2), а также соотношения (2.2.14) и (2.2.15). Для доказательства 
(2.2.1) при 3m =  запишем аналог (2.2.2) и (2.2.3), используя (2.1.29): 
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и для [ ))(; nx λτ∈  
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где )()();()();();( )(2/1* xnxixRxixRix i

nnnn μσσπ ττ
−=−= . Согласно представлению 

)()( xi
nμ  из § 2.1, а также (2.1.30) и (2.1.34) для почти всех элементарных 

событий ω , можно указать число )(22 ωnn =  такое, что для всех 2nn ≥  будем 
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где );();(4)( 2)1( ixixrxr nn ττ Λ−Λ= − , )()(4)( 2)2( xxrxr nn σσ −= − , )()()( *)3( xxxr nn σσ −= . 
Оценим каждое из слагаемых в правой части (2.2.18). Для )()1( xrn  имеем 
оценку (2.2.10). Интегрируя по частям, учитывая и (2.2.5) получим для 

[ ))(; nx λτ∈  и )(2 ωnn ≥ : 
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По аналогии с (2.2.7)-(2.2.9) имеем 
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А также  
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Тогда из (2.2.19)-(2.2.21) для [ ))(; nx λτ∈  имеем 
 

( )

( ) .1)1)(())(1(4

1)1)(()()3())(1(84)(

01
0

002
0

2)2(

⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+

⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−≤

−

−−

n
Mnx

n
MnnMxrxrn

μγγ

μμγγ
.      (2.2.22) 

 
Для оценки )()3( xrn  используем теорему о среднем: 
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где ( ) ( ))()()()()( ** xqxqxqxqxq nnn ∧≤≤∨ . Согласно (2.2.5) и (2.2.21), для 
[ ))(; nx λτ∈  из (2.2.23) следует 
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Теперь из (2.2.18), (2.2.10), (2.2.22), (2.2.24) окончательно получим при 
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Согласно выбора последовательности );()( 3αλλ nn =  из (2.2.25) с целью 
обеспечения неравенства (2.2.12) запишем оценку  
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по условию выбора 3α . Тогда согласно (2.2.12) и (2.2.17) 
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Так как в условиях теоремы справедливо равенство (2.1.22), то аналогом 
(2.2.14) является согласно (2.2.25) и (2.2.27): 
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Теперь из (2.2.26) и (2.2.28) следует (2.2.1) при 3=m  и 
[ ]1)37(2)2)(4(88 3

020021
33 ++++++≤ −−− αα MrMMrL . Тем самым теорема 2.2.2 

доказана полностью. ■ 
Доказательство леммы 2.2.1. Согласно четвертого неравенства 

(1.3.6), (2.1.45), формулы интегрирования по частям и ЗПЛ будем иметь 
следующую цепочку соотношений: 
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Следовательно, утверждение леммы верно с 1

0
0 51 −+≤ γM . ■ 

Методами доказательства теоремы 2.2.2 параллельный результат 
можно установить и для оценок (1.4.11) в которых вероятность )(uq  
оценивается )(uq э

n . Поскольку в этом случае ф.р. )(xK  оценивается )(xK э
n , 

то вместо леммы 2.2.1 используя ЗПЛ Кифера мы имеем следующий 
результат. 

Теорема 2.2.3. Пусть распределения { }ℑ∈• iiHEK ),;(,,  непрерывны 
и выполнены условия (2.1.5). Тогда для 3,2,1=m  и ℑ∈i  
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где ( ));(),...,0;(,,,~~ kTTEKGLL mm ••= -положительные постоянные, 
последовательность ταλλ ≥= )~;(~)(~

mnn  определяется как 
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Здесь числа mα~  при 2,1=m  удовлетворяют неравенству 1)~512(~3 2 <+−

mm αα , а 
также при 3=m , 1)140(~6 221

3 <+−− rrα . ■ 
Отметим, что условия выбора чисел mα~  следуют из условий теоремы 

2.2.2 заменой 0M  на 1 (согласно использования ЗПЛ для обычной э.ф.р.). 
До сих пор мы исследовали и установили законы типа повторного 

логарифма для непараметрических оценок, используя соответствующие 
ЗПЛ для эмпирических оценок, входящих в структуру функционалов. 
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Однако, аналогичные результаты могут быть установлены и с 
использованием результатов аппроксимаций из § 2.1. Заметим, что 
последовательности случайных процессов { }1),,[),()( ≥∈ nTxxN i

n τ  при 
каждом ℑ∈i  являются линейными функционалами от гауссовских 
процессов: 
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где [ ]{ }1,1;0),( ≥∈ nyyВn -последовательность броуновских мостов. 
Следовательно, 0)()( =xMN i

n  ℑ∈i . Пусть  
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Теорема  2.2.4. Пусть в условиях теоремы 2.1.1 для каждого ℑ∈i : 
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где ( )EKee ,=  универсальная (по i ) положительная постоянная. 

 Доказательство теоремы 2.2.4. Согласно аппроксимации (1.9.63), 
гауссовские процессы, входящие в структуру )()( xN i

n  могут быть заменены 
соответствующими двухпараметрическими процессами киферовского типа 
следующим образом. Ввиду (1.9.1): 
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Тогда, следуя (2.2.30) и (2.2.31) имеем 
{ } { },1,),;(1,),( )()( ≥<≤=≥<≤ nTxnxГnTxxN i

D
i

n ττ  где );()( nxГ i  -гауссовские процессы. 
Согласно (1.9.63) и (2.1.43)  
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i
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i
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−
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=−

τ
                                     (2.2.32) 

 
где ),;());(1();( )()( nxГixFnxГ i

m
i

m ⋅−−= τ  ,0);()( =nxMГ i
m  

∑−−∧⋅⋅= −− )(
);(

2
1

2
1)()( ));(1))(;(1)(();();( i

yxmm
i

m
i

m iyFixFststsyГtxMГ ττ  
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и [ ) ℑ∈=≥∈ imstTyx ;3,2,1,0,,;,, τ . Теперь разделив двухпараметрический 
гауссовский процесс );()( nxГ i

m  на ( ) 2
1

loglog2 n , применив к каждому процессу 

Кифера 
2

1
)loglog2(

);(~

nn

nK •  функциональный 3ПЛ Финкельштейна (см.§1.9)  
 

2
1

)loglog2(

);(~
supsuplim

2
1

10
=

≤≤∞→ nn

nyK

yn
, п.н. 

 
учитывая (2.2.32) при каждом 3,2,1=m  и ℑ∈i  будем иметь  
 

,);(sup
loglog2
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Txn
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⎞
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⎛
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⎞
⎜⎜
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τ  

 
где постоянная e  определяется неравенством )4(2 1

0
2

0
21 −−−− ++≤ γγrre , правая 

часть которого оценивает процесс );()( nxГ i
m . Теорема 2.2.4 доказана.   ■ 

Вполне аналогично, учитывая теорему 2.1.13 имеем следующий 
результат и для оценок (1.4.11). Пусть  

[ ) ℑ∈∈=∑ iTyxyNxNMyx i
n

i
n

i ,;,),(~)(~);( )()()(

1
τ . 

Теорема 2.2.5. Пусть в условиях теоремы 2.1.13 для каждого ℑ∈i  
∞<∑

<≤

)(

1
);(sup i

Tx
xx

τ
. Тогда при каждом 3,2,1=m  и ℑ∈i   
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где );(~~ EKee = - универсальная  положительная постоянная. ■ 

Теперь рассмотрим случай неоднородного случайного 
цензурирования с двух сторон. Пусть векторы ( ){ }1,, ≥kYL kk  
разнораспределены, имеют независимые компоненты и 

),()(),()( )()( xYPxGxLPxK k
k

k
k ≤=≤=  )()()( xPxE k

k ≤= ζ . Введём усреднённые 
распределения  
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и соответствующие к.ф.и. 
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Δ−−−
=Λ

x

i
nuTnuEnuK

inudTinx
; 1

,
)0;;();();(

);;();;(
τ

τ . В 

нижеприводимой теореме объединим аналоги результатов (2.2.1) и (2.2.29). 
Теорема 2.2.6. Пусть распределения )()( , kk EK  и { }ℑ∈• iiH ),;(  

непрерывны и 0));();((infinflim >−
<≤∞→

nxEnxK
Txn τ

. Тогда при каждом 3,2,1=m  и 
ℑ∈i :  
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                     (2.2.33) 

где *
mL  и *~

mL -положительные постоянные.     ■ 
Доказательство теоремы 2.2.6 проводится в основном по методу 

доказательство теоремы  2.2.2. При этом вместо 3ПЛ (1.9.18) необходимо 
использовать следующие 3ПЛ, вытекающие из теоремы *B  (§ 1.9): 
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Детали доказательства опускаются. ■ 
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§ 2.3. Обобщенные  гауссовские аппроксимации непараметрических 
оценок в модели случайного цензурирования справа 

 
Рассмотрим модель );( BYZ ∧ , включающую в себя и МКР и 

случайное цензурирование справа (см. § 1.3, § 1.4). В данной модели 
непараметрическими оценками функционалов (1.3.27) являются 
статистики (1.4.9). Хотя эти оценки являются частными случаями оценок 
(1.4.13), и следовательно для них могут быть получены соответствующие 
результаты из §§ 2.1-2.2 как следствие, там не для них справедливы более 
сильные результаты, доказываемые с учётом особенностей модели 

);( BYZ ∧ . Как известно из §1.3, модель );( BYZ ∧  является обобщенным 
аналогом модели );( AZ  (т.е. МКР), в которой довольно подробно 
исследованы экспоненциальные и множительные оценки. Эти результаты 
без особых трудностей могут быть переформулированы для оценок 
{ }ℑ∈•• iiFиiF nn ),;();( 21 , которые имеют аналогичные структуры. В 
настоящем параграфе нами довольно подробно будут исследованы оценки 
{ }ℑ∈•• + iiFiF nn ),;();;( 33 -степенной структуры (см. (1.4.9)). Эти оценки впервые 
были предложены и исследованы автором настоящей работы в статьях 
[15,16,18,26]. Теорема 1.4.1 показывает “грубую” асимптотическую 
эквивалентность трёх классов оценок в модели );( AZ . Аналогичный 
результат верен и для оценок (1.4.9), однако учитывая преимущества и 
особенности степенных оценок нами будут установлены более точные, 
собственные результаты аппроксимации и строгой состоятельности. 

По аналогии с (1.4.7) оценки nF3  и +
nF3  асимптотически эквивалентны. 

Однако для практических целей для оценивания непрерывных ф.р. более 
подходящим является оценка +

nF3 , вычисляемая по формуле 
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,   (2.3.1) 

 
где )()2()1( ... nξξξ ≤≤≤ -вариационный ряд, построенный по выборке { }nξξ ,...,1 . 
Следует отметить, что для ( ) 1);(0,);(; )()1( <<ℑ×∈ ixRix nnξξ , если с 
вероятностью 1:  

ℑ∈<Δ< ∑
=

ini
j

n

j
,0 )(

1
.                                                  (2.3.2) 

В [149] Ш. Чёрге приводить универсальные гауссовские аппроксимации 
для кумулятивных и множительных процессов при случайном 
цензурировании справа. Особенности этих результатов заключаются в том, 
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что аппроксимации осуществляются на некотором интервале, правой 
границей которого является порядковая статистика и поэтому 
соответствующая скорость аппроксимации зависит от порядка этой 
статистики. Мы здесь переформулируем результаты Ш.Чёрге для 
кумулятивных, экспоненциаль-ных и множительных процессов 
специально в );( BYZ ∧ - модели и отдельно докажем их аналоги для 
степенных  процессов. Эти результаты являются сильными, чем их 
аналоги, получаемые как следствия из аппроксимацион-ных теорем § 2.1, 
доказанных на некотором конечном интервале.  

В модели  );( BYZ ∧  рассмотрим оценки (1.4.9). Для этих оценок ввиду 
отсутствия случайного цензурирования слева, вместо усеченных 
функционалов { }ℑ∈• iiF ),;(τ  рассматривая сами функционалы { }ℑ∈• iiF ),;( , 
можем сформулировать гауссовскую аппроксимацию как следствие из 
теорем 2.1.1, 2.1.2 на кубе [ )kT;τ . Однако, приводимые далее результаты 
показывают, что для экспоненциальных и множительных процессов 

−∞=τ , для степенного процесса { }0)(:sup =∈=> xNRxNττ  и для всех трех 
типов процессов вместо числа T  можно будет рассматривать некоторую 
порядковую статистику из числа { }nii ,1, =ξ . Естественно, хотелось бы, 
чтобы это было )(nξ . Однако, как следует из [193] для доказательства 
подобного результата для множительного процесса от схемы 
цензурирования, т.е. от ф.р. G  приходится требовать условия, практически 
не выполнимые. Поэтому, естественным является подход Штута [282] (см. 
также [193]), заключающееся в том, что «пусть данные сами говорят о 
себе». Другими словами, условия аппроксимации должны быть 
приемлемыми для возможно широкого класса распределений, 
участвующих в схеме цензурирования. Штут [282] установил интересные 
результаты представления кумулятивного и множительного процессов 
через сумму независимых и одинаково распределенных случайных 
процессов на интервале ( ])(;

nkn−∞− ξ  с оценкой остаточного члена. Здесь 
последовательность целых чисел { }1, ≥nkn  такова, что nkn <≤1 и для 
утверждений с вероятностью 1 выполнено условие: 

(S1) nkn log≥  для всех достаточно больших n  и последовательность 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥ 1, n

n
kn  асимптотически невозрастает (т.е. для невозрастающей 

последовательности чисел { }1, ≥nan , 1lim =
∞→

n

n

n na
k . Например, 

[ ]αα nknk nn ≡≡ ],[  для некоторого числа )1,0(∈α ). ■ 
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Теперь мы приведём результаты аппроксимации для );( in •Λ  и 

ℑ∈=• imiFmn ;3,2,1),;( . Сперва определим функции 
);(1

);();(
ixd

ixdixD
+

= , где  
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Тогда естественной оценкой );( ixd  (см. § 1.4) является 
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где индикатор )(

)(
i
jΔ  соответствует )( jξ  (т.е. )()(

)(
i
k

i
j Δ=Δ , если kj ξξ =)( ). Из 

теоремы 1 в [149] следует, что для всех ℑ∈i : 
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Далее пусть { }∞<≤ ssW 0);( -стандартный винеровский процесс, 
{ }10);( ≤≤ yyB -броуновский мост, { }∞<≤ ususW ,0);;( -винеровский лист, 
{ }∞<≤≤≤ uyuyK 0;10);;( -киферовский лист и 
{ },...2,1;10);;()( 2/1 =≤≤= − nynyKnyKn . Все эти процессы гауссовские, с нулевыми 
средними и )()()( tstWsMW ∧= ; ))(();();( vutsvtWusMW ∧∧= , 

yzzyzByMB −∧= )()()( ; )]()[();();( vuyzzyvzKuyMK ∧−∧= , где 
∞<≤≤≤ vutszy ,,,0,1,0 . 

Следующая теорема представляет собой переформулированный в 
модели );( BYZ ∧  вариант теоремы 1 и предложения 5 из [149]. В ней 
собраны все результаты аппроксимации оценок к.ф.и. Пусть { }1, ≥nСn -
неубывающая последовательность положительных чисел, таких, что 
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−
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1
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k
kkC . (Например, ε+= 1)log(log nCn , ε+= 1)loglog)(loglog(log nnCn , 

ε+= 1)logloglog)(logloglog)(loglog(log nnnCn  и т.д., где число 0>ε  достаточно 
малое). 

Теорема S.  Для всех ℑ∈i : 
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где при каждом ℑ∈i , { }1),;( ≥jixe j -последовательность независимых и 
одинаково распределённых случайных процессов, таких, что 
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того, на достаточно богатом вероятностном пространстве ,(Ω A ), P  
существуют последовательности винеровских процессов 
{ }1,),()( ≥ℑ∈• niW i

n  стандартные винеровские листы { }ℑ∈•• iW i ),;()( , 
последовательности броуновских мостов { }ℑ∈• iB i

n ),()( , а также 
киферовские листы { }ℑ∈•• iK i ),;()( , такие, что для векторов  
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справедливы аппроксимации: 
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Ш.Чёрге [149] в модели случайного цензурирования справа доказал 
также аналоги аппроксимаций (2.3.3)-(2.3.8) для множительной (PL) 
оценки Каплана-Мейера. Эти результаты без особых трудностей могут 
быть сформулированы и для оценок { }ℑ∈• iiF n ),;(2 . Приведём эти 
результаты, включая и их аналоги для оценок { }ℑ∈• iiF n ),;(1  в теореме 2.3.1, 
а затем для оценок { }ℑ∈• iiF n ),;(3  отдельно в теореме 2.3.2. В этой связи 
определим вектор-процессы при 3,2,1=m : 
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Теорема 2.3.1. Пусть субраспределения { }ℑ∈• iiH ),;(  непрерывны. 

Тогда при 2,1=m  и всех ℑ∈i : 
( )
( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

−
−

−

≤ − ..,log

,

);(1
);();(

sup
2/11

2

2/1

)( нпnkO

kO

ixF
ixFixF

n

np

m

mmn

x nknξ
                            (2.3.9) 

Более того, на вероятностном пространстве теоремы S  при 2,1=m : 
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Доказательство теоремы 2.3.1. Пусть 1=m . Для экспоненциальных 
оценок из (1.4.9), согласно разложению Тейлора запишем неравенство при 
всех ℑ×−∞∈ );();( )(nix ξ : 
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где [ ] ( ));();(exp);();(
2
1);( 2 ixixixixixr nnn Λ−ΛΛ−Λ= , );( ixψ -измеримая функция, 

специальным образом выбираемая в соотношениях (2.3.9)-(2.3.13). Ввиду 
(2.3.3) для всех ℑ∈i , 
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Учитывая (2.3.15), в (2.3.14) полагая 0);( ≡ixψ , из (2.3.3) получаем (2.3.9). 
Пусть 2/1)( ));(();( −= nixdWix i

nψ , тогда (2.3.10) следует из (2.3.5), (2.3.14) и 
(2.3.15). Аналогично, при 1)( ));;(();( −= nnixdWix iψ  из (2.3.6) следует (2.3.11). 
Следуя доказательству теоремы 2 в [149] легко установить, что (2.3.7) 
влечёт (2.3.12) и (2.3.8) влечёт (2.3.13). Для случая 2=m  доказательство 
повторяет доказательство теоремы 2 в [149]. Теорема 2.3.1 доказана. ■ 

Пусть { }0)(:sup =∈=> xNRxNττ . 
Теорема 2.3.2. Если в условиях теоремы 2.3.1 вдобавок 

непрерывным является и ф.р. G , то для всех ℑ∈i  
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Доказательство теоремы 2.3.2. Аналогом соотношения (2.3.14) для 

степенных оценок из (1.4.9) при всех ℑ×∈ );[);( )(nix ξτ  является 
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где  
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Оценим по отдельности случайные процессы );( ixLen . Очевидно, что 
аналоги (2.3.3) и (2.3.4) для )(xnΛ  также имеют место: 
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где с учётом непрерывности )(xN   
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следовательно ∫∑
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разложение Тейлора для второй скобки в );(1 ixL n  будем иметь для всех  
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а также 
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и ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ])(1)(1;)(1)(1)( xNxNxNxNx nnn −∨−−−∧−−∈θ . Пусть 
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Пусть для фиксированного [ )2/1;0∈γ  
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Из (2.3.25)-(2.3.27) получаем ( )1)(sup
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Так как )()( xNx nn ≥Λ , то согласно (2.1.10) и (2.1.47): 
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Следовательно ввиду (2.3.3) и (2.3.22) при 3,2=e  имеем 
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Легко установить, что для всех ℑ×∈ );[);( )(nix ξτ  
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Тогда согласно (2.3.3), (2.3.22) и (2.3.29) 
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Используя тейлоровское разложение имеем 
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Таким образом, из (2.3.31) и (2.3.32) следует 
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Легко видеть, что для )(nx ξ< : 
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Ввиду (2.3.3), (2.3.28), (2.3.30) и (2.3.31) 
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Из соотношений (2.3.34)-(2.3.36) окончательно имеем 
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Таким образом ввиду (2.3.28), (2.3.30), (2.3.33) и (2.3.37) 
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Теперь поочередно выбирая в неравенстве (2.3.21) функцию );( ixψ  как в 
доказательстве теоремы 2.3.1, затем используя теорему S и оценки (2.3.38) 
получаем соотношения (2.3.16)-(2.3.20). Теорема 2.3.2 доказана. ■ 

Замечание 2.3.3. В отличие от теоремы 2.3.1 в утверждениях 
теоремы 2.3.2 отсутствуют сильные аппроксимации. Это объясняется 
использованием в неравенствах (2.3.27) и (2.3.32) слабых, т.е. 
вероятностных оценок для с.в. )0(

nA  и nℑ . Более того, в этих результатах 
супремумы рассматриваются на отрезках [ ])(;

nkn−ξτ  и соответствующих 
кубах, где число τ  зависит от ф.р. N . В следующей теореме 2.3.4 
доказываются аналогичные утверждения, в которых отсутствуют эти 
недостатки, однако в соответствующих аппроксимациях происходит 
неулучшение в скоростях (см. замечание 2.3.5). ■  

Для удобства изложения следующего утверждения через 
),...,(),( 1 kmn νννν =Π , 4,...,1=m  обозначим вектор-процессы, находящиеся под 

нормами )(k•  в левых частях соотношений (2.3.17)-(2.3.20) 
соответственно. 

Теорема 2.3.4. В условиях теоремы 2.3.2 
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Доказательство теоремы 2.3.4. Согласно неравенству (IV) теоремы 
1.3.1, а также доказательству теоремы 1.4.1 для всех ℑ×−∞∈ );();( )(nix ξ  
имеем 
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В условиях теоремы ввиду непрерывности всех распределений, для всех 
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(2.3.45) и неравенства (4.3) из [149] для всех ℑ∈i  имеем 
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Поскольку 
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то теперь утверждение теоремы следует из соотношений (2.3.46), (2.3.47) 
при соответствующих выборах );( ixψ  и теоремы 2.3.1. Теорема 2.3.4 
доказана. ■ 
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Замечание 2.3.5. Автор [149] показал, что скорости аппроксимации 
в теореме S, а следовательно и в теореме 2.3.1 неулучшаемы. Аналогично 
можно показать и неулучшаемость слабых аппроксимаций и в теореме 
2.3.2. Что же касается аппроксимаций в теореме 2.3.4, то по порядку они 
также несомненно неулучшаемы, однако наличие в скоростях 
аппроксимаций слагаемых nkn

2−  и 2/32nkn
−  иногда может привести к 

«ухудшению» аппроксимаций по сравнению с соответствующими 
результатами теоремы 2.3.1. Так, например, если положим ][ pnkn = , где 
число )1;0(∈p , то во всех выше упомянутых теоремах правые части в 
результатах аппроксимаций стремятся к нулю (в том числе наличие 
вышеупомянутых двух слагаемых в теореме 2.3.4 не ухудшают 
аппроксимацию). Теперь, если ][ αnkn = , где число )1;0(∈α , то для того, 
чтобы все скорости аппроксимации в теоремах S, 2.3.1 и 2.3.2 стремились к 
нулю достаточно брать число )1;3/2(∈α . Однако, в аппроксимациях 
теоремы 2.3.4 теперь слагаемые nkn

2−  и 2/32nkn
−  становятся главными и 

общее число α  обеспечивающее стремление к нулю правых частей должно 
быть из интервала )1;4/3( . ■ 

Замечание 2.3.6. Результаты теорем 2.3.1, 2.3.2 и 2.3.4 при 
подходящем выборе последовательности nk  так, чтобы скорости 
аппроксимации стремились к нулю (например, как в замечании 2.3.5), 
могут быть использованы для слабых сходимостей нормированных 
«остановленных» процессов к предельным гауссовским процессам, а также 
при построении доверительных интервалов для оцениваемых 
функционалов, как это было проделано автором [149] для оценки Каплана-
Мейера. ■ 
 

§ 2.4. Исследования оценок многомерной функции выживания 
 

В настоящем параграфе будут исследованы свойства статистик 
(1.5.2). Через ( ){ }njmZ jmjm ≤≤= 1;2,1,; )()( δ  обозначим упорядоченные пары, 
где )()1( ... nmm ZZ ≤≤ -вариационный ряд, построенный по njZ mj ≤≤1,  и )( jmδ -
индикатор, соответствующий )( jmZ . Пусть  
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оценок (1.5.2) установим аналоги неравенств (I), (V), (VI) из теоремы 1.3.1. 
Теорема 2.4.1. Для всех ( ) ( ))(2)(1 ;;);( nn ZZts ∞−×∞−∈ : 
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С другой стороны, для тех же );( ts  ввиду первого неравенства и правой 
части второго неравенства (1.3.6): 
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где последнее равенство следует из соотношений 
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получаемого применением теоремы В* из § 1.9 трижды в соотношении  
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. 
Из (2.4.1) и (2.4.2) следует (I). Теперь (II) следует из последнего 
неравенства (1.3.6) и того, что 1);( ≤tsRn  для ( ) ( ))(2)(1 ;;);( nn ZZts ∞−×∞−∈  и : 
 

);();(log);();(~);();( 31 tstsHtsRtstsFtsF nnnnnn π≤−Λ−≤− . 
 

Для доказательства (III) достаточно применить (I), (II) и неравенство 
треугольника. Теорема 2.4.1 доказана. ■ 

Далее будут установлены условия, при которых );( tsnπ  сходится к 
нулю. Это, в свою очередь обеспечит близость оценок 2,1),;( =mtsFmn  с 

);(3 tsF n . Для функции 2);(],1,0[);( RtstsK ∈∈ , обозначим 
{ }1);(0:);()( 2 <<∈= tsKRtsKSupp . Исследования дальнейших свойств 

оценок (1.5.2) требуют рассмотрения следующих условий: 
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Пусть ≠∩∩∩= )~()~()()( MSuppNSuppMSuppNSuppQ Ø. Введём функции 
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В следующей теореме найдены равномерно-сильные пределы трёх классов 
статистик (1.5.2). 

Теорема 2.4.2. (I) В условиях (С2), (С5) и (С6) при 2,1=m : 
 

( ) 10);(~exp);(suplim
);(

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =Λ−−

∈∞→
tstsFP mn

Qtsn
;                            (2.4.5) 

 
(II) В условиях (С2)-(С6): 
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где [ ] );();();( tsRtsHtsГ = , 1)];()[;(~);( −ΛΛ= tststsR . 
 

Доказательство теоремы 2.4.2. Сперва покажем, что 
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Имеем 
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Поскольку );(~ tsknΛ  и );(~ )( tsn
kΛ  при 2,1=k , выражаются через однократные 

интегралы, то используя элементарные преобразования этих интегралов, а 
затем ЗПЛ (2.4.4) и аналогично для эмпирических субраспределений 

);(~ tsM n , );(~ tsN n  будем иметь 
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С другой стороны, так как к.ф.и. являются непрерывными функционалами 
от соответствующих распределений, то  
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Теперь первое соотношение в (2.4.7) следует из (2.4.8) и (2.4.9). Второе 
доказывается совершенно аналогично. Тогда (2.4.5) при 1=m  следует из 
(2.4.7) и при 2=m  из соотношения (I) теоремы 2.4.1. Для доказательства 
(2.4.6) запишем следующее неравенство, получаемое также, как и в 
доказательстве леммы 1.2.4, используя при этом четвёртое неравенство 
(1.3.6): 
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а также 
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, (так как для чисел 

a , b , таких, что 0≥ab , всегда 
baba
111

+≤
+

, что в свою очередь 

эквивалентно очевидному неравенству abba ≥+ 2)( ), то из соотношений 
(2.4.3), (2.4.4), ЗПЛ для );( tsM n  и );( tsNn , а также (2.4.7)-(2.4.9) получаем 
(2.4.6). Теорема 2.4.2 доказана. ■ 

Теорема 2.4.2 показывает, что пределами статистик (1.5.2) могут 
быть функционалы, вообще говоря различные и несовпадающие с 
оцениваемой функцией );( tsF . 

В следующей теореме перечислены условия, при которых имеет 
место требуемый результат. 

Теорема 2.4.3. Пусть последовательности случайных векторов 
{ }1, ≥iX i  и { }1, ≥jY j  независимы. Тогда  

(I) ( ) QtstsFts ∈≡Λ− );(),;();(~exp ; 
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(II) В условиях (С1), (С2), где );( tsG -непрерывная функция, 
[ ] QtstsFtsH tsR ∈≡ );(),;();( );( ; 

Доказательство теоремы 2.4.3. В условиях независимости, 
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т.е. );();(~ tsLts ≡Λ . Таким образом, согласно (1.5.3) часть (I) верна. В 

условиях второй части теоремы Qts
tsH
tsFtsR ∈

−
−

≡ );(,
);(log
);(log);( , а это и есть 

требуемое тождество. Теорема 2.4.3 доказана. ■ 
Замечание 2.4.4. Из условий части (II) теоремы 2.4.3 следует 

равномерно строгая сходимость оценок );( tsFmn  к одному и тому же 
пределу );( tsF . Однако, в этих же условиях мы можем установить 
сходимость к нулю функции );( tsnπ  при ∞→n . Действительно, ввиду 
непрерывности );( tsH , для всех ( ) nnn QZZQts =−∞×−∞∩∈ );();();( )(2)(1 : 

 
++−≤ );(log);(log);( )( tsHtsHts n
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что следует из ЗПЛ и из условий (С1)-(С4). Если вдобавок предполагать и 
одинаковую распределенность последовательности { }1, ≥iYi , то  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Λ−−++−≤

∈∈∈

2
1

..

);();();(

loglog);();(logsup);(log);(logsup);(sup
n

nOtstsHtsHtsHts
нп

n
Qts

n
Qts

n
Qts nnn

π

. ■ 
В следующей теореме найдены условия равномерной строгой 

состоятельности оценок (1.5.2), когда цензоры являются одинаково 
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распределенными, однако необъязательно независимыми от 
цензурируемых случайных векторов. 

Теорема 2.4.5. Пусть пары { }1),;( ≥iYX ii  одинаково распределены и 
для случая 3=m  функция ( )tYsYPtsG >>= 2111 ,);(  непрерывна. Равенства 
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, 3,2,1=m .                          (2.4.12) 

 
имеют место тогда и только тогда, когда для всех Qts ∈);( : 
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Доказательство теоремы 2.4.5. Нам достаточно установить, что  

условия (С1)-(С6) выполняются и равенства (2.4.13) соответственно 
эквивалентны 
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Пусть );();( 1 tsHtsH = , );(~);(~

)1( tsMtsM = , );(~);(~
)1( tsNtsN = , );();( )1( tsMtsM = , 

);();( )1( tsNtsN = . Тогда условия (С1)-(С6) выполняются очевидным образом. 
Сперва докажем эквивалентность первых двух соотношений в (2.4.13) и 
(2.4.14). Поскольку 
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т.е. первое равенство (2.4.13) верно. Докажем обратное. Для ( )MSuppts ~);( ∈  
из (2.4.13) следует 
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Отсюда, для ( ));(~ −∞•∈ MSupps , решая интегральное уравнение, получаем 
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т.е. получаем первое равенство (2.4.14). Докажем эквивалентность вторых 
равенств. Так как для ( )NSuppts ~);( ∈  
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а также   
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то ввиду (2.4.14) 
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Отсюда получаем равенства 
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, 
что влечёт и справедливость второго равенства (2.4.13). Докажем обратное. 
Так как для ( )NSuppts ~);( ∈  из (2.4.13) 
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Теперь разрешив последнее интегральное уравнение относительно );(2 tsL  
получаем и второе равенство (2.4.14). Эквивалентность (2.4.13) и (2.4.14) 
установлено. Справедливость (2.4.12) при 2,1=m  следует из (2.4.5) и части 
(I) теоремы 2.4.3. Легко проверить, что ввиду непрерывности функции 

);( tsG , );();();();(log 21 tsststsH Λ+−∞Λ=Λ=− , ( )NSuppMSuppts ∩∈ )();( , где 
 

)(log
)(
)(

);(
);();( 11

];( 11

11

];(
1 sZP

uZP
uZdP

uH
duMs

ss

>−=
>
≤

=
−∞−
−∞

=−∞Λ ∫∫
−∞−∞

, 

 

)/(log
),(
),(

);(
);();( 1121

];( 2111

2111

];(
2 sZtZP

vZsZP
vZsZPd

vsH
dvsNts

t

v

t

>>−=
>>
≤>

=
−

=Λ ∫∫
−∞−∞

. 

 

Пусть 
);(

);();();( 21

ts
tsLsLtsR

Λ
+−∞

= . Теперь равенство (2.4.12) для 3=m  следует 

из (2.4.6) и части (II) теоремы 2.4.3. Тем самым теорема 2.4.5 доказана 
полностью. ■ 

Замечание 2.4.6. Легко видеть, что если пара первых компонент 
);( 1111 YX  векторов );( 21111 XXX =  и );( 21111 YYY =  независит от пары вторых 

компонент );( 2121 YX , то систему (2.4.13) можно записать следующим 
образом: 
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   ■ 
Пример 2.4.7. Пусть пары ( ){ }2,1,, 11 =kYX kk  имеют двумерные 

экспоненциальные функции выживания Маршалла-Олкина с параметрами 
( ){ }2,1,;; ,2,1,2,1 =kkkk λλλ  соответственно: 
( ) { })(exp, ,2,1,2,111 tststYsXP kkkkk ∨−−−=>> λλλ , где );0[);0[);( ∞×∞∈ts . Заметим, что 

маргинальные распределения 1kX  и 1kY  являются непрерывными. Простые 
вычисления показывают, что вероятности в системе (2.4.5) с обеих сторон 
равенств равны соответственно ( )s1,2exp λ−  и ( )t2,2exp λ− . Следовательно 
(2.4.12) имеет место. ■ 

Теперь переходим к задачам о сходимости последовательности 
оценок (1.5.2) при подходящей центровке и нормировке к предельному 
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двухпараметрическому гауссовскому процессу. Поскольку свойства 
оценок (1.5.2) существенно зависят от свойств оценок к.ф.и., то мы сперва 
приведём некоторые утверждения для оценок к.ф.и., опираясь на 
результаты Ферманяна [172]. Сформулируем два утверждения 
относительно );(~ tsnΛ . 

Предложение 2.4.8. Пусть пары ( ){ }1,, ≥iYX ii  одинаково 
распределены и вектора { }1, ≥iX i  и { }1, ≥iYi  взаимонезависимы. Тогда для 
всех ( )HSuppHQts =∈ )();(  справедливо представление 
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Доказательство предложения 2.4.8. Согласно теореме 2.1 в [172] 
при 2,1=m  имеем 

∑
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+=Λ−Λ
n

k
mnmkmmn tsrts

n
tsts

1

);();(1);(~);(~ η ,                             (2.4.17) 

 

где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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∈ n
nOtsr

нп

mn
HQts

log);(sup
..

)();(
, );();(~

11 −∞=−∞Λ sLs , );();(~
22 tsLts =Λ . Теперь из 

(2.4.17) при ( ));();();( 21 tsrtsrtsr nnn ∨=  следует (2.4.16). Предложение 2.4.8 
доказано. ■ 

Замечание 2.4.9. Результат вида (2.4.16) имеет место и для оценок 
);( tsnΛ  без участия индикаторов mkδ , где вместо M~  и N~  будут находится 

соответственно M и N . Следовательно его можно получить из (2.4.17). ■ 
Замечание 2.4.10. В [172], в формулах функционалов 

}2,1),;({ =mtsmnη  под интегралами дифференцирование осуществляется по 
аргументам функций }2,1),1,,();({ 12111 ==>>= mtZsZPtsS mm δ  вместо M~  и N~  
соответственно. Легко видеть, что );()1,();(~

11121 tsStZPtsM −=>= δ  и  
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);()1,();(~
22111 tsSsZPtsN −=>= δ  и следовательно, );();(~

1 tdsStdsM −= , );();(~ dtsSdtsN −=  .   
■ 

Пусть ))((2 HQD  пространство Скорохода двумерных cádlág функций 

на );(),( ••ρHQ -соответствующая метрика и 
D
⇒  сходимость в ℑ -топологии. 

Введём эмпирическое вектор-поле { }2
210 ),()),;(),;(),;(();( Rtststststs nnnn ∈= γγγγ , где  

)).;(~);(~();()),;(~);(~();()),;();(();( 2
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0 tsNtsNntstsMtsMntstsHtsHnts nnnnnn −=−=−= γγγ
В [172] установлено, что в ))((2 HQD  при каждом 2,1=m  и ∞→n  в условиях 
предложения 2.4.8:  
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tsWtstsn m

D

mmn ⇒Λ−Λ⋅ ,                                 (2.4.18) 
 

где { }2,1),();(),;( =∈ mHQtstsWm -гауссовские поля, определяемые 
равенствами  
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где ));(),;(),;(();( 210 tstststs γγγγ = - слабый предел );( tsnγ , является 
гауссовским вектор-полем, с компонентами, имеющими почти всюду 
непрерывные траектории. При этом ,0);();( 21 == tsMWtsMW  
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и аналогично определяются остальные элементы ковариационной 
структуры вектора ),( 21 WW , равного по распределению вектору ),( 2111 ηη . В 
виду громоздкости формул, мы их не будем здесь приводить (см.[172]).     
■ 

Предложение 2.4.11. В условиях предложения 2.4.8 при ∞→n  в  
))((2 HQD : 

),;());();(~(2
1

tsWtsLtsn
D

n ⇒−Λ                                        (2.4.19) 
где );();();( 21 tsWsWtsW +−∞= . 
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Доказательство предложения 2.4.11. Следуя стандартным 
рассуждениям, а также лемме А.1 и предложения 2.1 в [172] в 

))()((4 HQHQD ×  при ∞→n : 
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результат теперь следует из (2.4.18). Предложение 2.4.11 доказано. ■ 
Замечание 2.4.12. Очевидно, аналог (2.4.19) имеет место и для 
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* tsWsWtsW +−∞= , где );(* tsWm  получаются из 2,1),;( =mtsWm , 

заменой функций );(~ tsM  и );(~ tsN  соответственно на );( tsM  и );( tsN .  ■ 
Теперь докажем утверждение о слабой сходимости 
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соответствующим предельным гауссовским полям при ∞→n . В этой связи 

определим ещё одно гауссовское поле 
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= . Легко видеть, что 

);(0 ••W  имеет нулевое среднее и ковариацию  
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Далее нами будет использовано следующее неравенство из [172, стр. 292] 
для двумерной эмпирической функции выживания );( tsHn  для каждого 
числа 0>z : 
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где )(εVV = -положительная постоянная.  
Теорема 2.4.13. Пусть пары }1);;{( ≥iYX ii  распределены одинаково, 

последовательности }1;{ ≥iX i  и }1,{ ≥iYi  взаимонезависимы. Тогда при 
∞→n  

в ))((2 HQD :  

2,1),;();( =⇒ mtsWtse
D

mn                                                    (2.4.22) 
и при непрерывности функции ),;( tsG                                       
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),;(~);(3 tsWtse
D

n ⇒                                                                (2.4.23) 
где )).;();()(;();();(~ 0* tsWtsWtsRtsWtsW +−=  

Доказательство теоремы 2.4.13. Сперва заметим, что согласно 
теореме 2.4.3 .3,2,1),;();( == mtsFtsFm  Пусть 1=m . Используя разложение 
экспоненциальной оценки, имеем  

 

)();(),;());();(~();( 2
1

1 HQtststsLtsntse nnn ∈+−Λ= ω ,                       (2.4.24) 
где  

{ } ,));();(~());();((exp
2

);( 2
2

1

tsLtstsLtsnts nnn −Λ−−= θω
 

 
( ) )).;();(~();();();(~ tsLtststsLts nnn ∨Λ≤≤∧Λ θ  

Ввиду (2.4.8) 
).loglog();(sup 2

1.

)();(
nnOts

нп

n
HQts

−

∈
=ω                                             (2.4.25) 

 
Требуемое утверждение (2.4.22) при 1=m  следует из (2.4.19), (2.4.24) и 
(2.4.25). Поскольку 

[ ] ));();(();();();( 12
2

11
12 tsFtsFntsFtsetse nnnn −⋅+= − ,                     (2.4.26) 

 
и [ ] [ ] ∞<≤ −

∈

−

∈

1

)();(

1

)();(
);(sup);(sup tsHtsF

HQtsHQts
, тогда второе слагаемое в правой части 

равенства (2.4.26) согласно (2.4.2) является нпnO .),( 2
1− . Отсюда и следует 

справедливость (2.4.22) и при 2=m . Докажем (2.4.23). Для степенной 
оценки запишем следующий аналог разложения  (2.3.21) 
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и ( )( ) ( )( ).);();(log);();();(log 33 tsLtsFtstsLtsF nnn ∨−≤≤∧− ∗θ  Поскольку для всех 
( ) )(; HQts ∈   

( ) ( ) ( )
,

);(
);();(

2
1

);(
);();(

);(log;log 2

2

ts
tsHtsH

tsH
tsHtsH

tsHtsH
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n α
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где ( ) ( ));();();();();( tsHtsHtstsHtsH nnn ∨≤≤∧ α  и ( )
);(

1
);();(

);();(
);(

1
tsHtsHts

tsHtsH
ts n

n

n

+
−

≤
αα

, то 

согласно двумерного 3ПЛ Кифера (см. § 1.9) 
 

( ) .loglog);();();(sup
..

22

)();(
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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∈ n
nOtsHtsHts
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nn
HQts
α                            (2.4.28) 

 
Из соотношений (2.4.19), (2.4.27) и (2.4.28) следует, что при ∞→n  в 

))((2 HQD  

( ) ).;(~);();();(~
1

2
1

tsWtstsLtsn
D

nn ⇒+−Λ μ                                      (2.4.29) 
 

В (2.4.29) использован и тот факт, что в ))((2 HQD  при ∞→n  (лемма А.1 в 

[172]) ( ) ).;();();( 0
2

1
tstsHtsHn

D

n γ⇒−  Нам остается показать, что остальные 
слагаемые в правой части равенства (2.4.27) стремятся к нулю. Из 
доказательства теоремы 2.4.2 имеем  
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n tsNsMts nn
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Применяя 3ПЛ для );( −∞sM n , );( tsNn  и аналоги (2.4.3) имеем для 

)();( HQts ∈  
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);(
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tsNsMts

 п.н. 

 
Тогда ЗПЛ (2.4.8.) и его аналог для );( tsnΛ  дают оценки 
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3,2,loglog);(sup 2
1..
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Поскольку для )();( HQts ∈ : 
 

[ ] [ ]);();(~);();();();();( 1 tsLtststststsRtsR nnnn −Λ+Λ−ΛΛ≤− − , 
 

то с учётом (2.4.27) и (2.4.28) также имеем 
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Наконец оценим *
nω . Заметим, что 
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Однако, по определению nμ  и из (2.4.30), (2.4.31) следует, что 
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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∈
2
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)();(
loglog);(sup nts

нп

n
HQts
μ , 

что даёт 

⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−

∈
)log(log);(sup 2

1..
*

)();(
nnOts

нп

n
HQts
ω .                                                (2.4.32) 

 
Теперь (2.4.23) следует из (2.4.29)-(2.4.32). Теорема 2.4.13 доказана. ■ 

Замечание 2.4.14. Из (2.4.22) и (2.4.23) следует, что 
экспоненциальная и множительная оценки сходятся к одному и тому же 
предельному гауссовскому процессу. Однако, в отличие от одномерного 
случая, у нас нет оснований утверждать, что к тому же пределу стремится 
и степенная оценка. Другими словами, имеют ли одно и тоже 
распределение процессы );( tsW  и );(~ tsW ?. Проверять это посредством 
вычисления ковариаций становится невозможным ввиду громоздкости их 
выражений. ■ 

Замечание 2.4.15. Заметим, что в настоящем параграфе, в отличие от 
цензурирования на прямой, при исследовании многомерных оценок нами 
не был использован метод мартингалов. Как отмечено в работах [64,65], в 
случае пространственных наблюдений нет канонического способа 
определения понятий «прошлого», «настоящего» и «будущего», на 
которых основывается само понятие мартингал. Поэтому к настоящему 
времени нет универсальных методов построения и исследования оценок по 
многомерным цензурированным наблюдениям. ■ 
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§ 2.5. Аппроксимации последовательных оценок функции выживания 
сложных систем 

 
Рассмотрим оценки (1.7.6) и (1.7.7). Пусть 

{ } { }ττττ +>≤≤∪+<≤<−≤≤= atxtxataatxtxDa ,0:);(),(0:);( , 
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где kj
p

pph
x

xFpj

k
j

jj

,...,1,
),...,(

)(
)(1

1 =
∂

∂
=ℑ

−=

ϕ . Отметим, что ϕh  непрерывна на 

k]1;0[ , частные производные первого и второго порядков также непрерывны 
и равномерно ограничены на k]1;0[  единицей (см. лемму 2.1 в [161]). 

Теорема 2.5.1. Пусть ф.р. kFF ,...,1  непрерывны, K  непрерывна на 
);[ ∞a  и 1)( <τF . Тогда при выполнении условий (СI)-(CIV) из § 1.7 при 

каждом )2/1;2/31( α−∈q  
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Доказательство теоремы 2.5.1. Равномерная ограниченность 

частных производных до второго порядка и разложение Тейлора нам 
позволяют записывать следующее соотношение при каждом aDtx ∈);( : 
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k

e
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m
mmneenn xFtxFxFtxFtxR
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)();(€)();(€
2
1);( . Согласно части (II) 

теоремы 3 из [201], при каждом kj ,...,1= , 
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Пусть ( )aDD -пространство Скорохода функций, определенных на aD . Из 
следствия 5 работы [201] имеем, что последовательности случайных 
процессов 

( ) kjDtxxFtxF
n

n
ajjn ,...,1,);(,)();(€

loglog2

2/1

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−⎟⎟
⎠

⎞
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⎛ , 

 
почти наверное относительно компактны в ( )aDD  и множествами их 
предельных точек являются единичные шары гильбертов пространств 
воспроизводящих ядер с ковариационными ядрами (см. также [75,237]): 
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Следовательно, согласно ЗПЛ Штрассена (см. § 1.9) 
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и отсюда 
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Теперь из (2.5.2)-(2.5.4) получаем (2.5.1). Теорема 2.5.1 доказана. ■ 

Следствие 2.5.2. Из доказательства теоремы 2.5.1 следует, что 
последовательность случайных процессов 
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почти наверное относительна компактна в ( )aDD  и множеством 
предельных точек является единичный шар гильбертова пространства с 
воспроизводящим ядром ковариационного ядра 

∑
=

ℑℑ=
k

j
jjj sytxГyxsytxГ

1

));();;(()()());();;(( .                         (2.5.5) 

Отсюда, в свою очередь, следует равномерно-сильная состоятельность 
оценок (1.7.6) с оценкой скорости сходимости: 



 192

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

∈

2/1..

);(

loglog)();(€sup
n

nOxFtxF
нп

n
Dtx a

.  ■ 

 
Замечание 2.5.3. Следует отметить, что случайные процессы 

{ }k
jaij DtxtxA

1
);(),;(

=
∈  при каждом фиксированном ni ,...,1=  и t  являются 

квадратично-интегрируемыми ортогональными мартингалами (см. [161]). 
Следовательно, суммирование в (2.5.5) является следствием этой 
ортогональности. ■ 

 
Выводы  

 
В первых двух параграфах главы 2 исследованы асимптотические 

свойства непараметрических оценок функционалов при случайном 
цензурировании с двух сторон. При этом в § 2.1 доказаны результаты 
сильной аппроксимации для оценок и для них установлены оптимальные 
скорости аппроксимации порядка ( )nnO log2/1− . Эти результаты являются 
сильными чем результат Хорвата со скоростью аппроксимации ( )λ−nO  с 

45000
1

=λ , доказанного в частной модели случайного цензурирования с 

двух сторон для оценки множительной структуры. При доказательстве 
этих результатов нами были использованы такие мощные методы 
асимптотической теории математической статистики как методы сильной 
аппроксимации, U -статистик и мартингалов. § 2.2 посвящен 
доказательству результатов строгой состоятельности непараметрических 

оценок с определением скорости сходимости порядка ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2/1loglog
n

nO , т.е. 

законов типа повторного логарифма. Здесь случай разно-распределенных 
наблюдений также рассмотрен. В § 2.3 доказаны результаты сильной 
аппроксимации непараметрических оценок в обобщенной модели 
случайного цензурирования справа. При этом правая граница отрезка, где 
осуществляется аппроксимация является порядковой статистикой и 
поэтому скорости аппроксимации получены зависящими от номера этой 
статистики. Эти результаты, в частности содержат в себе также и свойства 
состоятельности оценок. В § 2.4 исследованы асимптотические свойства 
непараметрических оценок из § 1.5 для двумерной функции выживания 
при случайном цензурировании справа. § 2.5 посвящен исследованию 
асимптотических свойств последовательных оценок функции надёжности 
сложных систем и для них доказаны результаты аппроксимации 
последовательностью мартингалов. ■ 
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Глава 3. Непараметрическое оценивание функционалов от 
распределений в моделях информативного цензурирования 

 
§ 3.1. Асимптотические свойства трех классов оценок базовых 
функционалов в регрессионной модели Кокса при двустороннем 

цензурировании наблюдений 
 

Классическая модель Кокса, описываемая представлением к.ф.и. по 
формуле (1.6.1) является полупараметрической (или параметрической-
непараметрической), где неизвестными являются параметр регрессии β  и 
базовая к.ф.и. 0Λ . Поэтому их оценивание проводится в двух этапах: 
сперва строятся промежуточные оценки );()(

0 βτ xnΛ  по формуле (1.6.10) для 
условной к.ф.и. )(0 xτΛ  при фиксированном β , а затем решая уравнение 
(1.6.11) находится ОМП nβ  и методом подстановки строится 
окончательная оценка );()(

0 βτ xnΛ  для к.ф.и.. Поэтому, для исследования 
оценок (1.6.12) для условных базовых функций выживания )(1 0 xHτ− , 
сперва исследуем свойства оценок );()(

0 βτ xnΛ  и nβ , а затем и );()(
0 n

n x βτΛ . 
Исследование );()(

0 βτ xnΛ  в основном будем проводить методом 
мартингалов, порожденных считающими процессами.  
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Поскольку )(L)( xYZIxN jjjj ∧≤≤= , то нетрудно видеть, что 
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x , следовательно ∈)(xM n � (2

loc � )x  и согласно (1.8.5), с 
учетом и взаимоортогональности iμ  и jij ≠,μ , будем иметь 
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Обозначим � =)(xn � );();();( 0
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0 βββ ττ xxx n
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Теорема 3.1.1. В условиях (С1)-(С3) при ∞→n  
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Доказательство теоремы 3.1.1. Легко видеть, что 
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Подынтегральный процесс в (3.1.1) является � x -предсказуемым. 
Следовательно (см. замечание 1.8.6), интеграл (3.1.3) также является 
локально-квадратично интегрируемым � x -мартингалом и, согласно 
формуле (1.8.7), предсказуемая квадратическая характеристика этого 
процесса вычисляется, с учетом (3.1.1), как 
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                                                                                   (3.1.4) 
Используем неравенство Ленгляра-Реболледо из следствия 1.8.5 1), что 
согласно (3.1.1) дает следующую цепочку оценок для любого 0>ε :  
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где )(ˆ xqn  определяется формулой (1.3.39). Покажем, что при ∞→n  
вероятность справа в последнем неравенстве в (3.1.5) стремится к нулю, 
для чего, в свою очередь покажем конечность предела отношения в левой 
части неравенства внутри этой вероятности. Из условия (С2) 

 )()()()( 0
];[

0)()(0 ∞<ΤΛ≤Λ≤Ι=∧ΤΛ ∫
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τ
τ

τ ζζ udu nn , п.н.  

0)())(-)(()(-)( )((n)00(n)00 →Τ<ΙΛΤΛ=∧ΤΛΤΛ nζζζ ττττ , п.н.                    (3.1.6) 
так как существует число c>0 такое, что 
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Пусть ∫
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где использовали (3.1.7). Оценим вероятность nQ . Рассмотрим следующее 
разбиение отрезка ];[ Ττ : а) ;... )(10 Τ=<<<= γτ maaa  б) 

);(,...,1 ,)()( 31 γγ miaqaq ii =≤−−  в) ;)( 6
γγ ≤m  Если 

3311 )()(ˆ  ,)()(ˆ γγ ≤−≤− −− iiniin aqaqaqaq  и );[ 1 ii aax −∈ , то γγγ =+≤− 3
2

3)()(ˆ xqxqn . 
Следовательно, если γ>− )()(ˆsup xqxqn , то для некоторого 

3)()(ˆ:)(0 γγ >−≤≤ iin aqaqmi . Таким образом, 
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)(0

γγγγ γ

γ
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,           (3.1.9) 

 
где последняя экспоненциальная оценка получилась в результате 
применения неравенства Гофдинга (см. лемму 1.9.14) для средней 
вероятности в (3.1.9). Из соотношений (3.1.5)-(3.1.9) следует (3.1.2). 
Теорема 3.1.1 доказана.         ■ 

Замечание 3.1.2. Из теоремы 3.1.1 мы можем получить 
соответствующий результат и при отсутствии случайного цензурирования 
слева. При этом необходимо полагать 0≡τ . Сказанное относится и 
результатов, доказываемых далее.     ■ 
Для исследования свойств ОМП nβ€ , являющейся решением уравнения 
(1.6.11) нам необходимо ввести несколько вспомогательных функций. 
Пусть ∫

∞

=
);0[

),()/()( vdvxQxQ π  где ===∧≤≤Μ= ]/)1,I(L[)/( 3 vVYZxvxQ χ  

)/1,L( 3 vVYZxP ==∧≤≤= χ . 
Пусть )(⋅g  непрерывная функция на );0[ ∞  и 

=∧≤≤Μ= )}I(L)({));(( YZxVgxvgE  
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)}./()({)}1,I(L)({ 3 VxQVgMYZxVg ==∧≤≤Μ= χ  Определим также и 
эмпирические оценки этих функций: 
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Очевидно, );1()( 1 xExQ =  и );1(€)(€
1 xExQ nn = . Более того, nE€  и nE1

ˆ  являются 
несмещенными оценками соответственно для E  и E1. Равномерно-строгая 
состоятельность этих оценок следует из теоремы Гливенко-Кантелли (см. § 
1.9), а также из леммы А.1 из [294]. 

Лемма 3.1.3 [294]. Пусть g(v) непрерывная функция на );0[ ∞  и 
∞<Μ )(2 Vg . Тогда при ∞→n  
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■ 
Свойство состоятельности оценки nβ̂  содержится в следующей 

теореме.  
Теорема 3.1.4. Пусть выполнены условия (С1)-(С3). Кроме того, 

пусть ф.р. )(vπ  абсолютно непрерывна и 
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где );( 0 βεB  – интервал длины 02ε  с центром в точке β (-истинное 
значение). Тогда уравнение (1.6.11) имеет решение }1,€{ ≥nnβ  и при ∞→n  

(3.1.13)                                          п.н.  € ββ →n  
Доказательство теоремы 3.1.4. Нетрудно убедиться в том, что 

логарифм функции правдоподобия )(L βn  из §1.6 можно представить в виде 
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а соответствующее уравнение правдоподобия как  
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Поскольку формулы (3.1.14) и (3.1.15) по структуре такие же, как формулы 
(3.3) и (3.4) в [294], то дальнейшее доказательство теоремы можно 
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проводить по линии доказательства теоремы 3.1 в [294] и поэтому оно 
опускается. Теорема 3.1.4 доказана.      ■ 

Замечание 3.1.5. Для дальнейших исследований функции )(βΤ
nU  

пред-почтительным является ее представление (1.6.11) в терминах 
считающих процессов )(xNi , по сравнению с (3.1.15), хотя легко видеть, 

что   )())((
1
∑
=

=−
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i
in xdNxdQn , а также 210)(€)( ,,, k;xevEx;βω βvk

n
(k)
n == .        ■ 

Очевидно, свойства оценки nβ€  зависят от свойств функции )(βΤ
nU , 

которая в свою очередь выражается через 10),( ,ku;βω(k)
n = . Заметим, что при 

справедливости (3.1.12) 
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информационную функцию 
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а также и ее эмпирическую оценку 
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Введем также и следующее условие: 
(С4) Функции }2,1,0),({ )( =ku;tω k  являются равномерно непрерывными функ-
циями по ];0[ Τ∈u  и );( 0 βεBt∈ , а также ограничены на );(];0[ 0 βεB×Τ .     ■ 

Теорема 3.1.6. Пусть выполнены условия (С1)-(С4) и (3.1.12). Тогда 
при ∞→n  
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Доказательство теоремы 3.1.6. Так как функция )(tU n
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Непосредственным вычислением (см. (1.6.11)) имеем .
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Согласно (3.1.17) и (С4) из леммы 3.1.3 имеем 
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следовательно, ∞→+ℑ=ℑ nopn ),1()()( ββ . Таким образом, для завершения 
доказательства теоремы достаточно установить, что 
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Преобразуем функционал )(βΤ
nU , заменив считающие процессы в формуле 

(1.6.11) при помощи представления )()()( uAuuN iii += μ : 
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так как для всех β , 
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Поскольку подынтегральный процесс является � 0 -адаптированным 
процессом, то { }];0[),( Τ∈Τ tU n β  является квадратично-интегрируемым 
мартингалом и ввиду ортогональности мартингалов iμ , предсказуемая 
квадратическая вариация )(2

1 βΤ−
nUn  согласно (3.1.20) равна 
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Поскольку в условиях теоремы (см. (3.1.18)) ),()(* ββ ℑ⎯→⎯ℑ

∞→n

p
nT  а также при 

каждом 0>ε  и ];0[ Τ∈t  ∫ ∞→
⎯→⎯Λ>Ι

];0[
0 ,0)();());(( 2

1

t
n

p
nn udunu βλεβλ  то согласно 

достаточному критерию мартингальной ЦПТ (теорема А из §1.9) получаем 
(3.1.19), а отсюда и (3.1.16). Теорема 3.1.6 доказана.             ■ 
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Замечание 3.1.7. Нетрудно видеть, что в качестве состоятельной 
оценки )(βℑ  в условиях теоремы 3.1.6 может быть использована ).€( nn βℑ    ■ 

Замечание 3.1.8. Отметим, что решение nβ€  уравнения (1.6.11) 
является также и состоятельным по Фишеру, поскольку таковым является 
функционал )(βT

nU . Это свойство легко устанавливается, повторяя 
рассуждения из [110]. ■  

Теперь приступаем к исследованию основных оценок 
)(€ )(

0 xn
τΛ ),€;()(

0 n
n x βτΛ=  τ≥x , для к.ф.и. (1.6.9). Наряду с процессом � )(xn  

рассмотрим также � );()(€)( 0
)(
0

* βττ xxx n
n Λ−Λ=  и L ),;()(€)( )(

0
)(
0 βττ xxx nn

n Λ−Λ=  τ≥x . 
Теорема 3.1.9. В условиях теоремы 3.1.6: 
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Доказательство теоремы 3.1.9. Справедливо равенство 
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где по формуле Тейлора 
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Во втором интеграле в формуле )(xnθ  использовано равенство 
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3
0 βω u
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=Λ  (см. (1.6.9)). В условиях теоремы 
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Аналогично (3.1.8), для любого числа 0>Δ  
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Теперь из (3.1.13), (3.1.24)-(3.1.26) имеем 
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Из (3.1.2) и (3.1.27) следует (3.1.21). Согласно (3.1.16), (3.1.24) и 

(3.1.25) 21n L 1 2 €( ) ( ; ) ( ) (1),   ,   [ ; ]n n px V x n o n xβ β β τ= − − + →∞ ∈ Τ . Отсюда 
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С другой стороны, согласно (3.1.4) для ];[ Τ∈ τx  
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и при каждом 0>ε , 
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Из (3.1.29), (3.1.30) и теоремы Реболледо (§ 1.8) будем иметь 
2

1n �
D

nn x
∞→

⇒)( )(1 xγ                 в ];[ ΤτD ,                                    (3.1.31) 

где )(1 xγ  является винеровским процессом. Теперь слабая сходимость 
(3.1.22) является следствием (3.1.28) и (3.1.31). Теорема 3.1.9 доказана.        
■ 

Рассмотрим три класса оценок, определяемые формулами (1.6.12) и 
(1.6.13) для усеченных функций выживания )(1 0 xHτ− . В качестве 
промежуточных рассмотрим оценки 2,1  ),;();;(1 )(

0 =Ψ=− mxmxH nm
n ββτ , 

используя функционалы (1.6.13). Пусть 
τττ ≥=≥≥=− xvVZxZPvxH   ),,/()/(1 00 , условная, усеченная слева функция 

выживания объекта с временем жизни Z и фиксированной ковариатой 0v . 
Ввиду (1.6.4) 



 201

)32.1.3(                     .  ,))(1()/(1 )exp(
00

0 τβ
ττ ≥−=− xxHvxH v

 
 

Согласно представлению (3.1.32) построим оценки для )/(1 0vxHτ−  
следующими тремя статистиками (см. (1.6.12)): 
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Исследуем оценки (3.1.33). 

Теорема 3.1.10. Пусть имеют место условия теоремы 3.1.6 и в случае 
m=3 требуется непрерывность ф.р. K(x/v) и G(x/v) по ];[ Τ∈ τx . Тогда при 
каждом m=1,2,3: 
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где )(
0 xvτχ –центрированный гауссовский процесс с ковариацией при 
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Доказательство теоремы 3.1.10. Докажем (I). Используя четвертое 

неравенство в (1.3.6) при каждом m=1,2,3 имеем ≤− )/()/(€
00

(n)
m vxHvxH ττ  

))),(1log(()exp()€exp())(1log()€;(log)€exp( 00000 xHvvxHxv nnnmn ττ ββββ −−−+−−Ψ≤  
где второе слагаемое правой части, согласно теореме 3.1.4, при всех 

);0[];[ )(nx ζτ IΤ∈  и ∞→n  стремится к нулю с вероятностью 1. Покажем, что 
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Так как при )())(1log(  ),(€)€;(log  ,1 00
)(
01 xxHxxm n

nn τττβ Λ=−−Λ=Ψ−= , то для этого 
случая (3.1.34) следует из (3.1.21). С другой стороны, из неравенства (II) 
теоремы 1.3.1 следует, что для );0[];[ )(nx ζτ IΤ∈ : 
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Следовательно, (3.1.34) справедливо и при m=2. Рассмотрим случай m=3. В 
условиях теоремы в этом случае функция );()0( βω u  непрерывна по u, а 
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Ввиду условия (С4), соотношения (3.1.18) нетрудно установить, что при 
∞→n  
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а также 
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Вполне аналогично, пользуясь элементарными преобразованиями, а также 
и интегрированием по частям, имеем  
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Теперь требуемая сходимость (I) при m=3 следует из (3.1.34) при m=1 и из 
соотношений (3.1.36)-(3.1.40). Переходим к доказательству части (II) 
теоремы. При m=1 доказательство совпадает с доказательством леммы 6.1 
работы [294]. Кроме того, (II) становится справедливым и при m=2, так как 
согласно неравенству (1.3.6), а также (3.1.35) для всех Τ≤≤ xτ  
 

( ).))€;(log)€;(log()€exp(

)))/(€1log())/(€1log(()/(€)/(€

2
1

2
1

2
1

2
1

п.н.

120

0
)(

10
)(

20
)(

10
)(

2

−Ο=Ψ+Ψ−=

=−+−−≤−

nxxnv

vxHvxHnvxHvxHn

nnnnn

nnnn

βββ

ττττ

 
Доказательство (II) для случая m=3, т.е. для степенной оценки–рутинное. 
Пусть ( ) ( )

3 0 3 0
€ €( / ) log(1 ( / ))n nx v H x vτ τΛ = − − . Определим функционал при ];[ Τ∈ τx : 
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условиях теоремы (см. (3.1.36)) );();(log 03 ββ τ xx Λ=Ψ− . Промежуточной 
оценкой );(3 βxΨ  является статистика );(3 βxnΨ  из (1.6.13). Имеем 
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Исследуем слагаемые внутри скобки в (3.1.42) в отдельности. Нетрудно 
установить представление: 
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Из (3.1.18) и (3.1.36) следует, что );()1( βxnl  и 2
1n � )(xn  асимптотически 

эквивалентны и следовательно ввиду (3.1.31) 
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Тогда (3.1.44) эквивалентно 
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где элементарными преобразованиями и разложениями в ряд, имеем 
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а также 
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Заметим, что главные члены в этих двух разложениях имеют 
противоположные знаки и в сумме (3.1.45) они сокращаются. Тогда в этой 
сумме остаются слагаемые стремящиеся к нулю по вероятности при ∞→n , 
так как ( ).);();(sup 2

1
п.н.

)0()0( −

Τ≤≤
Ο=− nxxn

x
βωβω

τ
 Таким образом, (3.1.46) верно и 

ввиду (3.1.44) и (3.1.45) окончательно будем иметь для всех ];[ Τ∈ τx  
 

2
1);(1 nxQn =β � )47.1.3(                     .    ),1()( ∞→+ nox pn  

 
Для );(2 βxQn  имеет место следующий аналог (3.1.43): 
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Тогда учитывая и (3.1.13), (3.1.24), а также (3.1.25) получаем для всех 

];[ Τ∈ τx  
)48.1.3(          .  ),1()€();();( 2

1

2 ∞→+−−= nonxVxQ pnn ββββ  
Очевидно, )1()€();();( 2

1

003 pnn onxvxQ +−Λ= ββββ τ , для всех ];[ Τ∈ τx  при ∞→n . 
Следовательно, учитывая и (3.1.47), а также (3.1.48) для всех ];[ Τ∈ τx  при 

∞→n  имеем 
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.    (3.1.49) 

 
Теперь утверждение теоремы для случая m=3 следует из соотношений 
(3.1.16), (3.1.31), (3.1.41), (3.1.42), (3.1.49), а также  

,  ),1())/()/(€(sup 2
00

)(
3

2
1

∞→=Λ−Λ
Τ≤≤

novxvxn p
n

x
ττ

τ
 

что следует из (3.1.42) и (3.1.49). Теорема 3.1.10 доказана.        ■ 
Замечание 3.1.11. Отметим, что предельный гауссовский процесс 

� )(0 x  из теоремы 3.1.9 такой же структуры, что и соответствующий 
процесс в случае цензурирования справа (см. [294]). Тогда повторяя 
выкладки из Приложения 2 в [294] можно показать, что с.в. 0γ  не зависит 
от процесса ];[),(1 Τ∈ τγ xx .       ■ 

В заключении настоящего параграфа рассмотрим случай p>1, т.е. 
когда ковариата ),...,( 1 pVVV =  и параметр регрессии ),...,( 1 pβββ =  являются 
векторами размерности p. Все доказанные результаты автоматически 
остаются в силе и в случае p>1, так как в этом случае произведение vβ  
везде, начиная с определения функций 2,1,0),;()( =sus βω  из § 1.6 заменяются 
на скалярное произведение ),( vΤβ . Условие (3.1.12) заменяется на 
следующее: 
«Ковариационная матрица ( )βΣ  вектора )€(2

1 ββ −nn  невырождена.»(3.1.12) 

Тогда результаты (3.1.16) и (3.1.22) выглядят так: )),(;0()€(2
1 βββ Σ⇒−

∞→
Nn

D

nn           

и 2
1n �

D

nn x
∞→

⇒)(* L ].;[  в  )(0 ΤτDx  Здесь L )(0 x –центрированный гауссовский 

процесс с ковариацией при ];[, Τ∈ τyx : 
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где )),;(),...,;(()( 1 ββλ xVxVx p=Τ  и .,...,1,
);(
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§ 3.2. Параметрическое-непараметрическое оценивание функции 
распределения при информативном неоднородном цензурировании 

наблюдений 
 

В § 1.3 была определена МПИ как специальный случай (Z;A)-модели. 
Она определялась свойством независимости с.в. Z от совокупности 
событий { }ZiA i ∈,)( . В настоящем параграфе рассматривается модель с 
частичной пропорциональностью ф.и.. Рассмотрим МПИ, подвергаемую 
левостороннему неоднородному случайному цензурированию. 
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Пусть }1),,,L{( ≥kYZ kkk –последовательность независимых случайных 
векторов с независимыми в совокупности компонентами. При этом с.в. Zk и 
Yk соответственно имеют одинаковые непрерывные ф.р. )()( xZPxH k ≤=  и 

)()( xYPxG k ≤= , а с.в. kL  разнораспределены с ф.р. 1),L()()( ≥≤= kxPxK k
k . 

Предполагается, что пары (H;G) отвечают МПИ: 
)1.2.3(                           ,  ,))(1()(1 RxxHxG ∈−=− θ  

где 0>θ  – неизвестный параметр. В данной статистической модели 
интерес представляют с.в. Zk и задача состоит в оценивании ф.р. H при 
мешающих параметрах }1,{ и )( ≥kK kθ  по следующей выборке объема n: 

},,...,1),,,,,L{(~ )2()1()0()( nkV kkkkk
n == δδδζ  

где )I(L),I(Y)),(L( )1()0(
kkkkkkkkkkkk YZLZYZ ≤≤=<∧=∧∨= δδζ  и )2(

kδ )I(L kkk ZY <≤= .        
В данной параметрической-непараметрической модели с.в. Zk наблюдаемы 
лишь в случае 1)1( =kδ , где для всех 1,1 )2()1()0( =++≥ kkkk δδδ . Пусть 

)()()( xPxE k
k ≤= ζ  и )()(L xYZPx kk ≤∧= . Тогда очевидно, 1))(1(1)(L +−−= θxHx  и 

)(L)()( )()( xxKxE kk = . Из последнего представления имеем );()(L);( nxKxnxE = , 
где 1≥n  и 
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– усредненные ф.р.. Тогда для всех 1≥n  и Rx∈  (полагая 0
0
0
=  и 1=

∞
∞ ) 

будем иметь следующее представление для ф.р. H(x): 
)2.2.3(                                  ,))(L1(1)( γxxH −−=  

где );();()(L  ,
1

1 nxKnxEx =
+

=
θ

γ . Легко вычислить 
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Отсюда 1)0()1( ]1[ −Μ−Μ= kk δδγ  для всех 1≥k  и тогда для всех 1≥n : γ 1)0()1( )1( −Δ−Δ= nn , 

где 1,0,
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)(1)( =Μ=Δ ∑
=

j
n

k

j
kn

j
n δ . Заменим в (3.2.2) );(),;( nxKnxE  и )( j

nΔ  на 

соответствующие оценки и получаем искомую оценку для H(x) в виде: 
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Исследуем оценку (3.2.3). Пусть )(),(),( )(kKSpGSpHSp  и )(LSp –носители 
соответствующих распределений. Тогда согласно (3.2.1): 

)()()( LSpGSpHSp == . Далее предположим выполненным условие : 

(А) ≠
⎭
⎬
⎫

⎩
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⎧ ∞
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II

1

)( )()(
k

kKSpHSp 0/ . 

Определим эмпирические процессы )),;()(()( 2
1 nxExEnx nn −=α  =)(xnβ  

));()((2
1 nxKxKn n −=  и )()( 2

1 γγμ −= nn nx , а также 
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Далее нам понадобятся также и условия:  

(В) Пусть последовательности чисел }1,,{ ≥Τ nnnτ  таковы, что ,nn Τ≤τ  
},1)(L:sup{   },0);(:inf{    ),;(];[ L <∈=Τ≤Τ>∈≥∞−∞→Τ xRxnxKRx nnnn ττ  

1)0)(( =>nnKP τ  и для 0>ε  ( ) ;))(L1();()2(
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n
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k
k nP δ    ■ 

Теорема 3.2.1. Пусть выполнены условия (А)-(С). Тогда 
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где )(11 γCC =  и C2 (абсолютная) постоянные.    ■ 

Для доказательства (3.2.4) нами будут использованы несколько 
вспомогательных утверждений. Из неравенства (1.9.30) Бретагнолли имеем 
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Ввиду (1.9.33) 
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n ε , 
 

( )( ) (3.2.7)                          .212)~1( 1)0(1)0( ε−−− ≤Δ−>Δ− nP nn  
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Аналогичные неравенства справедливы и для nγ . 
Лемма 3.2.2. Пусть 2)1(

log )(64 −Δ≥ nn
n ε . Тогда 

 
( ) ( ) )8.2.3(            .62   ,6)log()1(4 11211)0( εε γγεμ −−−−− ≤>≤Δ−> nPnnP

nnn  
 

Доказательство леммы 3.2.2. Легко показать, что 
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что следует из (3.2.6) и (3.2.7). При этом заметим, что условие леммы 
влечет условие неравенства (3.2.7) (так как ( ) 1,1 )0()1( ≥Δ−=Δ nnn γ  и 

( ) 2)1(64 −
Δ nε ( ) 2)0(14 −

Δ−> nε ). Тем самым первое неравенство (3.2.8) установлено. 
Второе доказывается так: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) .6log142 211)0(
2
111 εεμγγγγγ −−−− ≤Δ−>≤>−≤> nnPPP nnnn  

 
Лемма 3.2.2 доказана.     ■ 
Пусть ( ) RxxLxLnxa nn ∈−=   ,)()()( 21 . 

Лемма 3.2.3. Если справедливы условия (А) и (В), то 
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Доказательство леммы 3.2.3. Справедливо равенство 

)).()(L)((
)(

1)( xxx
xK

xa nn
n

n βα −=  

Тогда первое неравенство (3.2.9) следует из (3.2.5) и левостороннего 
аналога (1.9.15) для )(xKn , получаемого применением (1.9.30). Второе 
неравенство (3.2.9) является следствием первого. Лемма 3.2.3 доказана.    ■ 

Доказательство теоремы 3.2.1. Разложим процесс ))()((21 xHxHn n −  
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Используя элементарное неравенство ( ) 0,  ,10  ,log0 >≤<≤≤ − γαα
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Поскольку 
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то, используя леммы 3.2.2 и 3.2.3, получаем (3.2.4). Теорема 3.2.1 доказана. 
■ 

Замечание 3.2.4. Из (3.2.4) при 1>ε  по лемме Бореля-Кантелли, 
получаем, что скорость аппроксимации будет порядка 
( )nnnKH nn log));(())(1( 212)(1 −−+−Τ−Ο τγγ , п.н.. Более того, если повторить 

доказательство для процесса ))()((21 xHxHn n − , то аппроксимирующим 
является процесс )())(1( xUxH n−  со скоростью порядка ×Τ−Ο − γ1))(1(( nH  

)log));(( 212 nnnK n
−−× τ , п.н.. В частности, если Τ<≡Τ≡Τ ττ nn ,  и с.в. Lk 

одинаково распределены, то выше упомянутые аппроксимации будут 
оптимальными по порядку, т.е. )log( 2

1 nn−Ο , п.н..    ■ 
Через )(~ xU n  обозначим процесс, получаемый из )(xU  заменой )(xKn  

на );( nxK . Тогда из теорем А* и С* из § 1.9, а также из (3.2.4) легко следует 
Теорема 3.2.5. В условиях теоремы 3.2.1: 
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x nn
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Из (3.2.10) в частности следует, что для всех ];[ Τ∈ τx : 
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где )log()( 1
п.н.

nnxrn
−Ο= . Тогда из (3.2.11), учитывая тот факт, что случайный 

процесс )(~ xU n  является линейным функционалом от )(xnα  и )(xnβ , согласно 
(1.9.31), получается  

Теорема 3.2.6. В условиях теоремы 3.2.1 существует число M>0 
такое, что имеет место ЗПЛ 

 

1)()(sup
loglog

suplim
21

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Τ≤≤∞→

MxHxH
n

nP n
xn τ

.       ■ 

 
Замечание 3.2.7. Поскольку в представлении (3.2.11) основными 

компонентами являются эмпирические процессы )(xnα  и )(xnβ , то мы 
отметим еще одну из важных их свойств. Пусть ,(Ω A ), P  основное 
вероятностное пространство, в котором определены все рассматриваемые 
нами последовательности с.в.. Определим пополненные потоки σ -алгебр 
� ζ

p )},...,1;);(({ 0 nixuuN i =≤≤Ι∪= ζσ  и � )},...,1;);I(L({ 0
L nixuuN ip =≤≤∪= σ . 

Эмпирические процессы представим в виде 
 

,)()())(1(
)(1

))()I(L()(

)()())(1(
)(1

))()(I()(

1

)(

1
)(

)(

1

)(

1
)(

)(

2
1

2
1

2
1

2
1

∑∑

∑∑

=

−

=

−

=

−

=

−

=−
−

−≤
=

=−
−

−≤
=

n

k
kk

k
n

k
k

k
k

n

n

k
kk

k
n

k
k

k
k

n

xhxMnxE
xE

xExnx

xhxMnxE
xE

xExnx

ββ

αα

β

ζα

 

 
где )(1)(),(1)( )()( xKxhxExh k

k
k

k −=−= βα . Согласно лемме 1.8.2 kMα  и kM β  являются 
мартингалами. Следовательно (см. замечание 1.8.3), пары );(( xnα � )ζ

p  и 
);(( xnβ � )L

p  также являются мартингалами. ЦПТ для последовательности 
такой структуры мартингальных случайных процессов доказаны в работе 
[278]. Следовательно, учитывая представление (3.2.11), структуру )(~ xU n  и 
представление nμ  линейно через )~( )0()0(21

nnn Δ−Δ  и )~( )1()1(21
nnn Δ−Δ  нетрудно 

установить слабую сходимость при ∞→n  процесса ))()((21 xHxHn n −  в 
пространстве Скорохода ];[ ΤτD  к центрированному гауссовскому 
процессу. ■ 

Замечание 3.2.8. Если отказаться от условия наблюдаемости с.в. Lk и 
предполагать наблюдаемость лишь выборки },,...,1),,,,{( )2()1()0()( nkV kkkk

n == δδδζ  
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то для );( nxK  мы уже не можем построить э.ф.р., а можем использовать 
одну из оценок }3,2,1),({ =mxKmn  из § 1.4. Тогда для соответствующей 
оценки для )(xH  утверждение теоремы 3.2.1 остается в силе, если вместо 
экспоненциальной оценки (1.9.15) будет использовано неравенство (2.1.13) 
доказанное для )(1 xK n , хотя, как нетрудно видеть, согласно лемме 1.3.1, 
аналогичные неравенства справедливы и для оценок )(2 xK n  и )(3 xK n .  ■ 

Замечание 3.2.9. Результаты настоящего параграфа могут быть 
распространены и на ));(L( DYZ ∧∨ -модель с условием (3.2.1) и 
неоднородным случайным цензурированием слева. Задача по-прежнему 
состоит в оценивании ф.р. )(xH  по выборке  )(

3
~ nS  (см. § 1.4). В этом случае 

представление (3.2.2) остается в силе. Необходимо лишь оценить 
мешающий параметр θγ += 1

1 . Из формул § 1.3 имеем 
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Интегрированием по частям имеем γ);(1)0;;( nn +∞Τ−=+∞Τ . Отсюда 
))0;;(1();( nn +∞Τ−+∞Τ=γ  для всех 1≥n . Тогда искомая оценка для )(xH  

будет вида (3.2.3) с ( ))0()1( €1€€ nnn Δ−Δ=γ , где )0;(€
1

)0( +∞Τ=Δ nn  и ∑
=

+∞Τ=Δ
k

i
nn i

1

)1( );(€ . При 

этом )0;(1 xnΤ  и )0;(xnΤ  определены в § 1.4. Так что утверждение теоремы 
3.2.1 остается в силе и в данном случае. Если в данной модели не 
использовать информативность правостороннего цензурирования, 
выражаемую равенством (3.2.1), то мы бы не смогли оценить ф.р. )(xH , а 
пришлось бы оценить условную ф.р. τττ ≥≥≤= xZxZPxH jj ),/()( , довольно 
сложными методами как это отмечено в замечании 1.4.9.         ■ 
 

§ 3.3. Непараметрические оценки при случайном объеме выборки 
 

Рассмотрим модель );( AZ  из п.IV § 1.9, где были установлены 
аппроксимации вектор-процессов )(* tan  и )(~ tan  последовательностью 
гауссовских вектор-процессов )(* tWn  с оптимальной скоростью порядка 

)log( 21 nn−Ο  (см. теоремы М* и М**). В данном параграфе будут 
исследованы оценки экспоненциального, множительного и степенного 
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типов для экспоненциального функционала ℑ∈Λ−−= iixixF  )),;(exp(1);( , так 
как ввиду непрерывности всех субраспределений );( ixH  справедливо 
равенство (1.3.5). Пусть k

kk
k

nnn Rtttttt ∈== ),...,( )),(),...,(()( 1
)(

1
)1( ωωω , где 

)),;();(()( 021)( ixixnx n
i

n Λ−Λ=ω  ℑ∈i ,-процесс к.ф.и., образованный оценкой типа 
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Здесь оценки )(~ xH n  и );(~ ixH n  для )(xH  и );( ixH  определены в § 1.9. 

определим последовательность аппроксимирующих гауссовских вектор-
процессов ))(),...,(()( )(
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Теорема 3.3.1. Пусть последовательность чисел }1,{ ≥Τ nn  
удовлетворяет условию 
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где 11 ))(1(  и  ))3/1(16(  ,2  ,0 −− Τ−=+=≥> nn Hbewrε . Тогда 
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где 100
212

0   ),;(  ,log)( ΦΦ=ΦΦ= − rnnbnr n ε -положительные постоянные и 
)( εβ wr ∧= . 

Доказательство теоремы 3.3.1. Достаточно показать, что для 
каждого ℑ∈i : 
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Для )()( xi
nω  справедливо следующее представление: 
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Как и в доказательстве неравенств (4.8)-(4.10) в [125], для суммы +)()(

1 xR i
n  

)()( )(
3

)(
2 xRxR i

n
i
n ++ , используя оценки (1.9.42), (1.9.45) и (1.9.74) будем иметь 
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Тогда согласно (1.9.42) и (1.9.45) 
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Величину )()(
4 xR i

n  оценим воспользовавшись рассуждениями из 
доказательства теоремы К*, что дает оценку 
 

)7.3.3(     ,Llog3
))(1(

)()(sup

          

   )1)(()log3|)(|sup(

221

];(
2

*)(*)0(
21

*221
)(

4

n
r

n
x

i
nn

x

nnn

i

n
x

pnnbAn
uH

udauanP

HPnbAnxRP

n

n

+≤
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
>

−
+

+>Τ≤>

−−

−∞

−

Τ≤<∞−

−

Τ≤<∞−

∫

 

 
так как )()(  ],;( **

nnnn HxHx Τ≤Τ−∞∈∀  и если 1)(* ≤ΤnnH , то )();( **
nnn HixH Τ≤  и 

следовательно )()(~ *)()( xaxa i
n

i
n =  для всех ℑ∈i . Нам остается оценить p1n. 

Аналогично доказательству теоремы 1 из [144], полагая 
))()(()( *21)0( xHxHxa

nn n −= νν ν  и ));();(()( *21)( ixHixHxa
nn n

i −= νν ν , ℑ∈i , и учитывая 
представление (1.9.70) имеем nnnnn ppppp 4321 +++≤ , где 
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Из ([126], лемма на стр. 53) имеем 
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где )(εAA =  и B-положительные постоянные. Кроме того, из (1.9.36) имеем 
(более точная оценка, чем в [144]) 
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Согласно (3.3.8) и (3.3.9) 
 

+≤+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
>

−
+≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>

−
+

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>

−
≤

−−

−∞Τ≤<∞−

−

−∞Τ≤<∞−

∫

∫

nw
nn

x

i

x

wn

n
n

nn
x

i

x
n

enAb
uH

udaua
Pn

n
n

P

nnnAb
uH

udaua
Pp

n
n

nn

n

n
n

nn

n

log
2

log
2

2log
))(1(

)()(
sup2

2
1

2
3

2
,

log
loglog2

))(1(
)()(

sup

2

];(
2

)()0(

2

];(
2

)()0(

1

ν
ν

ν
ν

ν

νν

νν

 

 

)10.3.3(                   .~2
!

2               

2)(log
))(1(

)()(sup

log
2

log
2

log
2

1

1

2

];(
2

)()0(

εε

ν

−−−
∞

=

−−−

−−∞

= −∞Τ≤<∞−

++≤++

+≤+=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
>

−
+

∑

∑ ∫

nBnee
m
nmBn

enmPmAb
uH

udauaP

n
n

n
n

n
n

n

wn

m

n
m

w

nw

m
nn

x

i
mm

x

 



 217

Аналогично, ввиду (1.9.16), (1.9.36) и (3.3.9) 
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Интегрированием по частям, а также согласно (1.9.71) получаем 
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И, наконец, из (1.9.36) 
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Совокупность соотношений (3.3.4)–(3.3.7), (3.3.10)–(3.3.14) и дает оценку 
(3.3.3). Теорема 3.3.1 доказана.        ■ 

Следствие 3.3.2. Из (3.3.2) при подходящем выборе 2≥r  и 0>ε  
будем иметь аппроксимацию на интервале k];( Τ−∞ : 
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,
))(~1))((1(

)(~)(~

))(~1())(1(
)())(~(

)(1
)(~

)(
];(

)0()0(
21

];(
2

2)0(
21

)0(
)0( ∫∫

−∞

−

−∞

−

−−
+

−−
+

−
=

x n

nn

x n

nn
n uHuH

uaduan
uHuH

udHuan
xH

xaxω
 

 
которое можно получить также и от )()0( xnω  при i=0. Аппроксимирующим 
для )()0( xnω  является гаусовский процесс 1)0()0( ))(1)(()( −−= xHxWxY nn . 

Теорема 3.3.3. При условии (3.3.1) 
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)15.3.3(             ,)()()(sup 10
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где 100
212

0   ),;(  ,log)( ΨΦ=ΦΦ= − rnnbnr n ε -положительные постоянные и 
)( εβ wr ∧= .   ■ 

Доказательство теоремы 3.3.3 вполне аналогично доказательству 
теоремы 3.3.1 и поэтому оно опускается. 

Оценим уклонения процессов ℑ∈ixi
n ),()(ω . 

Теорема 3.3.4. При условии (3.3.1) 
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и для всех ℑ∈i : 
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Доказательство теоремы 3.3.4. Легко видеть, что 1≥∀n : 

D

n xW =)()0(  

))(( xHW
D
=  и RxiixHWxW

D
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n ∈ℑ∈=   ,  )),;(()()( , где { }10),( ≤≤ yyW  – стандартный 
процесс Винера. Тогда вероятность в (3.3.16) не превышает сумму 
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где использовали (3.3.15) и известное экспоненциальное неравенство для 
винеровского процесса (см. [89] неравенство (29.2)). (3.3.17) доказывается 
точно также. Теорема 3.3.4 доказана.           ■ 

Введем оценки для ℑ∈=Λ−−= imixixFm ;3,2,1)),;(exp(1);( , при помощи 
функционалов из § 1.3 формулами, аналогичными (1.4.2): 

0 ( ; )0 0 0 0 0
1 2 3( ; ) 1 exp( ( ; )), ( ; ) 1 (1 ( ; )), ( ; ) 1 [1 ( )] ,nR x i

n n n n n n
u x

F x i x i F x i u i F x i H x
≤

= − −Λ = − −ΔΛ = − −∏ %  

где 1000 )]()[;();( −ΛΛ= xixixR nnn . Образуем вектор-процессы ))(),...,(()( )(
1

)1(
k

k
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i
mn −=  и 

=)()( xQ i
n ℑ∈=Λ− imxYix i

n   ;3,2,1  ),());(exp( )( . Аппроксимируем 
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последовательности )(tQmn  последовательностью гауссовских вектор-
процессов Qn(t). 

Теорема 3.3.5. Пусть выполнено условие (3.3.1). Тогда для всех 
m=1,2,3 
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где 212
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221221

2
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1 )()()(},))log(6)(()({)( −− +==++= nbnrnrnrnbnrnnrnr nn ε  и Rm-
положительные постоянные. 

Доказательство теоремы 3.3.5. Пусть m=1. Разложим );(0
1 ixF n  по 

);(0 ixnΛ  в ряд: )),())((exp()());(exp()( )()(21
2
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1 xYxnxixxQ i
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i
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i
n θω −+Λ−= −   

где ))];();(());;();([()( ixixixix nn
i

n Λ∨ΛΛ∧Λ∈θ . Тогда (3.3.18) для этого случая 
следует из (3.3.2) и (3.3.17). Согласно неравенствам (I) и (V), с учетом 
доказательства теоремы 1.4.1 имеем неравенства для x<Z(n) и всех ℑ∈i  с 
вероятностью 1: 
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Теперь оценки (3.3.18) для случаев m=2,3 следуют из (3.3.18) при m=1, 
неравенств (3.3.19), а также (1.9.45). Теорема 3.3.5 доказана.      ■ 

В заключение этого параграфа рассмотрим МПИ из § 1.3 
(определение 1.3.4, лемма 1.3.5). Учитывая непрерывность H, используя 
функционал );(3 ixF  из (1.3.21) для ));(exp(1);( ixixF Λ−−=  рассмотрим оценку 
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Следовательно, );(~~ )( iH n
i

n +∞=Ρ . Напомним, что эта модель характеризуется 
независимостью }1,{ ≥jZ j  и вектора }1),,...,{( )()1( ≥jk

jj δδ . Поэтому в МПИ 
обычные эмпирические оценки )(xH n  и );( iH n ∞ , определенные в п.IV § 1.9 
являются независимыми и в системе (1.9.60) 1,0)()( )0()( ≥∀=∞Μ nyBB n

i
n . 

Однако, этого нельзя сказать об оценках )(~ xH n  и )(~ i
nΡ  так как в их 

определение входит последовательность пуассоновских с.в. }1,{ ≥nnν . 
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Далее последовательность )(tnβ  аппроксимируется последовательностью 
гауссовских вектор-процессов. 

Теорема 3.3.6. Пусть имеет место условие 
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где 0>ε , 2≥r , 1))31(16( −+= ew  и 1))(1( −Τ−= nn Hb . Тогда 
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где 100
212

0 ),;(,log)( ErEEnnbEnq n ε== − -положительные постоянные и )( εβ wr ∧= . 
■ 

Для доказательства теоремы 3.3.6 для процессов )()( xi
nβ  используется 

разложение оценок );(0 ixFn  по степеням )(~ xH n  и )(~ i
n

Ρ  как в доказательстве 
теоремы 3.2.1. При этом каждой из пяти компонент разложения 
применяются оценки (1.9.42), (1.9.45), (1.9.49), (1.9.51), а также (1.9.74) 
(или (1.9.54) и (1.9.57)). Детали опускаются.        ■ 

 
§ 3.4. Непараметрическое оценивание с использованием 

байесовского подхода 
 

Рассмотрим модель );( AZ , где с.в. Z имеет выборочное пространство 
;(ℵ �) , где 1R⊆ℵ  и �-борелевская алгебра на ℵ . На ;(ℵ � )  определим 

вероятностные меры ∈∈= BABZPBQ ii ),;()({ )()( � }, ℑ∈i , для которых 
справедливо равенство ∈∀∈==++ BBZPBQBQBQ k ),()()()( )()1( L �. Пусть 

),({ )( ⋅iα }ℑ∈i  – неотрицательные конечно-аддитивные меры на ;(ℵ �)  и )(⋅α  
их сумма: ∈∀++= BBBB k ),()()( )()1( ααα L �. Через ),...,( )()1( kD αα  обозначим 
распределение Дирихле с параметром ),...,( )()1( kαα  (подробно см. [92, 170]). 
Это распределение нами используется в качестве априорного для вектора 

,...( )1(Q  )..., )(kQ , предполагаемого случайным вектор-процессом на ;(ℵ �) . 
Распределение Дирихле является одним из очень подходящих и 
апробированных априорных распределений в статистике [88, 92, 170, 171, 
182, 188, 230-232, 234]. Таким образом, пусть ),...,( )()1( kQQ  является k -
мерным процессом Дирихле, что по определению означает, что для любых 
измеримых разбиений }),,...,{( )()(
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=);( ixH ]),;(()( xQ i −∞  ℑ∈i  и RxxQxH ∈−∞= ]),;(()( , тогда (см. [170]) );( ixH  
имеет бета-распределение ))()();(( )()( xRxe ii ααα −Β , где 

ℑ∈−∞= ixx ii ]),;(()( )()( αα . Через � обозначим оператор математического 
ожидания относительно распределения Дирихле. Тогда (см. [170]) при 

ℑ∈ji, : 
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Тогда непосредственным вычислением имеем 
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На множестве допустимых решений D, состоящем из распределений 

и субраспределений введем функцию потерь 
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где )(xw  – заданная весовая функция. Как следует из [88,170], минимум 
риска �� ));();;(€( iHiH ⋅⋅  в случае отсутствия выборки достигается при 
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являющееся апостериорным средним значением ℑ∈iixH ),;( . Тогда из 
вышеприведенных вычислений будем иметь следующие априорную и 
апостериорную средние значения для )(xH : 

).()1()()(  ;)()()( 00 xHqxHqxHRxxH nnnn −+== ααα  
В частности, для ℑ∈== ∞→ iixHAPp x

ii ),;(lim)( )()( , байесовскими оценками 
до и после эксперимента являются соответственно )(

)()(
0

)(

R
Ri i
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α=  и 
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np α )1()(

0 n
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n qpq −+ )(i
np , где ℑ∈++= ip i

n
i

n
i

n   ),( )()(
1

1)( δδ L . Видим, что 
байесовские оценки являются сглаженными в отличие от их эмпирических 
аналогов и представляют собой смеси априорных представлений и 
эмпирических оценок с весами nq  и nq−1 . При этом меры )(Rα  и nR +)(α  
трактуются как априорная и апостериорная объемы выборок. Отметим, что 
если при фиксированном Rx∈  все ∞↑)()( xiα  так, что отношения 

)()()( Rxi αα  остаются постоянными, то оценки );( ixH n
α  и )(xH n

α  стремятся к 
);(0 ixH  и )(0 xH  по вероятности. Следовательно, априорная информация 

велика и она определяет оценку. Если же )()( xiα  фиксированы, но ∞→n , то 
байесовские оценки в пределе совпадают с эмпирическими, т.е. 
информация имеющаяся в эмпирических оценках подавляет информацию, 
содержащуюся в априорном распределении. 

Используя вышеприведенные оценки, методом подстановки оценим 
к.ф.и. );( ixΛ  статистикой 
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а для функционалов (1.4.1) используем оценки при ℑ∈i  
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где ∑ =
− Λ=ΛΛΛ=

k

i nnnnn ixxxixixR
1

1 );()(,)]()[;();( ααααα . Понятно, что оценки (3.4.3) 
и (3.4.4), строго говоря, не являются байесовскими в классическом 
значении этого понятия. Однако, нахождение байесовских оценок как 
апостериорное среднее значение оцениваемых функционалов в 
рассматриваемой модели довольно трудоемкая задача. С другой стороны, 
байесовская оценка типа Каплана-Мейера, вычисленная в частной модели 
Сусарлой и Ван Райзином [286], используя теорию Фергюсона, обладая 
некоторыми преимуществами над PL-оценкой, является асимптотически 
эквивалентной последней. Однако, специальная модификация байесовской 
оценки, сделанная Раем, Сусарлой и Ван Райзином [88] также дает оценку, 
уже не являющуюся байесовской. Она обладает преимуществами над 
оценкой Каплана-Мейера и для малого объема выборки. Такая 
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модификация состоит в сочетании байесовской методологии с методом 
подстановки, как мы и поступили при построении оценок (3.4.3) и (3.4.4), 
которые пригодны и для общих моделей неполных данных. В этой связи 
отметим, что сочетание байесовского метода с методом подстановки 
используется в ряде работ [88, 254, 265, 270, 321]. Поскольку байесовость 
оценок }),;(),({ ℑ∈iixHxH nn

αα  уже подразумевает их оптимальность, то 
естественно ожидать, что оценки (3.4.3) и (3.4.4) также являются не хуже, 
чем их эмпирические аналоги из §1.4. Например, последний элемент Z(n) 
вариационного ряда из },...,{ 1 nZZ  уже не является «опасной» за счет 
присутствия априорного представления через меры },{ )( ℑ∈iiα , чего мы не 
можем утверждать для эмпирических оценок. Учитывая, то, что при ∞→n , 
априорная информация поглощается апостериорной, мы можем ожидать, 
что оценки (3.4.3) и (3.4.4) должны обладать всеми теми 
асимптотическими свойствами, которыми обладают их эмпирические 
аналоги. Поскольку для всех ℑ∈i  
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где ),(3 1−Ο== nqnnε  то теоремы типа Гливенко-Кантелли и ЗПЛ типа 
Кифера справедливы для }),;({ ℑ∈iixH n
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Пусть последовательность }1,{ ≥Τ nn  такова, что Hn Τ<Τ  и ∞↑Τn  при ∞→n  
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Так как RxxHnxHnR nn ∈−≥−+   )),(1())(1)()(( αα  и, согласно (1.9.12), 
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Аналогично имеем 
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Согласно неравенству (3.9) в [153], существуют числа A,B>0 и п.н. 
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Из (3.4.7)–(3.4.9) следует (3.4.5). Для доказательства (3.4.6) заметим, что 
п.н. справедливы равенства для всех ℑ∈i   
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x x

nH x R x H x R x
n n−∞< ≤Τ −∞< ≤Τ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = Ο − = Ο⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Этим теорема 3.4.1 и доказана.       ■ 
Аналогичное утверждение справедливо и для оценок (3.4.4). 

Теорема 3.4.2. В условиях теоремы 3.4.1 при m=1,2,3 и ℑ∈i  
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1 2п.н. log logsup | ( ; ) ( ; ) | ,                             (3.4.9)mn
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где ));(1))((1()()( iFHn nn
i Τ−Τ−=λ  и ));(exp(1);( ixixF Λ−−= . 
Доказательство теоремы 3.4.2. В условиях непрерывности всех 

субраспределений ℑ∈== imixFixFm ;3,2,1),;();( . При m=1 (3.4.9) получается 
применением последнего элементарного неравенства (1.3.6). Поскольку 
для всех ,);( ℑ×∈ Rix  )(2);( 11

nnnn qixH Ο=+≤Δ α  и ))(1)(1()(1 xHqxH nnn −−≥− α , то, 
используя правые части неравенств (I) и (V) теоремы 1.3.1 и оценку 
(1.9.12), получаем неравенства для всех ℑ∈i : 
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         (3.4.11) 

 
Этими неравенствами справедливость (3.4.9) установлена. Пользуясь 
четвертым неравенством (1.3.6) и оценками (3.4.11), будем иметь при 
l=1,2,3 и m=2,3: 
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где для первого слагаемого в правой части неравенства имеем (3.4.6), а 
второе, согласно выбору последовательности }1,{ ≥Τ nn , есть 

))loglog(( 21−Ο nn . Этим и (3.4.10) также доказано.        ■ 
Таким образом, оценки (3.4.3) и (3.4.4) являются равномерно сильно-

состоятельными оценками для );( ixΛ  и );( ixF . Используя оценки из доказа-
тельства теорем 3.4.1 и 3.4.2, теорему М, а также и основной результат 
работы [126], нетрудно установить результаты об аппроксимации оценок 
(3.4.3) и (3.4.4) последовательностями гауссовских процессов. Пусть 

=)(tM n
α  ))(),...,(( 11 knkn tMtM αα=  и k

kkmnkmnmn RttttNtNtN ∈== ),...,()),(),...,(()( 111
ααα , где 
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при ℑ∈i  и m=1,2,3 ));();(()( 21 ixixnxM nni Λ−Λ= αα  и 
);(()( 21 ixFnxN mnmni

αα = 1));(1))(;( −−− ixFixF mn
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Теорема 3.4.3. Пусть все субраспределения }),; ({ ℑ∈⋅ iiH  непрерывны 
и HΤ<Τ . Тогда 
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Детали доказательства теоремы 3.4.3 опускаются.     ■ 
Таким образом, для оценок (3.4.3) и (3.4.4) справедливы 

аппроксимации с оптимальной скоростью.          ■ 
 

§ 3.5. Аппроксимации статистики отношения правдоподобия 
 

Рассмотрим модель );( AZ . Пусть (ℵ ,�) выборочное пространство 
с.в. Z, где R⊆ℵ  и �-борелевская σ -алгебра на ℵ . Пусть ℑ∈Ι= iA ii ),( )()(δ . 
Предположим, что совместное распределение вектора ),...,,( )()1( kZ δδξ =  
задано с точностью до неизвестного (для простоты скалярного) параметра 

R⊆Θ∈θθ , : 
ℑ∈=∈∈==≤= iDyRxyyxZPyyxQ ikkk ,}1,0{,),,...,,(),...,;( )()()()1()1()()1( δδθθ . Пусть 

Θ∈ℑ∈=≤=≤= θδθθ θθ ,),1,();()();( )1()( ixZPxHxZPxH i . Предполагая абсолютную 
непрерывность субраспределений )(iH , имеем формулы для к.ф.и.: 
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где ))(exp(1);(  ,));(1());(exp();(1 )()(

1

)( xxFxFxxH ii
k

i

i Λ−−=−=Λ−=− ∏
=

θθθθ . Пусть 

),,( )()()( nnn QUY θ  –последовательность статистических экспериментов, 

соответствующая выборке )(
0

nS  из § 1.3, где =)(nY ,}{}{ )()(
4444 84444 76

L

n

kk DD ×ℵ×××ℵ  

,)(
48476

L

k
k DDD ××=  )(nU – борелевская σ -алгебра на )(nY  и )(nQθ –распределение 

на );( )()( nn UY , являющееся «n-кратным произведением θQ ». Пусть 
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},{ )( Θ∈θθ
nQ  являются абсолютно непрерывными относительно меры nν , а 

плотность этого семейства на выборочном пространстве )(nY  задается 
формулой 
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значение параметра θ  и при каждом 1,, 21
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n =++= L  (см. § 1.4). Сформулируем 
условия регулярности для установления ЛАН семейства },{ )( Θ∈θθ

nQ  в точке 
0θθ = : 
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(У5). Функции 
θ

θ
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∂ );(log )( xf i

 и ℑ∈
∂

∂ ixh i

,);(log )(

θ
θ , являются 

функциями ограниченной вариации по x. 
(У6). Информации Фишера 
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соответствующие распределениям )(iF  и )(iH , конечны и положительны в 
точке 0θθ = . 

Пусть )()()( )()1( θθθ kΙ++Ι=Ι L  и )()()( )()1( θθθ kℑ++ℑ=ℑ L . Отметим (см. 
[69]), что фишеровская информация, соответствующая выборке )(

0
nS  равна 

)(θℑn . Обозначим ),();(),();(),();( )(
0

)()(
0

)(
0 xFxFxHxHxHxH iiii === θθθ  ℑ∈i . 

Теорема 3.5.1. Пусть выполнены условия (У1)–(У4), а также условия 
(У5), (У6) для плотностей ℑ∈ih i ,)( . Тогда при каждом Ru∈  для СОП имеет 
место представление 
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n nxHWndxh
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));(();(log
θ

θ
ω , и 0)( →uRn  при ∞→n  по )(

0

nQθ – 

вероятности. Здесь };1;10);;({ )( ℑ∈≥≤≤ inynyW i –двухпараметрические 
винеровские процессы из (1.9.66), являются независимыми.        ■ 

Замечание 3.5.2. Отметим, что nω  является суммой независимых 
стохастических интегралов Ито, каждый из которых по распределению 
совпадает со с.в. ℑ∈ℑ iN i )),(;0( 0

)( θ . Следовательно, ))(;0( 0θω ℑ=N
D

n .          ■ 
Замечание 3.5.3. При Ω== )1(,1 Ak  и );( AZ –модель становится 

обычной моделью полных наблюдений. Тогда из теоремы 3.5.1 следует 
ЛАН для СОП в терминах аппроксимаций. При k=2, если 

=∧= )1()2()1(  , AYYZ }{ )2()1( YY ≤  и }{ )2()1()2( YYA >= , где )1(Y  и )2(Y  независимы, 
то =);()( θxF i 2,1),( )1( =≤ ixYPθ . Пусть интерес представляет только с.в. Y(1). 
Тогда F(2) будет мешающим распределением и в определении ); ( θ⋅nP  
выражения с участием F(2) отбросим. Интерес представляет установление 
ЛАН и для таких «урезанных» функций правдоподобия. Обобщив такую 
задачу в МКР и при k>2, можно считать, что для каждой ф.р. F(i) в качестве 
мешающего выступает G(i).       ■ 

В связи с только что сделанным замечанием, рассмотрим следующий 
аналог *Ln : 
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где ∞↑Τ=∈=Τ<Τ nHn xHRx },1)(:inf{  при ∞→n  с определенной скоростью и 
)()( xF i

n  одна из оценок (1.4.2), скажем );(2 ixF n . Пусть −=1)()( xS i )()( xF i  и 
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– двухпараметрические винеровские процессы на );0();0( ∞×∞  с 
0);()( =Μ nxW i  ℑ∈∧∧=Μ iyxmnmyWnxW ii ),)(();();( )()( . 

Теорема 3.5.4. Пусть выполнены условия (У1)–(У4) и (У5), (У6) для 
плотностей ℑ∈ixf i ),;()( θ . Последовательность }1,{ ≥Τ nn  такая, что для ε >0: 
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где )(1 yH − – функция, обратная к H(x). Тогда при каждом Ru∈ : 
 

)3.5.3(                               ),()()(L *
02

** 2 uRuu n
u

nn +Ι−= θω  
 

где ∑ ∫
= −∞

−

∂
∂

=
k

i x

iii
x

i

n nxdWnSdxf
1 ];(

)()(21)(
)(

0
)(

* )],);(([);(log
θ

θω  и 0)(* →uRn  при ∞→n  по 

)(
0
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Замечание 3.5.5. Если nΤ  выбирается из равенства c

n nH −=Τ− )(1 , где 
0<c< 81 , то, очевидно, условия (3.5.2) выполняются.         ■ 

Замечание 3.5.6. Заметим, что *
nω  является суммой зависимых 
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Следующее утверждение является аналогом известной 2-леммы Ле 

Кама (см. [87]). 
Лемма 3.5.7. В условиях теоремы 3.5.1 при каждом Ru∈ : 
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Лемма 3.5.7 доказывается в основном по методу доказательства 

теоремы 1.1 главы II в [72] и поэтому ее доказательство опускается. 
Доказательство теоремы 3.5.1. Из соотношений (3.5.4) имеем 
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Тогда, согласно лемме 3.5.7, 
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где последнее равенство получилось согласно (3.5.5) и того, что 
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С другой стороны, ),()( *
0

** uRuuA nnn += ω  где ввиду теоремы 2 из [126] имеем 
 

   ),1()]);(()()([
);(log

)(
1 ];(

)()(21)()(0
)(

*
0 ∞→=−Μ

∂
∂

= ∑ ∫
= Τ−∞

− nonxdWnxSxd
xf

uuR p

k

i

iiii
n

i

n

n
θ

θ .  

 
Соотношения (3.5.9) и (3.5.10) дают (3.5.3). Теорема 3.5.1 доказана.   ■ 
 

Выводы  
 

В главе 3 рассматриваются в основном информативные модели 
неполных данных, в которых с.в-ны, выступающие в качестве цензоров в 
определенном смысле зависят от цензурируемых с.в.. В § 3.1 исследованы 
асимптотические свойства трех классов параметрических-
непараметрических оценок базовой функции выживания, когда в модели 
Кокса присутствует цензурирование с двух сторон. Существенно опираясь 
на метод мартингалов, доказаны свойства состоятельности и 
асимптотической гауссовости оценок. В § 3.2 рассматривается МПИ, 
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подвергаемая случайному неоднородному цензурированию слева и для 
степенной оценки установлены результаты об аппроксимации линейным 
функционалом от эмпирических процессов и типа ЗПЛ. § 3.3 посвящен 
результатам сильной аппроксимации трех классов оценок функционалов в 
(Z;A)-модели, когда эмпирические оценки являются модифицированными 
оценками Каца. Скорости аппроксимации в этих результатах являются 
оптимальными. В § 3.4 доказаны результаты сильной состоятельности и 
аппроксимации гауссовскими процессами для трех классов оценок в (Z;A)-
модели, построенных с использованием байесовских оценок вместо 
эмпирических. Байесовские оценки построены с использованием 
априорных распределений Дирихле. В § 3.5 доказан сильный вариант 
свойства ЛАН в (Z;A)-модели. При этом установлены представления для 
СОП и ее усеченного варианта через стохастические интегралы от 
двухпараметрических винеровских процессов. Такие представления могут 
быть полезными при исследовании свойств оценок байесовского типа и 
ОМП для неизвестного параметра.                 ■ 
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Заключение 
 

Развитие исследований по статистике неполных наблюдений 
показало необходимость рассмотрения более общих моделей, построения и 
исследования в них непараметрических оценок характеристик, 
представляющих интерес с.в.. В монографии предложены и исследованы 
базовые функционалы от неизвестных распределений, и с их помощью 
построены непараметрические оценки в различных моделях неполных 
наблюдений, представляющих собой смеси схем цензурирования и МКР. 
Эти оценки имеют экспоненциальную, множительную и степенную 
структуры; первые две из них обобщают известные оценки Альтшулера-
Бреслоу и Каплана-Мейера. Исследованы свойства оценок как при 
произвольном, так и при растущем объеме выборки. В частности, 
установлены свойства равномерной сильной состоятельности со скоростью 
сходимости (законы типа повторного логарифма), а также результаты 
аппроксимации последовательностями гауссовских процессов с 
оптимальной скоростью. Аналогичные оценки построены и исследованы 
при случайном пуассоновском объеме выборки, а также при байесовском 
оценивании с априорным распределением Дирихле. Непараметрические 
оценки исследованы также и в случае неоднородного случайного 
цензурирования. Аналогичные оценки предложены и исследованы, когда 
неполные данные получаются неоднородным, зависимым 
цензурированием случайного вектора. В модели Кокса при случайном 
цензурировании с двух сторон построены и исследованы три класса 
параметрических-непараметрических оценок для базовых функционалов. 
При помощи метода сильной аппроксимации найдены представления для 
СОП и для ее урезанного аналога через стохастические интегралы от 
двухпараметрических процессов Винера. Предлагаемые в монографии 
оценки построены по универсальному принципу метода подстановки. При 
исследовании свойств оценок наряду с аналитическими методами теории 
вероятности и математической статистики, комбинированно используются 
такие мощные методы, как метод мартингалов, сильной и слабой 
аппроксимации и U -статистик. 

В целом результаты монографии являются существенным вкладом в 
теорию статистики неполных наблюдений. Они могут быть использованы 
при анализе данных типа времени жизни, встречающихся при контроле 
качества продукции, в страховании, в демографии, в почвоведении, в 
астрономии и т.д.       ■ 
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Приложение -1 
 

Сравнение непараметрических оценок функции выживания 
 

 Исследования непараметрических оценок, экспоненциальной, 
множительной и степенной структур, проведенные в главах 2 и 3 (при n → 
∞) показывают их асимптотическую эквивалентность. Некоторые 
отличительные свойства этих оценок проявляются при фиксированном 
объёме выборки. Чтобы продемонстрировать эти особенности оценок 
рассмотрим (Z ∧ Y; B) – модель при k = 1 и A(1) = Ω. Пусть {Zj, j ≥ 1} и {Yj, 
 j ≥ 1} – взаимонезависимые последовательности н.о.р. с.в-н с 
непрерывными ф.р. H и G соответственно. Наблюдается выборка объёма n: 
C(n)={(ξj , Δj ), 1 ≤ j ≤ n}, где  ξj = Zj ∧ Yj, Δj =  I(Zj ≤ Yj). Задача состоит в 
оценивании функции выживания 1 – H(x) по выборке C(n) при мешающей 
ф.р. G. Для  1 – H  справедливо представление 1 – H(x) = exp(- Λ(x;1)), где  
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Тогда согласно (1.4.9) оценками H(x) являются 
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Таким образом, рассматриваемая модель является моделью случайного 
цензурирования справа, где Zj наблюдаемые лишь при Δj = 1. 
 Пусть G1n(x), G2n(x)  и G3n(x)  соответствующие оценки мешающей 
ф.р. G(x), определяемые формулами (П-1.1) заменой  Mn(x;1) на Mn(x;0). В 
рассматриваемой модели 1- N(x) = (1 – H(x))(1-G(x)) для всех .Rx∈   
Однако для трех классов оценок имеем: 
I.  (1 – H1n(x))(1-G1n(x)) = exp(-Λn(x)) ≠ 1 - Nn(x)   и   при   ,

1)( j

n

jn Vx ξξ
=

=≥     

     H1n(x)∨G1n(x)<1; 
II.  (1 – H2n(x))(1-G2n(x)) ≠ 1 - Nn(x)   и   при  x ≥ ξ(n)   оценки  H2n(x)  и  G2n(x)    
      неопределены; 
III. (1 – H3n(x))(1-G3n(x)) = 1 - Nn(x)   и  следовательно при  x ≥ ξ(n) ,  
       H2n(x) = G2n(x) = 1. 
Таким образом, только оценки степенной структуры H3n и  G3n  являются 
идентифицируемыми с моделью для случая непрерывных распределений  
H  и  G.  Для демонстрации свойств оценок (П-1.1) рассмотрим выборку 
объёма n = 97  из работ  [147, 168]. Это данные из центра уединения 
Ченнинг Хаус (Channing House) в г. Пало Альто (Palo Alto) в Калифорнии 
(США). Вариационный ряд, построенный по этим данным есть: (777;1),  
(781;0), (843;0), (866;0), (869;1), (872;1), (876;1), (893;1), (894;1), (895;0),  
(898;1), (906;0), (907;1), (909;1), (911;1), (911;0), (914;0), (927;1), (932;1),  
(936;0), (940;0), (942,5;0), (943;0), (945;1), (945;0), (948;1), (951;0), (953;0),  
(956;0), (957;1), (957;0), (959;0), (960;0), (966;1), (966;0), (969;1), (970;0),  
(971;1), (972;0), (973;0), (977;0), (983;1), (984;0), (985;1), (989;1), (992,5;1),  
(993;1), (996;1), (998;1), (1001;0), (1002;0), (1005;0), (1006;0), (1009;1), 
(1011,5;1),  (1012;1), (1012;0), (1013;0), (1015;0), (1016;0), (1018;0), (1022;1), 
(1023;0), (1025;1),  (1027;0), (1029;1), (1031;1), (1031;0), (1031,5;0), (1033;1), 
(1036;1), (1043;1), (1043;0),  (1044;1), (1044;0), (1045;0), (1047;0), (1053;1), 
(1055;1), (1058;0), (1059;1), (1060;1),  (1060;0), (1064;0), (1070;0), (1073;0), 
(1080;1), (1085;1), (1093;0), (1093,5;1), (1094;1),  (1106;0), (1107;0), (1118;0), 
(1128;1), (1139;1), (1153;0). 
Здесь данные представлены в месяцах, причем число “1” в парах означает 
нецензурирование (т.е. смерть), а “0”- цензурирование. При этом 46 
человек умерли с начала открытия центра в 1964 году по 1 июля 1975 года 
ко дню сбора данных. Эти нецензурированные данные. Из остальных 51 
человек 5 были выписаны из центра, а 46 ещё были живы к 1 июля 1975 
года. Эти цензурировананные данные. По этим 97 данным приведены 
графики оценок Hm;97(x), m=1,2,3 на рисунках П.1.1-П.1.3 по отдельности и 
на рисунке П.1.4 вместе: 
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Рис. П.1.1. Оценка 1- H1;97(x). 
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Рис. П.1.2. Оценка 1- H2;97(x). 
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Рис. П.1.3. Оценка 1- H3;97(x). 
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Рис. П.1.4. Оценки  1- Hm;97(x),   m = 1,2,3. 

 
Теперь при помощи оценок (П-1.1) построим доверительные полосы для 
неизвестной функции 1 – H(x). Для этого будем следовать работам [147; 
154] и используем доверительные полосы 
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где m = 1,2,3, 
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T=1128;  μ1 =1; μ2 = 1,37     и     ( )( )∫
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−−−=
];(
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x

nnn udMuNxd  

Используемые нами доверительные полосы Mn
*(x; 1; 1,37) являются 

модифицированными полосами Гиллеспие – Фишера при 0≤x≤T (см.[154]). 
Эти полосы для данных объёма n=97 с использованием оценок (П-1.1) 
приведены на рисунках П.1.5 – П.1.7. 
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Рис. П.1.5. Доверительные полосы  M1

*
;97(x; 1; 1,37). 
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Рис. П.1.6. Доверительные полосы  M2

*
;97(x; 1; 1,37). 
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Рис. П.1.7. Доверительные полосы  M3

*
;97(x; 1; 1,37). 
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Приложение-2 
 

Статистики для проверки гипотез 
 
 П.2.1. Статистики для двувыборочных критериев. Пусть 
{ }, 1kjZ j ≥  и { }, 1 , 1, 2kj jY k≥ =  взаимонезависимые последовательности 
н.о.р с.в, где kjZ  и kjY  имеют непрерывные ф.р. ( )kH  и ( )kG . 
Наблюдаются цензурированные справа выборки 

( ) ( ){ }, , 1 , 1, 2kn
kj kjC j n kξ= Δ ≤ ≤ =  соответственно объёмов 1n  и 2n , где 

( ),kj kj kj kj kj kjZ Y I Z Yξ = ∧ Δ = ≤ . Интерес представляют с.в. kjZ . Через ( ) ( )kN x  

обозначим ф.р.  с.в. , 1, 2kj kξ = . Пусть 
1 2
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n n

n q k
n∧ →∞

= > =  и ( )1 2,N n n= . 

Тогда теоретической и э.ф.р. объединённой выборки из { }1 1, 1j j nξ ≤ ≤  и 
{ }2 2, 1j j nξ ≤ ≤  соответственно являются ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2N x q N x q N x= +  и 
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 Следуя работе автора [2] рассмотрим задачу проверки гипотезы 
H ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1: , ,H x H x H x x R= = ∈o  

где ф.р. H , вообще говоря, неизвестна. Легко видеть, что H o  является 
двувыборочной гипотезой о согласии, хотя можно было бы 
рассматривать также и гипотезу об однородности  

H* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1: ,H x H x x R= ∈ . 

Статистики, построенные с помощью нормированных процессов, в 
которых вместо ф.р. ( )H x  стоит какая – нибудь из её оценок, можно 
применить и для построения критериев проверки гипотезы H*. При 
этом вместо оценок ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
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выборке могут быть использованы также и одновыборочные оценки 
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Образуем случайные процессы при 1, 2,3 :m =  
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где  T  для заданного 0, 1,2k kε > = выбирается из условий  
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Рассмотрим статистики типа Колмогорова – Смирнова 
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а также типа 2 :ω  
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−∞

⎛ ⎞
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;
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∫
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( ]

( ) ( )
1

2 2

;

€€ ,
N

mN mN N
T

Z x dm xω
−∞

= ∫      
( ]

( ) ( )
2

2 2

;

€€ €€
N

mN mN N
T

Z x dm xω
−∞

= ⋅∫ , 

 
где 1 2N NT T∧ →∞  (при 1 2n n∧ →∞ ) с определённой скоростью. 
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 Из результатов § 2.3  данной книги а также из теорем 2.4 и 2.5 
работы автора [2] следует, что при справедливости H (или H*)  и при 

1 2 :n n∧ →∞  

( ) ( )
0 1

, ,sup
D

mN mN
y

K K K W W y
≤ ≤

⇒ =o o
(( (

 
 

                                ( ) ( ){ }
1

22 2 2

0

, ,
D

mN mN W W y dyω ω ω⇒ = ∫o o
(( (                     (П-2.2) 

 

                                   ( ) ( )
0 1

€€ €, ,sup
D

mN mN
y

K K K B B y
≤ ≤

⇒ =
 

 

( ) ( ){ }
1

22 2 2

0

€€ €,
D

mN mN B B y dyω ω ω⇒ = ∫ ,                         

где ( ){ }, 0 1B y y≤ ≤  - броуновский мост и ( ){ }, 0 1W y y≤ ≤o - стандартный 
процесс Винера. Отметим, что распределения всех статистик, 
находящихся в правых частях соотношений (П-2.2) являются 
табулированными (см. [274]). Следует также отметить, что 
последовательности чисел { }, 1, 2; 1kNT k N= ≥ -могут быть выбраны в 
зависимости от скорости аппроксимации введённых случайных 
процессов ( )€

mNZ x  и ( )€€
mNZ x  с соответствующими гауссовскими 

процессами. Следуя [2], предположим, что объёмы выборок 1n  и 2n  
являются кратными: 2 1n nγ= ⋅ , где 0γ > . Тогда ( )1 21 1q q γ γ= − = +  и 
поэтому вместо kNT  используем 

2knT . В [2] показано, что для 
справедливости последних двух соотношений (П-2.2) достаточно 
полагать  

( ) ( )1

2
1 21 , 0 1 6nN T n α α−− = < <  и ( ) ( )2

2
2 21 , 0 1 10nN T n β β−− = < < . ■ 

П.2.2 Статистики для проверки пропорциональности 
интенсивностей. Рассмотрим МКР при 2k = . Пусть ( )1Y  и ( )2Y  две  
независимые с.в. (риски) с абсолютно непрерывными ф.р. ( ) ( )1F x  и  

( ) ( )2F x  соответственно. Пусть 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 , ; , iH x P Z Y Y x H x i P Z x Z y= = ∧ ≤ = ≤ =  и 
( ) ( ) ( )( ); , 1, 2i ip H x i P Z Y i= = = = . Согласно определению 1.3.4 и равенству 

(1.3.22) МПИ характеризуется независимостью с.в ( ) ( )1 2Z Y Y= ∧  и 
( ) ( )( ) , 1, 2i iI Z Y iδ = = = . Пусть ( ) ( )if x  и ( )h x  функции плотности, 

отвечающие ( ) ( )iF x  и ( )H x  соответственно . Интерес представляет 
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вопрос о том, является ли МКР МПИ. В связи с этим рассмотрим 
гипотезу о справедливости МПИ в терминах плотностей: 

П: ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 11 , 0,1 ,f x F x p h x p x R− = ∈ ∈ , 

П: ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 11 , 0,1 ,f x F x p h x p x R− = ∈ ∈ , 

где ( ) ( )1 21p p= − . Пусть ( )( ){ }; , 1, 2; 1i
j jZ i j nδ = ≤ ≤ - повторная выборка 

наблюдений за парами ( )( ); , 1,2iZ iδ = . Оценим ( ) , 1, 2ip i =   и ( )h x  через 
( ) ( )

1

1 ni i
n jj

p
n

δ
=

= ∑  и  

( ) ( ) ( )1

1 n
j

n
j

x Z
h x K

n n nμ μ=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 

где ядро ( )K x -функция плотности, удовлетворяющая стандартным 
условиям типа Бикеля-Розенблатта [113] и ( ){ }, 1n nμ ≥ - 
последовательность «ширины окна»: ( ) 0nμ ↓  и ( )n nμ →∞  при n →∞ . 

Пусть ( ) 1 1,
5 2

cn n cμ −= < <  и последовательность интервалов ( );n nTτ  

выбирается подходящим образом так, чтобы ( ) ( ); ;n nTτ → −∞ ∞  при 
n →∞ . Пусть ( ) c

n n nT nγ τ= − ⋅ . В работе автора [3] показана 
справедливость соотношения: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
11 22lim 2 log exp 2 exp , 0sup

n n

n n nn
x T

P x K d y y y
τ

γ ψ λ
−

→∞
< <

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⋅ − < = − − >⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

, (П-2.3) 

где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

21 1 1 1

1
1 ,

n
j

n n n n j n
j

x Z
x p p h x n n p K

n
ψ μ δ

μ

−

=

⎛ ⎞−⎡ ⎤= − ⋅ − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∑  ( ) ( )2K K x dxλ

∞

−∞

= ∫  

и nd - явно выражается через K  и nγ .  
 Сходимость (П-2.3) можно будет использовать для построения 
асимптотического критерия уровня α  для проверки гипотезы П.  При 
этом гипотеза П отвергается при больших значениях статистики, 
являющейся  левой частью неравенства под вероятностью в (П-2.3). 
Здесь α  определяется равенством ( )( )exp 2exp 1yα α− − = − .        ■   
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Приложение-3 
 

Бутстреп – оценивание 
 
 Эфрон [168-169] был первым, кто ввёл бутстреп-процедуру 
оценивания при случайном цензурировании справа. Он рассматривал две 
процедуры построения оценок Каплана-Мейера по бутстреп выборке.  
 Продемонстрируем обе процедуры для модели цензурирования из 
Приложения-1, с построением аналогов оценок (П-1.1). 
 П.3.1. Бутстреп-процедура, основанная на модели. Рассмотрим 
оценки (П-1.1) для ( )xH , построенные по выборке ( )nC . Аналогично, пусть 

( ){ }3,2,1, =mxGmn -соответствующие оценки по ( )nC  для ф.р. ( )xG . Пусть 
{ }ljZmjn ≤≤1,*  и { }ljYmjn ≤≤1,* - н.о.р. с.в.  с ф.р. ( )xHmn  и ( ) 3,2,1, =mxGmn . 
Образуем новую цензурированную выборку ( ){ }ljmjnmjn ≤≤Δ 1,; **ξ  объема 

( )nll = , где ***
mjnmjnmjn YZ Λ=ξ  и ( ) 3,2,1,*** =≤=Δ mYZI mjnmjnmjn . Пусть  

                                     .0 supliminflim ∞<≤<
∞→∞→ n

l
n
l

nn

                          (П-3.1) 

Тогда бутстреп аналогами оценок (П-1.1) являются оценки 
( ) 3,2,1,,*

ln =mkxHm , получаемые из формул (П-1.1) заменой эмпирических 
оценок ( )xNn  и ( )1;xM n  на их бутстреп варианты 
 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

==Δ≤=≤=
l

j
mm

l

j
mmm mxI

l
xMxI

l
xN

1

*
ln

*
ln

1

*
ln

*
ln

*
ln 3,2,1,1,11;,1 ξξ .      (П-3.2) 

 
Здесь при 3,2,1=k  построим оценки экспоненциальной, множительной и 
степенной структур, т.е. всего имеем девять оценок.  
 П-3.2. Бутстреп-процедура, свободная от модели. Пусть 
( ) ( )yxPyxQ jj ≤Δ≤= ,; ξ  совместная ф.р. элементов выборки ( )nC  и 

( ) ( )∑
=

≤Δ≤=
n

j
jjn yxI

n
yxQ

1
,1; ξ  её эмпирическая оценка. Образуем двумерную 

выборку ( ){ }ljjnjn ≤≤Δ 1,~;~ξ  объёма ( )nll = , каждый элемент которой имеет 
ф.р. ( )yxQn ; . По этой бутстреп-цензурированной выборке можем 
построить аналоги оценок (П-1.1), используя эмпирические оценки  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1, ;1 , 1
l n

ln jn ln jn jn
j j

N x I x M x I x
l n

ξ ξ
= =

= ≤ = ≤ Δ =∑ ∑% %% % % . 

 В данном случае имеем оценки ( ) , 1, 2,3mlnH x m =%  трёх типов. ■ 
 Таким образом, обе процедуры, вообще говоря, дают различные 
оценки не смотря на то, что они могут иметь одинаковые структуры. Пусть 

( )mlnH x  одна из бутстреп оценок для ( ) 3,2,1, =mxH  и ( ){ }1:sup <= xHxTH . 
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Образуем бутстреп процессы 
( ) ( ) ( )( )1

2 , 1, 2,3,mln mln mnx l H x H x m x Tγ = − = ≤ , где mnH  из (П-1.1).  С 
учетом асимптотическую эквивалентность трёх классов оценок, повторяя 
рассуждения из работы [215] можно установить, что при условии (П-3.1) 
 
                                       ( ) ( )( ) ( )( )*1 0,sup p

mln l
x T

x H x W d x nγ
≤

− − ⎯⎯→ →∞ ,   (П-3.3) 

 

где ( ){ }∞=≥ 1
* 0, ll ttW -последовательность винеровских процессов и 

( ) ( )
( )( )( ]

∫
∞− −

=
x uN

uMdxd
;

21
1; . 

Соотношение (П-3.3) можно использовать для построения бутстреп 
доверительных полос, которые как правило, обладают преимуществами по 
сравнению с обычными доверительными полосами (см. также [147]).   ■ 

 
Приложение-4 

 
Оценки для биометрических функционалов 

 
 Рассмотрим ( )( )DYZL ;∧∨ -модель при 1=k  и ( ) Ω=1A  (см. § 1.3).  
 Пусть ( ){ }1,,, ≥jYLZ jjj - последовательность н.о.р. с векторов с 
взаимонезависимыми компонентами. Пусть ф.р.   ( ) ( ),xLPxK j ≤=  

( ) ( )xYPxG j ≤=  и ( ) ( )xZPxH j ≤=  - непрерывны. Результатом испытаний 
является следующая выборка объема n : ( ) ( ){ }njS jjjj

n ≤≤= 1,,,, 210 χχχξ , где  
( ) ( ) ( )jjjjjjjjjjjj YZLILYZIYZL ≤≤=<∧=∧∨= 10 ,, χχξ  и ( )jjjj ZYLI <≤=2χ . 

Задача состоит в оценивании условной ф.р. ( ) ( ) xZxZPxH jj ≤≥<= τττ  по 
выборке ( )nS , где число τ  выбирается надлежащим образом (см. условие 
(7)). Предположим, что φ≠= II GKH NNNN , где SN -носитель ф.р. S . 
Пусть ( )( ) ( )( )xHx ττ −−=Λ 1log1  и ( )( ) ( )1, =≤= mjj

m xPxT χξ , 2,1,0=m . Тогда легко 
видеть, что ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xTxTxTxPxE j

21 ++=≤= oξ  и  
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
[ ]
∫ ⋅−=Λ −

x

udTuEuKx
;

111

τ
τ . 

 
Согласно (11) ( )xHτ  оценим статистиками 

( ) ( )( )( )∏
≤≤

ΔΛ−−=
xu

nn uxH
τ

ττ
1

1 exp1 , 

 
                                       ( ) ( )( )( )∏

≤≤

ΔΛ−−=
xu

nn uxH
τ

ττ
1

2 11 ,                              (П-4.1) 
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                                             ( ) ( )
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⎪
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∞

− udTuExK n
x

nn
o

;

1exp ,  

 

 ( ) ( ) ( )
1

1 , 1 , 0,1, 2
n

m
n j mj

j

T x I x m
n

ξ χ
=

= ≤ = =∑ , 

 
и ( ) ( ) ( ) ( )( )xTxExKxq nnnn

oΔ−−−= . 
Пусть числа τ  и T  таковы, что T<τ  и  
 

                                    ( )inf 0j j jx T
r P L x Z Y

τ ≤ ≤
= ≤ < ∧ > .                             (П-4.2) 

 
Наряду с условной функцией выживания ( )xHτ−1  и к.ф.и. ( )( )x1

τΛ , важными 
биометрическими функционалами являются также и плотность опасности 
отказов ( ) ( ) ( )( ) 11 −−= xHxhx ττλ , где  ( ) ( )

xd
xdHxh =  в случае абсолютной 

непрерывности ф.р. ( )xH  и функция среднего остаточного времени 
безотказной работы: 

( ) ( )( ) ( )( )
[ )

τμ τττ ≥−⋅−= ∫− xduuHxHx
HTx

,11
;

1 . 

Здесь ( ){ }1:sup <= xHxTH . Тогда естественными оценками ( )xτλ  и ( )xτμ  
являются при :,3,2,1 τ≥= xm  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )uHd
n
uxK

n
xHx nmnmnm τττ μμ

λ ∫
∞

∞−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅−=

11 1 , 

и 
( ) ( )( ) ( )( )

( )[ ]
∫

−

−⋅−= −

1;

1 11
nx

nmnmnm uduHxHx
ξ

τττμ , 

где ядро K ( )x - заданная функция плотности, ( ){ }1, ≥nnμ - 
последовательность «ширины окна»: ( ) ( ) ∞→↓ nnn μμ ,0  при ∞→n ; и 
( ) ( )nξξ ≤≤ ...1 - вариационный ряд по { }njj ≤≤1,ξ .       ■ 
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 Ещё одной из важных характеристик с.в. jZ  является х.ф.  

( ) ( ) ( )1, RtxHdetC itx ∈= ∫
∞

∞−

. 

Ввиду того, что происходит двустороннее случайное цензурирование, то 
прямое оценивание ф.р. ( )xH , а следовательно и х.ф. ( )tC  становится 
невозможным. Х.ф. мы оценим при помощи оценок (П-4.1) условной ф.р. 

( )xHτ . В связи с этим  рассмотрим х.ф., отвечающую условной ф.р. ( )xHτ : 

( ) ( ) ( ) τττ ≥∈= ∫
∞

∞−

xRtxHdetC itx ,, 1 , 

и естественные её оценки 

( ) ( ) ( ) τττ ≥∈= ∫
∞

∞−

xRtxHdetC nm
itx

nm ,, 1 . 

Пусть { }1,2,1, ≥= nkTkn - числовые последовательности такие, что 
                           ( )( ) ∞→→−⋅∞→∨= nSHTTTT nnnnn ,01,21 ,                (П-4.3) 
где  

( )( ) ( )( ) ( ) ⎪⎭
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⎪
⎨
⎧

⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛≥−−=

2
1

loglog11:sup
n

n
E

mxGxHxS
n

n τ
, 

m -некоторое положительное число и последовательность чисел { }1, ≥nnτ  
такова, что  

                         ( ) ( )( ) ∞→→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→ − n

n
nEH nn ,0loglog,0

2
1

1ττ .                 (П-4.4) 

Из результатов авторов [22] следует, что в условиях (П-4.3) и (П-4.4) 

( ) ( )
1 2

0 1, 1,2,3suplim n

n n

m n
n T t T

P C t C t mτ
→∞ ≤ ≤

⎛ ⎞
− = = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

т.е. ( )tC nm nτ
 является равномерно-строго состоятельными оценками х.ф. 

( )tC .■      
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